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Resumo

Heteroscedasticidade é uma caracteristica comumente encontrada em dados de corte trans-
versal. Varios autores tém estudado o comportamento de estimadores consistentes da ma-
triz de covariancias do estimador de minimos quadrados ordindrios dos parametros lineares
de regressao quando ha heteroscedasticidade de forma desconhecida. Entre os estimadores
propostos e estudados encontram-se aqueles conhecidos como HCO (proposto por Halbert
White em 1980), HC1, HC2 e HC3. Resultados de simula¢ao em alguns artigos favore-
cem o estimador HC3 ou aproximacoes deste estimador; ver, por exemplo, MacKinnon &
White (1985). Cribari-Neto & Galvao (2002), a partir dos resultados em Galvao (2000),
generalizaram os resultados obtidos por Cribari-Neto, Ferrari & Cordeiro (2000), obtendo
uma seqiiéncia de estimadores ajustados por viés que pode ser inicializada em qualquer
dos quatros estimadores listados acima. A presente dissertacao utiliza integracao numérica
para obter resultados exatos sobre a qualidade da aproximacao de primeira ordem usada em
testes quase—t cujas estatisticas utilizam estimativas consistentes da variancia do estimador
de minimos quadrados ordindrios. Os resultados obtidos mostram que o teste que mais se
beneficia de usar estimadores corrigidos por viés é aquele cuja estatistica de teste ¢ con-
struida usando o estimador HC0. Adicionalmente, a utilizacao de estimativas da variancia
do tipo HC3 corrigidas por viés conduz a testes menos precisos, ao invés de conduzir a testes
com menor distor¢ao de tamanho. Por fim, mostra-se que a estratégia de inferéncia a ser
preferida é a utilizacao de estimadores HC3 sem correcao de viés.
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Abstract

Cross sectional data with linear regression structure oftentimes display heteroskedastic be-
havior. A common practice is to estimate the linear parameters using ordinary least squares,
and to obtain a consistent estimate for the covariance matrix of the ordinary least squares
estimator. Several consistent estimators have been proposed and are widely known. The
most commonly used ones are the HCO (proposed by Halbert White in 1980), HC1, HC2
and HC3 estimators. Cribari-Neto, Ferrari & Cordeiro (2000) obtained a sequence of bias-
adjusted HCO estimators. Their results were generalized by Cribari—Neto & Galvao (2002),
who derived bias corrections to a more general class of covariance matrix estimators, includ-
ing the HC1, HC2 and HC3 estimators. The main goal of this thesis is to employ numerical
integration methods to evaluate to what extent the use of bias-adjusted variance estima-
tors in quasi—t test statistics leads to improved finite-sample inference. The results show
that improvements in the quality of the first order approximation to the test are achieved
when the bias-adjusted estimator is the White estimator (HC0). However, when the quasi—t
test statistic is constructed using HC3 type estimators, bias adjustment do not result in
associated tests with smaller size distortions, on the contrary. The results taken together
suggest that the HC3 estimator should be preferred when performing quasi-t inference in
linear regression models with heteroskedasticity of unknown form.
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Capitulo 1

Introducao

1.1. Introducao

Comumente nos deparamos com situacoes onde desejamos explicar determinados feno-
menos através de outros. Por exemplo, poderiamos investigar a influéncia sobre a quantidade
de votos recebida por um candidato a prefeito do montante de recursos gasto na campanha
eleitoral e do tempo de propaganda eleitoral na televisao, ou ainda, como o indice de desem-
prego ¢ afetado pelo indice da inflacao e pelo total de investimento do governo realizado em
educacao. Nestes exemplos, estariamos realizando uma analise de regressao.

Regressao linear é uma associacao linear entre a média de uma varidavel de interesse,
denominada variavel dependente ou resposta, e um preditor que envolve parametros desco-
nhecidos e variaveis auxiliares, a linearidade estando associada a relagao entre a média da
variavel resposta e os parametros da estrutura de regressao. As variaveis auxiliares sao
chamadas de variaveis independentes ou explicativas ou mesmo de covariadas ou covariaveis.
Intimeras sao as aplicacoes de um modelo linear em nosso cotidiano, por isso mesmo ha uma
enorme utilizagao do modelo linear de regressao em varias areas, além da estatistica, como
sociologia, economia, biologia, etc.

Na modelagem de regressao, a variavel resposta estd sujeita a um erro aleatorio. E
comum supor que este erro tem média zero e variancia constante. Contudo, a suposicao
de constancia da variancia do erro é muitas vezes violada em aplicacoes praticas. Quando
isto ocorre dizemos que ha heteroscedasticidade no modelo. Nesta perspectiva, iremos dar
énfase ao modelo heteroscedastico. Apresentaremos os estimadores de minimos quadrados
ordindrio, generalizado e generalizado viadvel e o estimador de White da matriz de covariancias
do estimador de minimos quadrados ordindrios dos parametros de regressao, bem como
alternativas a este estimador de covariancias.

1.2. Regressao Linear

Considere uma amostra de tamanho n de pontos (yi1, z11,Z12,...,21p-1), (Y2, 221,22,
ces®2p-1)s -y (Un,Tn1,Tp2, ..., Ty p—1) € suponha que a varidvel y esta relacionada com
as variaveis x;, i = 1,...,p — 1, através do modelo

yr = Bo + Brwe + ...+ Bp1xgp—1 +ug, t=1,...,n,
1



onde u; é uma varidvel aleatéria com média zero e variancia o7, chamada também de erro
aleatorio, e x4, parat =1,...,nei=1,...,p—1, é uma constante conhecida. Uma notacao
alternativa ¢é

y=XG+u, (1.1)

onde y = (y1,...,yn)'s B = (Bo,...,0p=1)"s u = (u1,...,u,) e X é uma matriz fixa de
dimensao n X p (p < n), com posto igual a p, sendo que a primeira coluna desta matriz é um
vetor de uns e o elemento (t,7+ 1) é x4, comi=1,....,p—1et=1,...,n. Desta forma,
podemos escrever o modelo linear de regressao como

- Gy

(0 Iz o o o T1p 3 U1

Un 1 mp1 - . . Tppot 5. . Up,
L Mp—1 4

Considere as seguintes suposicoes sobre o modelo em questao:

[S1] O modelo ¢é de fato o correto, isto é, y é dado em (1.1).
[S2] Elu¢] =0, t =1,...,n, isto é, os erros tém média zero.
[S3] var(ug) =07 e 0 < 0? <oo, t=1,...,n.
Sob homoscedasticidade, [S3] passa a ser
[S37] var(us) = 0%, t =1,...,n onde ¢ é uma constante estritamente positiva.
[S4] cov(ug, us) =0Vt # s, isto é, os erros sao nao-correlacionados.
[S5] limy, oo (X' X) = @, onde Q é uma matriz finita positiva definida.
[S57] limy,—0on 1 (X'QX) = R, onde R é uma matriz finita positiva definida.
[S6] u ~ N(0,9), onde 0 é um vetor n x 1 de zeros e Q = diag{c?,...,02}.
Nosso objetivo é estimar o vetor de parametros 5 com base em n obsegvagées iobre
as varidveis do modelo. Seja 7 o vetor de valores ajustados, isto é, y = X3, onde 3 é o

estimador de minimos quadrados ordinarios de ( dado em (1.2) abaixo. O vetor de residuos
de minimos quadrados é entao definido como

u=y—-y=y-—Xg.

A maneira mais comumente utilizada para se estimar ( é minimizando a soma dos
quadrados dos erros, ou seja, encontrando o valor de [ que minimiza a fun¢ao

S2B) = uf =uu=(y—XpB)(y—Xp).
t=1

2



E facil mostrar que o minimo de S2(3) ocorre em
G=(X'X)"1X"y. (1.2)

Este é o estimador de minimos quadrados ordinarios (EMQO) de £.

Este estimador possui propriedades desejaveis, pois, admitindo-se que estamos estimando
o modelo correto, isto é, considerando [S1]' e que a matriz X é fixa, obtemos as seguintes
propriedades:

i) Sob [S2], B ¢ um estimador nio-viesado de 3.

Dizemos que um estimador é nao viesado se seu valor esperado é igual ao parametro
sendo estimado, para todos os valores do parametro no espago paramétrico. Ou seja, se
E[B] = (3, para todo 8 € IRP, entao B ¢ um estimador nao-viesado para [3.

Para estabelecer esta propriedade, observemos que

B=(X'X)"'X"y
= (X'X)"'X'(XB +u)
=B+ (X' X)X u.

Entdo, B[3] = 8+ (X'X)"'X'E[u], este tltimo termo sendo igual a zero uma vez que os
erros tém média zero. Usamos o fato de X ser uma matrix fixa e portanto E[(X'X) ™! X u] =
(X' X)L X'E[u], para concluir que E[3] = 8.

ii) Se considerarmos [S2] e [S5] temos que B € um estimador consistente para f3.

Uma seqiiéncia de estimadores gn de um parametro 6 é consistente se para todo ¢ > 0
limy, o0 P <||§n — 0] > e) = 0, ou seja, se 6, converge em probabilidade para 6. Dizemos
neste caso que hé convergéncia fraca (White, 1984, p. 22). Convergéncia forte se d4 quando
a convergéncia é quase certa.

As notacoes mais utilizadas para denotar que Bn converge em probabilidade para [
quando n tende para infinito sao an L, 30u plim(an) = 0.

Antes de verificarmos a consisténcia de Bn, notemos que phm(HXTI“H) = 0, pois pela
desigualdade de Chebyshev

X’ E[|| X’
P('—u ZE)SM—)O quando n — 0.
n en
Logo,
X/
plim (H ¢ >:O.
n

1 Sem a Suposigao [S1] muitos de nossos resultados nao seriam verdadeiros.
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Para este resultado nds utilizamos [S5]:

X/ X/ 2
PSS ze) =P |57 2] =P UxulP = n@) < 55BIX ul?)
n n n2e2
1 1
= nQEQE[u 'XX'u) = - 2E[tr(u 'XX'u)] = 262tr{E[XX’uu']}
1 / tr{X’QX} tr{ X'QX/n}
- Wtr{XX Q} = n2€2 = n€2 .

Do teorema de Slutsky, que afirma que o limite de uma soma (ou produto) de uma
seqliéncia estocdstica é a soma (ou produto) dos limites desta seqiiéncia, temos que

plim(B\) = plim [ﬁ - (X'X)_lX'u}
= plim(B) + plim [n(X'X) '] plim <X7;u)
= 6+Q7'0=p,

o que demonstra a consisténcia de (3.

iii) Dadas as Suposi¢oes S[2], S[3°] e S[4], o EMQO € o estimador de menor variancia dentre
2 ¢ ndo-viesados. Ou seja, o EMQO ¢€ dito ser o melhor
estimador linear e nao-viesado de (3.

todos os estimadores lineares

Um estimador 6 nao-viesado para (3 é dito ser melhor que um outro estimador B , também
nao-viesado para [, se a diferenca entre as matrizes de covariancias wE de ﬂ wA de ﬁ é
positiva semi-definida.?

Para calcular a matriz de covariancias de B usamos o fato de que B — 3= (X'X)"1X"u,
obtendo assim

Y5 = cov(D)
E[(3 - E[3])(3 — E[3))]
E[(3 - 8)(B - BY]
= E[(X X)X ud X (X' X))

= (X' X)) ' X'Blud/| X (X' X) ™1
Desta forma, chegamos a expressao para a matriz de covariancias de B ;

vy = (X' X)IX'ox(X'X), (1.3)

2 g B = Ay, onde A é uma matriz de ordem p X n e y o vetor de respostas, entao B é linear.

Uma matriz quadrada A de ordem n é dita ser positiva semi-definida se para todo vetor n-dimensional
z temos que ' Ax > 0. Neste caso escrevemos A > 0. No caso em que a desigualdade é sempre estrita,
2’ Az > 0, Vx # 0, dizemos que A é positiva definida e escrevemos A > 0.
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onde 2 = E[uv/] = cov(u).
Um modelo de regressao é dito ser homoscedéastico se as variancias dos erros sao cons-
tantes. Entdo, sob homoscedasticidade ([S3’]) e ndo-autocorrelacao ([S4]) a matriz 1%\ em

(1.3) passa a ter a forma
vy =0t (X'X)™!

pois aqui Q = ¢21,,, onde I,, é a matriz identidade n x n.

Iremos concluir que o EMQO sob as Suposigdes [S1], [S2], [S3’] e [S4] é o melhor estimador
linear e nao-viesado de 3. Isto se encontra descrito no proximo teorema.
Teorema 1. (Teorema de Gauss—Markov) Sob as Suposi¢oes [S1], [S2], [S3’] e [S4], dentre
todos os estimadores lineares e nao-viesados de (3, o EMQO possui variancia minima. Em
outras palavras, se B =Ay e E[B] = (3, entao var(c’ﬁ) > fuar(clﬁ), Ve € IRP, onde A é uma
matriz fiva p X n.

Para provar este resultado, assuma que $* é um estimador linear para (3, isto é, tem
a forma 3* = [(X'X)"1X’ + Aly, onde A é qualquer matriz fixa p x n. (Se A = 0, entdo
3* = j3.) Dado [S1],

B =[(X'X)7IX"+ A(XB + u)
=6+ (X'X) ' X'u+ AXB + Au.
Com a Suposicao [S2] temos que E[3*] = g+ AX 3. Para que 5* seja ndo-viesado é necessario

que AX = 0. Logo, 3* — 3 = [A+ (X'X)"1X'Ju. Sob as hipéteses [S37], [S4] e dado que
AX =0, a matriz de covariancias de * é dada por

cov(B*) = E[(8* — B)(5* — 3)]

= (A+ (X' X)) X)HEud|(A + X (X' X)™h

= (A+ (X' X)X I, (A + X (X'X)™)

= o2(AA + (X' X)X A + AX (X' X)) 4+ (X' X)X X (X' X))
= (A4 + (X'X)7h).

Portanto,
cov(B7) — cov(B) = o2(AA' + (X'X) ™) — e2(X'X) ! = 0244’ > 0.

Ou seja, esta matriz de diferenca de covariancias é positiva semi-definida.

O que este teorema nos afirma é que o EMQO é o melhor estimador linear e nao-viesado
(BLUE — ‘Best Linear Unbiased Estimator’) de 3. Note que a suposi¢ao de homoscedas-
ticidade [S3’] é necessédria para este resultado e que ele ndo permanece véalido quando héd
heteroscedasticidade, ou seja, quando as variancias dos erros nao sao constantes. Para ve-
rificar este fato, comecemos definindo um “novo” estimador linear e nao-viesado para (3,
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no modelo heteroscedastico, isto é, supondo [S3] ao invés de [S3’]. Seja y = X[ + u, com

cov(u) = Q = diag{o?,...,02} # 0?1,,. Como () é uma matriz positiva definida, sua inversa

1/2

existe e ela pode ser escrita como Q! = Q712012 Podemos multiplicar Q2 pela

esquerda no modelo (1.1), isto é, O1/2y = Q12X 3 + Q Y24, obtendo
y' = X0+,

com y* = Q12 X* = Q712X e u* = Q2. Entdo, E[u*] = E[QY2u) = Q" Y2E[u] = 0
e cov(u*) = QY2cov(u)Q~1/2 = I,. Ou seja, este novo modelo, que é homoscedéstico, satis-
faz todas suposic¢oes do Teorema 1. Logo, o estimador MQO de ( neste modelo transformado
é o melhor estimador linear e nao-viesado. Minimizando a soma do quadrados dos erros obte-
mos BG = (X*/X*)*lX*/y*, ou seja,

BG _ (X/Q—1/29—1/2X>le/Q—l/QQfl/2y
= (X'o'x)"Ix'a 1y

Como era de se esperar, este estimador ¢ linear e nao-viesado. De fato,

E[Bg] = E[(X'Q7'X) 7' X'Q 7y
= E[(X'Q7 X)) IX'Q7 X+ (X'Q X)X
= 4.

Sua matriz de covariancias é dada por

o5, = cov(Be)
— (X*IX*)_lX*/Q*X*(X*/X)_l
_ (‘lengl/ngfl/Q)()71){'/ng1/2]‘71(271/2){(){/(271/2£271/2‘X")717
= (X' tx)"L

O que fizemos foi usar o EMQO para estimar [ no modelo transformado y* = X*§ + u*.
Chamaremos este estimador de estimador de minimos quadrados generalizados (EMQG).
Note que se o modelo for homoscedastico o EMQG e o EMQO coincidem, pois Q = 021, e,
portanto,

Bo= (X0 X)"1x'Q
= (X' X)X (o®)
= (X'X)"1X"u

-~

= 3.



Evidentemente, suas matrizes de covariancias também coincidem ja que

vy = (XQ7X)
— O_Q(X/X)fl
= ¢5

O estimador  no modelo heteroscedastico permanece linear e nao-viesado, porém nao
tera variancia minima. De fato,

U= = (X' X)) IX'ox(x'x) —(x'otx)!
= [(X'X)7 X — (X' X)X o ox (X' X)) - o lx(x'o T x) T
= AQA >0,

onde A = (X'X)1 X' — (X'Q71X)"1X'Q~. A desigualdade AQA’ > 0 acontece porque {2
¢ diagonal com todos elementos positivos; entao para qualquer vetor x de dimensao 1 X n,
teremos que Q2 > 0, mas A também tem dimensao 1 x n, logo a desigualdade estd
confirmada.

Davidson e MacKinnon (1993, p. 549) ilustram a utilizagao dos dois estimadores em um
modelo heteroscedastico através de um estudo de Monte Carlo. Estes autores consideraram
o modelo y; = 51 + oy +ug, onde 51 =1, o = 1 e ug ~ N(0,2%), sendo o um valor dado e
conhecido, e calcularam as variancias de 51 e B\Q de trés formas, a saber: 5%(X’X)~! (‘MQO?),
(X' X)IX'QOX (X' X)L (MQOye)) e (X'Q71X)~1 (‘MQG?), onde 2 é o estimador usual
wu/(n —2) e Q = diag{z{,...,x%}; utilizando 20,000 (vinte mil) réplicas de Monte Carlo
os autores estimaram numericamente estas variancias. Estes resultados estao apresentados
na Tabela 1.1 para diversos valores de «, onde sao apresentados os valores médios dos erros
padrao nas 20,000 réplicas de Monte Carlo.

Tabela 1.1. Ensaio de Monte Carlo realizado por Davidson e MacKinnon.

Erro padrao de (3, Erro padrao de 3,
« MQO MQOyet MQG MQO MQOyet MQG
0.5 0.164 0.134 0.110 0.285 0.277 0.243
1.0 0.142 0.101 0.048 0.246 0.247 0.173
2.0 0.116 0.074 0.007 0.200 0.220 0.109
3.0 0.100 0.064 0.001 0.173 0.206 0.056
4.0 0.089 0.059 0.000 0.154 0.195 0.017

Observagao: MQO,,, significa MQO levando em conta a heteroscedasticidade.



Notamos uma superioridade do EMQG em relacao ao EMQO, independente de levarmos
em consideracao a heteroscedasticidade.* Em outras palavras, o estimador MQO apesar de
linear e nao-viesado nao é mais eficiente, salvo quando o modelo é homoscedéstico, pois,
como foi visto, sem a presenca de heteroscedasticidade as matrizes wﬁ e QZJB\G coicidem.

Todavia, o problema central é que a matriz de covariancias dos erros ) em geral é
desconhecida, tornando o EMQG inviavel. Uma solucao para este problema é substituir €2

por algum estimador consistente (AZ, conduzindo assim ao estimador de minimos quadrados
generalizados viavel (EMQGV)
B= (X' X)X Oy
Uma maneira de estimar €2 é fazendo suposicoes sobre a forma do comportamento dos
seus elementos. Por exemplo, se encontrarmos suspeitas de heteroscedasticidade multiplica-
tiva podemos utilizar

o2 =exp(zia), t=1,...,n, (1.4)

proposto por Harvey (1976), onde cada z;, de dimensao ¢ x 1, é uma fungao da linha t da
matriz X em IR? e o é um vetor de parametros desconhecidos de dimensao ¢ x 1. Quando
o modelo tem apenas uma varidvel dependente e esta é positiva, se definirmos z; = In(z;)
e a = )\, onde z; € a observacao t e A uma constante desconhecida, teremos neste caso

particular o7 = :pi‘, que é uma suposicao comumente utilizada sobre a forma da variancia.
Apés definir a forma de z;, encontramos Q substituindo ‘7752 por ﬁ% em (1.4), obtendo assim
0s pontos

a7 = exp(zja) X v,
ou ainda

In(@?) = a1z + . . . + agzig + In(1y),

sendo v um vetor de erros de média zero, e estimamos « pelo método de minimos quadrados.
O exemplo descrito a seguir ilustra tal procedimento.

Utilizando o pacote estatistico GRETL, disponivel gratuitamente na na pagina http://
gretl.sourceforge.net, retiramos uma amostra de tamanho 36 do banco de dados de
William Greene sobre demanda por gasolina, este sendo um dos bancos de dados que acom-
panha o programa (Greene, 1997). Aqui relacionamos o consumo total de gasolina nos
Estados Unidos, definido como a variavel y, com o preco da gasolina, o prego do transporte
publico e o total da populacao em milhoes: x1, x2 e x3, respectivamente. O modelo utilizado
foi Yt = Bo + Brx + Poxea + By +ug, t =1,...,36. As principais etapas para a obtencao
de B\ estao enumeradas a seguir.

1) Fazemos um teste de heteroscedasticidade, pois s6 iremos usar o EMQGV caso acre-
ditemos que o modelo nao é homoscedastico.

4 Quando nio levamos em consideragio a heteroscedasticidade o EMQO reduz-se & expressao 2(X'X) %
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2) Definimos a forma funcional das variancias dos erros. Aqui, assumimos que a hete-
roscedasticidade obedece a seguinte equacao

of = exp(ap + a141 + agxd) + azre + aurdh + asr + agrl).
Substituindo ¢ por ﬁ%, tomando o logaritmo e usando a notagao de regressao, temos
111(@%) =g + a1z + agxgl + as3xo + 04456?2 + asTy3 + 06637%3 -+ erroy.
3) Com o conjunto de pontos (In(u?),xi1, 3, Te2, T, T13, T5), usamos o EMQO para

estimar o vetor o = (ay, ..., ag).
4) Estimamos a matriz diagonal Q! da seguinte forma:

1
~— ~— = ~—
exp(aotairii+azzy +...tasriz+asriy)

~

0l =

1
exp(aotaiznitazz? +...4asznztasc?,)

5) Por fim, calculamos o EMQGV:

-~

B= (X0 'X) X0y

Os resultados das estimagoes de MQO e MQGYV encontram-se apresentados nas Tabelas
1.2e1.3.

Tabela 1.2. Estimacao do parametro [ usando o EMQO.

Coef. Estimado Erro Padrao t 2P (T > |t|)
intercepto —633.2305 37.2261 —17.010 0.000000
1 —15.7634 2.3992 —6.570 0.000000
2 —21.1093 2.3900 —8.832 0.000000
x3 4.2973 0.2012 21.359 0.000000

Tabela 1.3. Estimacao do parametro § usando o EMQGYV.

Coef. Estimado Erro Padrao t 2P (T > |t])
intercepto —667.3545 37.7603 —17.673 0.000000
1 —16.9422 1.358 —12.474 0.000000
2 —21.4923 2.0651 —10.377 0.000000
T3 4.4645 0.1970 22.662 0.000000




Os erros padrao foram calculados a partir da raiz quadrada dos elementos diagonais da
matriz ¥, que no caso do EMQO ¢ dada por

U =32(X'X)""

onde 72 é o estimador usual de minimos quadrados. Para o EMQGV é dada por

-~

com & 2 = (y — X(X'Q X)) 1X'Q1y)Qy — X(X'Q1X)~1X'Q1y)/33; ver Judge et
al. (1988, p. 369). A estatistica ¢ é utilizada para testar a hipdtese Hy : ¢/ = 0 versus
Ho : 8 # 0. O teste de heteroscedasticidade de White rejeita a hipétese nula de variancias
constantes ao nivel de significancia de 10%, apresentando valor p de 0.0581. Comparando as
Tabelas 1.2 e 1.3 notamos diferencas nas estimativas dos parametros e em seus erros padrao.

Um aspecto indesejavel do método de MQGV é que ele requer que o usuario faca su-
posicoes sobre a forma funcional do mecanismo heteroscedastico. A maneira mais usual
de evitar suposi¢oes paraméticas sobre o comportamento funcional da variancia é utilizar o
EMQO, que permanece nao-viesado e consistente quando ha heteroscedasticidade no mode-
lo, e utilizar um estimador Q tal que X' OX seja consistente para X'Q2X. Esta abordagem
serd utilizada na presente dissertacao.

White (1980) propos um estimador consistente para a matriz de covariancias do EMQO
e posteriormente versoes modificadas desse estimador foram sugeridas. Cribari-Neto, Fer-
rari & Cordeiro (2000) propuseram uma seqiiéncia de estimadores corrigidos a partir do
estimador de White cujo viés converge mais rapidamente para zero. Eles construiram o
primeiro elemento @(1) desta seqiiéncia subtraindo o viés estimado do estimador de White
deste estimador, o segundo elemento subtraindo o viés estimado de @(1) dele mesmo, e assim
sucessivamente. Cribari-Neto & Galvao (2002), a partir dos resultados da dissertagao de
mestrado de Nila Galvao (Galvao, 2000), generalizaram este resultado para cobrir algmas
modificagoes do estimador de White.

1.3. Plataforma Computacional

As avalia¢oes numéricas realizadas ao longo da presente dissertacao utilizaram a lingua-
gem matricial de programagao Ox; ver Cribari-Neto (1997) e Doornik (2001). Trata-se de
uma linguagem de programacao distribuida gratuitamente para uso académico e disponivel
em http://www.nuff.ox.ac.uk/Users/Doornik. Os graficos apresentados foram confec-
cionados utilizando o ambiente de programacao, analise de dados e graficos R, que se encontra
disponivel gratuitamente em http://www.r-project.org. Por fim, a dissertacao foi datilo-

grafada usando o sistema de tipografia (Plain) TEX, também distribuido de forma gratuita;
ver Knuth (1986).
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Capitulo 2

Estimadores Nao-corrigidos e Corrigidos de Matrizes de Covariancias

2.1. Introducao

Em um modelo linear heteroscedastico no qual a forma da heteroscedasticidade é co-
nhecida podemos utilizar o estimador de minimos quadrados generalizados para estimar o
parametro 3, como visto no capitulo anterior. Caso o mecanismo de heteroscedasticidade nao
seja conhecido, este estimador nao é vidavel e uma alternativa seria usar o estimador MQGV.
Porém, para tanto seria necessario fazer suposicoes sobre a forma funcional das variancias
dos erros, o que em geral se deseja evitar. Um enfoque alternativo é utilizar o estimador
de minimos quadrados ordindrios para estimar o parametro # e um estimador consistente
para sua matriz de covariancias. Neste capitulo apresentaremos alguns estimadores consis-
tentes para esta matriz. Iniciaremos com o estimador de White (HCO), demonstrando sua
consisténcia. Apresentamos também trés alternativas para este estimador, a saber: os esti-
madores HC1, sugerido por Hinkley (1977), HC2, proposto por Horn, Horn & Ducan (1975),
e HC3, descrito em Davidson & MacKinnon (1993). Apresentaremos também a seqiiéncia
de estimadores corrigidos para o estimador de White desenvolvida por Cribari-Neto, Fer-
rari & Cordeiro (2000) e generalizada por Cribari-Neto & Galvao (2002); ver também
Galvao (2000). Esta seqliéncia gera estimadores com vieses cada vez menores em ordem.
O objetivo central da presente dissertacao é avaliar como a redugao de viés influencia o
desempenho dos testes associados.

2.2. Estimadores Consistentes

Quando se suspeita da presenca de heteroscedasticidade, uma das maneiras mais usadas
para estimar o parametro 3 é utilizar o EMQO e algum estimador consistente para sua matriz
de covariancias % Halbert White, em 1980, propos um estimador consistente. Ao invés
de tentar estimar €2, que tem n elementos, ele buscou estimar X'QX, que tem p(p+1)/2
elementos distintos, independentemente do tamanho amostral n, da seguinte forma:

HCO = (X'X) ' X'Qx(X'X)7 !,

onde Q) = diag{u?,...,u2}. Aqui, U é o t-ésimo residuo, i.e., é o t-ésimo elemento de
U =y — X/3. White (1980) mostrou que X’QX L% X'QX.

O estimador de White, também conhecido como HCO, apesar de consistente, tende a
subestimar a variancia do EMQO em amostras finitas. Uma correcao para esta tendéncia,
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sugerida por Hinkley (1977), consiste em utilizar o nimero de graus de liberdade como
correcio, similarmente ao que é feito com 52, obtendo-se assim o estimador

HCI = -1

) (X'X) X'QX (X'X)

Horn, Horn & Ducan (1975) definiram o estimador HC2 também com o intuito de ame-
nizar a subestimagao dos erros pelos residuos. Temos que, sob homoscedasticidade,

E[ud’] = E[(y = 9)(y — )]
=E[(I - H)y((f H)y)']
=E[(I - H)yy'(I — H)']
= ME[yy'|M’'
= o2 M,

onde M = (I — H) e H= X(X'X)"'X’". Note que acima usamos o fato de que a matriz M
é simétrica e idempotente. Assim,

E[ﬁf] = 0'2mt
= 02(1 — ht),

onde m; e h;y sao os t-ésimos elementos diagonais de M e H, respectivamente. E intuitivo,
portanto, definir o estimador HC2 da seguinte forma:

HC2 = (X' X) ' X' QX (X' X))

onde

R 2 u2
0, = di 1 o U
’ dlag{u—h)’ ’<1—hn>}

Sob homoscedasticidade, este estimador é nao-viesado, pois

E[HC2] = E[(X'X) ' X'Qs X (X' X) ]
= (X'X) ' X'E[Qo] X (X' X) !

2(1—nh 2(1—nh
_ (X’X)_lX'diag{Ul( - 1),...,01( - ”)}X(X’X)‘l
— 1 — Iin
— O_Q(X/X)—l
p— ¢b\'

Podemos ainda utilizar a técnica jackknife para obter uma alternativa ao estimador
HCO0. Como afirma Galvao (2000, p. 11), “a idéia basica desta técnica é recalcular n vezes
as estimativas de minimos quadrados ordinarios para o vetor (3, cada vez retirando uma
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das observacgoes, e entao usar a variancia das estimativas obtidas como uma estimativa da
variancia do estimador de MQQO.” O estimador HC3, descrito em Davidson & MacKinnon
(1993, p. 554) fornece uma aproximagao para o estimador jackknife. Aqui, o t-ésimo elemento
diagonal de Q3 é dado por U2 /(1 — hy)?, ou seja,

HC3 = (X'X) ' X'Q3X (X' X) 7,

~ 02 02
e = di 1 o
s 1ag{(1_h1)2, ’(1—hn>2}

Em suma, apresentamos acima quatro estimadores alternativos para a matriz de co-

onde

variancias do estimador de MQO de (. Sao eles:
Wi = PP, i=0,...,3,

onde ; = D;Q), Q = diag{u?,..., w2}, P = (X'X)"1X’ e D; é6 uma matriz diagonal n x n
definida, conforme o estimador considerado, como

HCO : Dy = Iy, (2.2)
HCl: Dy = "1, (2.3)
n—p
HC2: Dy — diag 4 — ! (2.4)
. 2 — g 1_h1>"'71_hn ) :

HC3 : Dgzdiag{m,...,m}. (2.5)

2.3. Seqiiéncias de Estimadores Corrigidos

Cribari-Neto, Ferrari & Cordeiro (2000) definiram uma seqiiéncia de estimadores cor-
rigidos para a matriz de covariancis de B partindo do estimador HCO. O k-ésimo elemento
desta seqiiéncia é o (k — 1)-ésimo elemento menos o seu viés estimado e o elemento inicial
desta seqiiéncia é o estimador HC0. A construcao para o termo geral da seqiiéncia foi faci-
litada com a definicio de uma funcao recursiva M*)(Q), estudada abaixo. Cribari Neto &
Galvao (2002) generalizaram esta seqiiéncia iniciando-a a partir de qualquer um dos quatros
estimadores em (2.2)—(2.5); ver também Galvao (2000). Na apresentagdo e estudo desta
seqiiéncia demonstramos, através de inducao matematica, todas as expressoes utilizadas.

A idéia central é definir uma seqiiéncia de estimadores corrigidos. Ou seja, dado um
estimador para 1/123\ definiremos um outro que é o proprio estimador menos o seu viés estimado.
Este novo estimador, por sua vez, apresenta um novo viés. Repetimos este processo k vezes,
obtendo assim @(k), que ¢ o estimador corrigido k£ vezes para a matriz de covariancias do
estimador de MQO para o parametro [3.

13



Considere a seguinte funcao recursiva de uma matriz A de dimensao n x n:
MED — AR A, k=0,1,2,...,

onde MO(A) = A, MW(A) = diag{HA(H — 2I)} e H = X(X'X)"'X’. Esta funco
possui trés propriedades importantes, que enunciamos e demonstramos a seguir via inducao
matematica.

[P1] M®)(A) + M*)(B) = M*) (A + B).
Para k =0, temos MO (A)+ MO(B) = A+ B = MO (A+ B). Suponha que esta regra
vale para k > 0 iteracoes. Entao,

MEDA) + MED(B) = M (M P (4)) + M )(M(’“)(B))
= dlag{HM ®)(A)(H )} + diag{ HM ™) (B)(H — 2I)}
= diag{ H(M"™(A) + M (B))(H —2I)}
— diag{ H(M™ (A + B)( —20)}
= MWD (M*) (A + B))
= M*+D(A + B).

[P2] M*B) (MW (A)) = MEFD(A).
Para k = 0 o resultado € trivial. Suponha que este resultado é verdadeiro para algum
k > 0. Logo, por inducao,

MED (AW (A)) = O P (AW (A)))
(1)(M(k+1)(A))

(k+2) (A)

M
M

[P3] E[MW(4)] = M*)(E[A)).
Quando k = 0, E]M©)(A)] = E[A] = MO(E[A]). Considerando a hipédtese de indugio,
temos

E[M*V(A)] = BMD (M) (4))]
— Eldiag{HM ™ (A)(H — 21)}]
— diag{ HE[M™) (A)|(H — 2I)}
= diag{ HM ¥ (E[A))(H — 21)}
= MW (M P (E[A)))
= M*F+D(E[A]).
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A idéia é utilizar a funcdo M para calcular os vieses de ﬁz e 17%, a fim de construir uma
seqiiéncia recursiva de estimadores corrigidos. O indice i varia sempre de 0 a 3.

Lembre que o viés de um estimador [ para um parametro 6 é igual ao valor esperado deste
estimador menos o valor verdadeiro do parametro que queremos estimar. Assim, precisamos
inicialmente calcular os valores esperados de ﬁz e @Z Temos

B[] = D;E[diag{ui'}]
— Dydiag{(I — H)E[ud](I — H)}
— Didiag{(I — H)Q(I — H)}
= D;diag{ HQ(H — 2I) + Q}
= Di{MI Q) + Q.

Utilizando a notagao Bﬁ(Q) para representar o viés do estimador Q avaliado em (), temos
By (@) =[] -0
= D;diag{ HQ(H — 2I)} + D;Q2 — Q.
Usando a funcéo recursiva M) obtemos
Bg () = Dif MW (Q) + MO ()} - MO(Q).

De forma semelhante, chegamos a expressao para o viés de estimadores da matriz de
covariancias do estimador de MQO do parametro [:

Bs (4) = E[¢] — v
= P{D;(MD(Q) + MO (Q)) — MO ()} P

A idéia é construir novos estimadores para §2; e 1;, que sao definidos como os estimadores

~ ~

(2; e 1; menos seus respectivos vieses estimados. Seja Bﬁ(Q) o viés estimado do estimador
7
Q); e defina

(2

1

~

O préximo passo serd construir €2;”’ e para tanto necessitaremos calcular Bﬁ(l)(Q)‘ Temos
A

inicialmente que



(2)

Agora podemos obter €2;”/. Lembrando que precisamos avaliar a funcao viés em (2, temos

o = Y — By (@)

=0 - DiMW(©Q) - {MD(Q) — D;MD(Q) — DM (Q)}
= Q- MYQ) + D;MP Q).

Ja obtivemos os dois primeiros elementos da seqiiéncia de estimadores corrigidos. Por
inducao matematica podemos demonstrar que a iteracao k desta seqiiéncia é dada por
k_ . .
® =S~ MD@)] + (-1 DM P @), k=1,2.....
=0

)

Para k = 1 o resultado é trivial. Portanto, supondo que a relagao acima é verdadeira
para algum k£ > 1, vamos provar que vale também para k 4 1. Faz-se necessario calcular

Qz’
—E k_l(—1)JM<J>(Q) +(=D*D;MP(Q)] -0
§=0
= ki:(—l)]E[M(”(@)] + (~)FDEM® (@) - 0
§=0
= k_l(—l)J[E[M(”(@) — M) + MY ()]
+ (]:i)leE[M(’“)(Q) — MBQ)] + (-=1)FD;MP(Q) — 0
= H( DI [MUFD(Q) + MY (Q)] + (1) DM ED Q) + (-1)F DM P (Q) — @,
7=0

dado que, E[M(j)(ﬁ) — MU(Q)] = MUTD(Q). Como este tltimo somatério é uma soma
telescopica,® todos os termos se cancelam ficando apenas o primeiro termo mais ou menos o

5 Uma soma ¢ dita ser telescopica quando a k-ésima parcela é cancelada pela (k + 1)-ésima, para k > 2.
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ultimo termo. Desta forma,
Bogo (@) = @+ (~1)F MB(Q) + (~1)! DM ED (@) + (~1) DM BP(Q) - 0

= —(=D*MP(Q) + (=D D;MFED(Q) + (—1)FD; M) ()
= (=) D;M*D(Q) + D;MP Q) — MP)(Q)}.

Temos assim

O = o — By (Q)

<.

=N (1) MDQ) + (=) DM EHD Q).

Desta forma, construimos uma sequéncia de estimadores para (); e, conseqlientemente,
temos uma seqiiéncia de estimadores corrigidos para a matriz de covariancias v;, que é dada
por

2 _ poy(k) pr

onde P = (X'X)"1X’. Uma expressao para o seu viés pode ser dada por

By () = B@") — v
— PEQQ")P' — PP’
= P{EQ") — 1P/
= P{Bgw ()}

= (=)*P{D;M*V(Q) + D;MP) () — MF)(Q)} P’

2.4. Estatisticas Quase—t

O interesse aqui reside em testar a hipdtese Hy : O = 5,530) versus Hy : By # ﬁ,io) ou,
de forma mais geral, Ho : ¢8 = a versus H; : ¢3 # a, onde ¢ é um vetor p x 1, a é uma
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constante e i é o k-ésimo elemento do vetor de parametros 3. Sob as Suposicoes [S1], [S2],
[S37], [S4] e [S6], a estatistica

=iz (2.7)
var(c'f)

tem distribuigao ¢ de Student com n — p graus de liberdade. Na expressao (2.7) a estimativa
da variancia usada no denominador é a estimativa usual de minimos quadrados ordindarios.
Na presenca de heteroscedasticidade a estatistica ¢ nao possui distribuicao ¢ de Student,
continuando contudo a convergir em distribuigdo para uma N (0,1) quando n — oo, pois

var(¢/B)) "2 (B — a) ~ N(0,1) e [7ar(¢/5)] 2 - [var(¢/B)] 2. Logo,

-~

B —a \/var(cp)
\/@(c’ﬁ) Var(c’g)

t =

~

JdB—a \/var(dB)
Vvar(eB) y/va ()

Uma vez que

Var(c’g)

-~

var(c'f)

|=

L,
dado que o estimador da variancia é consistente, temos que

ﬂ i)/\/’(o’ 1)’

~

var(c'3)

ou seja, t 4, N(0,1). Conseqiientemente, 12 converge em distribuicao para X%- Se con-
seguirmos escrever o quadrado da estatistica ‘quase—t’, definida em (2.7), como uma razao
de formas quadréticas de varidveis normais e considerarmos [S6], poderemos usar o algoritmo
de Imhof (1961) e avaliar de forma exata a func¢ao de distribuigao desta estatistica.

O objetivo principal desta dissertacao é avaliar numericamente a funcao de distribuicao
exata da estatistica t? e comparé-la com a distribuicdo qui-quadrado assintética. Desta
forma, iremos observar como os estimadores HC’s se comportam em variadas situagoes, tais
como pequenas e grandes amostras, populagoes com diferentes tipos de variancias, etc.

Cribari-Neto & Galvao (2002) construiram uma expressao em forma quadrética de
varidveis normais para o denominador de ¢; ver também Galvao (2000). Observe que

o= Var(cla) = c’%c.

18



Podemos definir uma seqiiéncia de estimadores corrigidos para ¢ utilizando a equagao (2.6)
da seguinte forma:

agk) = c’%k)c = c’PSA)Z(-k)P'c,
1
para k =1,2,.... Denotando V; = diag{v;v}}, com v; = D? P'c, temos
3® = p Dg (-1 MYN(Q)DF + (-1)*D M*)(Q)D? 4 P'e
7=0
k—1 R | | R i
— /PD? (—1)YM9(Q) y DZP'c+d PD? {(—1)’“M (’“(Q)} D} P'c
7=0
k—1 R R
= (=17 MYN(Q) b vo + vj (1) MB(Q)o;
j=0
k—1 -
— 7 (=1 MO (V) + (=1D)FMB () 3 @ (2.8)
j=0

Para detalhes sobre a tltima passagem, ver Galvao (2000, pp. 24-25). Entéao,
(K ~ k)~
gb( ) — UIQZ( )u

i )
onde QY = S35 (~1)I MU (Vh) + (~ 1) MB (V).

A fim de escrevermos a seqiiéncia definida em (2.8) em forma quadrética de varidveis
normais padrao, exigiremos que o vetor aleatorio da forma quadratica tenha média zero e
variancia identidade. Para isto, utilizaremos um artificio matemaéatico. Dado que u = My,
onde M = I — X(X'X)~1X' entdo
o =y MQ My

Z PR S S * N S |
=y Q2Q2MQ,; MQ2O ™2y

onde ng) = Q%MQZ(-k)MQ% ez = Q*%y. E fcil ver que o vetor z tem covariancia unitaria,
pois
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Para que o vetor que define a forma quadratica de interesse tenha média zero é suficiente
fazer uma translacao de sua média. Assim sendo, definiremos

w=2z—0,

(k)

onde # = E[z]. Observe que 6 é ortogonal a G, pois

o'\ = g x' QM vz = o,
uma vez que X'M = X'(I — H) = 0. Note ainda que

(z— 0GP (z—0) = 2" —20GW 2 + 0o
=W,

) o () ”»

Como querfamos, escrevemos a seqiiéncia corrigida ¢, como forma quadratica, de

maneira tal que o vetor que define esta forma tem média zero e variancia igual a matriz
identidade, ou seja,

30 _ g®

[ i W

onde w ~ N (0, I,) devido a [S6].

O préximo passo é escrever o numerador da estatistica

poldior 29)
var(c/3)

como forma quadratica em uma variavel normal. Dado que B =0+ (X'X )_1X "u, onde
foN 1

u ~ N(0,9), podemos escrever 3 = 3+ (X' X)~'X'Q2w, com w definido acima. Note que

o numerador de t? em (2.9) é

(B —a)? = {3+ (X'X) ' X'Q3w — aV{dB + (X' X)) X'Q2w — a}
= {(dB—a)+ (X' X) ' X'QwY{(dB — a) + (X' X)) X'Q2w)
=(dB—a)(dB—a)+2(d3 - a)c’(X’X)’lX’Q%w
F QX (X' X)) led (X' X)X Q.

Assim, temos

t? =

w' Rw N (dp—a)(dB—a)+2(d5— a)c’(X’X)_lX’Q%w

(2.10)
w’ng)w w’ng)w

onde R = Q2 X (X'X)"Led (X' X)1X'Q3, G = Qs MQWP MQ32 e w ~ N(0,1,). Sob a

hipétese Hy : /3 = a, tal como foi definido no inicio da Secao 2.4, o segundo termo do lado

20



direito de (2.10) é zero e 2 fica escrita em razdo de formas quadréticas de varidveis normais

padrao como

/
12 = _Whw (2.11)

Portanto, dado v > 0, temos

P(t2§7|c/ﬁ:a) :PHO(tzgv)
/
— Py, <—w ftw 7> . (2.12)

O préximo passo deste trabalho é avaliar numericamente esta probabilidade utilizando
o algoritmo de Imhof (1961) e compara-la com P (X% < fy) variando a constante 7y, con-
siderando os estimadores HC’s em vérias situacoes. O desempenho de 2 é influenciado
diretamente pelo comportamento do estimador 55’” utilizado em seu denominador. O viés
deste estimador pode ser calculado pela expressao

Bg§k>(9) — B[] - ¢

= E[w'G(.k)w] — dye
= tr(Gl(-k)) — e,

dado que E[w’G(k)w] = tr(G(k)) + E[w]’G(.k)E[w]; ver Searle (1977, p. 55). Sua variancia é

7 i

dada por
~ 2
Var((bz(-k)) =E [(w'GEk)w)Q] - (E[w’GEk)wD .
Como w ~ N(0,I), um resultado de Seber (1977, p. 16) nos garante que

Var(ggk)) = 2tr ([Gik)]2) :

2.5. O Algoritmo de Imhof

Imhof (1961) desenvolveu métodos exatos para avaliar a fungao de distribuigdo de uma
forma quadrética de varidveis normais. Seja d ~ N (0, %), onde d é um vetor n x 1, 0 é um
vetor n X 1 de zeros e X é a matriz de covariancias de d. Inicialmente n é assumido ser par.

A forma quadratica
Q = d Ad,

onde A é uma matriz simétrica de ordem n x n, pode ser escrita na forma

m
Q - Z )\TX]?LTJ
r=1
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onde os \,.’s sao os autovalores da matriz AY, os h,’s sao as multiplicidades dos respectivos
autovalores, m é o nimero de autovalores distintos e X%T’s sao variaveis independentes com
distribuig¢oes qui-quadrado com h, graus de liberdade; ver Scheffé (1959, p. 418).

Dada a forma quadratica () definida acima, seja v um escalar maior que zero, A\; > ... >
Ap > 0> MNg1 > oA, by = 20, para r = 1,...,m, com v um inteiro positivo, n =
S vreq=Yr_ vy Imhof (1961), a partir dos resultados em Box (1954), demonstrou

que
8I/k -1

p
P(Q>~) = Z ! {aw_le(A,v)} . (2.13)

onde

A probabilidade definida acima pode ser calculada através da expressao dada em Gil-Pelaez
(1951), a saber:

1 1 [*sen{f(u)}
P> =1L [T ot 10
onde - .
0(u) = 12 hytan™ " (A\pu) — %Vu e plu)= H(l + )\%u2)%hr.
r=1 r=1

As expressoes (2.13) e (2.14) podem ser generalizadas para o caso onde a variavel aleatéria d
tem distribuigdo normal com vetor de médias diferente de zero e quando n é impar (Imhof,
1961, pp. 421-422). Para maiores detalhes sobre o algoritmo proposto por Imhof, ver Fare-
brother (1990).

A funcdo Imhof(x,A,B,m,S), definida abaixo e escrita na linguagem de programagcao 0x
(Doornik, 2001), avalia numericamente a probabilidade de um quociente de formas quadra-
ticas de varidaveis normais ser maior que um escalar x > 0, sendo A e B matrizes quadradas
de ordem n, m o vetor de médias da varidavel normal e S sua matriz de covariancias. Ou

d' Ad
P <—d’Bd > x) ;

onde d ~ N(m, S). O cédigo da fungdo em 0x encontra-se apresentado abaixo.

seja, esta funcao avalia

CODIGO DA FUNCAO Imhof(x,A,B,S)

#include <oxstd.h>
#include <oxfloat.h>
#include <quadpack.h>

const decl pi = M_PI;
static decl 1;
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static decl d;

static decl c;

mgf (const u)

{
decl eps = 0.5*(sumc(atan(l*u)+(d. 2).*1*u./(1+((1*u).~2)))-c*u);
decl gam = prodc(((1+((1*u)."2)).70.25) .*%exp(0.5%((d.*1*u).~2)./(1+(1*u)."2)));
return (sin(eps)/(u*gam));

}

Imhof (const x, const A, const B, const m, const S)
{
decl Q, V, result, abserr;
decl P = choleski(8);
if (B == 0)
{
Q = P’ ((A+A’)/2)*P;
eigensym(Q,&1,&V);
c = x;

else

Q A - Bxx;

Q (P? ((Q+Q’) /2)*P) ;
eigensym(Q,&1,&V);

c = 0;

= V’invert (P)*m;

17,

= selectifr(d,l);

= selectifr(l,1);

QAGI (mgf,0,1,&result,&abserr) ;
return (0.5 - result/pi);

[ S AR
1

}

As fungoes 0x acima foram escritas por Peter Boswijk (University of Amsterdam) e obtidas
diretamente do Professor Jurgen Doornik (Nuffield College, University of Oxford). (Para
implementagoes em Pascal do algoritmo de Imhof, ver Farebrother, 1990.)

No caso onde a variavel d tem vetor de médias zero, o calculo desta probabilidade é
reduzido a expressao (2.14). A probabilidade que queremos avaliar em (2.12) é um quociente
de formas quadraticas em varidveis normais com média zero. O cédigo acima faz a seguinte
transformacao:

d' Ad
P (d’Bd > c) = P(d'Ad — d'Bdc > 0) = P(d'(A — ¢B)d > 0),
onde A e B encontram-se definidas acima.

A funcao mgf (u), definida na linha 8 do c6digo acima, no caso particular de d ~ N(0, %),
calcula a expressao do integrando em (2.14) e QAGI(mgf, O, 1, &result, &abserr) na
peniltima linha do cddigo calcula a integral em (2.14).
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Capitulo 3

Analise Exata de Testes por Integracao Numérica

3.1. Introducgao

O objetivo do presente capitulo é usar o método de Imhof aplicado a estatisticas quase-t
construidas com base nos estimadores consistentes de variancias discutidos anteriormente.
Chesher & Austin (1991) realizaram andlise semelhante, mas nao consideraram estimadores
de variancias que incorporam ajuste de viés. No presente capitulo consideraremos tanto
estimadores nao-corrigidos quanto estimadores corrigidos, generalizando assim a analise rea-
lizada por estes autores. Mais especificamente, o nosso objetivo serd avaliar se a utilizacao
de estimadores de variancias corrigidos por viés na construgao de estatisticas de teste quase-t
aproxima bem a distribuicao nula destas estatisticas da distribuicao assintética de referéncia.
Isto é relevante uma vez que as estimativas de variancias sao comumente utilizadas para
realizar inferéncias sobre os parametros de regressao e nao ha garantia alguma de que esti-
madores com menor viés fornecam estatisticas de teste cujas distribuigoes nulas exatas (de-
sconhecidas) se encontrem mais préximas da distribuigao assintética utilizada na realizacao
do teste. Para tanto, nos restringiremos ao caso onde a variavel resposta é normalmente
distribuida. Os resultados apresentados a seguir mostram que nem sempre a utilizacao de
estimadores melhorados na construcao de estatisticas de teste conduz a inferéncias mais
precisas.

3.2. Modelo e Teste

O modelo considerado para anélise no presente capitulo é

?Jt:50+51$t+uta t:17"'7n7

onde y; ¢ a variavel resposta, x; ¢ a variavel independente e u; é o erro do modelo. Este erro
possui média zero e variancia o7 = exp(a2; + aez?). Definimos a seguinte medida do grau

de heteroscedasticidade:

max{at}

)\ _
min{c?}’

Note que: (i) sob homoscedasticidade, A = 1; (ii) quando as variancias dos erros nao sao

constantes, quanto maior A\, maior o grau de heteroscedasticidade. De acordo com Chesher

& Jewitt (1987), heteroscedasticidade moderada ocorre quando 1 < A < 2. Ao longo do
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capitulo serd assumido que u; possui distribuicao normal, o que permitirda a utilizacao do
algoritmo de Imhof.

O nosso interesse recaird sobre o teste de hipdtese nula Hy : 3 = a, onde ¢ é um dado
vetor p X 1 e a é um determinado escalar. No decorrer da andlise usaremos ¢ = (0,1)" e
a = 1, o que corresponde ao teste de Hy : 61 = 1. A hipotese alternativa é bicaudal, isto
é, H1 : f1 # 1. A estatistica quase-t utilizada é da forma (2.7) e possui distribui¢ao nula
limite A/(0,1). Trabalharemos com t? como dado em (2.9), que, sob a hipétese nula Ho,
possui distribuicao assintotica Xg, onde ¢ denota o nimero de restricoes sob teste. No caso
de interesse, ¢ =1 e

t2 _ (B\l — 1)2 (31)

var(f3;)
Diferentes estimadores consistentes da variancia de El serao usados no denominador da
estatistica de teste dada em (3.1). Como visto na Segao 2.4, esta estatistica pode ser escrita

sob Hp como uma razao de formas quadraticas de vetores normais padrao; ver equagao
(2.11).

3.3. Resultados Numéricos

A avaliacao sera realizada comparando a distribuicao exata, sob Hy, da estatistica dada
em (3.1) com a distribuigao x3, que corresponde a distribuicdo limite de (3.1) e que é tipica-
mente usada para se obter um valor critico aproximado para o teste. O calculo da distribuicao
exata de t? serd realizado usando o algoritmo de Imhof (1961). Para tanto, nés usaremos o
resultado derivado no Capitulo 2; ver (2.12).

No que diz respeito ao modelo usado, a avaliacao sera feita com base no modelo linear
de regressao descrito acima com (3y = 1 = 1. Inicialmente consideraremos o caso em que
n = 25. Os valores de x para este tamanho amostral serao obtidos como niimeros aleatérios
independentes de uma distribui¢ao uniforme (0, 1) e replicados duas vezes para obtermos
amostras de 50 observacoes. Neste caso utilizaremos a; = ap = 0.000 e a1 = as = 3.100, que
conduzem aos seguintes valores de A: 1.000 (homoscedasticidade) e 101.661 (heteroscedas-
ticidade forte). Este caso serd referido como “desenho 17. O “desenho 2” serd similar, mas
aqui os valores de x serao obtidos independentemente de uma distribuicao t3. Neste caso,
a; = ag = 0.000 e a1 = ag = 0.415, conduzindo a A = 1.000 (homoscedasticidade) e
A = 101.513 (heteroscedasticidade forte). O segundo desenho objetiva estudar o efeito de
pontos de alavanca na qualidade da inferéncia realizada.

A presenca de pontos de alavanca no segundo desenho numérico pode ser identificada
observando-se os valores de hy, t = 1,...,n, os elementos diagonais da matriz H. Note
que Y0 by = tr(H) = tr[X(X'X)"1X'] = p; assim, os hy’s tém valor médio igual a p/n.
Uma regra comumente utilizada é considerar como potencialmente influentes as observagoes
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associadas a valores de h; que excedam duas ou trés vezes a média, ou seja, que excedam
2p/n ou 3p/n (Judge et al., 1988, p. 893). A Tabela 3.1 apresenta os valores maximo e
minimo de h; para os dois cendrios analisados, comparando-os com as quantidades 2p/n e
3p/n. Quando os valores da covariada sdo obtidos de uma distribui¢ao t3, ha pontos de
alavanca claros; para trés observagoes, hy > 2p/n parat =1,7,11 (n = 25).

Tabela 3.1. Analise de observacoes influentes.

x~U(0,1) T~ t3
n Pmin hmag Ponin Pmaz 2p/n Sp/n
25 0.040 0.143 0.041 0.245 0.160 0.240
50 0.020 0.072 0.020 0.123 0.080 0.120

Os graficos apresentados a seguir contém duas curvas, a saber: a distribuicao nula
assintotica da estatistica de teste (X%), tracada com linha sélida, e as distribuicoes exa-
tas calculadas, apresentadas visualmente com linhas tracejadas. Os testes avaliados utilizam
os estimadores HCO, HC1, HC2 e HC3, e também suas respectivas versoes corrigidas por
viés, baseadas em uma, duas e até cinco iteragoes. Os quantis assintéticos de nivel 0.90 e
0.95, a titulo de referéncia, sao 2.706 e 3.841.

A Figura 3.1 apresenta o caso onde a covariada é obtida de uma distribui¢ao uniforme,
o tamanho amostral é 25, ha forte heteroscedasticidade (A &~ 100) e os estimadores usados
no denominador da estatistica de teste nao incorporam corregao de viés. Os quatro painéis,
iniciando no canto superior esquerdo e terminando no canto inferior direito, correspondem
as analises comparativas da distribuicao nula limite e das distribuicoes nulas exatas das
estatisticas de teste que usam os estimadores consistentes HCO a HC3, aqui usados sem
correcao de viés. Inicialmente, notamos que as curvas tracejadas se encontram abaixo da
curva soOlida que representa a funcao de distribuicao de uma variavel aleatoria X%, inclusive
em seu quantil de 0.95 (valor critico assintético de nivel nominal 0.05), o que significa que os
quatro testes sob consideracao apresentam tendéncia liberal, ou seja, tendem a apresentar
probabilidades de erro do tipo I superiores ao nivel nominal selecionado. Quanto maior a
distancia entre as duas curvas no quantil assintotico de referéncia, maior a tendéncia do teste
a super-rejeicao. (No decorrer da andlise consideraremos a situagao onde este nivel nominal é
igual a 0.05.) Por exemplo, as fungdes de distribuigao exatas das quatro estatisticas de teste,
que utilizam os estimadores HCO, HC1, HC2 e HC3, no ponto 3.841 (quantil assintético de
95%), sao, respectivamente, iguais a 0.8811, 0.8938, 0.9007 e 0.9181. Notamos que o pior
teste é aquele cuja estatistica é construida usando o estimador HCO (estimador de White),
seguido dos casos onde os estimadores usados sao HC1, HC2 e HC3. Assim, o teste cuja
estatistica utiliza o estimador HC3 é o que tendera a apresentar menor distorcao de tamanho.

A Figura 3.2 apresenta graficos semelhantes, mas desta vez para testes cujas estatisticas
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utilizam estimativas de variancia corrigidas por viés com base em uma iteracao do me-
canismo sequencial de reducao de viés. Ao compararmos os graficos apresentados nesta
figura com aqueles dados na Figura 3.1, notamos que a utilizacao de estimadores corrigidos
por viés melhora em alguns casos a aproximacao assintotica do teste quase—t. Isto é claro
principalmente para o teste cuja estatistica utiliza o estimador de White (HCO): a curva
tracejada encontra-se mais proxima da curva soélida no painel superior esquerdo da Figura
3.2 do que no correspondente painel da Figura 3.1. Nota-se ainda alguma melhoria para o
teste cuja estatistica utiliza o estimador HC1 e uma melhoria muito reduzida para o teste
cuja estatistica é construida com base no estimador HC2. E interessante notar, contudo,
que a utilizacao de estimadores do tipo HC3 corrigidos por viés na construcao da estatistica
de teste nao melhora a aproximacao assintética dada pela distribuicao nula assintética de
referéncia; ao contrario, esta aproximacao é deteriorada. As funcoes de distribuicao exatas
das quatro estatisticas de teste avaliadas no ponto 3.841 sao, respectivamente, 0.9020, 0.9017,
0.9026 e 0.9053, respectivamente.

As Figuras 3.3 e 3.4 apresentam graficos similares aos fornecidos na Figura 3.2, mas
agora usando duas e cinco iteracoes, respectivamente, do esquema iterativo de ajuste de
viés. Notamos que o teste que mais se beneficia do aumento do niimero de iteragoes de
correcao de viés para obtencao da estimativa da variancia usada na construcao da estatistica
de teste é aquele cuja estatistica se baseia no estimador HCO. A deterioracao da qualidade da
aproximacao assintotica do teste que usa o estimator do tipo HC3 é mais uma vez verificada.

O efeito do aumento do tamanho amostral sobre os graficos apresentados pode ser cons-
tatado analisando-se as Figuras 3.5 a 3.8, que correspondem aos casos descritos nas Figuras
3.1 a 3.4, mas agora utilizando 50 observacgoes; ou seja, o tamanho amostral é dobrado. Este
aumento do tamanho amostral é feito, como explicado anteriormente, replicando-se cada
valor da covariada. Uma inspec¢ao visual das Figuras 3.5 a 3.8 revela que, como esperado,
a qualidade da aproximacao assintética dos testes quase—t melhora quando o nimero de
observagoes cresce. As conclusoes obtidas anteriormente de que o teste que mais se beneficia
do esquema de correcao de viés da variancia usada em sua estatistica de teste é o que usa o
estimador HCO da variancia e que a utilizacao de estimadores HC3 corrigidos por viés conduz
a uma deterioracao na aproximacao assintotica de primeira ordem do teste se mantéem aqui,
quando n = 50.

Uma outra conclusao que pode ser obtida das Figuras 3.1 a 3.8 é que a estatistica de teste
que emprega o estimador HC3 sem nenhuma correcao de viés possui melhor aproximacao
assintética pela distribuicdo 2 do que a que utiliza o estimador HCO corrigido, mesmo
utilizando-se varias iteragoes do esquema iterativo de correcao de viés. Ou seja, no que se
refere a inferéncias via testes quase-t o estimador HC3 sem correcao de viés é o preferido,
no sentido de que é o estimador que produz estatisticas de teste com melhor aproximacao
assintotica de primeira ordem.
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O nosso préoximo interesse reside em investigar o comportamento dos testes considerados
em situagoes onde ha pontos de avalanca na estrutura de regressao. As Figuras 3.9 a 3.12
consideram o caso onde pontos de alavanca sao introduzidos ao se selecionar aleatéria e
independentemente os 25 valores da covariavel de uma distribuicao t3. Neste caso, temos que
a1 = ap = 0.415, o que resulta em A = 101.513 (heteroscedasticidade forte). Os estimadores
utilizados na construcao das estatisticas de teste na Figura 3.9 nao incorporam correcao de
viés. Notamos que neste caso o teste que possui melhor aproximacao assintotica de primeira
ordem ¢ aquele cuja estatistica de teste utiliza o estimador HC3, seguido pelos testes cujas
estatisticas baseiam-se nos estimadores HC2, HC1 e HC0. Mais uma vez o estimador HC3
foi o preferido, ao passo que o estimador HCO foi o que conduziu a testes associados com
pior aproximacao assintética.

Ao compararmos a Figura 3.9 (z ~ t3) com a Figura 3.1 (z ~ U(0,1)), notamos que a
introducao de pontos de alavanca nitidamente deteriora a aproximacao de primeira ordem na
qual o teste quase—t se baseia. Para constatar este fato basta notar que as distancias entre
as linhas tracejadas e solidas sao amplificadas quando pontos de alavanca sao introduzidos
na estrututura de regressao (Figura 3.9). As fungoes de distribuicdo exatas das quatro
estatisticas de teste avaliadas no ponto 3.841 sao, respectivamente, 0.8400, 0.8573, 0.8826
e 0.9176. Notamos que o teste baseado no estimator HC3 foi o menos influenciado pela
introducao de pontos de alavanca.

As Figuras 3.10 a 3.12 consideram testes cujas estatisticas utilizam estimadores corrigi-
dos por viés, sendo estes baseados em esquemas iterativos com uma, duas e cinco iteracoes,
respectivamente, sob forte heteroscedasticidade, n = 25 e covariavel com pontos potencial-
mente influentes. Ao analisarmos seqiiencialmente estas figuras, juntamente com a Figura
3.9 descrita acima, notamos que o teste que mais se beneficia do esquema de correcao de
viés que obtém estimativas mais precisas de variancia usadas na estatistica de teste é aquele
que utiliza o estimador HCO. Mais uma vez também a utilizacao de estimativas do tipo HC3
corrigidas por viés deteriora, ao invés de melhorar, a aproximacao assintética de primeira
ordem do teste. A conclusdao obtida anteriormente de que o teste baseado no estimador
HC3 sem correcao de viés é preferivel aos demais testes que usam estimadores corrigidos se
mantém.

As Figuras 3.13 a 3.16 também correspondem ao caso de forte heteroscedasticidade
e covariada com pontos potencialmente influentes, mas agora consideram a situagao onde
o tamanho amostral é duplicado, isto é, temos agora 50 observagoes. Como esperado, a
qualidade da aproximacao assintotica a todos os testes melhora a medida que o niimero de
observacoes aumenta. As conclusoes obtidas e listadas anteriormente também sao véalidas
nesta situacao.

A analise acima foi realizada com base em uma estrutura heteroscedastica de regressao.
E importante também, contudo, investigar o comportamento dos diferentes testes quando
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o modelo é homoscedéstico, ou seja, quando as variancias dos diferentes erros sao de fato
constantes. As Figuras 3.17 a 3.28 consideram modelos com erros homoscedasticos, variando
contudo outros aspectos dos modelos e testes (pro exemplo, nimero de observagoes, inclusao
ou nao de pontos de alavanca, etc.). Quando n = 25 e x ~ t3, chegamos a considerar dez
passos do mecanismo iterativo de correcao de viés, avancando assim ainda mais na seqiiéncia
de correcao de viés. As conclusoes qualitativas enumeradas para o caso heteroscedastico
permanecem validas quando as variancias dos erros sao iguais.

3.4. Conclusoes

Em linhas gerais, a andlise numérica exata realizada no presente capitulo conduz a
importantes conclusoes sobre testes quase—t em modelos lineares de regressao com possivel
heteroscedasticidade de forma desconhecida, a saber:

(i) O teste que mais se beneficia de usar estatisticas de teste construidas a partir de esti-
mativas de variancias que incorporam correcao de viés é aquele que utiliza o estimador
HCO (estimador de White).

(ii) O teste com melhor aproximagao assintética de primeira ordem é aquele cuja estatistica
de teste é construida utilizando o estimador HC3 sem correcao de viés.

(iii) No caso do teste que utiliza o estimador HC3, o esquema de correcao de viés do estimador
da variancia usado na definicao da estatistica quase—t deteriora, ao invés de melhorar, a
aproximacao assintética de primeira ordem.

(iv) O desempenho dos diferentes testes em amostras de tamanho pequeno a moderado é
influenciado pela presenca de pontos de alavanca na estrutura de regressao. O teste
menos afetado por pontos de alavanca é o que utiliza o estimador HC3.

Os resultados contidos no presente capitulo tomados conjuntamente revelam que a es-
tratégia preferencial de inferéncia em modelos normais lineares de regressao com heterosce-
dasticidade de forma desconhecida é a utilizacao do estimador consistente de variancias do
tipo HC3 para a construcao da estatistica quase—t. O esquema de correcao de viés proposto
por Cribari-Neto & Galvao (2002) conduz a testes mais precisos quando utilizado para pro-
duzir estimativas de variancias a serem usadas por estatisticas de teste, exceto quando o
ajuste de viés é aplicado ao estimador HC3. Neste caso, a correcao de viés conduz a testes
associados menos precisos, contrariamente ao que ocorre quando o esquema de reducao de
viés é aplicado a estimadores alternativos.
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Figura 3.1. Distribuicoes exata e assintética de t2, n = 25, a1 = as = 3.1, A = 101.661,
x ~ U(0,1), sem corregao.
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Figura 3.2. Distribuices exata e assintética de t2, n = 25, oy = as = 3.1, A = 101.661,
x ~U(0,1), corre¢ao com uma iteragao.
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Figura 3.3. Distribuicoes exata e assintética de t2, n = 25, a1 = as = 3.1, A = 101.661,
x ~U(0,1), correcao com duas iteragoes
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Figura 3.4. Distribuicoes exata e assintética de t2, n = 25, a1 = as = 3.1, A = 101.661,
x ~U(0,1), correcao com cinco iteragoes
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Figura 3.5. Distribuicoes exata e assintética de t2, n = 50, a1 = as = 3.1, A = 101.661,
x ~U(0,1), sem correcao.
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Figura 3.6. Distribuices exata e assintética de t2, n = 50, oy = as = 3.1, A = 101.661,
x ~U(0,1), corre¢ao com uma iteragao.
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Figura 3.7. Distribuicoes exata e assintética de t2, n = 50, a1 = as = 3.1, A = 101.661,
x ~U(0,1), correcao com duas iteragoes
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Figura 3.8. Distribuicoes exata e assintética de t2, n = 50, a1 = as = 3.1, A = 101.661,
x ~U(0,1), correcao com cinco iteragoes
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Figura 3.9. Distribuices exata e assintética de t2, n = 25, a; = ap = 0.415, A = 101.513,
T ~ t3, sem correcao.
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Figura 3.10. Distribuices exata e assintética de 12, n = 25, a; = ag = 0.415, A = 101.513,
x ~ t3, correcao com uma iteracao.
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Figura 3.11. Distribuicdes exata e assintética de 12, n = 25, a; = ag = 0.415, A = 101.513,
x ~ t3, correcao com duas iteracoes.
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Figura 3.12. Distribuices exata e assintética de 12, n = 25, a; = ag = 0.415, A = 101.513,
x ~ t3, correcao com cinco iteracoes.
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Figura 3.13. Distribuicdes exata e assintética de t2, n = 50, a; = ag = 0.415, A = 101.513,
T ~ t3, sem correcao.
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Figura 3.14. Distribuices exata e assintética de t2, n = 50, a; = ag = 0.415, A = 101.513,
x ~ t3, correcao com uma iteracao.
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Figura 3.15. Distribuicdes exata e assintética de t2, n = 50, a; = ag = 0.415, A = 101.513,
x ~ t3, correcao com duas iteracoes.
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Figura 3.16. Distribuicdes exata e assintética de t2, n = 50, a; = ag = 0.415, A = 101.513,
x ~ t3, correcao com cinco iteracoes.
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Figura 3.17. Distribuices exata e assintética de t2,n =25, 01 =as = 0, A =1, z ~ U(0, 1),
sem Correcao.
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Figura 3.18. Distribuices exata e assintética de t2,n =25, 01 =as =0, A =1, z ~ U(0, 1),
correcao com uma iteracao.
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Figura 3.19. Distribuices exata e assintética de t2,n =25, 01 = as = 0, A =1, z ~ U(0, 1),
correcao com duas iteracoes
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Figura 3.20. Distribuices exata e assintética de t2, n =50, a1 = as = 0, A =1, z ~ U(0, 1),
sem Correcao.
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Figura 3.21. Distribuices exata e assintética de t2, n =50, a1 = as = 0, A =1, z ~ U(0, 1),
correcao com uma iteracao.
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Figura 3.22. Distribuices exata e assintética de t2, n =50, a1 = as = 0, A =1, z ~ U(0, 1),
correcao com duas iteracoes
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Figura 3.23. Distribuices exata e assintética de t2, n = 25, a1 = ag = 0, A = 1, z ~ t3,
sem Correcao.
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Figura 3.24. Distribuices exata e assintética de t2, n = 25, a1 = ag = 0, A = 1, z ~ t3,
correcao com uma iteracao.
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Figura 3.25. Distribuicoes exata e assintética de t2, n = 25, oy = ag = 0, A = 1, z ~ t3,
correcao com duas iteracoes
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Figura 3.26. Distribuicoes exata e assintética de t2, n = 25, a1 = g = 0, A = 1, z ~ t3,
correcao com dez iteracoes
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Figura 3.27. Distribuices exata e assintética de t2, n = 50, oy = ap = 0, A = 1, z ~ t3,

sem Correcao.
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Figura 3.28. Distribuices exata e assintética de t2, n = 50, oy = ap = 0, A = 1, z ~ t3,
correcao com uma iteracao.
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