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Resumo

Conforme visto na literatura, ha pesquisas que examinam as estratégias e
representacdes das criangas ao resolver problemas e operagoes de adicdo, subtragdo ou
divisdo, com o uso de suportes de representagdo distintos, sem no entanto analisar a influéncia
que os diferentes suportes de representacdo podem desempenhar na resolu¢do de problemas
com estruturas multiplicativas. Entretanto, merece ser investigado (a) se e como diferentes
suportes de representagdo influenciam na compreensdo de criangas e na forma como resolvem
diferentes  problemas matematicos inseridos no campo conceitual das  estruturas
multiplicativas; (b) se um tipo de suporte de representacio desempenha papel importante no
processo de resolucdo e como se caracteriza este papel; (c) se o efeito, se encontrado, se
expressa apenas em relacdo ao desempenho (nmumero de respostas corretas) ou também em
relagio & estratégias de resolucdo adotadas; (d) se o efeito do suporte de representacdo
depende do tipo de problema e/ou do tipo de operacdo. Com o objetivo de examinar tais
aspectos 60 criangas da 2* série (8 anos) foram solicitadas a resolver problemas de
isomorfismo e de combinatoria (ambos de multiplicagdo e divisdo). As criangas foram
divididas igualmente em trés grupos em fungdo do suporte de representagdo utilizado: grupo
1: lapis e papel; grupo 2: material concreto neutro (fichas) e; grupo 3: material concreto
definido (objetos). As resolucdes das criangas foram analisadas em fungdo do desempenho e
das estratégias adotadas em relagdo ao suporte de representagdo utilizado. Comparagdes entre
os suportes de representacdo, entre os tipos de problemas e os tipos de operacoes foram feitas,
e os resultados sdo assim resumidos: (a) o desempenho.: foram melhores os grupos que tinham
como suporte de representacdo materiais concretos, em especial quando usava objetos, do que
quando o suporte era lapis e papel. Em relagdo ao tipo de problema, o padrao de resultados foi
0 mesmo nos trés grupos de criangas: os problemas de isomorfismo foram mais faceis do que
os problemas de combinatoria. Em relagdo ao tipo de operagdo empregada, o padrdo de
resultados foi 0 mesmo nos trés grupos de criangas: o desempenho era 0 mesmo quer em
problemas de divisdo quer em problemas de multiplicacdo. A unica diferenga entre os grupos
foi que as criancas que resolveram os problemas através de fichas tiveram mais acertos nos
problemas de isomorfismo que requeriam a multiplicagio do que nos problemas que
requeriam a divisao; (b) as estratégias: as estratégias adotadas nos problemas de isomorfismo
ndo sao as mesmas adotadas nos problemas de combinatéria. Independente do suporte de
representagdo as estratégias adotadas em cada problema foram do mesmo tipo, variando
apenas a freqiiéncia de uso de cada uma delas. As estratégias inadequadas com perda de
significado foram mais freqlientes com o suporte lapis e papel, em ambos os tipos de
problemas. De modo geral ¢ em cada suporte de representagdo nos problemas de isomorfismo
as estratégias adotadas variam quanto ao tipo de operagdo. Em ambos os problemas ha
estratégias que sempre levam ao erro, assim como ha estratégias que sempre levam ao acerto.
As estratégias que levam ao acerto variam quanto ao suporte de representagdo adotado nos
problemas de isomorfismo. A partir desses resultados, pode-se dizer que os suportes de
representacdo adotados influenciam diferentemente na resolugdo de problemas com estruturas
multiplicativas, tendo o material concreto definido (objetos) levado a um melhor desempenho
do que os outros suportes nos problemas de isomorfismo.



Abstract

As it has been seen in the literature, there are researches that examine the strategies
and representations of the children when they are solving problems and operations of
addition, subtraction or division, using different supports of representation, however without
analyze the influence that the different supports of representation can carry out in the
resolution of problems with multiplication structures. However it deserves to be investigated
(a) If and how different supports of representation may influence the children's understanding
and in the way how they solve different mathematical problems inserted in the conceptual
field of the multiplications structures. (b) If a type of support of representation plays
important role in the resolution process and as this role is characterized; (c) if the effect, if
found, it is just expressed in relation to the acting (number of correct answers) or also in
relation to the resolution strategies adopted; (d) if the effect of the support of representation
depends on the type of problem and/or on the type of operation. With the objective of
examining these aspects 60 children of the 2nd grade (8 years old) were requested to solve
isomorfics problems and combination (both of multiplication and division). The children were
divided equally in three groups according to the support of representation : Group 1 - pencil
and paper, Group 2 - neutral concrete material and Group 3 - defined concrete material
(objects). The children's resolutions were analyzed in function of the performance and of the
strategies adopted in relation to the used support of representation. Comparisons among the
supports of representation, among the types of problems and among the types of operations
were made, and follow the summarized results: (a) the performance: they were better the
groups that had as support of representation concrete materials, especially when they used
objects, instead of pencil and paper. In relation to the type of the problem, the results were the
same in the three groups of children: the isomorfics problems were easier than the
combination problems. In relation to the type of operation the results were the same in the
three groups of children: the performance was the same either in division problems or in
multiplication problems. The unique difference among the groups was that the children that
solved the problems through neutral concrete materials had more successes in the isomorfics
problems that it requested multiplications than in the problems that requested dwisions; (b)
the strategies: the strategies adopted in the isomorfics problems they are not the same ones
adopted in the combination problems. Independent of the support of representation each
problem had the same type of adopted strategies, just varying he frequency of use for each
strategy. The inadequate strategies with loss of meaning were more frequent with the support
pencil and paper, in both problems. In general and in each support of representation the
adopted strategies vary according to the type of operation in the isomorfics problems. In both
problems there are strategies that always take to mistake, as well as there are strategies that
always take to the success. The strategies that take to the success vary according to the
adopted support of representation in the isomorfics problems. From these results, it can be
said that the adopted support of representation influence differently in the resolution of
problems with multiplications structures and the defined concrete material (objects) had better
performance than the other materials in the isomorfics problems.



Apresentacao

O presente estudo investigou a influéncia que os suportes de representacdo
podem exercer na resolucdo de problemas com estruturas multiplicativas. Através de
entrevisas individuais com as criangas, trés situagoes diferentes, variando quanto
aos suportes de representacdo utilizados (lapis e papel, material concreto neutro e
material concreto definido) foram investigadas. Os problemas matematicos
apresentados variaram quanto ao tipo (isomorfismo e combinatoria) e quanto a
operagao requerida para sua resolucdo (multiplicagdo e divisdo). 60 criangas da 22
série (8 anos) foram solicitadas a resolver os problemas matematicos. As criangas
foram divididas igualmente em trés grupos em fungdo do suporte de representagao
utilizado: grupo 1: lapis e papel; grupo 2: material concreto neutro (fichas) e; grupo 3:
material concreto definido (objetos).

O Capitulo | apresenta as consideragbes tedricas acerca dos conceitos
matematicos de maneira geral; acerca do campo conceitual das estruturas
multiplicativas; e acerca dos suportes de representacao e a resolucdo de problemas.

O Capitulo Il apresenta o estudo realizado, procurando descrever em detalhes
seus objetivos, procedimentos e o planejamento experimental adotado.

O Capitulo Ill apresenta o sistema de andlise das estratégias adotadas pelas
criangas ao resolverem os problemas. Essas estratégias tomaram por base os
resultados de estudos anteriores na area.

No Capitulo IV s&o apresentados os resultados relativos ao desempenho das
criangas quando resolvem os problemas de isomorfismo e de combinatéria de modo
geral e, em especifico, quando resolvem os problemas usando diferentes suportes

de representacgo.



No Capitulo V sdo apresentados os resultados relativos as estratégias de
resolucdo adotadas em cada tipo de problema e em cada suporte de representacado.
Ainda neste capitulo, procede-se a um exame das relagdes entre desempenho e
estratégias adotadas.

No Capitulo VI apresentase as conclusdes derivadas dos resultados
encontrados, as implicagdes deste estudo e as futuras pesquisas que poderao ser
desenvolvidas para melhor esclarecer aspectos que ndo foram contemplados nesta

investigagao.
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Capitulo I.

Consideracgdes tedbricas

As consideragoes tedricas que fundamentam o presente estudo serdo
apresentadas em quatro secbes. Na primeira, sao tratados o0s conceitos
matematicos a partir da perspectiva tedérica de Vergnaud sobre campos conceituais.
Na segunda sec&o, procura-se caracterizar as estruturas multiplicativas, tecendo-se
consideragbes a respeito dos diferentes tipos de problemas e situagdes que
envolvem, especificamente a divisdo e a multiplicacdo. A terceira secdo versa sobre
0s suportes de representagdo e seu papel na resolugdo de problemas. Na quarta e
ultima secdo, sdo apresentados resultados de pesquisas conduzidas com criangas,
pesquisas estas envolvendo a resolucdo de problemas relativos as estruturas

multiplicativas.

1.1 Os conceitos matematicos

1.1.1. A natureza dos conceitos matematicos

Vergnaud (1997) inicia seu capitulo acerca da natureza dos conceitos
matematicos, afirmando que uma compreenséo psicologica de tais conceitos requer
entender que o0s conceitos progressivamente sao formados a partir de diferentes
tipos de situagcbes e competéncias e a partir de diferentes tipos de representacoes
(linguisticas e simbolicas). De maneira semelhante, Lautert & Spinillo (1999)

comentam que a compreensdo de um conceito matematico envolve diversos



aspectos, tais como o uso de estratégias e procedimentos de resolugdo apropriados

e 0 uso de representagdes diversas relacionadas ao conhecimento sobre numero,
guantidades e algoritmos.

Vergnaud (e.g.; 1986; 1988; 1997) em sua teoria de campos conceituais,
considera que a construcdo de um conceito envolve muito mais do que uma
definicio ou descricido de suas propriedades, pois requer estabelecer inter-relagdes
entre outros conceitos e inter-relacdes entre trés instancias que o constituem:

e as situagoes (S): que fornecem um sentido funcional a um conceito
especifico, tornando-o significativo;

e o0s invariantes operatérios (l): que se referem as propriedades essenciais
a um dado conceito as quais sdo conservadas apesar das transformacdes ocorridas
e das diferentes situagdes em que o conceito emerge; e

e as representacées (R): que permitem representar os invariantes, as
situacdes e os procedimentos de resolugao adotados em uma dada situagao.

Essas instancias constituem o tripé dos conceitos matematicos, mostrando
que "a operacionalidade de um conceito deve ser provada através de situagdes
variadas” e que “cada conceito comporta varias propriedades, cuja pertinéncia é
variavel de acordo com as situagdes”’, sendo necessario considerar “um conceito
como um conjunto de invariantes utilizaveis na agao" (Vergnaud, 1993, p.8).

Desta forma, é coerente pensar que um conceito ndo esta atrelado a uma
unica situacdo e nem pode ser amplamente contemplado em uma Unica situagao;
isto €, uma situacdo pode ndo envolver todas as propriedades de um conceito. Além
disso, em uma mesma situacdo podem estar envolvidos diversos conceitos. Nesta

perspectiva, a relacao entre situagdo e conceito € complexa. Esta idéia forma a



base da teoria dos campos conceituais, idéia esta compartihada por diversos
pesquisadores (e.g., Spinillo, 2001; Nunes, 1997; Bryant, 1999).

A partir dessa perspectiva, entende-se que os conceitos s6 sao plenamente
compreendidos quando a crianga tem a oportunidade de realizar atividades de
resolucdo de problemas diversificadas, que envolvessem as diversas propriedades
de um mesmo conceito. Segundo Vergnaud (1991), problema é “qualquer situagdo
em que € necessario descobrir relagcdes, desenvolver atividades de exploracao,
hipétese e verificagao, para produzir uma solugao” (p.76).

A situacdo em que o problema se insere influi na forma como o individuo
interpreta e representa o problema, e nas estratégias que adota para resolvé-lo
(Carraher, Carraher & Schliemann, 1988; Vergnaud, 1990, 1993; Nunes, 1994).
Assim, problemas matematicos, mesmo quando envolvendo um mesmo conceito,
assumem caracteristicas e niveis de dificuldades distintos, dependendo da situagédo
em que sao apresentados; dos suportes de representacdo oferecidos; do tipo de
problema; das relagbes entre as quantidades apresentadas, dentre outros fatores.
Essas caracteristicas, como mencionado, vao determinar as estratégias adotadas.

No que diz respeito as representagdes, Nunes (1994), por exemplo, afirma
que a representacdo de uma ‘“situagdo pode determinar o tipo de esquema que
desenvolvemos na analise de uma situacaoproblema” (p.24), ao passo que esses
sistemas de representacdo também estruturam o0s processos de raciocinio.
Segundo Da Rocha Falcdo (1996), criangas com um mesmo nivel de
desenvolvimento cognitvo podem apresentar uma variedade de procedimentos
diante de um mesmo problema, em funcdo do contexto em que o problema é
apresentado, das representagdes simbolicas (ou suportes de representagdo)

escolhidas para a apresentagcdo do problema (numeros, graficos, desenhos,



simbolos etc.), das representacdes mentais disponiveis pelas criangas (esquemas)
e das orientacdes fornecidas para realizar a tarefa. Nessa perspectiva, o uso de
diferentes suportes de representagdo para resolver um problema, faz parte da
situacdo em que o conceito esta envolvido. Esses suportes fazem parte da situagao,
interferindo na forma como o individuo representa e resolve as operagcdes e
problemas aritméticos.

Diante disso, as relagdes entre o conceito e a situacdo sdo o que vem definir
campo conceitual como sendo “‘um conjunto de situagdes cujo dominio requer uma
variedade de conceitos, de procedimentos e de representagbes simbdlicas em
estreita conexdo” (Vergnaud, 1986, p.84). Entretanto, antes de abordar os campos
conceituais, €& importante discutir os conceitos a luz dos teoremas-em-agao,
construto tedrico importante para uma compreensao dos conceitos em uma

perspectiva de desenvolvimento.

1.1. 2. Os teoremas-em-ag¢ao

Carraher, Carraher & Schliemann (1988) mostram, em seus estudos, que na
vida diaria as criangas usam conceitos matematicos independentemente de terem
sido instruidas formalmente, o que as fazem desenvolver técnicas proprias de
resolucdo sem ter consciéncia de cada apropriagdo. Este pode ser um exemplo do
que Vergnaud denomina teoremas-em-agao.

Teoremas-em-acao vém a ser as competéncias que os individuos tém ao
resolver problemas em algumas situagdes, competéncias essas, entretanto, que
carecem de uma explicitacdo e sistematizacdo do conhecimento que € utilizado, por
nao dispor de proposicbes conceituais para explicita-las (Vergnaud, 1988). Os

teoremas-em-agcdo sdo definidos como relagbes matematicas levadas em



consideragcido ao escolher uma operagcdo, ou uma seqUéncia de operacbes, para
resolver um problema. Nao sdo conhecimentos explicitos, pois eles estao envolvidos
no comportamento das criangas e aparecem nas suas acgdes, além disso, eles sao
restritos a um conjunto de situagdes, podendo ser utilizados de modo inadequado
em outras situagdes.

No exemplo a seguir, analisado por Magina, Campos, Nunes & Gitirana
(2001, p.1516), pode-se ver como uma crianga desenvolve diferentes estratégias ao
resolver um mesmo problema matematico em diferentes situagdes.

“Como uma crianga calcula a quantidade total de bolas de gude dela e de seu
iIrmao?”

De inicio, ela aceita juntar as duas colegcbes e contar o total de elementos
para saber a quantidade total de objetos. Mas, numa situagcdo cotidiana, a crianca
ndo vai permitir que suas bolas de gude sejam agrupadas com as bolas de gude de
seu irmao, 0 que a leva a desenvolver uma outra estratégia: seu irmao conta as suas
bolas de gude e ela parte da quantidade finalizada para contar a sua colegdo e
descobrir a quantidade total. Assim, temos duas estratégias diferentes para realizar
a contagem. Mas elas ainda ndo podem resolver todos os problemas da realidade,
porque se for pedido para contar quantas cadeiras ha na escola, elas nao sao
suficientemente adequadas, pois, juntar todas as cadeiras num so6 lugar para contar
uma a uma, ndo sera viavel, e ndo é pratico que a crianga saia contando as cadeiras
de sala em sala, partindo da quantidade que termina de cada sala. Ela pode pedir a
um colega de cada sala para contar as cadeiras de sua sala e depois recolher as
quantidades obtidas para depois realizar uma soma e descobrir o total de cadeiras.

Desenvolvendo uma terceira estratégia para resolver o problema.



Como se pode observar, as ac¢des desenvolvidas pela criangca para resolver
cada um dos problemas sdo limitadas e intuitivas, sendo preciso estender a
situagdes mais complexas, para que possam ser explicitadas, ao nivel de conceito
(todos os problemas podiam ser resolvidos por uma adicdo das quantidades de cada
conjunto). Os Teoremas-em-agdo nao sao conceitos, pelo fato de nao estarem
explicitas as relagbes matematicas envolvidas nas situagdes-problema.

A explicitacdo dos conceitos € apenas a parte visivel da conceitualizacdo
porque O conceito comporta varias propriedades. As invariantes dos conceitos
podem estar implicitas e/ou explicitas nas agbes dos sujeitos. Nos teoremas-em-
acao as invariantes dos conceitos encontram-se implicitas. Caso nao se considere
os teoremas-em-agdo (invariantes implicitas) como parte integrante dos conceitos a
explicitacio das invariantes (as representacdes) nada seria. E isso que leva a
considerar o conceito como um conjunto que envolve a situagdo, as invariantes
operatorias e as representacoes.

Observar os teoremas-em-agdao € interessante para quem quer estudar as
estratégias, pois segundo Magina, Campos, Nunes & Gitirana (2001), “a formagao
do conceito pela crianga pode ser observada por meio de suas estratégias de acéo
ao resolver um problema, isto é, pelos invariantes que a crianga reconhece na
situacdo (muitas vezes implicitos, como no caso dos teoremas-em-acdo) (p.20)". A
expressao dos teoremas-em-agdo pode ser dada através da linguagem verbal, do

uso de simbolos, materiais concretos, de diagramas, tabelas etc.

1.1. 3. Os campos conceituais
Os conceitos estdo inseridos em campos conceituais. Esses campos podem

ser definidos como um conjunto de situagdes que para serem apropriadas, o0



individuo precisa dominar varios conceitos. Estes se desenvolvem gradativamente
dentro de um longo periodo de tempo e por meio da experiéncia (Vergnaud, 1982;
1986; 1988).

Vergnaud (1991) propde dois importantes campos conceituais: o das
estruturas aditivas e o das estruturas multiplicativas.

O campo conceitual das estruturas aditivas, € constituido de um conjunto de
situacbes que envolvem a adicdo, a subtragdo, ou uma combinacdo destas
operagdes, € do conjunto de conceitos e teoremas que facilitam a analise dessas
situacdes matematicas. Compdem as estruturas aditivas os conceitos de medida, de
cardinal, de transformagdo por aumento ou diminui¢do (subtraindo ou adicionando),
de relacdo de comparacdo, de combinacdo de medida, e outras. A complexidade de
resolucdo de diferentes problemas compreendendo as estruturas aditivas decorre do
envolvimento das diferentes relagbes envolvidas no conceito, dos numeros
envolvidos nos problemas etc.

O campo conceitual das estruturas multiplicativas € formado por um conjunto
de situagdes que envolvem a divisdo, a multiplicagdo ou a combinacdo destas
operacdes; € através do conjunto de conceitos que se torma possivel analisar essas
situagbes: proporgbes simples e multiplas, funcdo linear e n-linear, quociente e
produto de dimensdes, combinacgdo, fracdo, numero racional, entre outros.

E comum pensar na adigdo como sendo a base (inicio) para a compreenséo
da multiplicagdo, mas a relagdo que existe entre a multiplicagdo e a adicdo nao é
conceitual, mas esta centrada no processo de calculo da multiplicagdo: o calculo da
multiplicacdo pode ser feito através da adicido repetida porque a multiplicagdo é

distributiva em relagao a adigcao.



No entanto, o raciocinio aditivo esta sempre baseado na relacdo parte-todo e
se refere a situagdes nas quais os objetos sdo reunidos ou separados, e estdo
ligadas a trés esquemas de agdo: juntar, separar e colocar em correspondéncia um-
aum; situacdes que envolvem o raciocinio multiplicativo sido diferentes por ndo
envolverem acdes de unir e separar, mas envolvem uma relacdo constante entre as
duas variaveis envolvidas no problema e estdo ligadas a trés esquemas de acgdo: A
correspondéncia um-para-muitos — estratégia aplicada na resolugdo de problemas
de multiplicagcdo; o esquema da distribuicdo equitativa — estratégia mais relacionada
aos problemas de divisdo; e a coordenagao entre os esquemas de correspondéncia
e de distribuicdo equitativa — estratégia mais complexa para resolver problemas de
divisio e multiplicacdo onde problemas formulados, por exemplo, como uma
situacao de multiplicagdo, e com um dos fatores ausentes, os alunos nao percebem
a possibilidade de usar a estratégia de distribuicdo para resolver o problema (Nunes
e Bryant, 1997; Nunes, Campos, Magina & Bryant, 2001; Nunes, 1997).

As estruturas multiplicativas serdo caracterizadas a seguir, em maiores
detalhes, quando serdo apresentados os conceitos nelas envolvidos e os diferentes

tipos de problemas.

1.2. O Campo Conceitual das estruturas multiplicativas e os problemas tipicos

deste campo

As estruturas multiplicativas constituem um campo conceitual que envolve a
formagdo de conceitos numa variedade de situagbes e problemas que requerem o
uso da multiplicagdo ou da divisio ou da combinacido de ambas. Neste sentido, o
campo conceitual das estruturas multiplicativas ndo se restringe apenas aos
conceitos de multiplicacdo e divisdo, mas envolve outros conceitos como fragao,

razao, propor¢ao, probabilidade, funcdo, combinatdria, volume etc. Esses conceitos



se expressam através de diferentes situa¢des-problema que variam quanto ao grau
de complexidade que apresentam. Considerando as estruturas multiplicativas como
um set de problemas, Vergnaud (1983, 1991) identificou trés grandes classes de
problemas que envolvem relagdes ternarias e quaternarias: isomorfismo de medidas,
produto de medidas e proporcoes multiplas. E essas classes se subdividem em

outras subclasses de problemas.

1.2.1. Isomorfismo de medidas

Os problemas de isomorfismo de medidas envolvem uma relagdo quaternaria
entre quatro quantidades, onde duas quantidades sdo medidas de um tipo e as
outras duas sdo medidas de outro tipo (a x b = ¢ x d), envolvendo uma propor¢éo
direta simples entre esses dois espagos de medidas. Inseridos nesta classe
encontram-se quatro subclasses de problemas: multiplicacdo, divisdo partitiva,
divis&o por quotas e regra de trés (Vergnaud, 1983, 1991).

A primeira subclasse de problemas — a multiplicacdo, envolve quatro medidas,
das quais as criangas tém que extrair a relacdo dos trés termos presentes para
encontrar o0 quarto termo que falta. No entanto, para resolver um problema de
multiplicacdo, por fazer parte de uma relagdo quaternaria, tem-se que fazer uma
relacdo entre os quatro termos. Esses termos podem ser extraidos por uma lei de
composi¢cao binaria ou por uma operagdao unaria, dependendo do tipo de relagéo
envolvida no problema. Cada um desses métodos implica em diferentes estratégias
de resolucio do problema.

A lei de composicdo binaria s6 pode ser efetuada se a combinagcdo dos
valores conhecidos for vista como numeros e ndao como magnitudes. Porque se

vistos como magnitudes e multiplicarmos 4 bombons por 12 centavos, por exemplo,



nao ficara claro o porqué da resposta ser dada em centavos € ndo em bombons. O

problema e 0 esquema abaixo ilustram estas rela¢des (vergnaud, 1983):

Maria quer comprar 4 bombons. Cada bombom custa 12 centavos. Quanto

Maria vai pagar pelos 4 bombons?

C D
1 a
b X

Onde, a=12; b=4; C=nudmero de bombons; D = Custo

A operagdo unaria acontece, exatamente, quando as criangas ainda ndo
compreendem a lei de composicao binaria, que pode ser efetuada por um operador
escalar ou por um operador fungdo. O operador escalar consiste em encontrar a
solugdo a partir das relagbes numéricas no interior de uma mesma variavel, onde
cada variavel permanece independente da outra e realizam-se transformacgdes

paralelas em cada uma delas e se mantém a relagdo proporcional (Schliemann &

Carraher, 1993),
Maria quer comprar 4 bombons. Cada bombom custa 12 centavos. Quanto

Maria vai pagar pelos 4 bombons?

C D
1 a

xb g @xb
b X

Onde, a=12; b=4; C=numero de bombons; D = Custo; xb = operador escalar.



Resolver um problema através do operador funcdo, consiste em relacionar as
duas variaveis e enconfrar a razdo que liga as duas variaveis e em utliza-la para

resolver o problema (Schliemann & Carraher, 1993),

Maria quer comprar 4 bombons. Cada bombom custa 12 centavos. Quanto

Maria vai pagar pelos 4 bombons?

| e
[

| e
)

Onde, a=12; b=4; C =numero de bombons; D = Custo; xa = operador fungao.

Assim, as criangas operam sabendo o porqué da resposta ter sido dada em
centavos e ndo em bombons. A operagdo unaria deixa claro para a crianca, que
ainda nao esta compreendendo as relagdes das estruturas multiplicativas, o porque
das respostas serem dadas em uma das medidas e ndo na outra medida envolvida
nos problemas de relagéo quaternaria (Vergnaud, 1983).

A segunda subclasse de problemas — divisdo partitiva, envolve um operador
escalar (/b). Mas a inversdo do pensamento da crianca de xb para /b é de extrema
dificuldade, onde a crianca prefere encontrar o valor ausente através de xb pelo
procedimento de tentativa-e-erro.

Jodo tem 12 carrinhos e quer distribuir seus carros com 4 colegas. Quantos

carrinhos ele vai dar a cada colega?



@1 x§
/b b a /b

Onde, a = 12; b =4; C = numero de colegas; D = carrinhos; /b = operador
escalar.

Um outro procedimento adotado pelas criangas na divisiao das quantidades, &
a distribuicdo unitaria dos objetos entre os participantes, ou imaginando estarem em
diferentes lugares. Mas este procedimento ndo tem caracteristica multiplicativa
(Vergnaud, 1983).

A terceira subclasse de problemas —  divisdo por quotas, envolve uma
inversao direta do operador funcao, aplicado em b.

Carla tem 12 doces e quer colocar 4 doces em cada bandeja. De quantas

bandejas Carla vai precisar?

C D
1 /aa
/

X ab

Onde, a=4; b=12; C=numero de bandejas; D = doces; /a = operador fungao.

Esse procedimento € muito dificl para a crianca, ndo s6 porque envolve a
inversao do problema, mas também porque envolve a inversdao do operador fungao
(Vergnaud, 1983).

As criangcas também podem resolver este tipo de problema através do
procedimento da adicdo repetida a + a + a ..... até chegar em b , depois contam o

numero de vezes que somaramo a.



A quarta subclasse de problemas — a regra de trés, é a subclasse em que se
concentra as maiores dificuldades das criangas. Apesar de conter apenas duas
variaveis (caracteristica dos problemas do tipo isomorfismo), esse tipo de problema
ndo tem um dos seus valores igual a um, como nos problemas das subclasses
analisadas anteriormente,

Diariamente, cada 4 criangas consomem 12 litros de leite. Se tivermos 6

criangas, quanto elas irdo consumir de leite diariamente?

D E
a b
c X

Onde, a=4; b=12; ¢=6; D =Numero de criangas; E = Leite.

O que diferencia a estrutura de isomorfismo de medidas das estruturas de
produto de medidas e das proporgdes multiplas € que o isomorfismo de medidas
envolve apenas duas variaveis e podem ser modeladas por uma fungido linear,
enquanto que os problemas de produto de medidas e de proporgbes miultiplas
envolvem trés ou mais variaveis € sdo modeladas por uma funcdo n-linear ou
bilinear. Esses dois Uultimos tipos de problema envolvem uma relacdo ternaria,
enquanto o isomorfismo de medidas, como foi visto, envolve uma relagdo
quaternaria.

As relagcbes quaternarias envolvem problemas do tipo isomorfismo de
medidas que apesar de variarem quanto ao seu grau de dificuldade podem ser

representados por esquemas semelhantes: ndo é outra coisa sendao a tabela de



correspondéncia entre os dois tipos de quantidades. Esses problemas podem ser

resolvidos por uma multiplicagéo, por uma divisdo ou por uma regra de trés.
As relagdes ternarias envolvem problemas do tipo produto de medidas e
propor¢des multiplas, e geralmente sdo representadas pelo quadro cartesiano', uma

vez que o produto cartesiano de conjuntos explica o produto de medidas.

1.2.2. Produto de Medidas

Diferente dos problemas do tipo isomorfismo de medidas, que envolvem uma
relacdo quaternaria (entre quatro variaveis), os problemas de produto de medidas
envolvem uma relagdo ternaria (entre trés variaveis). A relagdo ternaria consiste

numa relagdo de trés quantidades, das quais uma quantidade € o produto das outras

duas, tanto no plano numérico quanto no plano dimensional. O produto de medidas
€ uma estrutura que consiste na composicdo cartesiana de duas medidas para

encontrar a terceira medida, como ocorre em problemas que envolvem volume, area

e combinatoria.
Este tipo de problema € representado por uma dupla tabela de

correspondéncia, como o calculo da area de um reténgulo, por exemplo.

Largura

Altu ra 2 ............................................ : 6

b X area

1 . . . . . .

O quadro cartesiano consiste em associar um elemento do primeiro conjunto a um elemento do segundo
conjunto, até que todos elementos do primeiro conjunto sejam associados a todos os elementos do segundo
conjunto.



No caso do produto de medidas, ha uma forma candnica de resolver o
problema, onde, neste exemplo acima, 1 unidade da altura X 1 unidade da largura =
1 unidade da é&rea. Esta formula mostra que para se chegar ao resultado multiplica-
se valores de unidades elementares. Esta estrutura aritmética &€ muito dificil para as
criangas.

Em problemas que envolvem a multiplicagdo, sdo dadas as medidas
elementares e tem-se que encontrar o produto das medidas.

Numa festa ha 4 meninos e 3 meninas. Cada menina quer dancar com cada
menino € cada menino quer dangar com cada menina. Quantos pares diferentes de

meninas e meninos podem ser formados?

Meninos

1 2 3 4

Meninas 2

3

Esta solugdo a x b = x, ndo é facil analisar sob a forma de operador funcdo e
operador escalar porque envolve duas medidas ambas no aspecto numeérico
(operador escalar) e dimensional (operador fungdo), enquanto que no caso do
isomorfismo de medidas pode-se analisar ou com o operador escalar ou com o
operador funcdo, porque ora tem-se medidas no aspecto numérico, ora no aspecto

dimensional. Este aspecto € o que difere estes dois tipos de problema, pois os



problemas do tipo produto de medidas envolvem duas medidas diferentes para
encontrar a terceira medida diferente das duas primeiras?.

Nos problemas que envolvem a divisdo, € dado o valor do produto das medias
e o valor de uma das medidas elementares e tem-se que encontrar o valor da outra
medida elementar.

Combinando as blusas e as saias de cores diferentes, Marta pode fazer 12
conjuntos diferentes, ela tem 4 saias. Quantas blusas Marta tem?

Blusas
X

Saias

4 12 conjuntos

Este tipo de operagdo envolve uma relagdo multiplicativa complexa de dificil
compreensdo por criancas pequenas, diferentemente das estruturas envolvidas nos
problemas de isomorfismo de medidas, que se caracterizam como problemas mais

faceis do que os problemas de produto de medidas (Vergnaud 1983).

1.2.3. Proporgoes Muiltiplas

Geralmente os problemas de proporcoes multiplas sao confundidos com os
problemas de produto de medidas, pois ambos envolvem duas medidas e buscam
encontrar a terceira medida (envolvem uma relagdo ternaria), s6 que os problemas
de proporgdes multiplas envolvem a relagédo intrinseca dos significados e ndo podem

ser resolvidos apenas com o produto das outras duas medidas, como acorre nos

2 . . . . . .

No caso do exemplo das meninas e dos meninos, temos o conjunto das meninas e o conjunto dos meninos e a
combinagdo destas duas medidas resulta na terceira medida diferente das duas primeiras (pares de meninas e
meninos).



problemas do tipo produto de medidas, como pode ser percebido no problema “Uma
familia com 4 pessoas quer passar 12 dias vigjando. O custo dessa viagem por
pessoa € de 36 reais por dia. Quanto essa familia gastara com essa viagem?” que
se caracteriza como sendo de propor¢des multiplas. Problemas como esses (assim
como os problemas de produto de medidas) envolvem um modelo de fungdo
bilinear, ao contrario dos problemas de isomorfismo de medidas que podem envolver
um modelo de fungéo linear.

Essas trés classes de problemas, consideradas por Vergnaud (1983), se
diferenciam na medida que os problemas de isomorfismo podem ser resolvidos ora
por um operador escalar ora por um operador funcdo, porque ora tem-se medidas no
plano numérico ora no plano dimensional, se tornando mais facil para a crianga
compreender que resposta encontrou no problema. Enquanto os problemas do tipo
produto de medidas ndo sdo faceis analisar sob a forma de operador escalar ou
operador fungdo, porque ambas as medidas (presentes no problema) se encontram
no aspecto numérico (operador escalar) e dimensional (operador fungao),
envolvendo duas medidas diferentes e tendo que encontrar uma terceira medida
diferente das outras duas. Deste modo, os problemas de produto de medidas s&o
mais complexos do que os problemas de isomorfismo de medidas.

Os problemas de proporgdes multiplas além de ter que lidar com as medidas
tanto no plano numérico como no plano dimensional, ainda envolvem uma relagdo
intrinseca dos significados, tornando-se mais complexos do que os problemas de
produto de medidas. Assim, os problemas de isomorfismo sdo os que envolvem
relacbes mais faceis de serem compreendidas, em relagdo aos problemas do tipo

produto de medidas e proporgbes multiplas, sendo este ultimo tipo de problema o



mais complexo dos trés tipos de problemas, e de ndo compreensdo para as criangas
de 910 anos.

Como mencionado, os problemas inseridos no campo conceitual das
estruturas multiplicativas podem ser resolvidos através da multiplicagdo, da diviséo
ou de uma combinacdo de ambas. Entretanto, ndo é a aplicacgdo de uma ou de
outra operagao que, necessariamente determina o grau de dificuldade do problema,
mas, sobretudo, o tipo de problema caracterizado por sua estrutura. Assim, existem
varios tipos de problemas envolvendo a multiplicagdo e a divisdo com diferentes
graus de complexidade, como ilustrado no Quadro 1, em que constam problemas do
tipo isomorfismo e do tipo produto de medidas, problemas esses, tratados no
presente estudo que sera descrito nos capitulos que se seguem.

Além do tipo de operacdo a ser adotada durante a resolugdo de um problema
e da estrutura do problema (subclasse), € preciso, ainda, considerar a situagdo na
qual o problema esta inserido. O termo situagcdo pode ser entendido de inUmeras
formas. No entanto, uma em particular, € de interesse no presente estudo. Situagao
sera aqui tomada como diretamente relacionada aos suportes de representacdo que
sdo oferecidos a crianga no momento de resolugcdo do problema. Os suportes de
representacao oferecidos podem ser entendidos como ferramentas que nao apenas
auxiiam a crianca a expressar suas formas de raciocinar, mas que também as
influenciam. Neste sentido, interessa examinar o papel desempenhado por esses
suportes na resolugdo de problemas tipicos das estruturas multiplicativas, problemas

esses que podem envolver graus de dificuldades distintos.



Quadro 1: Tipos de problemas® e grau de dificuldade.

Facil Dificil
Isomorfismo Produto de medidas
“Tenho 3 pacotes de | “3 rapazes e 4 mogas querem
iogurtes. Existem 4 iogurtes | dangar. Cada rapaz quer dancar
Multiplicacdo |em cada pacote. Quantos [ com cada moca e cada mocga
iogurtes tenho?” quer dancar com cada rapaz.
Quantos  pares podem  ser

formados?”

Isomorfismo particao Produto de medidas
“Paguei R$ 12,00 por 3|“Combinando as blusas e as
garrafas de vinho. Quanto | saias, Ana pode fazer 15
custa uma garrafa?” combinagbes diferentes. Ela tem
3 blusas. Quantas saias ela

Divisao tem?”

Isomorfismo quoticao
“Pedro tem R$ 12,00 reais e quer
comprar alguns pacotes de
caramelos que custam R$ 4,00
cada pacote. Quantos pacotes

ele pode comprar?”

1.3. Os suportes de representacao e a resolucao de problemas

Antes de iniciar uma discussdo sobre os suportes de representagdo, torna-se
importante uma reflexdo a respeito das relagbes entre representacdo e
conhecimento. Estas relacdes sdo entendidas de maneiras distintas por diferentes
estudiosos, como brevemente comentado a seguir, tomando-se para discussao

apenas algumas dessas interpretacoes.

? Estes problemas foram retirados da obra de Vergnaud (1991, p. 197-211)



1.3.1. As relagoes entre representagcao e conhecimento

Para Piaget (1976; 1978), representar € um processo dindmico que envolve
abstrair e (re)construir mentalmente a imagem fornecida pelo meio fisico,
assimilandoa e acomodando-a aos esquemas cognitivos internos, ativando a
reestruturacdo de novos esquemas e a construgdo de novos conhecimentos. As
representagbes seriam o resultado de uma progressdo geral mais ampla relacionada
as capacidades logicas tipicas de cada estagio do desenvolvimento. Segundo ele, a
capacidade de representar tem seus precursores na aquisicdo do esquema de
objeto permanente (periodo sensorio-motor), quando a crianga se depararia com a
primeira instancia de representacdo: o objeto continua existihdo mesmo na sua
auséncia. De modo geral, na teoria piagetiana, a representacdo estaria relacionada
ao desenvolvimento dos esquemas, e sua relagdo com o conhecimento seria mais
no sentido de ser uma expressao deste do que algo que o constituisse.

Outros estudiosos assumem posigdes distintas. Meira (1993; 1995), por
exemplo, atribui um carater situado as relacbes entre representagdo e
conhecimento, considerando a representacdo elemento constitutivo do raciocinio e
ndo uma expressdo deste, como afirmado por Piaget. Tomando para analise as
representacdes matematicas, Meira afirma que estas sdo construidas no decorrer da
atividade e do processo de resolugdo de problemas. Neste sentido, ndo faz distincdo
entre representacdo interna e externa, mas privilegia as situacbes em que os
individuos estdo inseridos como sendo algo essencial na criagdo de representacdes
diversas.

Ha estudiosos, ainda, como comentado por Lautert & Spinillo (1999) cujas

posicdes a respeito das relagcdes entre representacdo e conhecimento procuram



privilegiar tanto as capacidades logicas do individuo como as situagbes de uso e
producao (e.g.; Vergnaud, 1983, 1986, 1997; Da Rocha Falcao, 1996; Nunes, 1997).

Nunes (1997) ressalta como sistemas de signos possibilitam a construgdo de
diferentes formas de representar um determinado conceito, e esses diferentes
modos de representar influenciam a atividade matematica e a resolugdo de
problemas. Nesta perspectiva, enfatiza-se a nocdo de agdo mediada para
compreender o pensamento matematico, onde as ferramentas fisicas e mentais
assumem papel essencial na construgdo do pensamento. Segundo a autora, as
representagdes tanto influenciam a situacdo como sdo por ela influenciadas. Como
exemplo, Nunes cita o uso de representacdbes compactas (numeros, por exemplo) e
de representagbes extensas (dedos, por exemplo) durante a resolugdo de problemas
por criangas. A crianga que se utiliza dos numeros (representacdo compacta) adota
uma forma de pensar e de operar sobre a situacdo-problema mais poderosa e
sofisticada do que a crianga que se utiliza dos dedos (representagdo extensa). Neste
sentido, as representagdes utilizadas vao influenciar nas estratégias de resolugao
implementadas. Entretanto, as representagbes compactas sdo mais dificeis de
serem interpretadas e produzidas por criangas que estejam em momentos iniciais da
compreensdao de um conceito, havendo, neste caso, uma preferéncia pelas
representacdes extensas. Desta forma, as representacbes também sdo
influenciadas pelo conhecimento da criangca naquele momento do desenvolvimento
em relag&do ao conceito envolvido na situagao-problema.

A representacdo, segundo Nunes (1994), possibilita trés conseqiiéncias para
0 raciocinio em resolucido de problemas. A primeira conseqiéncia da representacao
€ o controle sobre o processo de calculo através da utilizacdo de sistemas para

simbolizar os numeros. Esses simbolos tornam-se objetos de operacionalizacdo e



suas caracteristicas influenciam os processos de calculo. Assim, “os sistemas
simbolicos em matematica tornam-se objetos sobre os quais operamos” (p. 22), e,
como suportes de representagdo, estruturam o processo de raciocinio. A segunda
consequéncia para o raciocinio durante a resolu¢do de problemas é a significagdo
desses sistemas em praticas culturais especificas. Quando os simbolos fazem parte
de determinadas praticas culturais, os seus significados e as regras dessas praticas
estruturam os processos de raciocinio. Por exemplo, individuos de culturas em que
se adota o sistema numérico decimal (que € infinito) estruturam seus processos de
raciocinio matematico de forma bem diferente, por exemplo dos Oksapmim,
estudado por Saxe (Hughes, 1986), que adotam um sistema de numeragdo que tem
por base a nomeacgdo de partes do corpo (que é finito). A terceira conseqléncia
refere as formas pelas quais se representa uma situagdo. Quando ha varias formas
de representar uma mesma variavel de uma situacdo-problema os esquemas
desenvolvidos para compreender a situagdo vao ser estruturados pela
representacao utilizada, ou melhor, pelo tipo de material que esta sendo usado.

Ao que parece, portanto, o conhecimento e as situagdes influenciam a
maneira como os individuos representam, ao mesmo tempo em que suas
representagoes e os suportes que usam influenciam seu conhecimento. Portanto, o
conhecimento matematico depende tanto da loégica do individuo como de sua
capacidade de utilizar os sistemas de representacdo. E nesta perspectiva tedrica

gue se discutem os suportes de representacao.

1.3.2. Os suportes de representacao
Entende-se por suportes de representagdo todos os signos, ferramentas e

materiais que podem ser usados durante a resolugdo de problemas tais como



materiais concretos (objetos diversos, uso dos dedos, fichas, palitos etc.) ou
recursos graficos (desenhos, marcas graficas icdnicas, pictograficas ou simbdlicas;
diagramas, graficos, tabelas etc.). Entendido como um significante, os suportes de
representacdo sao elementos que, inseridos em uma dada situagdo, dao sentido
funcional ao conceito e que, em conseqiéncia, influenciam as formas de resolucao
adotadas pelo individuo ao resolver problemas matematicos. Os suportes de
representacdo influenciam as representagbes adotadas pelas criancas (Anghileri,
1998).

Interessante notar que na literatura o papel desempenhado pelos suportes de
representacdo € geralmente investigado em pesquisas que envolvem problemas e
conceitos inseridos no campo das estruturas aditivas (e.g.; Higino, 1997; Hughes,
1986; Sinclair, Mello & Siegrist, 1989; Zunino, 1995).

Kamii, Lewis & Kirkland (2001), ao descrever a influéncia dos materiais
concretos no desenvolvimento do conhecimento légico-matematico, verificam que os
materiais concretos sdo Uteis na medida em que encorajam as criangas a pensar
durante a resolugdo de problemas, levando-as ao pensamento abstrato. Ainda
afirmam que a relacdo matematica ndo existe diretamente nos objetos, mas na
forma como eles sdo usados. Assim, Kamii etal. (2001), afirmam que as criangas
devem ter a sua disposicdo uma variedade de materiais para que possam escolher
os materiais que melhor ajudem ao seu pensamento na hora de resolver os
problemas matematicos. Encontrando-se a agdao de desenhar em situagdo
privilegiada para representagcdo do problema a resolver, uma vez que permitem as
criancas representar o centro de suas idéias no nivel de construcdo abstrata. As
fichas nao apresentam a mesma caracteristica dos desenhos, pois elas tém

propriedades que interferem na representagcdo ou na idéia das criancas: nao



expressam os referentes das quantidades e acabam por dificultar o ato de juntar.
Pois as criancas ao adicionarem 2 e 5 podem representar duas fichas e ao contarem
dois continuam adicionando fichas até chegar em cinco fichas e encontram cinco
como resposta ao invés da quantidade sete como resposta. Os dedos s&o simbolos
altamente personalizados que as criangas usam juntamente com suas imagens
mentais. Eles permitem que as criancas representem suas idéias numéricas mais
diretamente do que as fichas, faclitando seu pensamento. Além dos dedos estarem
presentes em qualquer situacao, ao contrario das fichas.

Com isso ressalta-se que a importancia da matematica ndo esta apenas no
uso de objetos, pois os objetos por si s6 ndo garantem o desenvolvimento do
pensamento logico-matematico da crianga ao resolver problemas matematicos, mas
a sua eficacia depende da forma como sao usados, do ensino que é oferecido e do
estimulo dado ao pensamento da crianga ao usar os materiais.

Vasconcelos (1998) buscou examinar o papel desempenhado por diferentes
suportes de representacdo na resolugdo de problemas de adigdo e subtracdo em um
estudo de intervencdo com criangas de 8 anos. Apos um pré-teste aplicado a todas
as criangas da amostra, as mesmas foram divididas em trés grupos que diferiam
quanto ao programa instrucional oferecido. No grupo 1 as criangas recebiam
instrugdes sobre resolucdo de problemas, utilizando como suporte de representagao
diagramas baseados em Vergnaud. No grupo 2 as criangas recebiam instrugdo e as
instrugdes tinham como suporte de representagao representagdes graficas parte-
todo, baseado em Riley, Greeno e Heller. No grupo 3 o suporte de representacio
oferecido durante a instrugdo consistia em material concreto (palitos). Apos a
intervencdo todas as criangas realizaram um pés-teste. Os resultados mostraram

que os trés grupos tiveram melhoras significativas no pos-teste em relagdo ao pré-



teste. No entanto, os ganhos ndo foram idénticos para os trés grupos de criancas. O
grupo 1 (diagramas) obteve um desempenho mais expressivo do que o grupo 2
(modelo partetodo) e o grupo 3 (material concreto); enquanto o material concreto foi
0 suporte de representacdo que menos beneficio trouxe para as criangas. O uso de
diagramas foi o suporte de representagdo que mais facilitou a aprendizagem da
resolucdo dos problemas, enquanto as representacbes parte-todo sé favoreceram o
desempenho em alguns problemas, mas ndo em todos, o que ocorria com 0s
diagramas. Quanto as estratégias de resolugdo dos problemas, o treinamento para
as criangas do grupo 1 (diagrama4) favoreceu a utiizacdo adequada dos diagramas
no processo de resolucdo de todos os problemas, permitindo as criangcas representar
adequadamente a situacdo, relacionar os dados do problema e deduzir qual a
operacdo aritméica necessaria. No grupo 2 (modelo partetodo®), a representacéo
s6 foi adequada aos problemas de combinagdo das partes € de mudanca e foram
inadequadas as categorias de igualizagdo e comparagdo. A inadequagdo deste
modelo de representacdo se deveu ao fato da dificuldade em identificar o todo e as
partes na comparacdo entre as quantidades envolvidas na situagdoproblema, mas
as criangas nao tiveram dificuldades em decidir que tipo de operacdo aritmética é
necessaria para a resolugdo. No grupo 3 (palitos), as criangas resolviam os
problemas com base apenas no enunciado, sem representar as quantidades do
enunciado de forma concreta. A melhora de pré para o posteste se da pela melhor

exploragéo do enunciado do problema do que pelo uso do material concreto.

* Para Vergnaud os problemas de adigdo e subtragdo se apresentam em seis diferentes categorias e a

diferenciagdo entre essas categorias torna-se clara pelo uso de simbolos e diagramas.

° Para Riley, Greeno e¢ Heller a analise das categorias dos problemas se da pela estrutura semantica e pela
identidade da quantidade desconhecida e assim propde que as relagdes entre os dados dos problemas se
estabelecam por um esquema partetodo — especifica que alguma quantidade pode ser dividida em duas partes
(quantidades elementares) sem que a soma dessas partes fique maior nem menor do que o todo (quantidade
total).



Com base nesses resultados, evidencia-se que os suportes de representacdo
disponibilizados influenciam n&o apenas o desempenho (niUmero de acertos) como
também os procedimentos de resolucdo dos problemas, tendo os suportes usados
pelos grupos 1 (diagramas) e 2 (modelo parte-todo), maior adequacdo a resolu¢do
dos problemas, enquanto o grupo 3 (palitos), ficou restrito a resolugdo de problemas
gue permitissem a representacao direta das quantidades envolvidas.

Embora raras, ha pesquisas que investigam o papel desempenhado pelos
suportes de representacdo na resolugdo de problemas tipicos das estruturas
multiplicativas, como € o caso dos estudos de Selva (1998) e de Lautert & Spinillo
(1999) que envolviam problemas e operacdbes de divisho em criangas,
respectivamente. Nesses estudos, os problemas de divisio eram do tipo
isomorfismo de medidas (particdo e quoticdo) e nao se estendiam a problemas
outros das estruturas multiplicativas, como por exemplo, problemas do tipo produto
de medidas. Embora mais dificeis que os de isomorfismo, seria interessante
investigar o papel desempenhado pelos suportes de representagdo em tais tipos de
problemas. Esse aspecto sera considerado neste presente estudo.

Além dessa lacuna, a literatura parece carecer de estudos que envolvam o
exame de suportes de representacdo em relacdo a problemas que requerem para
sua solugdo o uso da multiplicacdo. De acordo com as leituras feitas até entdo, os
estudos com criangas envolvendo a multiplicacdo tratam das estratégias de
resolugdo e do desempenho, sem que haja um exame mais detalhado acerca das
relagbes entre desempenho, estratégias e suportes de representagdo. Esse aspecto
também sera tratado neste estudo em que se considera, como outros autores (e.g.;

Nunes, 1997; Spinillo, 2001; Vergnaud, 1986), que os suportes de representacao



sédo ferramentas importantes na compreensdo de conceitos matematicos e no tipo de

raciocinio acionado em uma dada circunstancia.

1.3.3. Os suportes de representacao e os referentes para as quantidades

Spinillo (2001) afirma que, além dos suportes de representagdo, outro aspecto
que precisa ser considerado durante a resolugdo de problemas €& o papel
desempenhado pelos referentes. A importdncia dos referentes na compreenséo
matematica foi enfatizada por diversos autores que investigam conceitos
matematicos em criangas (e.g.; Hughes, 1986; Spinillo, 1994).

Hughes (1986), em estudos sobre adicdo e subtracdo em criancas de 3 a 7
anos, contrastou trés situacdes distintas: concreta, hipotética e escolar. Na situacao
concreta a crianga tinha que descobrir quantos blocos de madeira ficavam em uma
caixa apods a retirada ou o acréscimo de blocos. Na situacdo hipotética, sem nenhum
material presente, era perguntado a crianga: “Se tivesse um bloco na caixa e eu
colocasse mais dois, quantos blocos teriam na caixa?’ ou “Se existisse uma crianga
em uma loja e mais duas criangas chegassem quantas criangas haveria na loja?”.
Na situacdo escolar, sem nenhum material presente e envolvendo a linguagem
matematica formal, era perguntado a crianga: “Quanto € um mais dois?” ou “Quanto
€ dois menos um?”. Os resultados mostraram que a situagao hipotética foi mais facil
do que a situagdo escolar. A explicacdo para este resultado foi que, apesar de
ambas as situacbes nao envolverem material concreto, o melhor desempenho na
situacdo hipotética decorreu da presenga dos referentes para as quantidades na
situagdo hipotética e a auséncia de referentes na situacdo escolar. Assim, parece

que os referentes desempenham papel essencial na resolucdo de operagoes



aritméticas e que a dificuldade em lidar com a linguagem matematica desaparece

quando o referente é fornecido.

Segundo Spinillo (2001), os referentes propicam a construcao de
significados, como se nota quando se compara a resolugdo de problemas
aritméticos e de operagbes aritméticas: enquanto os problemas fornecem referentes
para as quantidades, as operacdes isoladas ndo o fazem. A histéria contida nos
problemas verbais, mesmo quando em situacdes sem material concreto, fornece
referentes, o que facilita a compreensao.

No entanto, como ressaltado por Schliemann (1998), nao apenas criangas,
mas também adolescentes e adultos com pouca ou nenhuma escolarizacdo tém
dificuldades em compreender expressdes do tipo “quanto é 27 mais 197", embora
compreendam e respondam adequadamente perguntas do tipo “se vocé tivesse 27
reais e alguém lhe desse mais 19 reais, com quantos reais vocé ficaria?’, mesmo na
auséncia de moedas ou cédulas (p. 19). Ao que parece, o uso de numeros
acompanhados de referentes permite atribuir significados que facilitam a
compreensao.

Spinillo  (2001) em estudo sobre operacbes e problemas de divisdo
(problemas do tipo isomorfismo: particdo e quoticdo) em criangas, discute que os
suportes de representacdo (sejam eles concretos ou nao), conferem referentes para
as quantidades tanto em problemas como em operagcbes aritméticas; e discute,
ainda, que, dependendo do suporte de representacdo utilizado, os referentes das
quantidades podem ter um carater mais explicito (definido) ou menos explicito
(neutro), mesmo em situagdes em que o suporte de representacdo oferecido seja
material concreto manipulavel. A autora comenta que os estudos na area tratam

todo e qualquer material concreto como sendo de uma mesma natureza. No entanto,



€ possivel supor que fichas ou palitos sdo materiais concretos neutros uma vez que
nao indicam de imediato e de forma clara a que quantidades eles se referem em um
dado problema ou operagcdo. Entretanto, carrinhos e caixas, que também sao
suportes concretos e manipulaveis, indicam de forma clara a que quantidades eles
se referem em um dado problema ou operagcdo. Assim, o0s suportes de
representacdo podem desempenhar papéis distintos durante o processo de
resolugdo, ndo apenas por serem concretos ou graficos, mas por explicitarem ou
nao as relacdes entre quantidades e seus referentes. Em uma operacédo de divisao,
por exemplo, fichas podem tanto servir de referente para o divisor como para o
dividendo. No entanto, carrinhos e caixas possibilitam a definicdo de que os
carrinhos sao o dividendo e as caixas o divisor.

A natureza do suporte de representagcdo, principalmente em relacdo a
materiais concretos, precisa ser considerada, refletindo-se a respeito da influéncia
que esses suportes podem ter no raciocinio da crianga ao resolver operacdes e
problemas aritméticos. No presente estudo, esse aspecto sera considerado em

relagcdo a problemas inseridos no campo das estruturas multiplicativas.

1.4. Os suportes de representacido e a resoluciao de problemas inseridos no

campo das estruturas multiplicativas: estudos com criangas

Tradicionalmente, os estudos conduzidos sobre a resolucdo de problemas
inseridos no campo das estruturas multiplicativas, em particular problemas de
multiplicacdo e de divisdo, examinam as estratégias de resolugdo adotadas pelas
criangas e o grau de dificuldade dos problemas, procurando identificar uma possivel
sequéncia de desenvolvimento na aquisicdo desses conceitos. Observa-se,

entretanto, que ha um maior interesse dos pesquisadores em investigar problemas



que requerem a divisdo para sua resolucdo do que problemas que requerem a
multiplicacao.

Estudos sobre a divisdo procuram investigar o conhecimento intuitvo que
criancas ainda pequenas tém sobre esses conceitos antes mesmo de serem
formalmente ensinadas no contexto escolar (como os estudos de Correa discutidos
a seguir); outros examinam como criangas definem a divisao por exemplo (Lautert &
Spinilllo, prelo); outros, ainda, focalizam o efeito de diferentes suportes de
representacdo sobre o desempenho e as estratégias das criangas (e.g; Selva, 1998;
Lautert & Spinillo, 1999).

A partr de uma série de estudos com criancas pequenas sobre a divisao,
Correa (1996), Correa, Nunes & Bryant (1998), Correa & Meireles (2000)
examinaram que inicialmente a crianga entende a divisdo como o ato de repartir, de
distribuir algo em um certo numero de partes iguais; o que indica que a divisdo é
inicialmente  entendida como uma particio. Apesar desta concepgdo inicial
espontdnea ser um dado extremamente importante sobre o desenvolvimento do
conceito de divisdo, a idéia de divisdo como distribuicdo de objetos em partes iguais,
sugere uma compreensdo limitada deste conceito, visto que, esta idéia expressa
uma concepgado de natureza aditiva e ndo multiplicativa. A divisdo requer o uso de
regras operatérias que implicam na utilizacdo de subtragdo, multiplicacdo, divisdes
sucessivas, busca de um quociente; pode nado ter resultado exato ou resultar em
fragdo e nao apenas em numeros inteiros. Além disso, a divisao requer considerar
simultaneamente o tamanho do todo, o numero de partes, o tamanho das partes que
precisa ser o0 mesmo, a relagdo inversa entre o tamanho das partes € 0 numero de

partes. As relagbes parte-todo estabelecidas entre as variaveis sao, portanto,

S Estudo recente, desenvolvido por Lautert & Spinillo (prelo) a respeito das concepcdes de criangas sobre ‘o que
¢ dividir’, mostrou que a idéia de particdo estd fortemente associada ao conceito de divisdo, mesmo entre
criangas que ja haviam sido formalmente ensinadas sobre este conceito no contexto escolar.



diferentes daquelas presentes nas operagdes de natureza aditiva (Vergnaud, 1991,
1983).

Portanto, a nocdo de que a divisdo € sinbnimo de partiha nao € suficiente
para o entendimento da divisio como uma relagdo entre o tamanho do divisor e
tamanho do quociente, da relagdo inversa da divisdo com a multiplicagcdo, e das
partes que envolvem a divisdo. O teoremaem-agao relativo a esta idéia € o uso do
esquema de correspondéncia um-a-um: a crianca distribui exaustivamente todos os
elementos até esgotar o todo (divisdo exata) ou até que o restante dos elementos
nao seja suficiente para uma nova distribuicao (divisao com resto). As criancas que
possuem esta nocdo apresentam dificuldades em lidar com o resto’; em estabelecer
a relacao inversa entre numero de partes e tamanho das partes e muitas vezes
consideram o divisor como sendo o quociente (Correa, 1996; Correa, Nunes &
Bryant, 1998; Correa & Meireles, 2000; Bryant, 1999).

Nessa concepgado, Correa, Nunes & Bryant (1998) realizaram um estudo, com
0 objetivo de analisar se criangas de 5 a 7 anos compreendiam a relagdo entre os
trés termos da divisdo (divisor, dividendo e quociente). As criangas foram
submetidas a duas sessbGes experimentais (numa sessdo eram distribuidos doze
doces e na outra sessdao 24 doces). Em ambas sessbes apresentava-se para as
criancas dois grupos de coelhos, um grupo de coelhos vermelhos e outro grupo de
coelhos azuis. Os grupos de coelhos variavam quanto aos divisores. Os grupos que
tinham os mesmos divisores (coelhos) os pares numéricos dos grupos eram 2(2),

3(3), 4(4). Os grupos que tinham divisores diferentes os pares numéricos dos grupos

7 Estudo em andamento, desenvolvido por Spinillo, a autora identificou diversas formas que as criancas adotam
para lidar com o resto em operagdes e problemas de divisdo inexata: Tipo 1: Ao se deparar com o resto apos a
resolugdo da operagdo, a crianca o inclui em um dos grupos formados (fichas) ou em um dos objetos (objetos:
cestas, bandejas, jarros e caixas). A crianca aceita a desigualdade das partes. Tipo 2 Nao aceita a presenca do
resto, formando uma nova parte com o mesmo. A crian¢a cria um outro conjunto (material neutro) ou inclui um
novo objeto (material direto: mais uma cesta, mais uma bandeja, mais jarro e mais uma caixa) para colocar o
resto. Aceita a desigualdade das partesTipo 3: Aceita a presenca do resto como sendo algo que sobrou da
quantidade dividida e ndo altera os grupos formados. Reconhece a necessidade de manter a igualdade das partes.



eram 2(3), 2(4), 3(4). Distribuia-se entre os grupos de coelhos os doces colocando-
os dentro de uma caixa separada para cada coelho de cada grupo, depois
perguntava-se as criancas se os coelhos tinham recebido as mesmas quantidades
de doces ou se um deles tinha recebido mais doces, no final as criangas justificavam
suas respostas. Os resultados foram analisados quanto as respostas corretas, as
respostas erradas e as justificativas dadas pelas criangas.

Quanto as respostas certas, os resultados mostram que foi mais facil para as
criangas responderem corretamente quando os grupos tinham os mesmos divisores
ao contrario dos grupos que tinham divisores diferentes. Essa dificuldade de
trabalhar com divisores diferentes se deu para as trés idades analisadas. Quanto as
respostas erradas as situacoes que tinham diferentes divisores permitiram dois tipos
de respostas: erro do tipo 1, os coelhos, em ambos os grupos tinham o mesmo
numero de doces em suas cestas; erro do tipo 2, que os coelhos do grupo que tinha
mais coelhos recebiam mais doces. Esses dois tipos de erros foram freqiientes tanto
nas criangas de 5 quanto de 6 anos, portanto as criangas de 7 anos tiveram maior
freqiéncia no erro tipo 2. Quanto as justificativas das criangas foram encontradas
seis tipos de justificativas. Duas justificativas ndo mencionavam nenhum fato
matematico relevante para a resolugdo das questdes. Em duas outras justificativas
as criangas usavam fatos matematicos s6 que encaminhados de forma errada. Nas
outras duas justificativas as criangas faziam relacbes matematicas relevantes entre o
divisor e o quociente no contexto das divisdes.

Correa & Meireles (2000), examinaram que compreensao criangas de 5 a 7
anos teriam acerca das relagdes entre divisor, dividendo e quociente em tarefas de
divisdo partitiva envolvendo quantidades continuas, sem que fosse necessario fazer

o0 calculo aritmético. Foram apresentados as criancas dois grupos de bonecos



dispostos em diferentes lados da mesa. A cada grupo de bonecos foi designada a

mesma quantidade de chocolates e de sucos. As criangas eram solicitadas a fazer
julgamento do tamanho relatvo dos quocientes na condicdo “Mesma”’ (mesmo
quociente nos dois grupos de bonecos) e na condigdo “diferente” (quocientes
diferentes nos grupos de bonecos). Mostrava-se as criangas, desenhado num cartao
o0 tamanho do pedaco de chocolate ou a quantidade de suco que cada boneco ia
receber, e solicitava-se a crianga para estimar se cada boneco receberia maior,
menor ou 0 mesmo numero de pedagos de chocolate (ou copos de suco), ora era
pedido para as criangas avaliarem o tamanho do pedaco de chocolate (ou do copo
de suco) que cada boneco receberia.

Os resultados mostram que com o avanco da idade as criangas tendem a ter
um maior numero de acerto. As tarefas da condigdo “mesma” sdo mais faceis do que
as de condicido “diferente”. Na condicdo diferente as criangcas tendiam a cometer
dois tipos de erro: erro tipo 1, as criangas focalizavam sua atencdo somente no
tamanho do dividendo; erro tipo 2, as criangas focalizavam sua atengdo somente no
numero de divisores. Quanto as justificativas das respostas apresentadas pelas
criangas, encontra-se seis tipos:

Justificativa |: a crianga nao da justificativa ou diz ndo saber o porqué da sua

resposta;

Justificativa 1l: a crianga apresenta uma justificativa baseada na experiéncia

social de partilha de quantidades;

Justificativa lll. As criangas mencionam a quantidade total a ser dividida (o

dividendo);



Justificativa IV: A crianca menciona a igualdade dos valores a serem

recebidos pelos bonecos em ambos 0s grupos (somente para a condi¢io
“mesma’);

Justificativa V: As criangcas fazem erroneamente uma relacdo direta entre o
numero de divisores e o valor do quociente (somente na condi¢ao “diferente”);
Jusfficativa VI: As criangas fazem uma relagdo inversa entre o numero de

divisores e o valor do quociente (somente na condigao “diferente”).

Conforme pode ser observado, apenas nas justificativas IV e VI as criangas
refletem apropriadamente as relagbes estabelecidas entre os termos da divisdo nas
condigcdes “mesma” e “diferente”.

As situacbes de repartir e de dividir exigem raciocinios diferentes. “As
situacdes de repartir podem ser resolvidas a partir de procedimentos aditivos em que
a crianga, através do uso da correspondéncia termo a termo, pode, entdo,
estabelecer a equivaléncia entre as quotas a serem dadas a cada participante,
adicionando ou retirando quantidades. No entanto, a divisdo, como uma operacao
multiplicativa, vai requerer o entendimento por parte das criangas das relagbes entre
dividendo e divisor na determinacdo do valor do quociente. No caso da divisdo
partitiva, o tamanho de cada quota dependera da razdo entre o quanto ha para ser
dividido e o numero de quotas a serem dadas” (Correa & Meireles, 2000, p. 29)

Além dos estudos que versam sobre as nogdes intuitivas que as criangas tém
sobre a divisdo, outros se voltam para o exame das diferentes formas que as
criangas usam para resolver problemas em funcdo de diferentes tipos de suporte de
representacéo, como discutido a seguir.

Selva (1998) realizou um estudo com o objetivo de analisar o efeito do uso de

materiais na resolugdo de problemas de divisdo (isomorfismo: quoticdo e particao)



sobre as estratégias adotadas por criancas de 6-8 anos. As criangas foram divididas
em trés grupos, diferindo quanto ao material disponibilizado: o grupo 1 recebeu
fichas, o grupo 2 recebeu papel e lapis e o grupo 3 nao recebeu nenhum material. A
autora caracterizou as estratégias das criangas como sendo apropriadas (que
levavam ao acerto) e inapropriadas (levavam ao erro). As estratégias apropriadas

foram classificadas em cinco tipos:

(1) Representacdo direta com distribuicdo de pequenas quantidades: as

criangas faziam correspondéncia um-a-um, ou em grupos de dois ou de trés

para resolver o problema;

(2) Representacao direta com formacdo de grupos: as criangas consideravam

a quantidade correspondente ao valor do dividendo e formavam grupos com a
quantidade que correspondia ao valor do divisor, depois contavam o numero

de grupos formados;

(3) Ensaio_e erro: As criangas faziam tentativas da quantidade de elementos
que deveria haver em cada grupo, e depois verificavam se havia atingido a

quantidade correspondente ao dividendo;

(4) Adicdo repetida: as criangas adicionavam uma mesma quantidade quantas

vezes especificava o problema;

(5) Uso de fato conhecido: As criangas resolviam os problemas através de

multiplicagdes ou divisdes.

As estratégias inapropriadas foram classificadas em trés tipos:

(1) Respostas baseadas no tamanho do recipiente: quando as criangas

respondiam o problema tomando como base o tamanho do recipiente

mencionado no problema;



(2) Outras: escolha errada da operacdo, respostas baseadas em relagdes

inadequadas do problema, demonstrando dificuldades na compreensao do

mesmo;

(3) Estratégias ndo identificadas: respostas aleatérias e idiossincraticas que

n&o tinham nenhuma relagio com a situagao.

Dentre os inumeros dados obtidos, interessa, no contexto do presente estudo,
discutir apenas aqueles relativos as relagbes entre estratégias, desempenho e
suportes de representacdo. Quanto ao uso das estratégias, os resultados mostraram
que estas variavam em fungdo do suporte oferecido. As fichas levavam as criancas
a representar passo a passo os dados do problema, fazendo uma representacao
direta do enunciado do problema. O lapis e papel foi 0o suporte de representacdo que
favoreceu o aparecimento de estratégias mais elaboradas e que permitiu a crianga
uma maior flexibilidade em operar sobre os dados do problema, levando ao uso de
estratégias mais sofisticadas que contemplavam de forma mais efetiva os elementos
do problema e suas relagdes. A autora concluiu que o material concreto inibia o uso
de estratégias mais apropriadas que iam além da representagcao direta do enunciado
do problema; enquanto o suporte grafico possibilitava a crianga lidar com os
elementos necessarios para refletir sobre como proceder durante a resolugao.

Quanto ao numero de acertos, os dados mostraram que o uso de fichas e de
lapis e papel levavam a um desempenho semelhante, porém, superior aquele
observado na situagdo sem material; o que indica que a situagdo grafica favoreceu o
desempenho da mesma forma que o material concreto. De modo geral, os suportes
de representacdo influenciam tanto o desempenho como as estratégias utilizadas e
que a situacdo de lapis e papel foi aquela que mais favoreceu a resolugdo dos

problemas de diviséo.



Lautert & Spinillo (1999) encontraram resultados semelhantes aos de Selva
(1998), porém em um estudo sobre operagdes de dvisdao que investigava como um
mesmo grupo de criancas (5 a 8 anos de idade) com diferentes niveis de instrucao
sobre a divisdo representavam operagbes de divisio em duas situagbes: uma
grafica e outra concreta. O suporte de representacdo oferecido na situagdo grafica
era lapis e papel; e na situagdo concreta eram fichas plasticas. Os dados foram
analisados em fungcdo da natureza dos grafismos adotados (idiossincratico,
pictografico, iconico e simbdlico) e do grau de detalhamento dos procedimentos de
resolucdo adotados. Quanto aos grafismos, as criangas em todas as idades
preferencialmente usavam grafismos simbodlicos (numeros), ou combinacdes de
grafismos simbolicos e icénicos. Em relagdo aos procedimentos adotados, as
autoras examinaram o0 grau de explicitacdo das representagdes quanto aos
procedimentos adotados, e ndo a adequagdo (acerto) ou inadequagdo (erro) das
estratégias de resolugdo, como feito por Selva (1998). Com excegdo das criangas do
Jardim, as criangas representam os seus procedimentos de resolugdo, usando as
operagbes que ja dominam no contexto escolar: As da Alfabetizacdo usavam a
adicdo e a subtracdo; enquanto as criancas da 1 e 2 séries incluiam também a
divisdo. As criangas mais novas tendiam a representar apenas o enunciado da
operacdo. Um dos dados mais interessantes neste estudo e que interessa a
discussdo levantada nesta presente investigacdo, foi que havia criangas que quando
usavam as fichas como suporte faziam representa¢cdes elementares (imprecisas,
atreladas ao enunciado da operacdo) € que estas mesmas criangas, quando na
situagdo grafica, produziam representagbes bem mais elaboradas (detalhavam com
precisdo os procedimentos utilizados). Estas diferencas entre situagdes, entretanto,

tendiam a diminuir entre as criancas da 22 série que passavam a produzir



representacdes mais elaboradas em ambas as situagdes. A principal conclusao
deste estudo foi que aquilo que a crianga representa n3o expressa apenas suas
habilidades légicomatematicas; mas também expressa os limites e as possibilidades
representacionais conferidas pela propria situagdo, ou seja, pelos suportes de
representacao oferecidos.

Em seus estudos, Mulligan (1992), Mulligan & Mitchelmore (1997) analisaram
as estratégias das criangas (7 a 8 anos) ao resolverem problemas de divisdo e de
multiplicagdo, antes e depois de serem instruidas na multiplicagdo e na divisdo, num
periodo de dois anos. O estudo compreendia quatro sessdes de intervengdo. A
primeira intervencdo aconteceu quando as criancas ndo tinham recebido instrucdo
sobre os conceitos de multiplicacdo e de divisdo e a ultima intervencao aconteceu
quando todas as criangas tinham recebido instrucdes basicas da multiplicagdo mas
nao tinham recebido instrugéo da divisao.

Cada crianga resolvia cinco tipos de problemas de multiplicagcdo e cinco tipos
de problemas de divisao, com o auxilio de fichas.

Apenas as estratégias que levaram ao acerto foram analisadas. Diversas
estratégias foram identificadas na resolugdo dos dez tipos de problemas, com pouca
diferenca entre as estratégias usadas nos problemas de multiplicagdo e de divisao,
exceto as estratégias de correspondéncia um-para-um, um-para-muitos, e tentativa e
erro que foram proprias dos problemas de divisao.

As estratégias adotadas nos problemas de multiplicagao foram do tipo:

(1) Conhecimento de fatos da adicdo: Faz uso de conhecimentos da adigao,

sem realizar a contagem (quatro e quatro s&o oito);

(2) Conhecimento de fatos da multiplicacdo: Faz uso de conhecimentos da

multiplicagcao, sem realizar a contagem (dois e quatro sao oito);



(3) Pulos de contagem: Faz uso de uma sequéncia particular de contagem
(dois, quatro, seis);

(4) Adicdo repetida: Quando a crianga adiciona um numero tantas vezes o

problema especifica;

(5) Contando todos: Conta cada unidade representada pelos problemas.

As estratégias adotadas na resolugcao dos problemas de divisao foram do tipo:

(1) Metade: Quando a crianga realiza a divisdo da quantidade em dois grupos

equivalentes;

(2) Conhecimento de fatos da adicdo: Faz uso de conhecimentos da adigéo,

sem realizar a contagem (quatro e quatro sao oito);

(3) Correspondéncia um-paramuitos: Faz a correspondéncia de um grupo

com a sua quantidade e relaciona aos outros grupos com suas
quantidades;

(4) Pulos de contagem: Faz uso de uma sequéncia particular de contagem

(dois, quatro, seis);

(5) Conhecimento de fatos da multiplicacdo: Faz uso de conhecimentos da

multiplicacdo, sem realizar a contagem (dois e quatro s&o oito);
(6) Contando todos : Conta cada unidade representada pelos problemas.

(7) Contar em dobro: Quando a estratégia verbaliza o termo “dobro” (3 e 3 é 6

€ 0 dobro de 6 faz 12).
Todas as estratégias adotadas nos problemas de multiplicagdo e nos
problemas de divisdo foram agrupadas em trés niveis, e essa classificagdo foi

possivel devido a interagdo das caracteristicas: nivel de abstracdo e nivel de



modelagem (uso dos dedos ou das fichas para indicar a relagdo descrita no
problema) adotada nas estratégias.
Os trés niveis de classificagcao das estratégias foram:
(1) Nivel 1: estratégias baseadas na modelagem direta com contagem, com o
uso de fichas ou dos dedos;
(2) Nivel 2: estratégias baseadas na contagem, adicionando ou subtraindo,
sem o uso de modelagem direta;
(3) Nivel 3: estratégias baseadas em fatos conhecidos ou derivados da adigao

e da multiplicagao.

As estratégias do nivel 1 foram aquelas em que as criangas representavam as
quantidades dos problemas e entdo faziam a contagem de todos os objetos,
contagem em dobro, usavam os pulos de contagem etc (apareceram nas trés
primeiras sessdes de intervencao); as estratégias do nivel 2 eram mais avangadas
do que as estratégias do nivel 1, pois as criancas verbalizavam os processos de
resolucdo adotados, e podiam descrever o que viam nos problemas (apareceram
nos ftrés primeiros estagios de intervencdo); as estratégias do nivel 3, fatos
conhecidos e derivados da adicdo e da multiplicacdo, apareceram na quarta sessao
de intervencao.

Através da classificacdo das estratégias nesses trés niveis, observa-se que
depois da quarta intervencdo houve uma mudanca das estratégias adotadas pelas
criangas, deixando de usar as estratégias menos elaboradas (nivel 1 e 2) para usar
estratégias mais elaboradas.

A analise dos modelos intuitivos (estratégias de resolucdo), depois da quarta
sessao de intervengdo, revelou preferéncia pelo uso de “building-up’ nos problemas

de divisao e o modelo de “adicdo repetida” para os problemas de multiplicacao,



mostrando ter havido progresso nas estratégias adotadas pelas criangas através das
intervencdes adotadas.

Mesmo antes de terem sido instruidas formalmente na divisdo e na
multiplicacdo, as criangas apresentaram estratégias de resolugcdo adequadas para
resolver os problemas apresentados, embora as estratégias mais elaboradas so6
tenham aparecido depois da quarta sessao de intervencdo e quando elas ja haviam
sido instruidas formalmente nesses conceitos. Observase, também, que as
estratégias mais elaboradas foram desenvolvidas através do calculo mental, quando
as criangas tinham fichas a sua disposicao. As estratégias em que as criangas
usaram as fichas para auxiliar na resolugdo dos problemas foram as menos
elaboradas (nivel 1). Ainda, os problemas de produto de medidas foram os mais
complexos para as criangcas desta faixa etaria, e acarretou na auséncia de analise
das estratégias utilizadas para resolver esse tipo de problema. As estratégias de
resolucdo dos problemas de produto de medidas ainda sdo pouco pesquisadas no
campo da educagao matematica.

Em estudo mais recente, Mulligan & Wright (2000) procuraram descrever a
integracdo das estratégias adotadas na multiplicacdo e na divisdo em criangas de 5
a 7 anos, ao usarem fichas para resolver os problemas apresentados. Neste estudo
foi possivel identificar cinco niveis progressivos de conhecimento os quais ilustram o
desenvolvimento na aquisicdo dos conceitos de multiplicacdo e divisdo pela crianca.
Os niveis foram organizados em ordem crescente de complexidade. Esses niveis

sao descritos a seguir (Mulligan & Wright, 2000, p. 19):

Nivel 1: denominado contagem unitaria de agrupamento inicial e perceptual,
se caracteriza pela contagem unitaria dos itens, onde as criangas estao

presas aos objetos perceptiveis.



Nivel 2: denominado contagem em multiplos, se caracteriza pela contagem

em pulos, contagem em dobro, contagem repetida dos numeros das
quantidades em cada grupo (5, 10, 15..), quando os itens individuais sdo

visiveis para as criangas.

Nivel 3: denominado composicdo de unidades, se caracteriza pela contagem
dos itens sem que eles estejam visiveis, contando o todo através da

contagem em pulos, contagem em dobro.

Nivel 4. denominado adicdo e subtracdo repetidas, se caracteriza pelo uso de
adicbes sucessivas e repetidas (3+3+3..) quando o problema era de
multiplicacdo e o uso de subtragbes sucessivas e repetidas quando o

problema era de divis&o.

Nivel 5: denominado multiplicacdo e divisio como operagbes, se caracteriza
pela aplicagdo de conhecimentos de fatos da multiplicacdo e da divisao.
Neste nivel observa-se, ainda, que as criangas entendem as relacdes

inversas entre a divisdo e a multiplicacao.

Esses niveis expressam diferentes momentos na aquisicdo de conceitos
multiplicativos, embora nao se tenha encontrado diferengas entre a multiplicagdo e a
divisdo, ndo sendo uma mais dificil do que a outra.

O nivel 5 se caracteriza como o nivel que apresenta o raciocinio mais
elaborado, onde as criangas usam a multiplicagdo e a divisdo como relagdes
inversas. Esse nivel corresponde a estratégia descrita por Nunes (1997),
(coordenacao entre os esquemas de correspondéncia e de distribuicdo equitativa),

que afirma que s6 quando as criangas estabelecem essa correspondéncia € que



elas compreendem os conceitos multiplicativos, e poderao resolver problemas
matematicos, mesmo quando estao elaborados numa estrutura semantica inversa.

Os niveis 1 e 2 descritos como os niveis menos elaborados estavam presos a
itens visiveis pelas criangas, enquanto os trés ultimos niveis (3, 4 e 5), os mais
elaborados, para serem desenvolvidos nao precisavam de itens visiveis, apenas
necessario o calculo mental. Esta pode ser uma caracteristica do material utilizado
pelo estudo (fichas), que favoreceu o uso de calculos mentais.

Em resumo, Mulligan (1992), Muligan & Mitchelmore (1997) e Mulligan &
Wright (2000) em seus estudos verificaram que as criangas utilizam estratégias mais
simples como a representagido direta da situacdo-problema, para resolver os
problemas de divisdo e multiplicagdo. Depois, passam a resolver o problema
utilizando a contagem sem fazer uso da representacéo direta. E sé mais tarde, é que
as criangas passam a compreender o problema e utilizam estratégias mais
sofisticadas, como o uso das operagbes de multiplicacdo e de divisdo. Em nenhum
momento Mulligan se posicionou quanto a possibilidade da influéncia do material
utilizado para o desenvolvimento desses 5 niveis de estatégias. Seria preciso
pesquisas com outros tipos de materiais para estudar como se caracterizam os
niveis de desenvolvimento das estratégias, envolvendo os conceitos multiplicativos
em diferentes situacoes.

Na literatura, os autores tendem, a considerar os materiais concretos como
sendo da mesma natureza, independentemente de representarem ou n&o
diretamente os referentes das quantidades dos problemas. No entanto, sendo os
materiais concretos de diferentes naturezas é importante examinar se esta diferenca
pode mudar a forma de representar, compreender e resolver problemas tipicos das

estruturas multiplicativas.



Diante dessas informagbes € importante examinar a influéncia do uso de
diferentes suportes de representacdo, ao resolver problemas de estruturas
multiplicativas. Isto pode ser feito através de um estudo que venha examinar o
desempenho e os procedimentos de resolucdo de problemas de divisdo e de
multiplicagdo, variando quanto ao seu grau de complexidade, usando como suportes
de representacdo o material concreto neutro (fichas), o material concreto definido
(jarros, flores, saias e blusas, carrinhos e caixas) e lapis e papel.

Conforme discutido anteriormente, a representagdo de um problema e sua
resolucdo sao influenciados pelos de suportes de representacdo, que também
determinam os esquemas desenvolvidos para analisar a situagdo, a0 mesmo tempo
em que a representacdo influencia o raciocinio utilizado possibilitando a formacao
mais elaborada de conceitos matematicos. Segundo Spinillo (2001, p.2) “o tipo de
raciocinio requerido e acionado em uma dada circunstancia estd em estreita relacao
com as ferramentas disponibilizadas”.

Diante disso, toma-se importante examinar esta influéncia através de
situacdes diversas em que sdo mantidos constantes os invariantes dos problemas;
sendo este o principal objetivo do presente estudo, que sera descrito no capitulo

seguinte.



Capitulo II.
Método

2.1. Objetivos e hipoteses

O presente estudo tem por objetivo investigar se e como diferentes suportes
de representacao influenciam a compreensao de criangas e a forma como resolvem
problemas matematicos inseridos no campo das estruturas multiplicativas. Como
mencionado na fundamentagdo tedrica deste estudo, os suportes de representacdo
sdo parte essencial do processo de resolucdo de problemas, visto que tais suportes
nao apenas servem para expressar as formas de raciocinar adotadas pelas criangas
ao resolverem problemas, mas, também, viabilizam determinadas formas de operar
sobre as relagdes envolvidas nos problemas.

Em particular, trés diferentes tipos de suportes de representacdo foram
tratados neste estudo: suporte grafico (lapis e papel) e dois tipos de suporte
concreto — concreto neutro e concreto definido. A investigacdo foi realizada antes
das criancas haverem sido formalmente instruidas sobre as operagbes de divisdo e
de multiplicacdo no contexto escolar, uma vez que sé receberiam essa instrugdo no
segundo semestre do ano letivo, e a coleta de dados foi conduzida no primeiro
semestre letivo.

Na literatura, os estudos que investigam as representagdes adotadas na
resolucdo de problemas sio freqlientes, mas, em sua maioria, envolvem o uso de
lapis e papel e material concreto, sejam estes fichas, palitos ou objetos. Entretanto,
como comentado anteriormente, tais estudos ndo diferenciam a natureza do material
concreto, tratando de maneira geral, todo material concreto como tendo um mesmo

papel no processo de resolugdo. Fichas e objetos, por exemplo, sdo considerados



suportes de representacdo idénticos, por serem ambos concretos e manipulaveis. A
perspectiva adotada neste estudo, entretanto, levanta a questdo de que tais
materiais, embora concretos e manipulaveis, ndo sao idénticos, sendo relevante
diferencialos. Uma razdo para isso € o fato de que fichas, por exemplo, podem ser
consideradas um material concreto neutro, no sentdo em que nao fornecem
indicadores definidos e precisos acerca dos referentes das quantidades envolvidas
em um dado problema. Objetos, entretanto, sdo diretamente relacionados aos
referentes das quantidades contidas nos enunciados dos problemas. Partindo desta
reflexdo, € possivel supor que tais suportes de representacdo sejam distintos e que
desempenham papéis diferentes durante o processo de resolucdo de problemas.

As relacdes entre os tipos de suportes de representacao fornecidos tornam-
se, ainda, mais relevantes quando se trata de problemas matematicos inseridos no
campo das estruturas multiplicativas. Material concreto neutro, como fichas plasticas
por exemplo, podem tanto representar o divisor cano o dividendo em problemas de
divisdo; e na multiplicagdo podem tanto representar o multiplicando como o
multiplicador. Por sua vez, material concreto definido, como objetos — carros e
caixas, por exemplo — possibilitam a definicdo de que os carros sdo o dividendo e as
caixas o divisor; ou o multiplicando e o multiplicador, respectivamente quando na
multiplicacdo. Assim, a natureza do material concreto merece uma reflexdo mais
acurada e diferenciada sobre o efeito que tais suportes podem ter no raciocinio da
crianga ao resolver problemas de multiplicagdo e de divisdo. Interessante, também,
€ comparar o uso desses suportes de representacdo com suportes de representacao
graficos, através de lapis e papel.

Além disso, é possivel pensar que o efeito do suporte de representagdo sobre

a resolucdo de problemas possa depender, também, do tipo de problema que é



apresentado e do tipo de operacdo que precisa ser aplicada. Assim, o presente
estudo considera para analise diferentes tipos de suportes de representacao, tipos
distintos de problemas e as operagdes requeridas para sua resolugdo. Sera que um
tipo de suporte de representacdo desempenha papel importante no processo de
resolucdo? Como se caracteriza este papel? O efeito, se encontrado, se expressaria
apenas em relacao ao desempenho (nimero de respostas corretas) ou também em
relacdo as estratégias de resolucido adotadas? Sera que o efeito do suporte de
representacdo depende do tipo de problema? Ou depende do tipo de operacao
envolvida?

A hipétese levantada nesta presente investigacido € que os diferentes tipos de
suporte de representacdo irdo influenciar a resolugdo de problemas inseridos no
campo das estruturas multiplicativas, e que este efeito podera se traduzir tanto no
desempenho como nas estratégias utilizadas pelas criangas. Uma possivel predicao
a respeito dos resultados € que o material concreto definido (objetos) podera ter um
efeito facilitador na resolugdo dos problemas maior do que o material concreto
neutro; pois, como mencionado acima, este tipo de suporte de representacéo
permite que a crianga estabeleca uma relacdo definida entre o suporte utilizado, as
quantidades e seus referentes, determinando, por exemplo que objeto seria o
referente de uma dada quantidade presente no enunciado do problema. E possivel,
ainda, pensar que o efeito do suporte de representacido possa variar em funcdo do

tipo de problema apresentado.

2.2 Participantes
Participaram deste estudo 60 criancas, de ambos os sexos, com média de

idade de 98 meses (8 anos e 2 meses), alunas da 2¢ série do ensino fundamental



de uma escola particular de classe média da cidade do Recife. Nenhuma das
criancas da amostra era repetente, e nenhuma delas havia sido instruida
formalmente sobre a divisdo e a multiplicagdo no contexto escolar, uma vez que esta
instrucdo era dada apenas no segundo semestre do ano letivo, e a coleta de dados
ocorreu no primeiro semestre. A participacao de criangas da 22 série nesse estudo
se deveu ao fato delas terem alguma nogao introdutdria sobre a multiplicagdo e a
divisdo.

As criangas foram divididas igualmente em trés grupos, em fungao do tipo de
suporte de representacao fornecido para a resolucdo dos problemas. As idades das
criangas eram as mesmas em cada grupo, bem como as séries que freqlentavam.
Elas foram selecionadas de uma mesma escola, onde todas estavam cursando a 2°
série do ensino fundamental. As 60 criancas foram retiradas de 5 turmas da 22 série,
sendo 12 criangas de cada turma, compondo toda a amostra. A seguir foram
divididas em trés grupos iguais em fungdo do suporte de representagdo oferecido
para a resolugao do problema:

Grupo 1 (lapis e papel): 20 criangas com idade média de 8 anos e 2 meses. A
este grupo foi disponibilizado lapis e papel para a resolu¢do dos problemas;

Grupo 2 (material concreto neutro): 20 criangas com idade média de 8 anos e
3 meses. A este grupo foi disponibilizado fichas plasticas para a resolugdo dos
problemas; e

Grupo 3 (material concreto definido): 20 criangas com idade média de 8 anos
e 2 meses. A este grupo foi disponibilizado objetos que estavam relacionados
diretamente aos referentes das quantidades contidas nos enunciados dos problemas

(carrinhos, caixas, flores, jarros etc.).



2.3. Procedimento e Planejamento Experimental

Todas as criangas foram individualmente entrevistadas em uma Unica sessao
por um mesmo examinador, sendo solicitadas a resolver quatro problemas (dois de
divisio e dois de multiplicagdo) apresentados um por vez. Cada problema era
apresentado por escrito em uma cartela de papeldo, sendo lido em voz alta pelo
examinador, juntamente com a crianca. A cartela ficava disponivel sobre a mesa,
podendo ser consultada quantas vezes fossem necessarias. O examinador solicitava
que a crianga resolvesse o problema da maneira como desejasse, fornecendo o
material (suporte de representacdo) correspondente ao grupo de participantes ao
qual a crianga pertencia: as criancas do Grupo 1 eram fornecidos lapis e papel, as
criangas do Grupo 2 eram fornecidas fichas plasticas (material concreto neutro), e as
criancas do Grupo 3 recebiam objetos (material concreto definido).

Desta forma, o planejamento experimental envolvia trés amostras
independentes em que criangas diferentes participavam de cada grupo. Os grupos,
por sua vez, estavam associados a situagdes de resolugdo distintas que variavam
em funcdo do tipo de suporte de representagdo oferecido para as criangas de cada
grupo.

Em cada grupo de criangas, os problemas foram apresentados em quatro

ordens distintas, como indicado no Quadro 2.

Quadro 2: Ordem de apresentacdo dos problemas em cada grupo de participantes

Ordem dos problemas Numero de criangas
em cada grupo

P1—-P3—P2- P4
P3- P1—P4- P2
P2- P4- P1- P3
P4-P2- P3- P1

aoforjo;




P1: multiplicacdo isomorfismo (Par numérico: 3 e 5)

P2: multiplicagao produto de medidas (Par numérico: 4 e 3)
P3: divisdo isomorfismo (Par numeérico: 18 e 6)

P4: divisdo produto de medidas (Par numérico: 20 e 5)

Desta forma, em cada grupo, cinco criangas eram submetidas a uma
determinada ordem de apresentagdo. Esta ordem foi decidida atendendo os
seguintes critérios: (a) cada problema era apresentado em 1, 2, 3 e 4 lugar; (b)
nunca dois problemas que envolviam um mesmo tipo de operagdo (divisdo ou
multiplicagdo) eram apresentados de forma consecutiva: e (¢) metade das criangas
em cada grupo resolvia primeiro os problemas de isomorfismo (P1 e P3) e depois os
problemas de produto de medidas (P2 e P4), enquanto que com a outra metade das
criangas ocorria 0 inverso (primeiro os problemas de produto de medidas e depois
0s problemas de isomorfismo).

Apb6s a resolucdo de cada problema, o examinador, através de uma entrevista
clinica, solicitava que a crianga explicitasse suas formas de resolucido, fornecesse
justificativas e explicagbes sobre o resultado apresentado e sobre as agbes
realizadas. As perguntas e intervencdes do examinador variavam em fungdo das
respostas e agdes conduzidas pela crianga. Essa metodologia permitiu uma
posterior anadlise das estratégias de resolugdo adotadas em todos os grupos de
participantes.

As entrevistas realizadas com as criangas do Grupo 1 (lapis e papel) foram
gravadas em audio e posteriormente transcritas em protocolos individuais. Durante a
entrevista foi registrado todo o comportamento nao verbal da crianga, feitas
anotagdes diversas que foram posteriormente coordenadas com o material gravado.
As entrevistas realizadas com as criangas do Grupo 2 (material concreto neutro) e

do Grupo 3 (material concreto definido) foram registradas em video e posteriormente



transcritas em protocolos individuais. Optou-se pelo registro em video para um

melhor registro das agbes feitas pela crianga com o material concreto, agbes essas
gue nao poderiam ser adequadamente registradas em audio.
O tempo de resolucdo dos quatro problemas era livre; tendo, as entrevistas,

uma duragao média de 30 minutos cada.

2.3.1. Os problemas
Quatro problemas foram apresentados, cuja ordem de aplicacdo foi descrita

no Quadro 2. Os problemas sdo descritos no Quadro 3, a seguir:

Quadro 3: Os problemas e suas caracteristicas

Tipo de Problema Tipo de Operacao

Multiplicacao

Divisao

Isomorfismo Problema 1 (P1) Problema 3 (P3)

Maria tem 3 jarros e quer
colocar 5 flores em cada
jarro. Quantas flores ela
precisa comprar?

Jodo ganhou 18
carrinhos e quer guardar
os carrinhos em 6
caixas. Quantos
carrinhos ele vai colocar
em cada caixa?

Produto de medidas

Problema 2 (P2)

Marta tem 4 blusas e 3
saias de cores
diferentes. Ela quer
combinar as blusas e as
saias para formar
conjuntos. Quantos
conjuntos ela pode
formar?

Problema 4 (P4)

Mudando as blusas e as
saias de cores
diferentes, Ana pode
fazer 20 conjuntos
diferentes. Ela tem 5
saias. Quantas blusas
ela tem?

Como ilustrado no quadro acima, dois problemas envolviam a multiplicacdo
para sua resolucdo (P1 e P2) e dois problemas envolviam a divisdo para sua

resolucdo (P3 e P4). Ainda, segundo o planejamento experimental adotado, dois



problemas eram do tipo isomorfismo (P1 e P3) e dois problemas eram do tipo
produto de medidas (combinatoria: P2 e P4).

Importante mencionar que dentre os problemas de multiplicagdo, o problema
P2 (produto de medidas) era mais complexo do que o problema P1 (isomorfismo),
embora ambos tivessem pares numeéricos semelhantes. Dentre os problemas de
divisdo, o problema P4 (produto de medidas) era mais complexo do que o problema
P3 (isomorfismo), embora ambos tivessem pares numeéricos semelhantes. Assim,
mesmo sendo requerido uma mesma operacdo e envolvendo pares numericos
semelhantes, os problemas difeiam quanto ao grau de complexidade que
apresentavam, complexidade esta determinada pelo tipo de problema apresentado.

A tipologia adotada neste estudo corresponde aquela proposta por Vergnaud (1988,

1991, 1993).

Os numeros apresentados nos problemas nio ultrapassavam o numero 20.
Em pesquisas anteriores (Lautert & Spinillo, 1999; Selva 1998) verificou-se através
de sondagem, que criangas desta faixa etaria e inclusive mais novas, nao tém
dificuldades em fazer a contagem até 20. Os pares numéricos envolvidos nos
problemas foram os mesmos adotados por Selva (1998) em estudo sobre problemas
de divisio em criancas em idades mais novas do que aquelas das criangas
participantes na presente investigacdo. Naquele estudo, tais pares numéricos nao

apresentavam problemas para as criangas.

2.3.2. As situagées de resolugao e os suportes de representagdao
Tendo em vista o objetivo do presente estudo, foram criadas trés diferentes
situacdes de resolugdo de problemas. Cada uma dessas situacoes envolvia o uso de

suportes de representacdo distintos: lapis e papel (grupo 1), material concreto neutro



(Grupo 2) e material concreto definido (Grupo 3). Em cada situacdo as criangas de
cada grupo resolviam o0s mesmos problemas os quais eram aplicados na ordem
descrita no Quadro 2. As idades das criangas em cada grupo eram as mesmas bem
como as seéries que frequentavam. Assim, os grupos eram bastante homogéneos
quanto a idade e escolaridade, diferenciando-se quanto as situacbes apresentadas
para a resolucdo das mesmas operagoes, situagbes estas que se diferenciavam pelo

suporte de representacao disponibilizado.

2.4. Material

O material utilizado na coleta de dados variava em funcdo dos grupos de
participantes, isto €, em funcdo dos suportes de representacdo oferecidos durante o
processo de resolugéo dos problemas:

Grupo 1 (lapis e papel): papel e lapis, gravador e fita cassete.

Grupo 2 (material concreto neutro): 30 fichas plasticas circulares de uma soé
cor (vermelha) e de um mesmo tamanho (4cm de didmetro), disponibilizava-se uma
quantidade de fichas maior do que o necessario (maximo de 20 fichas), fimadora e
fita de video.

Grupo 3 (material concreto definido): 25 carrinhos plasticos, 12 caixas de
papelao (11cm x 16cm x 5cm), 25 flores plasticas em tamanho reduzido, 10 jarros
plasticos em tamanho reduzido, 25 saias e 25 blusas em tamanho reduzido, em
cores e padronagens diversas que nao se repetiam. O material fornecido era sempre
em maior quantidade do que o necessario para a resolugdo dos problemas.

Filmadora e fita de video.



Capitulo III.

Sistema de analise das estratégias

de resolucao

Além do desempenho, foram analisadas as estratégias adotadas pelas
criangas ao resolverem os quatro problemas apresentados. As estratégias de
resolucdo foram analisadas a partir dos protocolos individuais de cada crianca,
tomando por base os estudos de Selva (1998) e de Muligan & Wright (2000),
embora algumas adaptagdes tenham sido feitas com o objetivo de adequar os dados
obtidos aos sistemas de analise propostos por aquelas autoras.

As adaptacdes foram feitas em consequiéncia do fato de que os suportes de
representacdo adotados na presente investigacdo ndo eram os mesmos usados nos
estudos dessas autoras. Selva (1998) examinou a resolugdo de problemas de
divisdo, utilizando material concreto neutro (fichas), lapis e papel e situacdo sem
nenhum tipo de material. Muligan (1992) e Mulligan & Wright (2000), por sua vez,
investigaram problemas de multiplicacdo e de divisdo utilizando fichas como suporte
de representacdo. Apesar dessas adaptagbes, o sistema de analise adotado é
fortemente baseado nas estratégias identificadas por essas duas autoras.

Dada a natureza dos tipos de problemas investigados — isomorfismo e
combinatéria — tornou-se necessario agrupar as estratégias em dois blocos: um
relativo as estratégias adotadas na resolugdo dos problemas de isomorfismo e outro
relativo as estratégias adotadas na resolugdo dos problemas de combinatéria, como

apresentado no quadro 4.



Quadro 4: Resumo geral das estratégias em cada tipo de problema identificadas no
presente estudo.

Isomorfismo Combinatéria
Inadequada Inadequada
Contagem ou distribui¢cao unitaria Combinacgao por pares fixos
Ensaio e erro por ajustes Combinacéo flexivel dos pares

limitados pelo maior numero
presente no enunciado

Adicao repetida Combinacao flexivel dos pares

Contagem em mulltiplos

Mista

Aplicacao da operacéo

A classificacdo das estratégias das criancas foi feita por dois juizes
independentes, cujo percentual de concordancia entre eles foi de 93,75% . Os casos
de discordancia foram analisados por um 3° juiz também independente, cuja
classificacéo foi considerada final.

As estratégias sdo descritas e exemplificadas a seguir®.

3.1. Estratégias nos problemas de isomorfismo

Estratégia inadequada: Nessa estratégia a crianca realiza uma operagédo
inadequada, em geral a adicdo ou a subtragdo, aos numeros contidos no enunciado

do problema. Observase que a crianga elabora sua resposta em relagbes

8 ~ . .
Convengoes adotadas: C — crianga; E —examinador.



proporcionais inadequadas, mostrando dificuldades em seguir as determina¢des do
problema, podendo perder de vista as informagdes do problema. Esta estratégia foi
também identificada por Selva (1998) e por Lautert (2000). Exemplos sao

apresentados na Figura 1.

Figura 1: Participante 07 (8,5 anos), Grupo 1: Lapis e papel,
problema de isomorfismo P3: Jodo ganhou 18 carrinhos e quer guardar os carrinhos
em 6 caixas. Quantos carrinhos ele vai colocar em cada caixa?
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C — Entdo é 18 menos 6?
E — Como vocé quiser resolver.

C — (resolve, usando subtragado) Pronto.
E — Pronto? Entao, quantos carrinhos ele vai colocar em cada caixa?
C - Perai, deixa eu ver de mais quanto é que da (resolve, conta de adi¢gao).104. Nao
€ essa nao, deve ser essa aqui de menos. Eu acho que é a de menos.
E — Vocé acha que é a de menos? Entado, quantos carrinhos ele vai colocar em cada
caixa?
c-2
Contagem ou distribuicdo unitaria: Na contagem unitaria, as criangas
fazem a representacdo direta do enunciado do problema e contam cada unidade
para descobrir o resultado. Esta estratégia € caracteristica dos problemas do tipo
isomorfismo que requerem a multiplicacdo, onde as criancas contam de um em um
para descobrir o todo. A distribuicdo unitaria é tipica dos problemas de isomorfismo
que requerem a divisdo, onde a criangca realiza a correspondéncia um-a-um. Esta
estratégia foi documentada por Selva (1998), por Mulligan (1992) e por Mulligan &

Wright (2000). Exemplo de contagem unitaria é apresentado na Figura 2 e de

distribuicao unitaria na Figura 3.



Figura 2: Participante 06 (8,1 anos), Grupo 1: Lapis e papel,
Problema de isomorfismo, P1: Maria tem 3 jarros e quer colocar 5 flores em cada
jarro. Quantas flores ela precisa comprar?

C — (resolve). 15.

E — 157 Agora me explica como foi que tu fez.

C — Eu desenhei 3 jarros (aponta para os circulos), coloquei 5 flores em cada jarro
(aponta para as flores).

E — E como foi que tu chegou em 15?

C- Assim,eucontei 1,2, 3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15 (conta cada rosa)

E — Entao ela precisa comprar 15 flores?

C - (afirma)

Figura 3: Participante 14 (8,0 anos), Grupo: Lapis e papel,
Problema de isomorfismo, P3: Jodo ganhou 18 carrinhos e quer guardar os carrinhos
em 6 caixas. Quantos carrinhos ele vai colocar em cada caixa?
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C - Ai eu tenho 18, entdo cada uma eu vou colocar 1 bolinha, ndo vou colocar logo 3
vezes em cada uma, vou fazer 1 bolinha aqui, outra bolinha aqui, outra aqui, outra,
outra, outra. E aqui depois eu coloco mais outra, mais outra, e aqui coloco mais 1,




mais 1, mais 1, mais 1, mais 1, mais 1. E depois quando tiver, aqui ja ta no 12 e
aqui eu vou colocar 13, 14, 15, 16, 17, 18. E aqui vai da o numero 18. Entdo quer
dizer que cada caixinha vai ficar com 3 carrinhos.

E — E por que foi que tu colocou de 1 em 1?

C — Porque é melhor, porque no caso se eu colocar assim, por exemplo, eu tenho 1
caixinha ai vamos supor que eu coloque 4 nessa caixinha e aqui mais 4, mas eu

tenho que me lembra que ainda tenho mais 4 caixinhas e como eu posso dividir?
Ai eu vou ter que colocar mais 4 aqui ndo vai da. Aqui eu ja tenho 8, 4 mais 8, aqui

ja vai ter 12, mais 4 vai ter 18, ainda tenho que colocar mais 4 carrinhos em mais 2
caixinhas, eu ndo posso, ai ele s6 vai guardar aqui 18 carrinhos em 8 caixas, em
6.

E - Entao quantos carrinhos ele vai colocar em cada caixa?

c-3.

Ensaio e erro por ajustes: De inicio a criangca fornece um numero como
resultado, sendo este maior ou menor do que a resposta correta. Depois, faz ajustes
e aproximagbes neste niumero (aumentando ou diminuindo) até chegar a um numero
que considera aceitavel como resultado, podendo este ser correto ou ndo. Esta

estratégia foi também identificada por outros autores (Selva, 1998; Mulligan, 1992).

Exemplo de ensaio € erro por ajustes € apresentado na Figura 4.

Figura 4: Participante 45 (8,5 anos), Grupo 3: Material concreto definido,
Problema de isomorfismo, P3: Jodo ganhou 18 carrinhos e quer guardar os carrinhos
em 6 caixas. Quantos carrinhos ele vai colocar em cada caixa?

C — (Pega 6 caixas. Coloca 8 carrinhos na sexta caixa. Coloca mais 4 carrinhos na
primeira caixa. Retira 2 carrinhos da sexta caixa e coloca-os na primeira caixa,
deixando a primeira e a sexta caixa com 6 carrinhos cada uma. Retira 2 carrinhos
de cada caixa. Ficando cada uma com 4 carrinhos. Coloca 4 carrinhos na quinta
caixa, 4 carrinhos na segunda caixa, 2 carrinhos na terceira caixa. Tira 1 carrinho
da segunda caixa e coloca na terceira caixa. Retira 1 carrinho da primeira, da sexta
e da quinta caixa, ficando cada uma das cinco caixas com 3 carrinhos € a quarta
caixa fica vazia. Conta todos os carros e coloca 3 carros na quarta caixa.) Pronto!




E — Quantos carrinhos ele vai colocar em cada caixa?

c-3.

Adicao repetida: As criangcas adicionam sucessivamente uma determinada
quantidade tantas vezes fossem estipuladas pelo enunciado do problema (5+5+5...).

Esta estratégia é conhecida na literatura, havendo sido também identificada por
Selva (1998), por Mulligan (1992) e por Mulligan & Wright (2000).
Figura 5: Participante 01 (8,4 anos), Grupo 1: Lapis e papel,

Problema de isomorfismo, P1: Maria tem 3 jarros e quer colocar 5 flores em cada
jarro. Quantas flores ela precisa comprar?
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C-15.

E — Como foi que tu pensou? Coloca aqui no papel.

C — Colocando 5 mais 5 mais 5. Maria comprou ao todo 15 flores.
E — Entéo, esse 5 daqui € o qué? (aponta para o numero 5)

C — O cinco de flores.

E — E esse outro 5?

C — Flores.

E - E esse outro 5?

C — Flores.

E — E esse 157

C — Flores.

Contagem em multiplos: As criangcas realizam a contagem dos grupos
formados com quantidades iguais através dos multiplos, usando ritmos, dobro,
contam numeros de grupos iguais, sem mencionar o sinal da operacao que esta

sendo utilizada, até chegar ao todo (5,10,15...; 3,6,9..). Esta estratégia foi




documentada por Mulligan & Wright (2000). Exemplo de contagem em multiplos é
apresentado na Figura 6.
Figura 6: Participante 45 (8,5 anos), Grupo: Material concreto definido,

problema de isomorfismo, P1: Maria tem 3 jarros e quer colocar 5 flores em cada jarro.
Quantas flores ela precisa comprar?

C — (Coloca 5 flores em cada jarro).
E — Entao, quantas flores ela precisa comprar?
C -5, 10, 15. (apontando cada jarro com 5 flores cada.)

Mista: As criancas fazem uma combinacdo da adicdo repetida com varias
estratégias: contagem em mdltiplos, aplicam a multiplicacdo ou a divisdo aos
numeros presentes no enunciado. Esta combinagdo de estratégias parece expressar
a tentativa da crianga em explicar para o examinador o seu processo de resolugio.

Exemplos sao ilustrados na Figura 7, na Figura 8 e na Figura 9.

Figura 7: Participante 24 (8,5 anos), Grupo 2: Material concreto neutro,
problema de isomorfismo, P1: Maria tem 3 jarros e quer colocar 5 flores em cada jarro.

Quantas flores ela precisa comprar?

Jarros

Flores




C — (coloca 3 fichas sobre a mesa)

E — O que sao isso daqui que vocé colocou?

C - Sao os 3 jarros.

E — (relé o problema)

C-15.

E — 157 Como foi que tu pensou que descobriu que eram 157

C - 5, 10, 15. (Coloca as fichas sobre a mesa 1 por 1. Primeiro coloca 5 fichas
formando uma fila, depois coloca mais 5 fichas formando outra fila (em cima da fila
anterior) e depois coloca mais 5 fichas formando uma terceira fila, em baixo da
primeira fila, totalizando trés filas paralelas.). 5 mais 5 mais 5.

E — Por que foi que tu colocou 5, 5 e 57 (os trés grupos com 5 flores cada grupo)

C — Ela nao disse ela que tinha que colocar 5 flores? Entao eu botei 5 flores!

E — E essas 5 flores vao pra onde?

C — Pra cada um dos jarros.

E — Quantas flores ela precisa comprar?

C-15.

Figura 8: Participante 02 (8,3 anos), Grupo: Lapis e papel,
problema de isomorfismo, P1: Maria tem 3 jarros e quer colocar 5 flores em cada jarro.
Quantas flores ela precisa comprar?

x5 =(5=7g 7+ 7 EOLT =7/

C-15.
E — Como foi que tu pensou pra chegar em 15? Diz pra mim!
C — Aqui. 3 vezes 5 é igual a 15, entdo, eu pensei assim, no numero 3. 3 ... 5 mais 5,

mais 5.
E — Entao coloca no papel como foi que tu pensou!
C — (resolve)

E — Agora por que tu fez 3 vezes 5 é igual a 15? Por que tu fez essa continha?

C — Porque... é... 5 mais 5 mais 5. 5 mais 5 da 10. 10 mais 5 que da 15. Ai, 3 vezes 5,
que € 5 mais 5 mais 5, é... o que ®brou do resultado, dessa continha 5 mais 5
mais 5 ai deu 15 é igual a 3 vezes 5.

Figura 9: Participante 46 (8,4 anos), Grupo 3: Material concreto definido,
problema de isomorfismo, P1: Maria tem 3 jarros e quer colocar 5 flores em cada
jarro. Quantas flores ela precisa comprar?

*




C — (Pega 3 jarros). 15

E — Como foi que pensou que tu descobriu que eram 157

C - E que 5 mais 5, 10, mais 5 & 15. (Coloca 5 flores no primeiro, 5 flores no segundo
e 5 no terceiro jarro).

E — Porque foi que tu colocou 5 nesse jarro, depois 5 nesse e depois 5 nesse?

C — Porque nao eram 15, entdo 15 dividido por 3 ai da 5.

E — Entdo quantas flores Maria precisa comprar?

C-15.

Aplicagao das operagdes: As criangas usam as operagdes de divisdo e de
multiplicacdo. Essa estratégia se assemelha a estratégia “uso de fato conhecido”
identificada por Selva (1998), por Muligan (1992) e por Mulligan & Wright (2000).
Exemplos sdo mostrados na Figura 10 e na Figura 11. Interessante mencionar que
um tipo de ermo encontrado quando usada esta estratégia foi, na divisdo, a inversao
do divisor pelo quociente. Neste caso, a crianga realiza a divisdo, mas considerava o
divisor como sendo o quociente. Este tipo de erro foi documentado por Spinillo
(2001), e é ilustrado na Figura 12.

Figura 10 Participante 41 (8,0 anos), Grupo 3: Material concreto definido,

problema de isomorfismo, P1: Maria tem 3 jarros e quer colocar 5 flores em cada jarro.
Quantas flores ela precisa comprar?

C-15.

E — Como é que tu sabe que sao 157?

C — 3 ligados a cada com 15, 5 que diga (Pega os 3 jarros, coloca no 1.° jarro as 5
flores, no 2.° mais 5 flores e no 3.° as outras 5 flores.)

E — Como foi que tu fez, me explica, como foi que tu pensou ?

C - Porque 5 vezes 3 € 15.



Figura 11: Participante 01 (8,4 anos), Grupo 1: Lapis e papel,
problema de isomorfismo, P3: Joao ganhou 18 carrinhos e quer guardar os carrinhos
em 6 caixas. Quantos carrinhos ele vai colocar em cada caixa?
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c-3.

E — Por qué? Me explica! Como foi que tu pensou?
C — 18 dividido por 6 (igual) 3.

E — Esse 18 aqui € o qué?

C - E a quantidade de carros.

E - E esse 67

C — E a quantidade de caixas.

E — E esse 37

C - E a quantidade que vai ficar em cada caixa.

Figura 12: Participante 34 (8,1 anos), Grupo 2: Material concreto neutro,
problema de isomorfismo, P3: Jodao ganhou 18 carrinhos e quer guardar os carrinhos
em 6 caixas. Quantos carrinhos ele vai colocar em cada caixa?

Carros

Carros

Carros
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C — (Coloca 18 fichas na mesa. Separa as 18 fichas em 3 fileiras de 6 fichas cada
uma.). 6.

E — Como foi que tu pensou?

C — 18 carrinhos dividido por 67? (junta todas as fichas).

E -6 0 qué?

C — 6 caixas. (separa as fichas em grupos de 6 fichas cada um.) Ai ja formou uma
caixa aqui, seis. Mais seis aqui. E aqui mais 6. (forma 3 grupos com 6 fichas

cada.).
E — Quantos carrinhos ele vai colocar em cada caixa?
C-6.

3.2. Estratégias nos problemas de combinatoéria

Estratégia inadequada: Nessa estratégia a criangca realiza uma operagao
inadequada, em geral a adicdo ou a subtragdo, aos numeros contidos no enunciado
do problema. Observase que a crianga elabora sua resposta em relacdes
proporcionais inadequadas, mostrando dificuldades em seguir as determinagdes do
problema, podendo perder de vista as informagbes do problema. Esta estratégia foi
também identificada por Selva (1998) e por Lautert (2000). Exemplos sao

apresentados na Figura 13, na Figura 14 e na Figura 15.

Figura 13: Participante 28 (8,2 anos), Grupo 2: Material concreto neutro,
problema de combinatéria, P2: Marta tem 4 blusas e 3 saias de cores diferentes. Ela

quer combinar as blusas e as saias para formar conjuntos. Quantos conjuntos ela
pode formar?

Blusas Saias

C — Vou fazer 4 blusas (pega 4 fichas) e 3 saias (pega 3 fichas). Vai dar 7.
E-7o0qué?

C - 7 saias.

E — E quantos conjuntos ela pode formar?

C-7.




E — Me mostra os conjuntos que ela pode formar. Como é que ela pode formar esses
conjuntos?

C — 4 blusas e 3 saias.

E — Como tu pensou para descobrir que era 77?

C — Somando 4 mais 3.

E — Entao, quantos conjuntos ela pode formar?

C-7.

Figura 14: Participante 03 (8,2 anos), Grupo 1: Lapis e papel,
problema de combinatoéria, P2: Marta tem 4 blusas e 3 saias de cores diferentes. Ela

quer combinar as blusas e as saias para formar conjuntos. Quantos conjuntos ela
pode formar?
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C — (resolve no papel). E que eu t6 pensando que conta eu t6 fazendo. N&o é essa
conta ndo (a 12 conta, tenta a segunda). Eu ndo sei quanto eu tenho que fazer,
mas eu sei o resultado, ja!

E — E qual é o resultado?

C — O resultado é 6.

E — Como foi que tu pensou?

C — Foi que eu pensei assim, 4 mais 3, pra dar um numero par sabe. Eu pensei 4 mais
3 ndo pode. Entdo eu pensei 3 mais 3. Que eu tenho que ver os pares mais
proximos. Ai da 3 e ndo daria nem pra aumentar nem pra diminuir, porque senao
fica muito pouco. Ai eu deixei 3. Ai eu pensei 4, ai eu pensei 5 ai ndo daria para




aumentar. Entdo eu pensei em diminuir, ficava 3 mais 3 (igual) 6, um numero par.
Ai depois eu [inaudivel] ... ai deu pra fazer 3 conjuntos.

E - 3 conjuntos? E como foi que tu fez assim?

C — Eu pensei assim 4 dividido por 3, num pode. Pensei 4 mais 3, num pode. Nem 4
menos 3 num pode. Entao fiz 4 vezes 3, também num da.

E — Vocé quer que dé quanto?

C-E..6.

E — Entao como é que vocé acha que vai dar esses 6 conjuntos?

C - 12. Perai (faz no papel) 4 vezes 3 (igual) 12. 12 dividido por 2 (igual) 6. Pronto. 4
vezes 3 (igual) 12, passa o doze pra ca, dividido por 2 deu 6.

E — Por que foi que tu primeiro fez essa continha e depois tu fez essa continha?

C — Porque de 4 dividido por 3, nem 4 vezes 3, nem 4 mais 3, nem 4 menos 3. nao da.
Entdo pensei em [inaudivel] ... 4 vezes 3 (igual) 12. Botei 12 ai dividi por 2.
entendeu? Pra formar conjuntos. Porque 12 era o total de roupas. Nao. O total era
7. Eu tinha mais 12, 4 vezes 3. Eu pensei em 4 vezes 3, eu ndo pensei em 4 mais
3. Entdo ndo era 7, se fosse 7 era 7 menos 1. 7 menos 1 dava 6, também... Mas eu
s0O botei um jeito como esse 4 vezes 3 (igual) 12, ai eu dividi 2.

E — Entdo, quantos conjuntos Marta pode formar?

C — 6 conjuntos.

Figura 15: Participante 21 (8,5 anos), Grupo 2: Material concreto neutro,
problema de combinatéria, P4: Mudando as blusas e as saias de cores diferentes, Ana
pode fazer 20 conjuntos diferentes. Ela tem 5 saias. Quantas blusas ela tem?

Saias

Blusas

é; 1 ficha

| ficha

C — Elatem 15 blusas.

E — Como foi que tu fez?

C — Eu tenho 20 ai tiro 5 ai fica 15.

E — Entdo tenta fazer usando essas fichinhas!

C — (separa na mesa 5 fichas) aqui € 5 saias. 15 blusas. (coloca as fichas sobre a
mesa separadas das 5 “saias”) 3, 4, 5...9, 6,7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15 (comega




a contar a partir de 6 ja tendo 9 fichas na mesa). Juntando esses 15 com 5 6, 16,
17, 18, 19 e 20 (junta as 5 “saias” com o grupo da 15 “blusas”).

E — Entao quantas blusas ela tem?

C — Tem 15 blusas.

E — Como foi que tu descobriu que eram 15?

C — Porque eu tenho 20 ai quando eu tiro 5 de 20 ai eu fico com 15.

Combinacao por pares fixos: A crianga oferece como resposta o menor
nuamero presente no enunciado do problema. Isso ocorre porque a crianga pensa em
termos de pares fixos, ndo aceitando que uma mesma saia/blusa possa combinar
(fazer par) com mais de uma blusa/saia. Uma vez formado os pares, esses nado

poderao ser desfeitos. Exemplo ilustrado na Figura 16.

Figura 16: Participante 07 (8,5 anos), Grupo 1: Lapis e papel,

problema de combinatéria, P2: Marta tem 4 blusas e 3 saias de cores diferentes. Ela
quer combinar as blusas e as saias para formar conjuntos. Quantos conjuntos ela
pode formar?
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C — (resolve no papel) 4 blusas e 3 saias, né? Entao ela vai poder formar 3 conjuntos e
essa blusa nao vai poder.

E — Entdo ela nunca vai poder usar essa blusa?

C — Ela pode usar essa blusa com outra calga, short.

E — Mas com essas saias nao? Essa saia ela nunca vai poder vestir com essa blusa
daqui?

C — Vai poder. Eu t6 falando assim, porque aqui ta falando, Marta tem 4 blusas e 3
saias de cores diferentes ela quer combinar as blusas e saias para formar
conjuntos. Quantos conjuntos ela pode formar? Entao ela pode formar 3 conjuntos.
Porque se fosse... se ela tivesse 4 blusas e 4 saias ela podia usar com essa aqui.
Entendeu?

E — Entao essa blusa ela ndo vai poder usar com nenhuma dessas outras saias?

C — Vai poder usar. Mas ele ta perguntando quantos conjuntos vai poder formar!

E - E quando ela puder usar ndo forma mais um conjunto nao?




C - Nao.
E — Ent3o ela s6 pode formar quantos conjuntos?
c-3.

Combinacgao flexivel dos pares limitados pelo maior nimero presente no
enunciado: A crianga oferece como resposta o0 maior numero presente no
enunciado do problema. Isso ocorre porque a crianga comega a pensar em termos
de pares combinados, mas ndo aceita a idéia de poder formar mais conjuntos do
que determina o maior numero do enunciado; aceita, entretanto, que a blusa/saia
que serve de referente para 0 menor nimero do enunciado combine com mais de
uma saia/blusa. O numero de combinagdes se limita a quantidade expressa pelo

maior numero do enunciado do problema. Exemplo é fornecido na Figura 17.

Figura 17: Participante 48 (8,4 anos), Grupo 3: Material concreto definido,

problema de combinatéria, P2: Marta tem 4 blusas e 3 saias de cores diferentes. Ela
quer combinar as blusas e as saias para formar conjuntos. Quantos conjuntos ela
pode formar?

C — (Pega 4 blusas e 3 saias; forma ®njuntos com as saias e com as blusas e uma
saia fica com 2 blusas)

E — Quantos conjuntos ela pode formar?

C-4.

E — Me mostra!

C — Esse, esse, esse e esse (mostra os conjuntos formados na mesa e diz que a
ultima saia pode formar 2 conjuntos).

E — Entdo quantos conjuntos ela pode formar?

C-4.

E - E se ela quiser colocar essa saia com essa blusa e essa blusa com essa saia, ela
pode? (realiza uma troca de blusa)

C - Pode.

E — Entao quantos conjuntos ela pode formar?

C — 4 de novo.




Combinacgao flexivel dos pares: As criancas pensam em termos de pares
combinados, e passam a aceitar que uma blusa pode combinar com mais de uma
saia, ndo se limitando, como ocorria com as duas estratégias anteriores, a aceitar
apenas 0 maior ou o menor numero do enunciado como sendo 0 numero possivel de
combinagdes. A crianca parece diferenciar nUmero de combinagbes do numero de
objetos a serem combinados, sendo esta uma diferenciagdo importante na
construcdo do raciocinio combinatério. A Figura 18 e a Figura 19 exemplificam esh

estratégia.

Figura 18: Participante 33 (8,4 anos), Grupo 2 Material concreto neutro,
problema de combinatéria, P2: Marta tem 4 blusas e 3 saias de cores diferentes. Ela
quer combinar as blusas e as saias para formar conjuntos. Quantos conjuntos ela

pode formar?
‘ Saias

C — (Coloca 4 fichas na horizontal e 3 fichas na vertical, formando um quadrado
cartesiano. Gesticula com a m&o a correspondéncia um a um de cada ficha da
vertical com cada ficha da horizontal e da o resultado correto.). 12.

E — Como foi que tu descobriu que eram 12? Como foi que tu pensou?

C — Aqui tem 4 blusas (fichas na horizontal) cada saia tem 4 blusas. Uma saia pra
essa, uma saia pra essa, uma saia pra essa... (uma saia combina com cada uma
das 4 blusas). Ai ja da 4, ai da 8, ai da 12. (mostra cada saia com cada blusa).

E — Entdo quantos conjuntos ela pode formar?

c-12.



Figura 19: Participante 33 (8,4 anos), Grupo 2: Material concreto neutro,
problema de combinatéria, P4: Mudando as blusas e as saias de cores diferentes, Ana
pode fazer 20 conjuntos diferentes. Ela tem 5 saias. Quantas blusas ela tem?

C - (coloca 5 fichas na horizontal. Pega mais 5 fichas, coloca na horizontal — em baixo
da outra fileira - e vai combinando cada ficha de uma fileira com cada uma das
fichas de cima dispostas horizontalmente. No final devolve uma ficha da fileira de
baixo. Ficando com um grupo de 4 fichas.). 4 camisas.

E — Como foi que tu pensou que tu descobriu que eram 4 camisas?

C - Eu peguei as 5 saias aqui, ai eu botei, 1, 2, 3, 4, 5, outra camisa 1, 2, 3, 4, 5.... ai
ficou 10, peguei outra 1, 2, 3, 4, 5... 15, outra 1, 2, 3, 4, 5.... ai ficou 20. (forma um
conjunto de cada blusa com cada saia).

E — O que foi que tu formasse quando fizesse 1, 2, 3, 4, 57

C — Um conjunto em cada.

E — Entao, quantas blusas ela tem?

C-4.

Como pode ser visto, as estratégias adotadas nos problemas de isomorfismo
sdo bem distintas daquelas adotadas nos problemas de combinatéria; a excecédo da
estratégia inadequada com perda de significado que foi a Unica comum aos dois
tipos de problemas. No Capitulo V serao apresentados os resultados relativos as
estratégias de resolucdo adotadas. Antes disso, porém, sido apresentados e

discutidos, no capitulo IV a seguir, os resultados referentes ao desempenho das

criangas nos diferentes problemas.




Capitulo IV.

Resultados relativos ao desempenho

Com base nos objetivos propostos e nas varidveis independentes
investigadas (tipo de problema, tipo de operacdo e tipo de suporte de representacio
oferecido a crianga), os resultados obtidos foram analisados em funcdo de dois
aspectos distintos: o desempenho (niumero de acertos) e as estratégias de resolugao
adotadas.

O desempenho foi considerado a partir do numero de acertos. As estratégias
encontradas foram analisadas conforme descrito no capitulo anterior relativo ao
sistema de analise. Os dados relativos ao desempenho e as estratégias de
resolucdo sdo apresentados em tabelas diversas e foram submetidos a testes
estatisticos apropriados com vistas a examinar as diferencas existentes em funcéo
das variaveis independentes consideradas. Procurou-se, ainda, examinar as
relagdes entre o numero de acertos apresentados pelas criancas e as estratégias de

resolucao adotadas.

4.1. Desempenho geral

Como anteriormente mencionado, o desempenho foi analisado em fungdo do
nuamero de acertos de cada participante em cada problema resolvido. A Tabela 1
apresenta uma visdo geral do desempenho neste estudo e o teste estatistico

referente a esses dados encontra-se no anexo |.



Tabela 1: Numero e porcentagem (em parénteses) de acertos por tipo de problema,
tipo de operacgao e em fungao do suporte de representagao (maximo: 20 acertos).

Suporte de Tipo de problema
representagao
Isomorfismo Combinatoéria Total
Multiplicacdo Divisao Multiplicacdo Divisado
Grupo 1
Lapis e papel 13 (65) 9 (45) 2(10) 1(5) 25
Grupo 2
Concreto neutro 16 (80) 12 (60) 1(5) 2(10) 31
(fichas)
Grupo 3
Concreto 20 (100) 17 (85) 1(5) 1(5) 39
definido
(objetos)
Total 49 38 4 4
Total 87 8 95

De modo geral, considerandose os dados como um todo, observou-se que o
desempenho das criangas variava em fungdo dos seguintes aspectos (Anexo I):

(1) do tipo de problema, pois os problemas de isomorfismo (72,5%) eram
muito mais faceis do que os problemas de combinatoria (6,7%), como
indicado pelo Wilcoxon com diferenca significativa (Z=-6,0032; p=,0000);

(2) do tipo de operacado, pois os problemas de isomorfismo que requeriam a
multiplicagédo para sua resolugdo (40,8%) eram mais faceis do que
problemas que requeriam a divisdo (31,7%), como indicado pelo Wilcoxon
com diferenca significativa (Z=-2,4990; p=,0125), ¢;

(3) do tipo de suporte de representacdo disponibilizado nos problemas
de isomorfismo, pois os percentuais de acertos eram: 55% no Grupo 1
(lapis e papel), 70% no Grupo 2 e 92,5% no Grupo 3. Esses percentuais
indcam que as criangas do Grupo 1 (lapis e papel) tiveram um

desempenho inferior ao das criangas dos demais grupos que resolveram



0os problemas através de material concreto (Grupo 2: fichas e Grupo 3:

objetos). A diferengca entre os grupos foi confirmada através do teste

estatistico KruskalWallis (p=.0048).

Assim, os dados, de modo geral indicam que as criangas tiveram um melhor
desempenho quando usavam material concreto (neutro ou definido) e quando o
problema era do tipo isomorfismo de medidas e que requeria a multiplicacdo para

sua resolucgao.
Outro aspecto examinado foi a relagdo entre tipo de problema (isomorfismo e
combinatoria) e tipo de operacdo (multiplicagdo e divisdo). O grafico na Figura 20

ilustra esta relacao.

Figura 20: Porcentagem de acerto por
tipo de problema e tipo de operagao
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Com a finalidade de examinar se havia diferencas no desempenho entre as
duas operagdes (multiplicagcdo e divisdo) em cada tipo de problema, aplicou-se a
prova de Wilcoxon separadamente em cada tipo de problema (esses dados se
enconfram no anexo |). A andlise estatistica nao revelou diferencas significativas
entre as operagdes no problema de combinatdria (Z= - .0000, p= 1.0000), visto que o
percentual de acertos foi igualmente baixo (3,3%) em ambos os tipos de operacgéo.

No que se refere ao problema de isomorfismo, a andlise estatistica revelou



diferencas significativas entre as operacdes de multiplicagdo e divisdo (Z= -2,4990,
p= .0125), pois a porcentagem de acerto na multiplicagdo (40,8%) foi mais alta do
que na diviséo (31,7%).

Com a finalidade de examinar se havia diferengas no desempenho entre tipos
de problema (isomorfismo e combinatéria) em cada tipo de operagdo, aplicou-se a
prova de Wilcoxon separadamente em cada tipo de operagdo (esses dados se
encontram no anexo I). Este teste mostrou que quando a operacdo era a de
multiplicagcdo, o problema de isomorfismo levava a um melhor desempenho do que
quando o problema era de combinatéria, sendo a diferenca estatisticamente
significativa (Z= -5,7144, p= .0000). Na operacdo de divisdo essa diferenca também
foi significativa (Z= -5,0862, p= .0000), mostrando, também, que problemas de
isomorfismo eram mais faceis que problemas de combinatéria. Desta forma, quer na
multiplicacdo quer na divisdo, problemas de isomorfismo eram significativamente
mais faceis que os de combinatéria.

Esses dados revelaram que a multiplicagdo € mais facil que a divisdo quando
0 problema € do tipo isomorfismo. Observou-se, ainda, que problemas de
isomorfismo sdao mais faceis do que de combinatéria, tanto na multiplicagdo como na
divisdo.

Com o objetivo de examinar em detalhes os dados obtidos nesta
investigacdo, foram feitas analises especificas sobre diversas relagbes entre os
suportes de representacdo (Grupo 1: Lapis e papel; Grupo 2: fichas; e Grupo 3:
objetos) e as demais variaveis independentes (tipo de problema e tipo de operagdo),

como descrito e discutido a seguir.



4.1.1. Suporte de representagao x tipo de problema

Qual o efeito do suporte de representacdo sobre o desempenho das criancas
nos dois tipos de problemas investigados (isomorfismo e combinatoria)? ou seja, o
desempenho num tipo de problema é influenciado pelo suporte de representacdo?

O gréafico na Figura 21, ilustra o desempenho das criangas em cada gupo em

funcao do tipo de problema apresentado.

Figura 21: porcentagem de acertos por
suporte derepresentacéo e tipo de problema
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Com o objetivo de examinar o desempenho em cada tipo de problema no
interior de cada grupo de criangas, foi aplicado a prova de Wilcoxon separadamente
em cada grupo de criangas (os dados se encontram no anexo IlI). A andlise
estatistica revelou que em cada grupo, separadamente, existe uma diferenca
significativa quanto ao desempenho em cada tipo de problema: Grupo 1 (lapis e
papel): Z= -3,226, p= ,001; Grupo 2 (material concreto neutro): Z= -3,542, p= ,000; e
Grupo 3 (material concreto definido): Z= -4,119, p= ,000. O padrdo de resultados foi
0 mesmo em cada grupo: o desempenho nos problemas de isomorfismo foi
significativamente superior ao desempenho nos problemas de combinatdria.

Como pode ser visto na Figura 21, no Grupo 1 (lapis e papel), os problemas
do tipo isomorfismo tiveram 55% de acertos, enquanto os problemas de

combinatéria tiveram 7,5%. No Grupo 2 (concreto neutro - fichas), os problemas do



tipo isomorfismo tiveram 70% de acertos, enquanto os problemas de combinatéria
tiveram 7,5%. No Grupo 3 (concreto definido - objetos) os problemas do tipo
isomorfismo tiveram 92,5% de acertos, enquanto os problemas de combinatéria
tiveram 5%; diferenga esta mais acentuada do que nos outros dois grupos.

Assim, em todos os {rés grupos, independentemente do suporte de
representacao oferecido, as criangas tinham mais dificuldades com os problemas de
combinatoéria do que com os problemas de isomorfismo.

Com o objetivo de examinar se havia diferengas entre os grupos de criangas
em relacdo a cada tipo de problema separadamente, aplicou-se o Teste de Kruskal-
Wallis (anexo lll). Em relacdo aos problemas de isomorfismo, o teste indicou haver
diferencas significativas entre os grupos, em fungdo, portanto, do suporte de
representagcdo dado a cada grupo (p= .0048). Esta diferenca deveu-se ao fato de
que as criancas do Grupo 3 (material concreto definido: 92.5%) tiveram um
desempenho melhor do que as criangas do Grupo 2 (material concreto neutro: 70%),
as quais por sua vez, tiveram um desempenho melhor do que as criangas do Grupo
1 (lapis e papel: 55%). Ao que parece, o material concreto definido (Grupo 3:
objetos) facilita o desempenho mais do que quando material concreto neutro (Grupo
2. fichas) ¢é disponibilizado. As criangas que resolveram os problemas de
isomorfismo através de lapis e papel (Grupo 1) tiveram um desempenho inferior ao
desempenho nos demais grupos que tinham materiais concretos como suporte.

Em relagdo aos problemas de combinatdria, o teste indicou nado haver
diferencas significativas entre os grupos (p= .8243). Isso ocorreu porque o
percentual de acertos nos problemas de combinatéria foi igualmente muito baixo nos

trés grupos (Grupo 1: 7,5%, Grupo 2: 7,5% e Grupo 3: 5%).



Esses dados mostram que enquanto o desempenho nos problemas de
combinatéria ndo varia em funcdo do tipo de suporte de representacdo; o
desempenho nos problemas de isomorfismo varia. Esta variagdo ocorreu no sentido
em que o melhor desempenho nestes problemas era em relagdo ao Grupo 3, cujo
suporte de representacdo era material concreto definido (objetos). No entanto, o
percentual de acertos também era alto quando o suporte de representacido era
neutro (fichas). Assim, de maneira geral, o desempenho das criangas era melhor
quando resolviam problemas de isomorfismo através de suportes de representacdo

concretos, em especial através de material concreto definido (objetos).

4.1.2. Suporte de representacao x Tipo de operagao

Qual o efeito do suporte de representagdo sobre o desempenho das criancas
nos dois tipos de operagées (multiplicagcao e divisao)?

O gréfico na Figura 22 apresenta o desempenho das criangas em cada grupo
em funcdo do tipo de operacdo requerida para a resolucdo dos problemas

(multiplicacao e divisao).

Figura 22: Porcentagem de acertos por tipo de
operacédo e suporte de representacao

100 1
90 A
80 1
;8 ] T
50 A 37,5 42,5 35 [EMultiplicagao
40
30 25 [Divisé&o
20 1
10 4
0 4 T T —
L &pis e Papel Concreto neutro Concreto
definido

Aplicouse a prova de Wilcoxon separadamente em cada grupo de criangas
para examinar se havia diferengas no desempenho entre problemas de multiplicacdo

e problemas de divisdo no interior de cada grupo de criangas (os dados se



encontram no anexo ll). A andlise estatistica ndo revelou diferencas significativas
entre as operagdes em nenhum dos grupos: Grupo 1 (lapis e papel): Z= -1,667, p=
.096, Grupo 2 (material concreto neutro). Z= -1,342, p= .180; e Grupo 3 (material
concreto definido): Z= -1,732, p= ,083. Isso significa que independente do suporte de
representacdo oferecido, as criancas apresentavam indices de acertos bastante
semelhantes tanto quando o problema envolvia o uso da multiplicagdo como quando
0 problema envolvia o uso da divisao.

Com o objetivo de examinar se havia diferencas no desempenho entre os
grupos de criangas em cada tipo de operagdo separadamente, aplicou-se o Teste de
Kruskal-Wallis (os dados se encontram no anexo IV). Em relacdo aos problemas de
multiplicagdo, o teste revelou ndo haver diferencas significativas entre os grupos, em
fungdo, portanto do suporte de representacdo dado a cada grupo (p= .0894). Em
relacdo aos problemas de divisdo, o teste indicou ndo haver diferengas significativas
entre os grupos, em fungdo, portanto do suporte de representacdo dado a cada
grupo (p=.0685).

Considerando esses dados, € possivel concluir que as criancas tinham um
desempenho semelhante em problemas quer de multiplicacdo quer de divisao,
independentemente do suporte de representagdo disponibilizado. Ao que parece, 0
tipo de operacdo requerida para a resolugdo do problema ndo era fator determinante

do desempenho, sendo isso observado em cada grupo de criangas separadamente.



41.3. Tipos de problema x tipos de operacdo em cada suporte de
representacao

Diante dos objetivos deste estudo torna-se importante examinar como foi o
desempenho das criancas em cada grupo, isto €, em funcdo do suporte de
representacao disponibilizado para a resolucdo dos problemas. O teste estatistico
utilizado foi o Wilcoxon e os dados obtidos através dele sao apresentados no Anexo
Il.

4.1.3.1.Grupo 1: lapis e papel como suporte de representacao

A Tabela 2 mostra a freqiiéncia e o percentual de acerto nos problemas e nas
operagbes quando o suporte de representacdo disponibilizado era lapis e papel

(Grupo 1).

Tabela 2: Numero e porcentagem (em parénteses) de acerto em relagdo ao tipo de

problema e tipo de operagéo no suporte lapis e papel (maximo: 20 acertos).

Grupo 1: lapis papel

Isomorfismo Combinatoéria Total
Multiplicagao 13 (65) 2(10) 15
Divisao 9 (45) 1(5) 10
Total 22 3 25

Como mostra a Tabela 2, e revelado pelo Wilcoxon, usando lapis e papel
como suporte de representacdo, as criancas tém um melhor desempenho nos
problemas de isomorfismo do que nos de combinatéria (Z = -3.226; p= .001). Este

teste mostrou, ainda, ndo haver diferenga significativa entre as operagdes de



multiplicacdo e de divisdo (Z = -1.667; p= .096), como mencionado anteriormente
quando discutidas as relagdes entre tipo de suporte e tipo de problema (se¢do 4.1.1)
e as relagoes entre suporte e tipo de operacgao (se¢ao 4.1.2).

Considerando cada operagdo separadamente, o Wilcoxon mostrou que na
multiplicagdo o desempenho em problemas de isomorfismo € significativamente
superior ao desempenho em problemas de combinatéria (Z = -3,051; p = .002), visto
que nos problemas de isomorfismo as criangas obtiveram 65% de acerto e no de
combinatdria este percentual era de apenas 10%.

Na operacdo de divisdo o desempenho nos dois tipos de problemas varia de
forma significativa (Z= -2,828; p= .005). Isso ocorreu porque o problema de
isomorfismo foi mais facil que o problema de combinatéria, obtendo um maior
percentual de acerto (45%) em rela¢éo aos problemas de combinatéria (5%).

Assim, tanto na operagdo de divisio como na operagdo de multiplicacdo os
problemas de isomorfismo sdo mais faceis do que os problemas de combinatoria.

Considerando cada tipo de problema separadamente, como indicado pelo
Wilcoxon, nos problemas de isomorfismo a diferenca no desempenho entre as
operagdes de multiplicagdo e divisdo ndo € significativa (Z= -1.414; p= .157), apesar
de na multiplicagéo o percentual de acerto ser mais alto que na diviséo (65% e 45%,
respectivamente).

Nos problemas de combinatéria o tesk estatistico também nao revelou
diferenca significativa no desempenho entre as operagdes de multiplicacdo e divisdo
(Z= -1.000; p= .317). Isso ocorreu porque o percentual de acerto foi semelhante
tanto para os problemas de multiplicacdo (10%) quanto para os problemas de

divisao (5%).



O que se pode concluir a partir desses dados € que ao usar lapis e papel, as
criancas ndo apresentam desempenho diferente quando usando a multiplicagdo ou a
divisdo, quer seja em problemas de isomorfismo quer seja em problemas de

combinatodria.

4.1.3.2. Grupo 2: fichas como suporte de representacao
A Tabela 3 mostra a freqiiéncia e o percentual de acerto nos problemas e nas
operagdes quando o suporte de representacdo disponibilizado era fichas (Grupo 2:

material concreto neutro).

Tabela 3: Numero e porcentagem (em parénteses) de acerto em relacdo ao tipo de

problema e tipo de operagao no suporte fichas (maximo: 20 acertos).

Grupo 2: material concreto neutro (fichas)

Isomorfismo Combinatéria Total
Multiplicacao 16 (80) 1(5) 17
Divisdo 12 (60) 2 (10) 14
Total 18 3

Como lustrado na Tabela 3, e revelado pelo Wilcoxon, usando fichas como
suporte de representacdo, as criangas tém um melhor desempenho nos problemas

de isomorfismo do que nos de combinatoria (Z = -3.542; p= .000). Ainda, através

deste teste, observou-se ndo haver diferenga significativa entre as operagbes de
multiplicacdo e de divisdo (Z = -1,342; p= .180). Esses dados foram anteriormente
mencionados quando as relagdes entre tipo de suporte e tipo de problema (segéo

4.1.1) e as relagdes entre suporte e tipo de operacao (sec¢éo 4.1.2) foram discutidas.



O Wilcoxon mostrou que, considerando cada operagdo separadamente, na
multiplicacdo os dois tipos de problema variam quanto ao desempenho de forma
significativa (Z = -3,873; p = .000). Isso ocorreu porque o problema de isomorfismo
(80% de acertos) foi expressivamente mais facil que o problema de combinatéria
(5% de acertos). Na operagdo de divisdo os dois tipos de problema variam quanto
ao desempenho de forma significativa (Z= -3,162; p= .002), pois o problema de
isomorfismo foi mais facil que o problema de combinatéria (60% e 10% de acerto,
respectivamente). Desta forma, o que se verifica € que, tanto quando usando a
operagao de divisdo como quando usando a operagdo de multiplicagdo, as criangas
ttm um melhor desempenho nos problemas de isomorfismo do que nos de
combinatoria.

Aplicando o Wilcoxon a cada tipo de problema separadamente, verificou-se
gue nos problemas de isomorfismo a diferenca entre as operagcdes de multiplicacao
e divisdo é significativa (Z= -2.0000; p= .046), sendo os problemas que requeriam a
multiplicacdo mais faceis (80% de acerto) do que os problemas que requeriam a
divisdo (60% de acerto). Nos problemas de combinatéria ndo detectou-se diferencas
significativas entre as operagdes de multiplicagdo e divisdo (Z= -1.000; p= .317),
visto que o percentual de acertos era bastante baixo em ambas as operagbes
(multiplicaco: 5%; e divis&o: 10%).

O que se pode concluir desses dados € quando usando fichas como suporte
de representagdo, as criangas acertam mais os problemas de isomorfismo do que os
de combinatéria, e isso ocorre principalmente em relacdo a problemas que requerem
a multiplicagdo. Os problemas de combinatéria sdo mais dificeis, independente da
operacao a ser empregada. Os dados mostram que problemas que requerem a

multiplicacdo s6 sdo mais faceis do que aqueles que requerem a divisdo quando o



tipo de problema é de isomorfismo. A dificuldade no emprego dessas operacdes € a

mesma quando os problemas sdao de combinatéria. Esse € um padrao de resultados
que ocorre quando o suporte de representacdo € material concreto neutro (fichas):
padrdo de resultados este que difere daquele encontrado em relacdo ao grupo de

criangas que utilizava como suporte de representacgéao lapis e papel (Grupo 1).

4.1.3.3. Grupo 3: objetos como suporte de representacao
A Tabela 4 mostra a freqliéncia e o percentual de acerto nos problemas e nas

operagdes quando resolvidos através de objetos.

Tabela 4. Numero e porcentagem (em parénteses) de acerto em relagdo ao tipo de
problema e tipo de operagao no suporte objetos (maximo: 20 acertos).

Grupo 3: material concreto definido (objetos)

Isomorfismo Combinatéria Total
Multiplicacao 20 (100) 1(5) 21
Divisdo 17 (85) 1(5) 18
Total 37 2 39

Como se verifica na Tabela 4, segundo o Wilcoxon, usando objetos como
suporte de representacdo, as criangas tém um melhor desempenho nos problemas
de isomorfismo do que nos de combinatéria (Z = 4.119; p= .000). No entanto, ndo
foram encontradas diferengas significativas entre as operagdes de multiplicacdo e de
divisdo (Z = -1,732; p= .083). Esses dados foram anteriormente mencionados
quando as relagbes entre tipo de suporte e tipo de problema (se¢cdo 4.1.1) e as

relagdes entre suporte e tipo de operagao (sec¢ao 4.1.2) foram discutidas.



Aplicandose o Wilcoxon em relagdo a cada operagdo separadamente,
verificou-se que na multiplicagio os problemas de isomorfismo eram
significativamente mais faceis do que os problemas de combinatoria (Z= -4,359; p=
.000). Como mostrado na Tabela 4, o percentual de acertos no problema de
isomorfismo foi de 100%, enquanto o percentual de acertos no problema de
combinatéria foi de apenas 5%. Na operagdo de divisdo os dois tipos de problemas
variam quanto ao desempenho de forma significativa (Z= -4,000; p= .000);
observando-se, mais uma vez, que o problema de isomorfismo foi muito mais facil
que o problema de combinatdria (isomorfismo: 85% e combinatéria: 5%). Assim,
tanto quando usando a divisdo como quando usando a multiplicagcdo os problemas
de isomorfismo sao mais faceis do que os problemas de combinatoria.

Analisando-se cada tipo de problema separadamente, o Wilcoxon mostrou
que nos problemas de isomorfismo o desempenho ndo € significativamente diferente
entre as operagdes de multiplicacdo e divisdo (Z= -1.732; p= .083), pois as criangas
tiveram alto percentual de acertos em ambos os problemas: 100% nos problemas de
multiplicacdo e 85% nos de divisdo. Em relagdo aos problemas de combinatoria o
teste estatistico ndo revelou diferengca entre as operacdes de multiplicacdo e divisao
(Z= .000; p= 1.000), uma vez que as criangas tiveram um desempenho muito baixo
em ambas operacoes (5%).

Esses dados mostram que os problemas do tipo isomorfismo sdo mais faceis
do que os de combinatéria, independentemente da operagdo requerida para a
solugdo seja a multiplicagdo ou a divisdo. Quando o problema é de isomorfismo as
criancas mostram um bom desempenho tanto quando a operagdo € de divisdo como

quando a operagdo € de multiplicacdo. No entanto, quando o problema € de



combinatoria, as criangas mostram um numero de acertos igualmente baixo em

ambas as operacgoes.

41.4. Resumo dos resultados relativos ao desempenho: comparando o
desempenho entre os grupos

O Quadro 4 permite uma visualizagdo geral dos resultados obtidos neste
estudo em relagdo ao desempenho, facilitando a comparagdo dos grupos de
criancas, em fungéo do suporte de representacéo disponibilizado.

Quadro 4: Resumo dos dados gerais obtidos em cada grupo de criangas.

% de Tipo de Problema Tipo de Operacao
acertos
Grupo 1 31,3% Isomorfismo > Combinatoria Multiplicacéo = Divisao
Lapis e papel
Grupo 2 38,8% Isomorfismo > Combinatéria Multiplicacéo = Divisao

Material concreto
neutro (fichas)

Grupo 3 Material | 488% Isomorfismo > Combinatéria Multiplicagéo = Diviséo
concreto definido

(objetos)

Nota: > significa estatisticamente mais facil que; = significa estatisticamente igual a.

Este resumo dos dados mostra que o desempenho, de maneira geral, foi
melhor nos grupos que tinham como suporte de representagdo materiais concretos
do que quando o suporte era lapis e papel, em especial quando a crianca usava
objetos. Isso significa que ha diferencas quanto ao tipo de material concreto que é
disponibilizado, sendo mais favoravel para uma resolugdo adequada o uso de
material concreto que especifica os referentes para as quantidades mencionadas no
enunciado do problema, como € o caso do uso de objetos que permitem a crianga
identificar o divisor e o dividendo, no caso da divisdo; e o mulliplicando e o

multiplicador no caso da multiplicagao.




O padrao de resultados em relacdo ao tipo de problema foi 0 mesmo nos trés
grupos de criangas: os problemas de isomorfismo foram sistematicamente mais
faceis do que os problemas de combinatoria. Independentemente do suporte de
representacdo oferecido, as criangas tém grande dificuldade em resolver com
sucesso problemas de combinatoria.

Observa-se, ainda, que o padrao de resultados também foi 0 mesmo no trés
grupos em relacdo ao tipo de operacdo empregada: o desempenho era o mesmo
quer em problemas de divisdo quer em problemas de multiplicacao.

O Quadro 5 a seguir mostra dados mais especificos sobre 0s grupos.

Quadro 5: Resumo dos dados especificos obtidos em cada grupo de criangas.

Tipo de Problema Tipo de Operagao
Isomorfismo | Combinatéria | Multiplicacao Divisao

Grupo 1 Mult (65%) = |Mult (10%) =| Iso (65%)> Iso (45%) >
Lapis e papel Divisao (45%) |Divisao (5%) Comb (10%) | Comb (5%)

Grupo 2 Mult (80%) > Mult (5%)= Iso (80%)> Iso (60%)>

Material Divisao (60%) | Divisao (10%) Comb (5%) | Comb (10%)

concreto neutro

(fichas)

Grupo 3 Mult (100%)= Mult (5%) = Iso (100%) > Iso (85%)>

Material Divisdo (85%) | Divisao (5%) Comb (5%) Comb (5%)

concreto

definido

(objetos)

Nota: > significa estatisticamente mais facil que; = significa estatisticamente igual a.

Com pode ser observado, o padrao de resultados é bastante semelhante nos
trés grupos, o que significa que o suporte de representacdo nao teve um efeito
diferenciador quanto ao desempenho nos problemas. A Unica diferenca encontrada
entre os grupos foi em relacio ao fato de que as criangas que resolviam os
problemas através de fichas (Grupo 2: material concreto neutro) tinham mais acertos

em problemas cuja resolugdo requeria o emprego da multiplicagdo, ao invés do



emprego da divisdo; isso ocorria apenas quando os problemas eram de isomorfismo.
Esta diferenga foi no limite da significancia (p= ,046). Para as criangas dos outros
grupos o tipo de operagdo empregada nao era fator que diferenciasse o
desempenho quer em problemas de isomorfismo quer em problemas de
combinatéria.

O que se pode concluir desses dados é que o tipo de suporte fornecido nao
foi fator que determinasse diferencas no padrdo de desempenho das criangas. A
principal diferenca observada foi em relacdo ao percentual geral de acertos obtido
em cada grupo, visto que as criangas que resolviam os problemas através de lapis e
papel tinham um desempenho inferior aquelas que usavam materiais concretos. O
melhor desempenho foi observado quando o suporte concreto oferecido era objetos
que permitiam identificar de imediato os referentes para as quantidades envolvidas
nos problemas.

Resta saber se o tipo de suporte oferecido influenciaria as estratégias de
resolucdo adotadas pelas criangcas. Os resultados relativos as estratégias sao

apresentados e discutidos no capitulo que se segue.



Capitulo V.

Resultados relativos as

estratégias de resolucgao

5.1. As estratégias e os tipos de problema

Como anteriormente mencionado, as estratégias usadas pelas criangas ao
resolverem problemas de isomorfismo eram bem distintas daquelas adotadas
guando na resolucao de problemas de combinatéria, como ilustrado na Tabela 5.

Tabela 5: Numero e porcentagem (em parénteses) dos tipos de estratégias em cada
tipo de problema (n=120).

Tipo de problema

Isomorfismo Combinatéria
Inadequada Inadequada
24 (20%) 56 (46,7%)
Contagem ou distribuicao unitaria Combinagao por pares fixos
25 (20,8%) 41 (34,2%)
Ensaio € erro por ajustes Combinacao flexivel dos pares limitados
15 (12,5%) pelo maior numero presente no enunciado
7 (5,8%)
Adicao repetida Combinacao flexivel dos pares
26 (21,7%) 16 (13,3%)
Contagem em multiplos
3(2,5%)
Mista
8(6,7%)

Aplicacao das operacdes
19 (15,8%)




Os problemas de isomorfismo apresentaram uma maior variedade de
estratégias (sete tipos) que os de combinatéria (quatro tipos). A Unica estratégia
comum aos dois tipos de problema foi aquela em que a crianga perdia de vista, ao
longo do processo de resolugdo, as informagdes contidas no problema (0 que
desejava encontrar e o significado dos numeros contidos no enunciado). Esta
estratégia foi mais freqlente nos problemas de combinatoria (46,7%) do que nos
problemas de isomorfismo (20%), indicando que os problemas de combinatéria eram
mais dificeis de serem compreendidos pelas criangas do que os de isomorfismo.
Importante mencionar que esta estratégia era sempre acompanhada de resposta
incorreta.

Pelo apresentado na Tabela 5, as estratégias que mais caracterizaram a
resolugdo dos problemas de isomorfismo foram a adicdo repetida (21,7%), a
contagem ou distribuicdo unitaria (20,8%) e as estratégias inadequadas (20%). Os
problemas de combinatéria, por sua vez, se caracterizaram por estratégias
inadequadas (46,7%), seguida da estratégia combinacao por pares fixos (34,2%).

Dada a grande diferenca entre os tipos de problemas no que concerne as
estratégias, os resultados obtidos neste estudo serdo apresentados em dois grupos:
as estratégias adotadas em problemas de isomorfismo e as estratégias adotadas em
problemas de combinatoria. No interior de cada um desses grupos examinou-se se
haveria variagdes na frequéncia das estratégias em fungdo da operagdo requerida
para a solugdo do problema (multiplicacdo e divisdo) e em fungdo do suporte de

representacao oferecido (Grupo 1: lapis e papel; Grupo 2: fichas e Grupo 3: objetos).

5.2. As estratégias adotadas nos problemas de isomorfismo

5.2.1. Estratégias x tipo de operacgao



A Tabela 6 apresenta a distribuicdo das estratégias adotadas nos problemas

de isomorfismo em funcao do tipo de operacao requerida.

Tabela 6: Numero e porcentagem (em parénteses) das estratégias nos problemas
de isomorfismo em fung¢ao do tipo de operacao.

Estratégias nos problemas de Multiplicagao Divisao Total
Isomorfismo

Inadequada 11 (45,8) 13 (54,2) 24
Contagem ou distribui¢éo unitaria 6 (24) 19 (76) 25
Ensaio e erro por ajustes 0 15 (100) 15
Adicao repetida 26 (100) 0 26
Contagem em multiplos 3(100) 0 3
Mista 8 (100) 0 8
Aplicagao das operacdes 6(31,6) 13 (68,4) 19

Observa-se maior frequéncia de algumas estratégias em fungdo da operacéo
utilizada nos problemas de isomorfismo: a distribuicdo unitaria era mais frequiiente
em problemas que requeriam o uso da divisido do que em problemas que requeriam
o0 uso da multiplicacdo; e a estratégia de ensaio e erro sé foi utilizada nos problemas
de divisdo. Por outro lado, a adicdo repetida e a estratégia mista eram adotadas
apenas em problemas que requeriam a multiplicacdo. As demais estratégias ndo se
diferenciavam em funcdo do tipo de operacdo requerida para a resolugdo dos
problemas de isomorfismo.

Os dados mostram, portanto, que as estratégias adotadas nos problemas de

isomorfismo variam em fung&o da operacgao requerida para sua solugao.



5.2.2. Estratégias x tipo de suporte de representacao
A Tabela 7 apresenta a distribuicdo das estratégias adotadas nos problemas
de isomorfismo em fungao do suporte de representacao.

Tabela 7: Numero e porcentagem (em parénteses) das estratégias nos problemas
de isomorfismo em fungao do suporte de representacgao.

Estratégias nos problemas Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3
de isomorfismo Lapis e papel Concreto Concreto  Total
Neutro Definido
Inadequada 15 (62,5) 7(29,2) 2(8,3) 24
Contagem ou distribuicdo 5(20) 12 (48) 8(32) 25
unitaria
Ensaio e erro por ajustes 1(6,7) 6 (40) 8(53,3) 15
Adicao repetida 9(34,6) 4(15,4) 13 (50) 26
Contagem em mulltiplos 0 1(33,3) 2(66,7) 3
Mista 2(25) 3(37,5) 3(37,5) 8
Aplicagéo das operagdes 8(42,1) 7 (36,8) 4(21,1) 19

De modo geral, observa-se que algumas estratégias variam em fungdo do
suporte de representacdo disponibilizado. A estratégia inadequada e a aplicacdo das
operagdes (da multiplicacdo e da divisdo), estdo mais presentes no lapis e papel. A
estratégia contagem ou distribuicdo unitaia se concentra no material concreto
neutro, e a estratégia ensaio e erro, adicdo repetida e contagem em multiplos se
apresentam com mais freqiiéncia no material concreto definido.

A seguir sdo apresentados e discutidos os resultados relativos ao uso de cada
tipo de estratégia, separadamente, em funcdo do suporte de representacdo

fornecido.

> Estratégia inadequada



Como pode ser visto na Tabela 7, nos problemas de isomorfismo observa-se
que as estratégias inadequadas estdo presentes em 62,5% no Grupo 1 (lapis e
papel), em 29,2% no Grupo 2 (material concreto neutro) e em 8,3% no Grupo 3
(material concreto definido). Esta estratégia era bem mais freqlente quando as
criangas usavam lapis e papel (Grupo 1: 62,5%) do que quando usavam objetos
(Grupo 3: 8,3%).

Os dados mostram que o uso desta estratégia ndo variava em fungdo do
material concreto disponibilizado (fichas e objetos), mas que era amplamente
adotada quando lapis e papel eram disponibilizados e raramente utilizada quando os
objetos estavam presentes. Isso sugere que quando usando objetos, as criancas
raramente usam estratégias inadequadas durante sua resolugdo; mas que isso

ocorre quando usam lapis e papel.

» Contagem ou distribui¢ao unitaria

Esta estratégia, como mostrado na tabela 7, € mais adotada no material
concreto neutro (G2: 48%), depois no material concreto definido (G3: 32%), e por
ultimo no lapis e papel (G1: 20%). Apesar das diferentes porcentagens, essas nao

sdo tao diferentes, concluindo-se que o uso dessa estratégia ndo varia em fungdo do

tipo de suporte de representacéo fornecido.

> Ensaio e erro por ajustes

Como pode ser visto na tabela 7, esta estratégia € mais freqliente no material
concreto definido (G3: 53,3%), depois no material concreto neutro (G2: 40%), e por
ultimo no lapis e papel (G1: 6,7%). A partir desses dados conclui-se que a estratégia

de ensaio e erro é raramente adotada quando o suporte de representacdo é grafico



(lapis e papel: 6,7%) e amplamente adotada quando o suporte de representagdo
envolve objetos (53,3%).

Ao que parece, quando a crianga tem a sua disposicao objetos que
claramente representam as quantidades contidas no enunciado dos problemas é
mais facil ajustar, distribuir e redistribuir os objetos até encontrar uma quantidade
que considere apropriada como resposta ao problema. Quando lapis e papel sdo
fornecidos, esta estratégia perde sua importancia, sendo raramente adotada, visto
que, graficamente, é dificil realizar distribuicdes e redistribuicdes. Essa estratégia so

apareceu nos problemas que requeriam a divisao.

> Adicao repetida

Na Tabela 7, observa-se que esta estratégia € adotada mais freqlentemente
no material concreto definido (G3: 50%), do que no lapis e papel (G1: 34,6%) e do
que no material concreto neutro (G2: 154%). Nas trés situacdes, essa estratégia
apareceu apenas nha operacdo de multiplicagdo, como podera ser visto adiante. As
criancas adotavam mais a adicdo repetida quando resolvendo os problemas de
multiplicagdo com objetos (G3: 50%) do que quando resolvendo através de fichas
(G2: 15,4%).

Ao que parece, as criangas preferem a adicdo repetida quando objetos estdo
presentes durante o processo de resolugido, o que permite claramente identificar o
multiplicando  (objetos) do multiplicador (quantas vezes). Quando o suporte
disponibilizado é lapis e papel, $so parece também ser possivel; mas quando fichas

sao disponibilizadas parece que a crianga nao consegue fazer esta diferenciacao.

>» Contagem em multiplos



Como mostrado na Tabela 7, esta estratégia, de modo geral, foi raramente

utilizada, independentemente do suporte de representacdo adotado; estando
ausente quando era disponibilizado lapis e papel. Esta estratégia foi caracteristica

dos problemas que requeriam a multiplicagéo para sua resolugao.

> Mista

De maneira geral, como indicado na Tabela 7, esta estratégia foi pouco
freqUente, sendo mais adotada quando o material concreto era neutro (37,5%) e
definido (37,5%) do que quando o suporte de representacdo era lapis e papel (25%).
Esses resultados mostram que a estratégia mista era igualmente adotada nos trés

grupos, nao variando em funcao do suporte de representacao disponibilizado.

> Aplicagao das operagoes

A estratégia caracterizada pelo uso das operacbes de multiplicagdo e de
divisao foi mais utiizada quando o suporte de representacdo era lapis e papel
(42,1%) e quando era material concreto neutro (36,8%), sendo menos adotada
quando era material concreto definido (21,1%). Ao que parece, 0 uso das operacdes
(de multiplicagdo e de divisdo) nao varia em fungcdo do tipo de suporte
disponibilizado.

Para resumir os resultados até entdo apresentados sobre os problemas de
isomorfismo relativos a cada estratégia em fungcao dos diferentes tipos de suporte de
representacao, é possivel notar que:

(@) A estratégia inadequada variava entre os grupos em fungdo do suporte de

representacdo, pois essa estratégia era mais freqlente quando usado lapis e

papel (G1) do que quando usados objetos (G3). Este resultado sugere que os

objetos permitiam a crianga ter em mente durante o processo de resolugdo o



(b)

(©

significado do problema, o que era requerido e os referentes para as
quantidades. Entretanto, ao usarem lapis e papel, essas estratégias eram
mais freqlentes, sugerindo que esta situacdo dificultava a criangca manter o
significado do problema.

Em relagcdo a estratégia de ensaio e erro, ocorria 0 oposto do acima descrito.
As criancas adotavam mais esta esfratégia quando os objetos estavam
presentes (G3) do que quando resolviam problemas através de lapis e papel
(G1). E possivel que a manipulagdo de objetos que tinham uma relagdo direta
com os referentes das quantidades envolvidas nos problemas tenha
propiciado o uso de estratégias de ensaio e erro que se caracterizam por
ajuste e aproximagbes continuas até que se obtenha uma quantidade que a
crianga considera aceitavel como resposta. O lapis e papel por sua vez, nao
propiciam o aparecimento desta estratégia, pois estes ajustes por
aproximacgdes parecem ser dificeis de serem realizados através de grafismos.

A adicdo repetida, prépria de problemas envolvendo a operagdo de
multiplicacdo, também variava em funcdo do suporte de representacéo
oferecido: as criangas usavam mais esta estratégia quando objetos estavam
presentes (G2 material concreto definido) do que quando fichas eram
disponibilizadas (G2: material concreto neutro). Parece que o0s objetos
permitiam & crianga distinguir entre o multiplicando (quantos elementos em
um grupo) e o multiplicador (quantas vezes esta quantidade de elementos
deveria ser repetida). As fichas (material concreto neutro), apesar de serem
um material concreto, parecem nao permitir esta diferenciacido que é

importante durante o processo de resolugéo.



As demais estratégias identificadas nos protocolos das criangas (aplicagcdo
das operagdes, mista, contagem em multiplos, contagem ou distribuicdo unitaria)
nao variavam em funcao do suporte de representacao disponibilizado.

Além das relagbes entre estratégia adotada e suporte de representacdo
adotado, parece interessante examinar as relagdes entre as estratégias e as
operagoes requeridas para a resolugdo dos problemas de isomorfismo. Este aspecto

€ apresentado a seguir, tratando-se separadamente cada grupo.

5.2.3. Problemas de isomorfismo resolvidos através de lapis e papel (G1):
Estratégias X Operacao

A Tabela 8 mostra a distribuicdo das estratégias usadas nos problemas de
isomorfismo quando se usa o lapis e papel para resolver os problemas que
envolviam as operac¢des de multiplicacdo e de divisao.

Tabela 8: Numero e porcentagem (em parénteses) das estratégias em relagdo aos
problemas de isomorfismo multiplicacao e divisdo usando o lapis e o papel.

Estratégias Tipo de operagao Total Z P
Multiplicacao Divisao

Inadequada 7(46,7) 8(53,3) 15 -,2962 7671

Contagem ou distribuicéo 1(20) 4 (80) 5 -1,6036  .1088
unitaria
Ensaio e erro por ajustes 0 1(100) 1 -1,0000 3173
Adicao repetida 9(100) 0 9 -2,6656  .0077
Contagem em multiplos 0 0 0 ,0000 1.0000
Mista 2(100) 0 0 -1,3416 1797

Aplicagao das operagdes 1(12,5) 7(87,5) 8 -2,2014 0277




Com o objetivo de examinar se haveria diferengas quanto ao uso dessas
estratégias em funcdo da operagdo requerida pelo problema, aplicou-se o teste de
Wilcoxon (dados da estatistica no anexo V) a cada estratégia separadamente. Os
niveis de significancia obtidos nessas analises sdo apresentados na Tabela 8 acima.

Com pode ser visto, as unicas diferencas significativas encontradas em
relacdo ao uso das estratégias em fungcao da operacdo foram: (a) quanto ao uso da
estratégia de adicdo repetida, que estava presente apenas em problemas
envolvendo a operagdao de multipicagéo; e (b) quanto a aplicacdo das operacdes
que era mais freqlente nos problemas que requeriam a divisdo do que em
problemas que requeriam a multiplicagao.

Como mostra a Tabela 8, os problemas que requeriam a multiplicagdo eram
em geral, resolvidos através de adigdes repetidas, evitando assim, a aplicagcdo da
operacdo de multiplicacdo. Ja em relacdo aos problemas que requeriam a diviséo,
as criangas tendiam a usar a operagdo de divisho ou a usar estratégias
inadequadas. Parece que a adicdo repetida € uma estratégia que é usada em lugar
da aplicacdo da operacdo da multiplicacdo; enquanto que na divisdo, quem n&o
sabe usar a operagdo usa estratégias inadequadas. E como se a adigdo repetida
substituisse 0 uso da operagdo da multiplicagdo. Em relacdo a divisdo as criangas
nio parecem dispor de uma estratégia que possa substituir 0 uso da operacdo da

divisdo: ou usam estratégias inadequadas ou aplicam a operagao que ja dominam.

5.2.4. Problemas de isomorfismo resolvidos através de material concreto
neutro (G2 - Fichas): Estratégias X Operac¢ao

A Tabela 9 mostra a distribuicdo das estratégias usadas nos problemas de
isomorfismo quando se usa fichas (material concreto neutro) para resolver os

problemas que envolviam as operagdes de multiplicagcao e de divisao.



Com o objetivo de examinar se haveria diferencas quanto ao uso dessas
estratégias em funcdo da operagdo requerida pelo problema, aplicou-se o teste de
Wilcoxon (dados estatisticos no anexo V) a cada estratégia separadamente. Os

niveis de significdncia obtidos nessas analises sao apresentados na Tabela 9.

Tabela 9: Numero e porcentagem (em parénteses) das estratégias em relagdo aos
problemas de isomorfismo multiplicagéo e divisdo usando o material concreto neutro.

Estratégias Fregiiéncia Total Y4 P

Multiplicagdao Divisao

Inadequada 4(57,1) 3(42)9) 7 -1,0000 3173

Contagem ou distribuicao 5(41,7) 7 (58,3) 12 -,5606 5751
unitaria

Ensaio e erro por ajustes 0 6 (100) 6 -2,2014 0277

Adicao repetida 4 (100) 0 4 -1,8257 0679

Contagem em multiplos 1(100) 0 1 -1,0000 3173

Mista 3(100) 0 3 -1,6036 .1088

Aplicacao das operagdes 3(42,9) 4(57,1) 7 -,3381 7353

O Wilcoxon mostrou haver diferengas significativas apenas em relagdo ao uso
da estratégia ensaio e erro por ajustes. Esta diferenca foi porque esta estratégia era
adotada apenas nos problemas em que a operacdo de divisdo era requerida. De
modo geral, quando fichas sdo utilizadas para a resolugdo dos problemas de
isomorfismo, ha pouca variagao quanto ao uso de estratégias em funcao do tipo de

operacgao requerida pelo problema.

5.2.5. Problemas de isomorfismo resolvidos através do material concreto
definido (G3 - Objetos): Estratégias X Operacao



A Tabela 10 mostra a distribuicdo das estratégias usadas nos problemas de

isomorfismo quando se usa objetos (material concreto definido) para resolver os

problemas que envolviam as operagdes de multiplicagdo e de divisdo.

Tabela 10: Numero e porcentagem (em parénteses) das estratégias em relacdo aos
problemas de isomorfismo multiplicacdo e divisdo usando o material concreto
definido.

Estratégias Freqiiéncia Total Y4 P

Multiplicagdo Divisao

Inadequada 0 2(100) 2 -1,3416 A797

Contagem ou distribuicao 0 8(100) 8 -2,5205 0117
unitaria

Ensaio e erro por ajustes 0 8 (100) 8 -2,5205 0117

Adicao repetida 13 (100) 0 13 -3,1798 0015

Contagem em multiplos 2(100) 0 2 -1,3416 A797

Mista 3(100) 0 3 -1,6036 .1088

Aplicagéo das operagdes 2 (50) 2 (50) 4 ,0000 1.0000

Com o objetivo de examinar se haveria diferencas quanto ao uso dessas
estratégias em funcdo da operagdo requerida pelo problema, aplicou-se o teste de
Wilcoxon (dados estatisticos no anexo V) a cada estratégia separadamente. Os
niveis de significancia obtidos nessas analises s&o apresentados na Tabela 10.

O teste detectou diferengas significativas entre operagdes quanto ao uso da
contagem e distribuicdo unitaria, quanto ao uso do ensaio e erro e quanto ao uso da

adicdo repetida. A contagem e distribuicdo unitaria e a estratégia de ensaio e erro



foram utilizadas apenas nos problemas de divisdo; enquanto a adicido repetida
aparecia apenas nos problemas de multiplicacdo.

Os dados mostram, portanto, que algumas estratégias adotadas nos
problemas de isomorfismo variam em fungdo da operagdo requerida para sua
solucdo, quando se usa o material concreto definidko como suporte de
representagdo. Ha estratégias unicamente adotadas na divisdo, e ha estratégias
adotadas unicamente na multiplicagao.

Comparando-se, de modo geral, os resultados relativos as comparagdes entre
operagcdes quanto ao uso das diferentes estratégias em cada um dos grupos,
observa-se que ha mais variagbes entre as operagbes quando objetos séo
disponibilizados (trés variagcdes) do que quando lapis e papel sdo fornecidos (duas
variagbes) e do que quando fichas (uma variagdo) sao oferecidas. Ao que parece, a
presenca de objetos permite que as criancas sejam mais sensiveis as operagdes do
que quando fichas sdo oferecidas. Parece que as fichas levam as criangas a
adotarem estratégias de resolucdo que sao igualmente aplicadas a problemas que
envolvem os dois tipos de operagbes, como por exemplo estratégias inadequadas,
contagem ou distribui¢do unitaria e a aplicagdo das operacdes.

A seguir s30 analisados resultados relativos aos problemas de combinatéria.

5.3. As estratégias adotadas nos problemas de combinatéria

5.3.1. Estratégias x tipo de operacgao

A Tabela 11 mostra a porcentagem das estratégias adotadas nos problemas

de combinatéria em funcao do tipo de operagao requerida.

Tabela 11: Numero e porcentagem (em parénteses) das estratégias nos problemas
de combinatdria em fungéo do tipo de operagao.

Estratégias nos problemas de Multiplicagao Divisao Total



Combinatéria

Inadequada 12 (21,4) 44 (78,6) 56

Combinacgao por pares fixos 35 (85,4) 6(14,6) 41
Combinacéo flexivel dos pares limitados

pelo maior nimero presente no enunciado 6(85,7) 1(14,3) 7

Combinacéo flexivel dos pares 7 (43,75) 9 (56,25) 16

Observa-se maior frequiéncia de algumas estratégias em fungdo da operagao
utilizada nos problemas de combinatéria: as diferencas foram em relagdo ao uso da
estratégia inadequada que era mais freqlentemente utilizada nos problemas que
requeriam a divisdo do que em problemas que requeriam a multiplicagdo. O uso
mais freqlente desta estratégia na divisdo talvez se explique porque o uso da
operacao de divisdo em problemas de combinatéria tenha sido a situacdo mais dificil
para as criangas.

A outra diferenca encontrada foi em relagio ao uso da estratégia de
combinacdo por pares fixos. Esta era mais freqlentemente adotada nos problemas
que requeriam a multiplicacdo do que nos problemas que requeriam a divisao.
Parece que em problemas que requerem a multiplicacdo € mais facil tentar formar

pares do que nos que requerem a divisao.

5.3.2. Estratégias x tipo de suporte de representacao

Tabela 12: Numero e porcentagem (em parénteses) das estratégias nos problemas
de combinatdria em fun¢ao do suporte de representacao.

Estratégias nos problemas Lapis e Concreto Concreto Total
de combinatéria papel Neutro Definido
Inadequada 26 (46,4) 19 (34) 11 (19,6) 56

Combinagao por pares fixos 9(22) 14 (34,1) 18 (43,9) 41




Combinacao flexivel dos

pares limitados pelo maior 1(14,3) 1(14,3) 5(71,4) 7
namero presente no
enunciado
Combinacéo flexivel dos 4 (25) 6(37,5) 6(37,5) 16
pares

De modo geral, observa-se que algumas estratégias variam em fungdo do
suporte de representacdo disponibilizado. A estratégia inadequada com perda do
significado foi menos freqliente no concreto definido do que nos demais grupos. Ja a
combinacdo flexivel dos pares limitados pelo maior numero do enunciado foi mais
freqlente quando objetos eram disponibilizados do que quando os demais suportes
eram apresentados.

A seguir sdo apresentados e discutidos os resultados relativos ao uso de cada
tipo de estratégia adotada nos problemas de combinatoria, separadamente, em

funcdo do suporte de representacao fornecido.

> Inadequada

Como mostrado na Tabela 12, esta estratégia era menos freqlente quando
objetos estavam presentes (G3: 19,6%) do que em relagdo aos demais suportes de
representacdo (G1 — lapis e papel: 46,4%, G2 - fichas: 34%). Esses resultados
decorreram do fato de que as estratégias inadequadas eram pouco freqlentes
quando objetos eram fornecidos para as criangas. Isso significa que os objetos

permitiam as criangas ndo perderem de vista as relagdes envolvidas no problema.

» Combinacao por pares fixos



Como mostrado na Tabela 12, esta estratégia era menos frequente quando se
tinham lapis e papel (G1: 22%) do que em relagdo aos materiais concretos (G2 —
fichas: 34,1%, G3 - objetos: 43,9%).

E importante salientar que existe uma grande diferenca entre o lapis e papel
(G1) e o concreto definido (G3). De fato, como mostrado na Tabela 12, a estratégia
de combinagdo por pares € mais freqliente quando objetos sdo disponibilizados do
que quando lapis e papel sdo fomecidos. E possivel que por ndo compreender a
necessidade de formar pares que variam entre si, a crianca perceba apenas a
necessidade de formar pares fixos, acreditando que com objetos, no caso as blusas

e as saias, este material torna-se mais adequado para auxiliar na resolucéo.

>» Combinacgao flexivel dos pares limitados pelo maior numero presente no
enunciado

Analisando a Tabela 12, essa estratégia € mais freqliente quando objetos
(71,4%) sao disponibilizados do que quando fichas (14,3%) ou lapis e papel (14,3%)
sao oferecidos. Nota-se que os objetos de certa forma favorecem o uso desta
estratégia. Parece que o0s objetos (saias e blusas) permitem que a crianga
compreenda, pelo menos de forma ainda elementar, que os pares ndo sdo fixos,
havendo flexibilidade na combinagdo entre os objetos. Esta questdo, entretanto,
merece ser investigada em maiores detalhes, como sugerido nas conclusdes finais

deste estudo.

>» Combinacao flexivel dos pares

Esta foi a estratégia que mais se aproximou do que é requerido em problemas
de combinatéria: combinacdo flexivel dos elementos para a formagao de pares que
nao séo fixos, distinguindo-se numero de elementos de numero de combinagbes

possiveis entre eles. Como mostrado na Tabela 12, os percentuais de freqléncia



desta estratégia em cada grupo sdo semelhantes. Estes dados indicam que esta
estratégia ndo varia em fungao do suporte de representagao fornecido.

Resumindo os dados até entdo analisados em relacdo as relagbes entre
estratégias e suportes de representacdo em problemas de combinatoria, observa-se
que:

(@) A estratégia inadequada varia em fungdo do suporte de representagio
disponibilizado. Esta estratégia era menos freqlente quando objetos eram
oferecidos do que quando fichas e lapis e papel estavam presentes. Parece
que neste tipo de problema os objetos favorecem nao perder o significado do
problema;

(b) A estratégia de combinagdo por pares fixos também varia em fungdo do
suporte de representagdo. Esta estratégia € mais utiizada quando os
materiais concretos definidos (objetos) estdo presentes durante a resolugao
do problema. E possivel que isso ocorra porque os objetos (saias e blusas)
permitem que a crianga diretamente forme os pares de blusas e saias a

serem combinados. Entretanto a crianga forma os pares de maneira fixa.

As demais estratégias (combinacdo flexivel dos pares, e combinacdo flexivel
dos pares limitados pelo maior nimero presente no enunciado do problema) ndo
variavam em fun¢ do do suporte de representacao disponibilizado.

Além das relagdes entre estratégia adotada e suporte de representacdo
adotado, examinou-se, ainda, a relacdo entre as estratégias e as operagbes
requeridas para a resolucdo dos problemas de combinatdria. Este aspecto é

apresentado a seguir, considerando cada grupo separadamente.



5.3.3. Problemas de combinatdria resolvidos através de lapis e papel (G1):
Estratégias X Operagao

A Tabela 13 mostra a porcentagem das estratégias adotadas em cada

operagao quando se tem o lapis e papel como suporte de representacido, constando

o nivel de significancia obtido através do Wilcoxon (Anexo V).

Tabela 13: Numero e porcentagem (em parénteses) das estratégias em relacao aos
problemas de combinatéria multiplicagéo e divisdo usando o lapis e papel.

Estratégias Freqiiéncia Total V4 P
Multiplicacdo  Divisao

Inadequada 9(34,6) 17 (65,4) 26 -2,5205 0117
Combinacao por pares 8(88,9) 1(11,1) 9 -2,3664  .0180
fixos

Combinacao flexivel dos

pares limitados pelo maior 0 1(100) 1 -1,0000 3173
numero presente no
enunciado
Combinacao flexivel dos 3(75) 1(25) 4 -1,3416 1797
pares

Diferencas significativas foram encontradas em relagdo a estratégia
inadequada que era mais freqliente nos problemas que requeriam a divisdo do que
entre os que requeriam a multiplicagdo; e em relacdo a estratégia de combinagao
por pares fixos que era mais freqliente na multiplicacdo do que na divis&o.

Mais uma vez, nota-se a dificuldade da crianga em resolver problemas de

combinatéria envolvendo a divisdo. Devido a esta dificuldade as criancas usam

estratégias que levam a uma perda das relagdes envolvidas no problema. Ja nos



problemas que requerem a multiplicacdo as criangas parecem compreender a
necessidade de formar pares, embora o faca de forma fixa.

Os dados mostram, portanto, que ao usar lapis e papel como suporte de
representacdo, algumas estratégias adotadas nos problemas de combinatéria

variam em fungéo da operacao requerida para sua solugao.

5.3.4. Problemas de combinatoria resolvidos através de material concreto
neutro (G2 - Fichas): Estratégias X Operac¢ao

As porcentagens das estratégias quando fichas s&o disponibilizadas na
resolucdo de problemas de combinatéria sdo apresentadas na Tabela 14, constando

o nivel de significAncia obtido através do Wilcoxon (Anexo V).
Tabela 14: Numero e porcentagem (em parénteses) das estratégias em relacdo aos
problemas de combinatdria multiplicacdo e divisdo usando o material concreto

neutro.

Estratégias Freqiiéncia Total Y4 P

Multiplicagao Divisao

Inadequada 3(15,8) 16 (84,2) 19 -3,1798  .0015
Combinagao por pares 14 (100) 0 14 -3,2958  .0010
fixos

Combinacao flexivel dos
pares limitados pelo 1(100) 0 1 -1,0000 .3173
maior numero presente
no enunciado

Combinacao flexivel dos 2(33,3) 4 (66,7) 6 -1,3416 1797
pares




Semelhante ao que foi observado com o Grupo 1 (lapis e papel), diferencas
significativas foram encontradas em relacdo a estratégia inadequada e em relagdo a
estratégia de combinagéo por pares fixos, como indicado pelo Wilcoxon. A estratégia
inadequada era mais freqliente nos problemas que requeriam a divisdo do que entre
0s que requeriam a multiplicagdo; e em relagdo a estratégia de combinagdo por
pares fixos esta estratégia era adotada apenas na multiplicacao.

Portanto, que as estratégias adotadas nos problemas de combinatéria variam
em funcdo da operacdo requerida para sua solucdo, quando se usa o material
concreto neutro como suporte de representacdo. Ha estratégias caracteristicas da

divisdo, assim como ha estratégias caracteristicas da multiplicagao.

5.3.5. Problemas de combinatoria resolvidos através de material concreto
definido (G3 - Objetos): Estratégias X Operagao

A Tabela 15 ilustra os resultados obtidos nestes grupos em relagdo as
estratégias adotadas e as operagbes requeridas para a resolugdo dos problemas de
combinatéria, constando ainda, o nivel de significancia obtido através do Wilcoxon
(Anexo V).

Observa-se que quando a crianga se utiliza de objetos para resolver
problemas surgem grandes variagbes entre as operagbes quanto ao uso das
estratégias.

Tabela 15: Numero e porcentagem (em parénteses) das estratégias em relacdo aos

problemas de combinatéria multiplicacdo e divisho usando o material concreto
definido.

Estratégias Freqiiéncia Total Y4 P

Multiplicacado  Divisao

Inadequada 0 11 (100) 11 -2,9341  .0033



Combinagao por pares 13(72,2) 5(27,8) 18 -2,2424 0249
fixos

Combinagao flexivel dos

pares limitados pelo maior 5(100) 0 5 -2,0226  .0431
numero presente no
enunciado
Combinagao flexivel dos 2(33,3) 4 (66,7) 6 -1,3416 1797
pares

Estratégias inadequadas sdo observadas apenas em problemas de
combinatéria que requerem a divisdo. Por outro lado, a combinagdo por pares fixos
sdo mais freqlientes em problemas que requerem a multiplicacdo do que nos que
requerem a divisdo. A estratégia de combinacao flexivel dos pares limitados pelo
maior numero do enunciado do problema aparece apenas em problemas de
multiplicacgao.

Mais uma vez notase a dificuldade da crianca em manter as relagbes
envolvidas no problema quando resolvendo problemas de combinatéria que
requerem a divisdo (uso de estratégias inadequadas). Isso ocorreu em todos os
grupos independentemente do tipo de suporte disponibilizado.

De modo geral, nos problemas de combinatoria, em todos os grupos de
criangas, observa-se que a estratégia inadequada foi caracteristica da operacdo de
divisdo e a estratégia combinacdo por pares fixos foi mais freqliente na operagdo de
multiplicagdo. A estratégia que usa o raciocinio apropriado para a resolucdo dos
problemas de combinatéria (combinagido flexivel dos pares) ndo foi caracteristica
nem da operagdo de multiplicagdo nem da divisdo, que foi rara em ambas as
operagdes.

Comparando-se, no geral, os resultados relativos as comparagbes entre

operagdes quanto ao uso das diferentes estratégias em cada um dos grupos,



observa-se que ha mais variagdes entre as operagdes quando objetos s&o
disponibilizados (trés variagbes) do que quando lapis e papel sdo fornecidos (duas
variagbes) e do que quando fichas (duas variagdes) sao oferecidas. Semelhante ao
que foi observado em relagdo aos problemas de isomorfismo em todos os grupos, a
presenca de objetos permite que as criangas sejam mais sensiveis as operagdes do
que quando fichas sao oferecidas.

Importante mencionar que nos problemas de combinatéria nenhuma das
criancas em toda a amostra, mesmo quando lapis e papel eram disponibilizados,
adotou a aplicacdo da operagcdo da divisdo ou da multiplicagdo para tentar resolver
os problemas. Isso ocorria com os problemas de isomorfismo, mas ndo com os de
combinatéria. Uma possivel explicagdo para isso, € que nos problemas de
combinatéria as criangas nao os reconhecem como sendo problemas que requerem
tais operacdes. Essa € uma questdo interessante de ser investigada, como sera
tratado nas conclusées deste estudo.

A seguir sdo tratadas as relagcbes entre as estratégias utilizadas e o
desempenho das criancas na resolugdo dos problemas apresentados, procurando-

se juntar os dados relativos as estratégias com os dados relativos ao desempenho.

5.4. Estratégias e Desempenho

O objetivo das discussdes a seguir € o de procurar compreender as relagdes
entre desempenho e estratégia adotada. Haveria alguma estratégia que levaria mais
ao acerto do que outras? Serd que uma mesma estratégia variaria seu nivel de
eficacia em fungdo do suporte de representagdo adotado? Devido as diferencas
entre as estratégias adotadas nos problemas de isomorfismo e as estratégias
adotadas nos problemas de combinatdria, analisou-se essas questdes em cada tipo

de problema separadamente.



> Problemas de isomorfismo

Na Tabela 16, observa-se que de modo geral as estratégias levam a um alto

percentual de acertos nos problemas de isomorfismo, com exce¢do da estratégia

inadequada que leva sistematicamente ao erro.

Tabela 16: Numero e porcentagem (em parénteses) de acerto em cada estratégia
em relacido aos problemas de isomorfismo.

Estratégias dos problemas de Acertos Total
isomorfismo

Inadequada 0 24

Contagem ou distribuicao unitaria 24 (96) 25
Ensaio e erro por ajustes 12 (80) 15
Adicao repetida 26 (100) 26
Contagem em multiplos 3(100) 3
Mista 8(100) 8

Aplicacao das operacdes 14 (73,7) 19

Isso é observado principalmente em relacdo a adigdo repetida, a contagem
em multiplos e a mista (acerto sistematico). Interessante observar que nem sempre o
uso da operagdo leva ao acerto. Isso talvez ocorra porque a crianga conhece a
operacao da divisao e da multiplicagcdo porém apresenta erros de calculo ou

inversdo dos termos (como ocorreu com a divisdo em que a crianga confundia o

divisor com o quociente)



> Problemas de combinatoria

Em relagdo aos problemas de combinatéria, como mostra Tabela 17, a unica

estratégia que parece levar a algum acerto € a combinacgao flexivel dos pares.

Tabela 17: Numero e porcentagem (em parénteses) de acerto em cada estratégia
em relacao aos problemas de combinatoria.

Estratégias dos problemas de Acertos Total
combinatéria

Inadequada 0 56

Combinacao por pares fixos 41

Combinagao flexivel dos pares limitados pelo 0 7
maior nimero presente no enunciado

Combinacao flexivel dos pares 8 (50) 16

Esta estratégia garante pelo menos 50% de respostas corretas nos problemas
de combinatéria. Esta estratégia indica ser a mais eficiente na resolugdo desses
problemas, porém nao leva ao acerto sistematico como se poderia inicialmente
pensar. O que ocorre € que as criancas embora aceitem a idéia de pares flexiveis
elas ndo combinam exaustivamente os pares e se perdem na contagem das
combinagdes feitas. Isso leva ao erro. No entanto, esta estratégia, indica que a
crianga ndo mais confunde numero de elementos com numero de combinagdes,
como ocorria, por exemplo com a estratégia de combinagdo por pares fixos limitados

pelo maior numero presente no enunciado do problema. A crianga, ao usar esta



estratégia parece compreender que o que deve ter em mente para achar o resultado
correto é a contagem do nimero de combinagdes que podem ser feitas. E possivel
supor que os erros derivados desta estratégia tenham decorrido dos valores usados
nos problemas e que problemas com numeros menores poderiam ter sido
adequadamente resolvidos. Esta €& uma possibiidade, e como comentado nas
conclusOes podera ser investigada em estudos futuros.

Ihteressa, ainda, examinar se a relagdo entre desempenho e estratégias €
influenciada pelo suporte de representa¢do, como discutido a seguir.

5.4.1. As relagcoes entre desempenho e estratégias em cada suporte de
representacao

Em fungado das diferentes estratégias adotadas em cada tipo de problema, os
dados a seguir sdo apresentados em relagio a cada tipo de problema
separadamente.

> Problemas de isomorfismo

As relagdes entre desempenho e estratégias nos problemas de isomorfismo
em fungao do suporte de representacéo oferecido sao ilustradas na Tabela 18.

Como se pode observar nesta tabela, as estratégias inadequadas levam
sempre ao erro, independentemente do tipo de suporte de representagdo adotado
durante a resolucdo dos problemas de isomorfismo.

O acerto, quando o suporte de representacdo € lapis e papel parece se
caracterizar pelo uso da adicdo repetida (préprio de problemas que requerem a
multiplicacdo para sua resolugcdo) e pela aplicacdo da operacdo da divisao ou da
multiplicacao.

Tabela 18: Numero e porcentagem (em parénteses) de acertos em cada estratégia
em relacio ao suporte de representacao nos problemas de isomorfismo.

Condicoes

Estratégias nos problemas de Lapis e Concreto Concreto Total
isomorfismo papel neutro definido




(fichas) (objetos)

Inadequada 0 0 0 0
Contagem ou distribuicao unitaria 5(20,8) 12 (50) 7(29,2) 24
Ensaio e erro por ajustes 0 4(33,3) 8(66,7) 12
Adigao repetida 9(34,6) 4(15,4) 13 (50) 26
Contagem em multiplos 0 1(33,3) 2(66,7) 3
Mista 2(25) 3(37,5) 3(37,5) 8
Aplicacdo das operacdes 6 (42,8) 4 (28,6) 4 (28,6) 14

Quando o suporte de representacdo oferecido é material concreto neutro
(fichas) que ndo possui um referente direto para as quantidades envolvidas no
problema, as estratégias mais eficientes, isto é, que levam ao acerto, sdo a
contagem unitaria (para a multiplicacdo) ou distribuicdo unitaria (para a divisdo) e a
estratégia mista que envolve a adicdo repetida combinada com outras estratégias
como a contagem em multiplos e a aplicagao das operagoes.

Quando objetos sdo disponibilizados (material concreto definido), parece que
mais estratégias surgem como eficientes: o ensaio e erro por ajustes, a contagem
em multiplos e a adicdo repetida. Importante notar que essas Uultimas sao préprias de
problemas que requerem a multiplicagdo para sua resolugdo. A estratégia mista
também é responsavel por um percentual relativo de acertos (37.5%).

Comparando-se, de modo geral, os trés grupos, nota-se que nos problemas
de isomorfismo as criancas utiizam-se de estratégias mais variadas que levam ao
acerto quando objetos sao disponibilizados.

Considerando-se cada estratégia separadamente, observa-se que a eficiéncia
da estratégia ensaio e erro por ajustes, a adigdo repetida e a contagem em multiplos

€ mais acentuada quando objetos estdo presentes durante a resolugdo de



problemas de isomorfismo do que em relagio aos demais suportes de
representacdo. A contagem e a distribuicdo unitaria por sua vez, € mais eficiente
quando fichas (material concreto neutro) sao oferecidas. A aplicagcdo das operagbes
€ mais eficiente quando lapis e papel estdo disponiveis. Isso era de se esperar,
evidentemente. A estratégia mista parece ser eficiente em todos os trés tipos de

suportes de representacao.

> Problemas de combinatéria

A Tabela 19 apresenta as relagdes entre desempenho e estratégias em cada
suporte de representacdo na resolugdo dos problemas de combinatéria. Como pode
ser visto, a Unica estratégia que levou ao acerto foi a combinacdo flexivel dos pares.

Isso foi observado nos trés tipos de suportes oferecidos as criangas.

Tabela 19: Numero e porcentagem (em parénteses) de acerto das estratégias em
relagcdo ao suporte de representacao nos problemas de combinatoria.

Estratégias Condicgoes Total
Lapis e papel Concreto Concreto
neutro definido
(fichas) (objetos)
Inadequada 0 0 0 0
Combinacao por pares fixos 0 0 0 0
Combinacao flexivel dos
pares limitados pelo maior 0 0 0 0
ndmero presente no
enunciado

Combinacgao flexivel dos
pares 3(37,5) 3(37,5) 2 (25) 8




Como ja mencionado, dado os problemas de combinatéria merecem uma
investigagdo a parte, incluindo, ndo apenas um maior nimero de criangas mas
também criangas mais velhas para se examinar como seria 0 uso das estratégias
mais elaboradas em fung&o do suporte de representacéo.

Considerando a grande quantidade de dados analisados, faz-se necessario,
uma visao geral dos dados obtidos em relagdo as estratégias neste estudo. Para tal,
€ apresentado um resumo dos resultados relativos as estratégias em cada suporte

de representacgao.

5.5. Resumo dos resultados relativos as estratégias em cada suporte de
representacao

Os quadros apresentados a seguir resumem os principais resultados obtidos
neste estudo em relacdo as estratégias de resolugdo adotadas pelas criangas neste
estudo.

O Quadro 6 permite uma visualizacdo geral das estratégias mais adotadas em

cada tipo de problema em fungao dos suportes de representacéo disponibilizados.

Quadro 6: Resumo geral das estratégias mais adotadas em cada tipo de problema e
em funcao dos suportes de representagao.

Isomorfismo Combinatoria

Grupo 1 « Inadequada (62,5%) ¢ Inadequada (46,4%)
Lapis e papel « Adigao repetida (34,6%)

o Aplicagdo das operagbes
(42,1%)




Grupo 2
Material concreto
neutro (fichas)

« Contagem ou

unitaria (48%)

distribuicao

« Ensaio e erro por ajustes
(40%)

e Inadequada (33,9%)

« Combinacao por pares
fixos (34,1%)

o Combinagao flexivel dos
» Mista (37,5%) pares (37,5%)
» Aplicacdo das operacdes
(36,8%)
Grupo 3 « Ensaio e erro por ajustes|. Combinagdo por pares
Material concreto | (53,3%) fixos; (43,9%)
definido (objetos)
« Adicao repetida (50%) « Combinagdo flexivel dos

» Contagem em multiplos
(66,7%)

pares limitados pelo maior

ndmero presente no
enunciado (71,4%)

Os quadros a seguir mostram as estratégas

funcéo do tipo de problema e do tipo de operacao.

adotadas em cada grupo em

Quadro 7: Resumo geral das estratégias adotadas em cada tipo de problema e em
cada operagao no Grupo 1 (lapis e papel)

. Mista (100%)

Isomorfismo Combinatéria
Multiplicacao Divisao Multiplicacao Divisao
Grupo1 « Inadequada ¢ Inadequada e Inadequada e Inadequada
Lapis e (46,7%) (53,3%) (34,6%) (65,4)
papel
« Contagem oule Contagem Oule Combinacdo |e Combinagao
distribuicdo  unitaria| distribuicdo  unitaria | por pares fixos por pares fixos
(20%) (80%) (88,9%) (11,1%)
e Ensaio e erro e Combinagéo
por ajuste (100%) flexivel dos
pares limitados
« Adicéo repetida pelo maior
(100%) nimero presente
no enunciado

(100%)




(100%)

« Aplicagdo das|e Aplicagio das|e Combinagdo
operagoes (12,5%). | operagdes (87,5%) |flexivel dos ¢ Combinacao
pares (75%) flexivel dos
pares (25%)




Quadro 8: Resumo geral das estratégias adotadas em cada tipo de problema e em
cada operacao no Grupo 2 (fichas)

Isomorfismo Combinatoéria

Multiplicagao Divisao Multiplicagao Divisao
Grupo2 |e Inadequada ¢ Inadequada ¢ Inadequada ¢ Inadequada
Material | (57,1%) (42,9%) (15,8%) (84,2%)
concreto
neutro |e Contagem ou|® Contagem oule Combinagéo
(fichas) | distribuicdo distribuicao por pares fixos

unitaria (41,7%) | unitaria (58,3%) (100%)

e Ensaio e erro
por ajustes
(100%)

o Adicao
repetida (100%)

e Contagem em
multiplos (100%)

e Mista (100%)

e Aplicagdo das|® Aplicagdo das
operacgoes operacdes
(42,9%) (57,1%).

¢ Combinagao

flexivel dos pares
limitados pelo
maior ndamero
presente no

enunciado (100%)

e Combinagao
flexivel dos pares
(33,3%)

e Combinagao
flexivel dos
pares (66,7%)




Quadro 9: Resumo geral das estratégias adotadas em cada tipo de problema e em
cada operagao no Grupo 3 (objetos)

Isomorfismo Combinatéria
Multiplicagao Divisao Multiplicagao Divisao
Grupo 3 ¢ Inadequada e Inadequada
Material (100%) (100%)
concreto
definido e Contagem ou|, Combinacio |* Combinagéo
(objetos) distribuicéo por pares fixos| POr pares fixos
unitaria (100%) (72,2%) (27,8%)

e Adicdo
repetida (100%)

e Contagem em
multiplos (100%)

e Mista (100%)

e Aplicacdo das
operacgoes (50%)

e Ensaio e ero
por ajustes
(100%)

e Aplicacdo das
operacgodes (50%)

e Combinagao

flexivel dos
pares limitados
pelo maior
nuamero presente
no enunciado
(100%)

e Combinacéo
flexivel dos
pares (33,3%)

e Combinagao
flexivel dos
pares (66,7%)




O Quadro 10 ilustra os principais resultados relativos as relagcbes entre o

desempenho e as estratégias adotadas em cada tipo de problema em cada grupo.

Quadro 10: As relagbes entre desempenho e estratégias quanto ao tipo de
problema em cada grupo.

Isomorfismo Combinatéria
Acerto Erro Acerto Erro
Grupo 1 o Adicao ¢ Inadequada |e Combinagdo |e Inadequada
Lapis e papel |repetida flexivel dos| e Combinagao por
e Aplicacao pares pares fixos;
das operacoes e Combinagéo
flexivel dos pares
limitados pelo maior
numero presente no
enunciado
Grupo 2 e Contagem e Inadequada |e Combinacdo |e Inadequada
Material ou distribuicdo flexivel dos| e Combinag&o por
concreto unitaria pares pares fixos
neutro e Mista e Combinagdo
(fichas) flexivel dos pares
limitados pelo maior
ndmero presente no
enunciado
Grupo 3 e Contagem e |Inadequada |e Combinagdo |e Inadequada
Material em multiplos flexivel dos| e Combinag&o por
concreto e Ensaio e pares pares fixos
definido erro por ajustes e Combinacao
(objetos) e Adicao flexivel dos pares
repetida limitados pelo maior
numero presente no
enunciado




Capitulo VI.

Conclusdes e Discussao Final

Segundo a literatura, os estudos conduzidos sobre a resolugdo de problemas
inseridos no campo das estruturas multiplicativas, em particular problemas de
multiplicacdo e de divisdo, examinam as estratégias de resolucido adotadas pelas
criangas e o grau de dificuldade dos problemas, procurando identificar uma possivel
sequéncia de desenvolvimento na aquisicio desses conceitos. Observa-se,
entretanto, que ha um maior interesse dos pesquisadores em investigar problemas
que requerem a divisdo para sua resolugdo do que problemas que requerem a
multiplicac¢ao.

Estudos voltados para a divisdo investigam as nocgbes inicias de criancas
pequenas (e.g., Correa, 1996; Correa, Nunes & Bryant, 1998); outros analisam as
estratégias de resolucido de problemas matematicos em criangas pequenas antes e
depois de serem instruidas formalmente, tendo como suporte lapis e papel e
materiais concretos, sejam estes fichas ou objetos (Selva, 1998); e estudos que
analisam as representacdes das criangcas ao resolverem problemas e operagbes de
divisao (Lautert & Spinillo, prelo; 1999; Spinillo, 2001).

O interesse em relacdo a multiplicacdo parece ser menor entre o0s
pesquisadores, caracterizando-se as pesquisas, basicamente, por examinar as
estratégias que as criangas adotam, de maneira geral, sem uma preocupagao
especifica sobre o papel desempenhado pelos suportes de representacéo
(Mulligan,1992; Mulligan & Mitchelmore, 1997; Mulligan & Wright, 2000).

Entretanto, os suportes de representagdo s&o apontados na literatura como

fator relevante na resolugdo de problemas, além da idade e do tipo de problema a



ser resolvido (Lautert, 2000; Lautert & Spinillo, 1999; Selva, 1998; Vasconcelos,
1998; Fayol, 1996; Zunino, 1995).

A relevancia de tais suportes € também reconhecida entre educadores, em
especial quanto a importancia conferida ao uso de material concreto para o ensino
de matematica nas séries iniciais do ensino fundamental, como sugerido por Spinillo
& Magina (em preparagdo) e por Taxa & Fini (2001). Alguns autores, entretanto,
questionam o papel faciitador do material concreto, afirmando que eles podem inibir
a presenga de estratégias de resolugdo mais flexiveis e apropriadas (Vasconcelos,
1998; Selva, 1998; Lautert, 2000); enquanto outros autores afirmam que a presenga
de referentes para as quantidades dos problemas é fator de maior relevancia que a
presenga do material concreto (Hughes, 1986; Spinilo & Magina, em preparacao).
Os referentes parecem conferir um significado a situagdo, facilitando uma maior
compreensdo do problema. Estas pesquisas tém explorado problemas de adicao,
subtracdo e divisdo, ndo examinando problemas de multiplicacdo; sendo importante
investigar esses tipos de problemas.

Os suportes de representagdo, em geral, sdo classificados como suportes
concretos (material concreto) e suportes graficos (lapis e papel). Em relacdo aos
primeiros, € possivel supor que os materiais concretos possam ser de natureza
distinta, dependendo de sua relagdo (mais direta ou indireta) com os referentes dos
problemas. Os estudos na area tratam todo material concreto como sendo da
mesma natureza. No entanto, os materiais concretos definidos (como carrinhos e
caixas) indicam de forma clara a que quantidade eles se referem em um dado
problema (divisor ou dividendo, no caso da divisdo e multiplicador ou multiplicando,
no caso da multiplicacdo). Fichas ou palitos, por sua vez, mesmo sendo materiais

concretos, sao considerados neutros, pois nao indicam de imediato e de forma clara



a que quantidades eles se referem em um dado problema. Esta diferenciacéo
permite compreender melhor as relagbes entre material concreto e referentes, sendo
isso considerado nesta pesquisa.

Segundo Vergnaud (1986; 1997) os conceitos matematicos envolvem a
relacdo entre trés aspectos: a situacdo, que é o contexto em que o problema é
apresentado; os invariantes, que sdo as propriedades dos conceitos; e as
representacoes simbdlicas, que sdo as varias formas em que o problema pode ser
apresentado (diagramas, numeros, graficos). Esses aspectos influenciam na forma
como o individuo representa e resolve os problemas aritméticos. O material
disponibilizado para a resolugdo de problemas matematicos € parte integrante da

situacdo em que o conceito esta inserido, sendo entendido como um suporte de
representacdo das relagbes envolvidas nos problemas matematicos e como uma
ferramenta da compreensdo (Nunes, 1994; 1997). Entendido como um significante,
os suportes de representacdo sdo elementos que, inseridos em uma dada situagao,
conferem um sentido funcional ao conceito e que, em consequiéncia, influenciam as
formas de resolugéo adotadas pelo individuo ao resolver problemas matematicos.

Em vista dessas consideragbes, de modo geral, o presente estudo teve por
objetivo examinar o papel desempenhado por diferentes tipos de suportes de
representacdo na resolucdo de problemas inseridos no campo das estruturas
multiplicativas, cuja resolucao envolve o uso da divisdo e da multiplicag&o.

Trés aspectos (variaveis) foram considerados no planejamento experimental
adotado, e na andlise e discussdao dos dados obtidos nesta pesquisa: tipos de
suportes de representacdo (material concreto neutro, material concreto definido e
lapis e papel), tipos distintos de problemas (isomorfismo e combinatéria) e as

operagbes requeridas para sua resolugao (divisao e multiplicagdo). O efeito desses



fatores foi analisado tanto em relagdo ao desempenho (numero de respostas
corretas) quanto em relagdo as estratégias que as criangas adotavam para resolver
0s problemas.

Este capitulo final discute os principais dados obtidos neste estudo,
considerando o desempenho e os suportes de representagdo, as estratégias e os
suportes de representacdo e as relagdes entre desempenho e estratégias em cada
suporte examinado. S8o0 apresentadas, ainda, as contribuicdes deste estudo e suas
implicagdes, bem como se sugere algumas pesquisas que futuramente poderédo ser

desenvolvidas para contribuir para este campo de investigagéo.

6.1. Os principais resultados do estudo e suas conclusoes

6.1.1. Desempenho e suportes de representag¢ao

Os dados obtidos em relacdo ao desempenho das criangas em cada suporte
de representagdo mostram que as criangas que resolviam os problemas de
isomorfismo usando material concreto (objetos e fichas) tiveram um desempenho
melhor do que aquelas que resolviam os problemas através de lapis e papel. No
entanto, o melhor desempenho observado foi em relagcdo as criancas que tinham
objetos a sua disposi¢do. Esse dado indica que a natureza do material concreto é
fator importante no desempenho. Este melhor desempenho entre as criangas que
dispunham de objetos mostra que nem todo material concreto tem um mesmo efeito
sobre a resolugdo de problemas de isomorfismo. Uma explicacdo para isso € que os
objetos apresentam uma relacdo direta com as quantidades envolvidas nos
problemas. Como discutido na fundamentagcdo tedrica, os objetos servem de
referentes para essas quantidades, facilitando a resolugdo (ver Hughes, 1986 e
Spinillo, 1994 que fazem comentarios a respeito da importancia dos referentes na

resolucdo de problemas aritméticos). A presenca de objetos permitia que a crianca



mais facilmente compreendesse as relagbes entre os referentes e suas quantidades
correspondentes, e ainda, mantivesse um controle acerca do significado do
problema e do seu processo de resolugao. Os objetos permitiam, por exemplo, que a
crianca facilmente identificasse o divisor e o dividendo, o multipicando e o
multiplicador. As fichas, por outro lado, nao favoreciam uma discriminagcdo tao
precisa, embora fossem mais facilitadoras do desempenho do que a situagdo com
lapis e papel.

Quando se analisa o desempenho em relacdo ao tipo de problema, observa
se que em todas as situagcdes os problemas de isomorfismo foram mais faceis que
os problemas de combinatéria. O suporte de representacdo disponibilizado, portanto,
nadao teve um efeito nesta direcdo. Na realidade, independentemente do suporte
disponibilizado, os problemas de combinatéria, como era de se esperar, foram bem
mais dificeis que os de isomorfismo. Isso € explicado em fungdo da estrutura do
problema, como afirmado por Vergnaud (1991): os problemas de combinatoria sao
mais complexos do que os problemas de isomorfismo e sua compreensdao se
desenvolve tardiamente nas criangas. Os problemas de combinatéria requerem o
estabelecimento de relacdes que as criancas ainda ndo dominam, pelo menos na
faixa etaria investigada nesta pesquisa.

Quando se analisa o desempenho entre as trés situagbes apenas nos
problemas de isomorfismo, verificase que ha uma diferenca significativa entre eles:
as criangas que tém a sua disposicdo materiais concretos como suporte de
representacdo apresentam melhores resultados do que aquelas que resolviam os
problemas através de lapis e papel. O efeito do suporte, portanto, s6 foi observado

em relagdo aos problemas de isomorfismo, sendo o material concreto um suporte



mais facilitador do que lapis e papel, principalmente quando objetos e néo fichas
eram apresentadas.

Quando se analisa o desempenho em fungdo do tipo de operagdo requerida
para a resolucdo dos problemas, observase que em todos os grupos o indice de
acerto foi semelhante tanto para os problemas que requeriam a operagcao de
multiplicagdo quanto para os problemas que requeriam a divisdo. Ao que parece, 0
suporte de representacdo nao influencia o desempenho quer da multiplicacdo quer
da divisdo, enquanto operagdes a serem aplicadas.

No entanto, nos problemas de isomorfismo, quando as criangas dispdem de
material concreto neutro (fichas) para resolver os problemas, observa-se um melhor
desempenho em problemas que requerem a multiplicacdo do que quando os
problemas requerem a divisdo. Este efeito foi observado apenas em relagdo ao
material concreto neutro, 0 mesmo nao acontecendo quando lapis e papel e os
objetos eram fornecidos. De alguma forma, parece que os suportes concretos sao
mais necessarios, aos olhos das criangas, ao emprego da multiplicagdo do que da
divisao.

Os materiais concretos facilitam a resolugdo dos problemas de isomorfismo
talvez por permitirem manipular cada unidade especificada no problema, como se
pode observar nas estratégias adotadas, e no caso especifico dos objetos por ter
também, sempre presente os referentes das quantidades envolvidas nos problemas.

De modo geral, os dados mostram que o desempenho €& especialmente
influenciado pelo tipo de problema e pelo suporte de representacdo disponibilizado,
parecendo haver uma interacdo entre esses fatores, de modo que a situagdo mais
proveitosa (em termos de desempenho) €& aquela em que objetos sao

disponibilizados para a resolugdo de problemas de isomorfismo. Em relagdo aos



problemas de combinatéria, dada a grande dificuldade das criancas com este tipo de

problema, o suporte de representacao em nada influencia a resolugao.

6.1.2. Estratégias e suportes de representacao

A estrutura do problema € de tal forma importante no processo de resolucao,
como indicado no Capitulo 3, que as estratégias adotadas pelas criangcas nos
problemas de isomorfismo foram bastante distintas daquelas utilizadas nos
problemas de combinatéria, com excecdo da estratégia inadequada que foi adotada
em ambos os problemas. Em vista disso, o efeito dos suportes de representacdo
sobre as estratégias foi analisado separadamente em relagdo a cada tipo de
problema.

De modo geral, as estratégias adotadas nos problemas de isomorfismo foram
mais variadas do que as estratégias nos problemas de combinatdria. Importante
mencionar, também, que as estratégias nos problemas de combinatéria foram mais
facilmente hierarquizadas do que em relacdo aos problemas de isomorfismo. Isso
talvez tenha ocorrido porque nos problemas de isomorfismo as criangas, por
compreenderem o que lhes era requerido nesses problemas, se utilizavam de
heuristicas variadas; o que nao ocorria com os problemas de combinatéria que por
serem extremamente complexos, limitavam o uso de tais heuristicas.

De qualquer forma, foi possivel hierarquizar as estratégias adotadas nos
problemas de isomorfismo. Esta hierarquia pode ser assim caracterizada:

(1) Estratégia _inadequada: a crianga elabora sua resposta em relagdes

proporcionais inadequadas, mostrando dificuldades em seguir as
determinacbes do problema, podendo perder de vista as informagbes do

mesmo;



(2) Contagem ou distribuicdo unitaria, e ensaio e erro por ajustes: a crianca

lida com unidades isoladas ou agrupa as quantidades formando grupos
maiores ou menores que o resultado do problema, depois vai ajustando os
grupos.

(3) Adicdo _repetida e contagem em miultiplos: este parece ser um

procedimento mais sofisticado que o anterior, visto que a crianga lida com
agrupamentos e ndo mais com unidades isoladas; e, ainda, parece ter
uma idéia mais clara das agoes a realizar.

(4) Estratégia mista e a aplicacdo das operacbes de divisdo ou de

multiplicacdo: a criangca combina estratégias de agrupamentos e, quando
sabem, usam o algoritmo correspondente (quando lapis e papel) ou
realizam a operagdao mentalmente e representam posteriormente o que fez

mentalmente.

Os dados mostraram haver um efeito do suporte de representacdo sobre o
uso dessas estratégias nos problemas de isomorfismo.

Quando o suporte era lapis e papel, as estratégias mais freqlientes eram as
inadequadas e a aplicagdo das operacdes, em particular a primeira. Isso sugere que
as criangas adotavam estratégias hierarquicamente opostas: ou a mais elementar ou
a mais sofisticada. Uma possivel explicagdo para isso € que as criangcas que
compreendiam o problema tenham associado o uso de lapis e papel a aplicacdo da
operagao, como ocorre no contexto escolar (Taxa & Fini, 2001).

Quando o suporte de representacéo era as fichas (material concreto neutro),
a contagem ou distribuicdo unitaria foi a estratégia mais adotada. Isso talvez tenha
ocorrido porque as fichas eram entendidas como elementos isolados que seriam

manipuladas uma a uma. As fichas eram entendidas com sendo a quantidade a ser



dividida nos problemas que requeriam a divisdo para sua resolugcdo ou eram
entendidas como sendo o todo a ser encontrado nos problemas de multiplicagéo.
Embora isso também fosse possivel com o material concreto definido, as criangas ao
lidarem com os objetos tendiam a formar grupos com eles, como pode ser visto a
sequir.

Quando o suporte de representacdo era os objetos (material concreto
definido), as criangcas adotavam a contagem em multiplos, o ensaio e erro por
ajustes e a adigdo repetida. Note-se que com este tipo de suporte, diferentemente
do que ocorreu com o material concreto neutro (fichas), as criangas usavam
estratégias que indicavam que elas estavam lidando com os elementos de forma
agrupada (contagem em muiltiplos e adigdo repetida). E possivel que com objetos
seja mais facil fazer agrupamentos do que com fichas, pois os objetos tinham uma
relacdo clara e direta com os referentes das quantidades contidas no enunciado dos
problemas, enquanto as fichas nao tinham.

Um limite do uso dos materiais concretos € a impossibilidade das criangas
usarem os algoritmos requeridos para resolver os problemas, embora esses tipos de
materiais favorecam um melhor desempenho. Observou-se que havia criangas que
realizavam as operagbes de multiplicacdo e de divisdo a nivel de calculo mental,
isso ocorria em maior freqiiéncia com os objetos e com as fichas. As criangas que
procediam dessa forma de imediato verbalizavam o resultado e utilizavam o material
concreto para mostrar como haviam feito a operagao mentalmente.

Importante comentar que neste estudo, os dados vado de encontro aos
comentarios de Spinillo & Magina (em preparagdo) de que o material concreto pode

nao facilitar o uso de operagdes mentais, visto que muitas vezes as criangas utilizam



estes

suportes apenas para fazer uma representacdo do enunciado do problema

sem resolvé-lo.

Nos problemas de combinatéria as estratégias quanto ao nivel de sofisticacéo

podem ser assim classificadas:

(1)
()

(3)

hadequada: como especificado acima;

Combinacdo por pares fixos: A crianga oferece como resposta o menor

numero presente no enunciado do problema;

Combinacdo flexivel dos pares limitados pelo maior numero presente no

enunciado: A crianga oferece como resposta o maior numero presente no
enunciado do problema, por ndo aceitar a idéia de poder formar mais
conjuntos do que determina o maior numero do enunciado;

Combinacdo flexivel dos pares: A crianga pensa em termos de pares

combinados, e aceita a idéia de que uma blusa pode combinar com mais de
uma saia. Esta estratégia embora seja a mais sofisticada, ndo garante o
acerto pois as criangas nao conseguem fazer todas as combinagoes

possiveis.

Um aspecto importante que merece ser comentado em relagdo aos

problemas de combinatéria € o fato de que mesmo as poucas criangas que

chegaram a fornecer uma resposta correta a esses problemas ndo aplicavam a

multiplicagdo ou a divisdo para resolvé-los. Parece que elas nao percebem que

esses problemas podem ser resolvidos através dessas operagoes.

Observa-se que o suporte oferecido parece ter um efeito sobre o uso das

estratégias.



Quando o suporte era lapis e papel, a estratégia mais freqlente era a
inadequada. Essa estratégia levava sempre ao erro. As criangas perdiam de vista as
relagdes envolvidas no problema e se confundiam durante o processo de resolugao.

Quando o suporte de representacdo era as fichas (material concreto neutro),
as estratégias eram mais diversificadas, pois a crianga usava estratégias
inadequadas, como ocorria com lapis e papel, mas também se utilizava da estratégia
de combinacdo por pares fixos e da estratégia de combinacdo flexivel dos pares.
Este tipo de suporte parece ter levado a crianga, diferentemente do que ocorreu com
0 lapis e papel, a atentar para a necessidade de empregar certa flexibilidade na
formacao dos pares de blusas e saias.

Quando o suporte de representacdo era os objetos (material concreto
definido), as criangas tendiam a usar, na grande maioria das vezes, a estratégia de
combinacdo flexivel dos pares limitados pelo maior numero presente no enunciado
do problema. A estratégia inadequada foi raramente usada. Esses dados sugerem
que nos problemas de combinatéria, a presenca de objetos que diretamente
representam as quantidades do enunciado do problema é fator importante que
auxilia a crianga a nao perder de vista o significado do problema e do seu processo
de resolugdo. Importante notar, ainda, que o uso da combinacao flexivel dos pares
€ estratégia mais elaborada do que aquelas que consideram a formacdo dos pares
como sendo de natureza fixa (uma blusa para uma saia). Assim, os objetos foram
facilitadores desta compreensao que é fundamental para o conceito de combinatoria.

A estratégia combinacdo flexivel dos pares esteve presente com maior
freqiéncia em ambos os materiais concretos do que quando lapis e papel eram

fornecidos. O oposto ocorreu em relagao as estratégias inadequadas.



Entretanto, como foi grande a dificuldade encontrada com este problema
entre as criangas investigadas, mais estudos precisam ser conduzidos que
investiguem especificamente como as criangas resolvem problemas de cominatéria.

A maior dificuldade das criangas que conseguiam compreender a formagao
flexivel dos pares era o fato de que ndo conseguiam esgotar todas as combinagdes
possiveis. Ao contarem as combinagbes feitas, as criangas se perdiam quanto aos
conjuntos que ja tinham sido formados e os que ainda faltavam formar. E possivel
supor que faltou a essas criangas algum recurso auxiliar para manter sob controle a
contagem que estava sendo realizada (contar nos dedos as contagens feitas,
registrar no papel etc.). Como ja mencionado, outro aspecto interessante foi o fato
dessas criancas nao reconhecerem o0s problemas de combinatéria como sendo
problemas que poderiam ser resolvidos através da aplicagdo da divisdo ou da
multiplicacao.

Em resumo, algumas estratégias s&o caracteristicas do uso do lapis e papel,
outras sao caracteristicas do material concreto neutro e outras do material concreto
definido. Os suportes fisicamente manipulaveis oferecem um recurso importante
para o processo de resolugdo, em especial quando objetos estdo presentes, os
quais garantem as relagdes entre as quantidades e seus referentes.

Merece comentario, ainda, o fato de que as estratégias também estavam
relacionadas ao tipo de operacdo que era requerida para a resolugdo do problema.
Nos problemas de isomorfismo as estratégias contagem em multiplos, adi¢ao
repetida e mista sdo caracteristicas das operagbes de multiplicagdo. Por outro lado,
as estratégias ensaio e erro, inadequadas, aplicagdo da operagdo e contagem ou

distribuicdo unitaria sdo caracteristicas das operagdes de divisao.



Nos problemas de combinatéria as estratégias combinagdo por pares fixos e
combinagao flexivel dos pares limitados pelo maior ndimero presente no enunciado
aparecem com mais freqiéncia nas operagdes de multiplicacdo, enquanto a

estratégia inadequada aparece com maior frequiéncia na operacao de diviséo

6.1.3. Relagbes entre desempenho e estratégias nos diferentes suportes de
representacao

Além de apresentar as conclusdes relativas ao desempenho e as estratégias
separadamente, € relevante discutir as relagdes entre esses dois aspectos, com o
objetivo de examinar se determinadas estratégias seriam mais eficientes que outras
quanto ao fato de levarem a uma resolucao correta dos problemas.

Os dados mostram que nem todas as estratégias levam ao acerto. Por
exemplo, o0 uso da estratégia inadequada, tanto nos problemas de isomorfismo
quanto nos problemas de combinatdria, levam sempre ao erro. Isso ocorria porque
esta estratégia expressava uma perda do significado do problema e de seu processo
de resolugao por parte da crianga.

Nos problemas de isomorfismo, as estratégias adicdo repetida, contagem em

multiplos e a mista levavam sempre ao acerto. Isso indica que tais estratégias
expressavam uma compreensao por parte da crianga quanto ao que era solicitado
delas para a resolugdo dos problemas, mesmo utiizando estratégias que nao
representavam a aplicagdo da operagdo de divisdo e de multiplicagdo. As demais
estratégias adotadas nos problemas de isomorfismo levavam quase sempre ao
acerto, embora isso ndo ocorresse de forma sistematica.

Nos problemas de combinatéria as estratégias combinacdo por pares fixos e

combinacgao flexivel dos pares limitados pelo maior numero presente no enunciado,

sempre levam ao erro. A primeira levava a erro pois a crianga ndo compreendia que



era necessario combinar as pecas de roupas de forma flexivel, e a segunda, embora
mais elaborada que a primeira, também nao permitia que a crianga formasse todos
0s pares possiveis. Importante mencionar que mesmo a estratégia mais elaborada,
combinacao flexivel dos pares, ndo garantia o acerto aos problemas pois as criangas
nao conseguiam exaustivamente combinar todas as pegas de roupas para formar o
numero total possivel de conjuntos.

De modo geral, as relagbes entre desempenho e estratégias indicam que
determinadas estratégias sdo, de fato, mais elaboradas que outras; tendendo, as
mais elaboradas, a levar ao acerto, sendo portanto, mais eficientes.

De modo geral, as estratégias mais elaboradas foram pouco adotadas tanto
nos problemas de isomorfismo quanto nos problemas de combinatéria, pois segundo
Muligan (1992) e Mulligan & Mitchelmore (1997) as criangas tém dificuldades em
usar estratégias mais elaboradas ao resolverem problemas de multiplicacdo e de
divisdo mesmo quando so instruidas formalmente sobre essas operagoes.

A relagdo entre estratégias e desempenho ndo permanece a mesma quando
examinada em cada suporte de representacdo. Nos problemas de isomorfismo esta
relacdo variou conforme o suporte de representacdo disponibilizado, havendo
estratégias que eram mais eficientes quando se usava um determinado tipo de
suporte do que outros. Quando o suporte de representacdo era lapis e papel a
estratégia mais eficiente (que leva ao acerto) foi a que as criangas aplicavam as
operagoes. No material concreto neutro as estratégias mais eficientes foram
contagem ou distribuicdo unitaria e mista. No material concreto definido as
estratégias mais eficientes foram ensaio e erro por ajuste, adicdo repetida, contagem
em multiplos e mista. Ao que parece, a eficiéncia de uma estratégia depende do

suporte de representacdo disponibilizado. O material concreto definido (objetos)



permite que um numero maior de estratégias seja considerado eficiente. Como
afirmado por Spinillo & Magina (em preparacdo) “ndo é apenas a presenga de
objetos que facilita a compreensao“ dos problemas, “mas a presenca de referentes
que auxiliam a crianga a extrair significado da linguagem matematica formal” (p. 3).
Assim, o material concreto, principalmente a presenca de objetos, contribui para
uma melhor representacdo do problema, permitindo que mesmo estratégias menos
elaboradas sejam eficientes para resolvé-lo. Isso pelo menos ocorreu em relacao
aos problemas de isomorfismo que eram mais faceis de serem resolvidos do que em
relacdo aos problemas de combinatéria que foram de grande dificuldade para as
criancas na faixa etaria investigada.

Nos problemas de combinatéria as relacdes entre o desempenho e as
estratégias ndo variavam em fungdo do tipo de suporte de representagcdo oferecido.
Independentemente do suporte oferecido, as criangcas erravam menos quando
adotavam a estratégia de combinagéo flexivel dos pares, embora esses acertos ndo
fossem sempre garantidos com o uso dessa estratégia. Os estudos de Mulligan
(1992) e de Mulligan & Mitchelmore (1997) mostraram resultados semelhantes a
esses, pois segundo os autores, ndo foi possivel analisar as estratégias corretas
adotadas pelas criangas quando tinham fichas como suporte de representagcao
porque o indice de acerto foi muito baixo. No presente estudo esta dificuldade foi
observada em todos os trés tipos de suporte de representagao.

Em resumo, nos problemas de isomorfismo observase que a relagdo entre
desempenho e uso de estratégias varia em funcdo do suporte de representacao

oferecido, porém isso ndo ocorre em relagdo aos problemas de combinatoria.



6.2. Contribuicoes do estudo, suas limitagoes e pesquisas futuras

O presente estudo traz algumas contribuicbes para esta area de
conhecimento, apontando o papel importante desempenhado pelos suportes de
representacdo na resolucdo de problemas de estrutura multiplicativa. Os suportes de
representagao influenciam ndo apenas o desempenho como também as estratégias
utilizadas pelas criangas. Outra contribuicio refere-se ao fato de chamar a atencao
sobre a importancia dos referentes na compreensdo matematica. Embora os
materiais concretos sejam facilitadores do desempenho, ha diferencas quando esses
materiais sdo neutros (fichas) ou definidos (objetos). Isso sugere que a natureza do
material concreto disponibilizado seja considerada tanto por pesquisadores como
por educadores. Como comentado anteriormente, na literatura os materiais
concretos tendem a ser interpretados como sendo de uma mesma natureza, porém,
como indicado neste estudo, € preciso atentar para as diferengas entre eles, pois os
objetos parecem favorecer que a crianga mantenha sempre em mente o significado
do problema e de seu processo de resolugéo.

Entretanto, como n&o foram investigadas criangas em diferentes faixas
etarias, ndo foi possivel verificar, por exemplo, se a natureza do material concreto
(neutro e definido) seria algo importante na resolugdo de problemas como estes em
criancas mais velhas que ja apresentassem um maior dominio dos conceitos
matematicos investigados.

Outra contribuicdo importante, porém exploratdria, foram os dados relativos
as estratégias das criancas nos problemas de combinatéria. Sendo uma area pouco
explorada em criangas desta idade, foi importante saber as diferentes formas que as
criangas adotam para resolver tais problemas. Entretanto, estudos precisam ser

conduzidos para examinar especificamente este conceito. Como esperado, este tipo



de problema é bastante complexo para criancas desta faixa etaria e o numero
reduzido de acertos ndo permitiu explorar em maiores detalhes as estratégias das
criangas. Seria importante examinar criancas mais velhas que pudessem ter um
desempenho mais elaborado nesses problemas e, entdo, explorar o efeito dos
suportes de representacio.

Um outro aspecto que merece ser comentado € que este estudo investigou o
efeito de cada suporte de representacdo separadamente. Talvez fosse interessante
examinar a combinacdo entre tipos de suportes de representacdo variados, por
exemplo fichas e lapis e papel, objetos e lapis e papel. Combinagdes como estas
poderiam fornecer as criancas suportes materiais e graficos simultaneamente, que
poderiam se complementar e levar a crianca a um melhor desempenho e uso de
estratégias mais apropriadas. Este é tema importante para desenvolver atividades
em sala de aula que permitam a crianca adotar e combinar diferentes tipos de
representacoes ao resolver problemas matematicos.

Considerando a importancia desta area de investigacdo e as limitagbes deste
estudo, pesquisas futuras poderdo ser desenvolvidas para, ainda, aprofundar
determinadas questbes levantadas neste estudo:

(1) Nos problemas de combinatéria as criancas ndo os reconhecem como
sendo problemas que requerem as operagcdes de multiplicacdo ou de
divisdo, pois elas nunca usam essas operacdes para resolver esse tipo de
problema. Essa €& uma questdo interessante de ser investigada, para
entender qual a hipdtese da crianga sobre os problemas de combinatéria.
Poderia desenvolver um estudo que fossem dados problemas de
combinatéria para as criangas e sem que elas precisassem resolvé-los

respondessem ao experimentador que conta deveria aplicar para resolver



)

©)

os problemas: multiplicacdo ou divisdo? E depois justificassem suas
respostas.

A estratégia mais elaborada adotada pelas criangas ao resolver os
problemas de combinatéria foi a estratégia de combinagédo flexivel dos
pares, portanto essa ndo garantiu totalmente o acerto (50%). O que
ocorre € que as criangas embora aceitem a idéia de pares flexiveis, elas
ndo combinam exaustivamente os pares e se perdem na contagem das
combinagbes feitas, levando ao erro. Esta estratégia indica certo
progresso, pois indica que as criangas nao mais confundem numero de
elementos com numero de combinagbes, como ocorria, por exemplo, com
a estratégia combinagdo por pares fixos limitados pelo maior numero
presente no enunciado do problema. A crianga, ao usar a estratégia mais
elaborada, parece compreender que o que deve ter em mente para achar
o resultado correto € a contagem do numero de combinagdes que podem
ser feitas. E possivel supor que os erros derivados desta estratégia
tenham decorrido dos valores usados nos problemas e que problemas
com numeros menores poderiam ter sido resolvidos adequadamente.
Esta € uma possibilidade que merece ser investigada em pesquisa futura
em que estes mesmos problemas possam ser resolvidos com numeros
menores, para analisar se o0s pares numéricos interferirfdo no
desempenho das criangas.

Seria interessante incluir na amostra do presente estudo criangcas mais
velhas para entender melhor o desenvolvimento na compreensdo de

problemas de combinatéria.



4)

(5)

(6)

Em termos educacionais poderia ser desenvolvido um estudo de
intervencdo sobre problemas de combinatéria em que combinasse
diferentes suportes de representacdo, por exemplo objetos e lapis e
papel, a fim de estudar um meio de desenvolver uma proposta didatica
para o ensino de problemas de combinatéria.

Poderia desenvolver um estudo com os problemas de isomorfismo onde
os referentes dos problemas envolvessem dinheiro, e fossem combinados
0s mesmos suportes de representacao para verificar se as criangas teriam
a mesma compreensao e desempenho obtidos nessa pesquisa.

Outra pesquisa que vem a complementar seria acrescentar um outro
grupo etario mais velho com a mesma coleta, para ver se haveria
diferencas entre as idades e como se caracterizaria esta diferenga e, uma
perspectiva de desenvolvimento. Além de ver se o efeito do suporte
poderia diminuir com o desenvolvimento das criancas, e talvez fosse
possivel verificar um bom desempenho em todas as situagoes,
independente do suporte fomecido. Poderia-se investigar, ainda, se

outras estratégias mais elaboradas surgiriam.
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ANEXOS

Anexo |

————— Wilcoxon Matched-Pairs Signed-Ranks Test

DIVISAO
with MULTIPLICAGAO

Mean Rank Cases

9,00 3 - Ranks (MUL LT DIV)



9,00 14 + Ranks (MUL GT DIV)
43 Ties (MUL EQ DIV)

60 Total

Z = -2,3432 2-Tailed P = ,0191

- - - - - Wilcoxon Matched-Pairs Signed-Ranks Test

COMBINATORIA
with ISOMORFISMO

Mean Rank Cases

9,00 1 - Ranks (ISO LT COMB)
25,33 48 + Ranks (ISO GT COMB)
11 Ties (ISO EQ COMB)

60 Total

Z = -6,0032 2-Tailed P = ,0000

- - - - - Wilcoxon Matched-Pairs Signed-Ranks Test

COMBINATORIA DIVISAO
with COMBINATORIA MULTIPLICAGAO

Mean Rank Cases
1,50 1 - Ranks (COMB MUL LT COMB DIV)
1,50 1 + Ranks (COMB MUL GT COMB DIV)

58  Ties (COMB MUL EQ COMB DIV)

60 Total

Z = ,0000 2-Tailed P = 1,0000

- - - - - Wilcoxon Matched-Pairs Signed-Ranks Test

ISOMORFISMO DIVISAO
with ISOMORFISMO MULTIPLICAGAO

Mean Rank Cases
8,00 2 - Ranks (ISO MUL LT ISO DIV)
8,00 13 + Ranks (ISO MUL GT ISO DIV)

45  Ties (ISO MUL EQ ISO DIV)



60 Total

Z = -2,4990 2-Tailed P = ,0125

————— Wilcoxon Matched-Pairs Signed-Ranks Test

COMBINATORIA MULTIPLICAGRO
with ISOMORFISMO MULTIPLICAGAO

Mean Rank Cases
24,00 1 - Ranks (ISO_MUL LT COMB_MUL)
24,00 46 + Ranks (ISO MUL GT COMB_MUL)

13 Ties (ISO MUL EQ COMB MUL)

60 Total

Z = -5,7144 2-Tailed P = ,0000

————— Wilcoxon Matched-Pairs Signed-Ranks Test

COMBINATORIA DIVISAO
with ISOMORFISMO DIVISZO

Mean Rank Cases
,00 0 - Ranks (ISO DIV LT COMB DIV)
17,50 34 + Ranks (ISO_DIV GT COMB_DIV)

26 Ties (ISO DIV EQ COMB DIV)
60 Total

Z = -5,0862 2-Tailed P = ,0000

Anexo Il

NPar Tests .
Wilcoxon Signed Ranks Test LAPIS PAPEL



Test Statistics?

COMB_MUL - | COMB_DIV - COMB_DIV - [ ISO_DIV -
1ISO_MUL ISO_DIV COMB - 1SO | DIV-MUL | COMB_MUL | ISO_MUL
z -3,0512 -2,8282 -3,226°2 -1,6672 -1,0002 -1,4142
Asymp. Sig. (2-tailed) ,002 ,005 ,001 ,096 ,317 ,157
a. Based on positive ranks.
b. Wilcoxon Signed Ranks Test
NPar Tests
Wilcoxon Signed Ranks Test  FICHAS
Test Statistics®
COMB_MUL - | COMB_DIV - COMB_DIV - | ISO_DIV -
ISO_MUL ISO_DIV COMB - 1SO | DIV-MUL | COMB_MUL | ISO_MUL
z -3,873 -3,162° -3,5428 -1,3428 -1,000P -2,000?
Asymp. Sig. (2-tailed) ,000 ,002 ,000 ,180 ,317 ,046
a. Based on positive ranks.
b. Based on negative ranks.
c. Wilcoxon Signed Ranks Test
NPar Tests
Wilcoxon Signed Ranks Test OBJETOS
Test Statistic$
COMB_MUL - [ COMB_DIV - COMB_DIV - | ISO_DIV -
ISO_MUL ISO_DIV COMB -ISO | DIV-MUL | COMB_MUL ISO_MUL
Z -4,3592 -4,0002 -4,1192 -1,7322 ,000P -1,7328
Asymp. Sig. (2-tailed) ,000 .000 000 083 1,000 083

a. Based on positive ranks.

b. The sum of negative ranks equals the sum of positive ranks.
c. Wilcoxon Signed Ranks Test

Anexo lli

ISOMORFISMO

Kruskal-Wallis 1-Way Anova




ISOMORFISMO
by MATERIAIS

Mean Rank Cases

22,92 20 MATER = 1 lapis e papel

29,90 20 MATER = 2 concreto neutro

38,67 20 MATER = 3 concreto definido

60 Total
Corrected for ties
Chi-Square D.F. Significance Chi-Square D.F. Significance
8,1686 2 ,0168 10,6750 2 ,0048

COMBINATORIA

- - - - - Kruskal-Wallis 1-Way Anova

COMBINATORIA
by MATERIAIS

Mean Rank Cases

30,98 20 MATER = 1 lapis e papel
30,98 20 MATER = 2 concreto neutro
29,55 20 MATER = 3 concreto definido
60 Total
Corrected for ties
Chi-Square D.F. Significance Chi -Square D.F. significance
,0888 2 , 9566 ,3866 2 ,8243

Anexo IV

- - - - - Kruskal-Wallis 1-Way Anova

DIVISAO
by MATERIAIS



Mean Rank

25,05
30,20
36,25

Case
20
20
20

60

S
MATER
MATER
MATER

Total

Chi-Square D.F. Significance

4,1216

2

,1273

- - - - - Kruskal-Wallis 1-Way

MULTIPLICAGAO

by MATERIAIS
Mean Rank
26,70

29,55
35,25

Square D.F.
2,4856 2

Cases
20 MATER
20 MATER
20 MATER
60 Total

lapis e papel
concreto neutro
concreto definido

Corrected for ties

Chi-Square D.F

5,3621 2

Anova

lapis e papel
concreto neut

. Significance
, 0685

ro

concreto definido

Significance Chi-Square D.F.

,2886

4,8289 2

Anexo V

Isomorfismo

- - - - - Wilcoxon Matched-Pairs Signed-Ranks Test

Corrected for ties Chi-
Significance
, 0894

lapis e papel



ADIGAO REPETIDA - DIVISAO
with ADIGAO REPETIDA - MULTIPLICAGAO

Mean Rank Cases
,00 0 - Ranks (ADIC M LT ADIC D)
5,00 9 + Ranks (ADIC M GT ADIC D)

11 Ties (ADIC M EQ ADIC D)

20 Total

Z = -2,6656 2-Tailed P = ,0077

- - - - - Wilcoxon Matched-Pairs Signed-Ranks Test

ENSAIO E ERRO - DIVISEO
with ENSAIO E ERRO - MULTIPLICAGAO

Mean Rank Cases
1,00 1 - Ranks (ENSA M LT ENSA D)
, 00 0 + Ranks (ENSA M GT ENSA D)

19  Ties (ENSA M EQ ENSA D)

20 Total

Z = -1,0000 2-Tailed P = ,3173

- - - - - Wilcoxon Matched-Pairs Signed-Ranks Test

INADEQUADA - DIVISAO
with INADEQUADA - MULTIPLICAGAO

Mean Rank Cases
5,00 5 - Ranks (INAD M LT INAD D)
5,00 4 + Ranks (INAD M GT INAD D)

11  Ties (INAD M EQ INAD D)

20 Total

Z = -,2962 2-Tailed P = ,7671

- - - - - Wilcoxon Matched-Pairs Signed-Ranks Test

APLICAGAO DAS OPERAGOES - DIVISAO
with APLICACAO DAS OPERAGOES - MULTIPLICAGAO

Mean Rank Cases

3,50 6 - Ranks (MUDI M LT MUDI D)
,00 0 + Ranks (MUDI_M GT MUDI_D)



14 Ties (MUDI M EQ MUDI D)
20 Total

Z = -2,2014 2-Tailed P = ,0277

- - - - - Wilcoxon Matched-Pairs Signed-Ranks Test

MOLTIPLOS - DIVISAO
with MOLTIPLOS - MULTIPLICAGAO

Mean Rank Cases
,00 0 - Ranks (MULT M LT MULT D)
,00 0 + Ranks (MULT_M GT MULT_D)

20 Ties (MULT M EQ MULT D)
20 Total

Z = , 0000 2-Tailed P = 1,0000

- - - - - Wilcoxon Matched-Pairs Signed-Ranks Test

MISTA - DIVISZO
with MISTA - MULTIPLICAGCAO

Mean Rank Cases
,00 0 - Ranks (REMU M LT REMU D)
1,50 2 + Ranks (REMU M GT REMU D)

18 Ties (REMU M EQ REMU D)
;5 Total
Z = -1,3416 2-Tailed P = ,1797
- - - - - Wilcoxon Matched-Pairs Signed-Ranks Test

CONTAGEM UNITARIA - DIVISAO
with CONTAGEM UNITARIA - MULTIPLICAGEO

Mean Rank Cases
2,00 3 - Ranks (UNIT M LT UNIT D)
,00 0 + Ranks (UNIT M GT UNIT D)

17 Ties (UNIT M EQ UNIT D)

20 Total

Z = -1,6036 2-Tailed P = ,1088
- - - - - Wilcoxon Matched-Pairs Signed-Ranks Test Fichas

ADIGAO REPETIDA - DIVISAO
with ADIGCAO REPETIDA - MULTIPLICAGAO

Mean Rank Cases

,00 0 - Ranks (ADIC M LT ADIC D)
2,50 4 + Ranks (ADIC M GT ADIC D)



16 Ties (ADIC M EQ ADIC D)
20 Total

Z = -1,8257 2-Tailed P = ,0679

- - - - - Wilcoxon Matched-Pairs Signed-Ranks Test

ENSAIO E ERRO - DIVISAO
with ENSAIO E ERRO - MULTIPLICAGAO

Mean Rank Cases
3,50 6 - Ranks (ENSA M LT ENSA D)
,00 0 + Ranks (ENSA_M GT ENSA_D)

14 Ties (ENSA M EQ ENSA D)

20 Total

Z = -2,2014 2-Tailed P = ,0277

- - - - - Wilcoxon Matched-Pairs Signed-Ranks Test

INADEQUADA - DIVISZO
with INADEQUADA - MULTIPLICAGAO

Mean Rank Cases
,00 0 - Ranks (INAD M LT INAD D)
1,00 1 + Ranks (INAD M GT INAD D)

19 Ties (INAD M EQ INAD D)
;5 Total
Z = -1,0000 2-Tailed P = ,3173
- - - - - Wilcoxon Matched-Pairs Signed-Ranks Test

APLICAGEO DAS OPERAGOES - DIVISAO
with APLICAGAO DAS OPERAGOES - MULTIPLICAGAO

Mean Rank Cases
4,00 4 - Ranks (MUDI M LT MUDI D)
4,00 3 + Ranks (MUDI M GT MUDI D)

13 Ties (MUDI_M EQ MUDI D)

20 Total

Z = -,3381 2-Tailed P = ,7353
- - - - - Wilcoxon Matched-Pairs Signed-Ranks Test

MOLTIPLOS - DIVISAO
with MOLTIPLOS - MULTIPLICAGCAO

Mean Rank Cases

,00 0 - Ranks (MULT M LT MULT D)
1,00 1 + Ranks (MULT M GT MULT D)



19 Ties (MULT M EQ MULT D)
20 Total
Z = -1,0000 2-Tailed P = ,3173

- - - - - Wilcoxon Matched-Pairs Signed-Ranks Test

MISTA - DIVISAO

with MISTA - MULTIPLICAGAO

Mean Rank Cases
,00 0 - Ranks (REMU_M LT REMU_D)
2,00 3 + Ranks (REMU M GT REMU D)
17 Ties (REMU_M EQ REMU_D)
20 Total
Z = -1,6036 2-Tailed P = ,1088

- - - - - Wilcoxon Matched-Pairs Signed-Ranks Test

CONTAGEM UNITARIA - DIVISZO
with CONTAGEM UNITARIA - MULTIPLICAQKO

Mean Rank Cases
5,50 6 - Ranks (UNIT M LT UNIT D)
5,50 4 + Ranks (UNIT M GT UNIT D)
10 Ties (UNIT M EQ UNIT D)
20 Total
7 = -,5606 2-Tailed P = ,5751

- - - - - Wilcoxon Matched-Pairs Signed-Ranks Test Objetos

ADIGCAO REPETIDA - DIVISZO
with ADIGAO REPETIDA - MULTIPLICAGAO

Mean Rank Cases
,00 0 - Ranks (ADIC M LT ADIC D)
7,00 13 + Ranks (ADIC M GT ADIC D)
7 Ties (ADIC M EQ ADIC D)
20 Total
Z = -3,1798 2-Tailed P = ,0015

- - - - - Wilcoxon Matched-Pairs Signed-Ranks Test

ENSAIO E ERRO - DIVISZO
with ENSAIO E ERRO - MULTIPLICAGAO

Mean Rank Cases
4,50 8 - Ranks (ENSA M LT ENSA D)
, 00 0 + Ranks (ENSA M GT ENSA D)



12 Ties (ENSA M EQ ENSA D)
20 Total

Z = -2,5205 2-Tailed P = ,0117

- - - - - Wilcoxon Matched-Pairs Signed-Ranks Test

INADEQUADA - DIVISAO
with INADEQUADA - MULTIPLICAGAO

Mean Rank Cases
1,50 2 - Ranks (INAD M LT INAD D)
,00 0 + Ranks (INAD_M GT INAD_D)

18 Ties (INAD M EQ INAD D)
;5 Total
Z = -1,3416 2-Tailed P = ,1797
- - - - - Wilcoxon Matched-Pairs Signed-Ranks Test

APLICAGRO DAS OPERAGOES - DIVISAO
with APLICAGAO DAS OPERAGOES - MULTIPLICAGZAO

Mean Rank Cases
2,50 2 - Ranks (MUDI_M LT MUDI D)
2,50 2 + Ranks (MUDI M GT MUDI D)

16  Ties (MUDI M EQ MUDI D)

20 Total

Z = ,0000 2-Tailed P = 1,0000

- - - - - Wilcoxon Matched-Pairs Signed-Ranks Test

MOLTIPLOS - DIVISAO
with MOLTIPLOS - MULTIPLICAGEO

Mean Rank Cases
,00 0 - Ranks (MULT M LT MULT D)
1,50 2 + Ranks (MULT M GT MULT D)

18  Ties (MULT M EQ MULT D)

20 Total

Z = -1,3416 2-Tailed P = ,1797
- - - - - Wilcoxon Matched-Pairs Signed-Ranks Test

MISTA - DIVISAO
with MISTA - MULTIPLICAGAO

Mean Rank Cases

,00 0 - Ranks (REMU M LT REMU D)
2,00 3 + Ranks (REMU M GT REMU D)



17 Ties (REMU M EQ REMU D)
20 Total

Z = -1,6036 2-Tailed P = ,1088

- - - - - Wilcoxon Matched-Pairs Signed-Ranks Test

CONTAGEM UNITARIA - DIVISZO
with CONTAGEM UNITARIA - MULTIPLICAGAO

Mean Rank Cases
4,50 8 - Ranks (UNIT M LT UNIT D)
,00 0 + Ranks (U'NIT_M GT UNIT_D)

12 Ties (UNIT_M EQ UNIT D)
20 Total

Z = -2,5205 2-Tailed P = ,0117

Combinatoria

- - - - - Wilcoxon Matched-Pairs Signed-Ranks Test Lapis e papel

INADEQUADA - DIVISAO
with INADEQUADA - MULTIPLICACKO

Mean Rank Cases
4,50 8 - Ranks (INAD M LT INAD D)
, 00 0 + Ranks (INAD M GT INAD D)

12  Ties (INAD M EQ INAD D)

20 Total

Z = -2,5205 2-Tailed P = ,0117

- - - - - Wilcoxon Matched-Pairs Signed-Ranks Test

COMBINAGAO PELO MAIOR NUMERO - DIVISAO
with COMBINAGAO PELO MAIOR NUMERO - MULTIPLICAGAO

Mean Rank Cases

1,00 1 - Ranks (MATOR M LT MATOR D)
,00 0 + Ranks (MAIOR M GT MAIOR D)



19 Ties (MAIOR M EQ MAIOR D)
20 Total

Z = -1,0000 2-Tailed P = ,3173

- - - - - Wilcoxon Matched-Pairs Signed-Ranks Test

COMBINAGAO FLEXIVEL DOS PARES - DIVISZO
with COMBINAGAO FLEXIVEL DOS PARES - MULTIPLICAGAO

Mean Rank Cases
,00 0 - Ranks (COMBI_M LT COMBI D)
1,50 2 + Ranks (COMBI_M GT COMBI_D)

18 Ties (COMBI_M EQ COMBI D)

20 Total
Z = -1,3416 2-Tailed P = ,1797
- - - - - Wilcoxon Matched-Pairs Signed-Ranks Test

PARES FIXOS - DIVISAO
with PARES FIXOS - MULTIPLICACKO

Mean Rank Cases
,00 0 - Ranks (FIXOS M LT FIXOS D)
4,00 7 + Ranks (FIXOS_M GT FIXOS_D)

13 Ties (FIXOS M EQ FIXOS D)

20 Total

Z = -2,3664 2-Tailed P = ,0180

- - - - - Wilcoxon Matched-Pairs Signed-Ranks Test Fichas

INADEQUADA - DIVISAO
with INADEQUADA - MULTIPLICAGAO

Mean Rank Cases
7,00 13 - Ranks (INAD M LT INAD D)
,00 0 + Ranks (INAD M GT INAD D)

7  Ties (INAD M EQ INAD D)

20 Total

Z = -3,1798 2-Tailed P = ,0015
- - - - - Wilcoxon Matched-Pairs Signed-Ranks Test

COMBINAGAO PELO MAIOR NUMERO - DIVISAO
with COMBINAGAO PELO MAIOR NUMERO - MULTIPLICAGAO

Mean Rank Cases

,00 0 - Ranks (MAIOR M LT MAIOR D)
1,00 1 + Ranks (MAIOR M GT MAIOR D)



19 Ties (MAIOR M EQ MAIOR D)
20 Total

Z = -1,0000 2-Tailed P = ,3173

- - - - - Wilcoxon Matched-Pairs Signed-Ranks Test

COMBINAGAO FLEXIVEL DOS PARES - DIVISZO
with COMBINAGAO FLEXIVEL DOS PARES - MULTIPLICAGAO

Mean Rank Cases
1,50 2 - Ranks (COMBI_M LT COMBI_D)
,00 0 + Ranks (COMBI_M GT COMBI_D)

18 Ties (COMBI_M EQ COMBI_D)
;5 Total
Z = -1,3416 2-Tailed P = ,1797
- - - - - Wilcoxon Matched-Pairs Signed-Ranks Test

PARES FIXOS - DIVISAO
with PARES FIXOS - MULTIPLICACKO

Mean Rank Cases
,00 0 - Ranks (FIXOS M LT FIXOS D)
7,50 14 + Ranks (FIXOS_M GT FIXOS_D)

6  Ties (FIXOS M EQ FIXOS D)

20 Total

Z = -3,2958 2-Tailed P = ,0010

- - - - - Wilcoxon Matched-Pairs Signed-Ranks Test Objetos

INADEQUADA - DIVISAO
with INADEQUADA - MULTIPLICAGAO

Mean Rank Cases
6,00 11 - Ranks (INAD M LT INAD D)
,00 0 + Ranks (INAD M GT INAD D)

9  Ties (INAD M EQ INAD D)

20 Total

Z = -2,9341 2-Tailed P = ,0033
- - - - - Wilcoxon Matched-Pairs Signed-Ranks Test

COMBINAGAO PELO MAIOR NUMERO - DIVISAO
with COMBINAGAO PELO MAIOR NUMERO - MULTIPLICAGAO

Mean Rank Cases

,00 0 - Ranks (MAIOR M LT MAIOR D)
3,00 5 + Ranks (MAIOR M GT MAIOR D)



15 Ties (MAIOR M EQ MAIOR D)
20 Total

Z = -2,0226 2-Tailed P = ,0431

- - - - - Wilcoxon Matched-Pairs Signed-Ranks Test

COMBINAGAO FLEXIVEL DOS PARES - DIVISAO
with COMBINAGAO FLEXIVEL DOS PARES - MULTIPLICAGAO

Mean Rank Cases
1,50 2 - Ranks (COMBI_M LT COMBI_D)
,00 0 + Ranks (COMBI_M GT COMBI_D)

18 Ties (COMBI_M EQ COMBI D)
20 Total

Z = -1,3416 2-Tailed P = ,1797

- - - - - Wilcoxon Matched-Pairs Signed-Ranks Test

PARES FIXOS - DIVISZO
with PARES FIXOS - MULTIPLICAGAO

Mean Rank Cases
5,50 1 - Ranks (FIXOS_M LT FIXOS_D)
5,50 9 + Ranks (FIXOS M GT FIXOS_D)

10 Ties (FIXOS M EQ FIXOS D)

20 Total

Z = -2,2424 2-Tailed P = ,0249



