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Resumo

Apresentamos um modelo estocastico que descreve propriedades universais de
transporte em pontos quanticos com simetria de sub-rede (quiral), acoplados a dois
reservatorios de elétrons via contatos pontuais idénticos. Montamos um ensemble de
matrizes de espalhamento, S, através do principio de maxima entropia e calculamos
a medida de Haar do grupo de matrizes S. Mostramos que em todos os casos os
ensembles obtidos podem ser classificados segundo a teoria de espacos simétricos
de Cartan. Deduzimos a distribuicao conjunta dos autovalores de transmissao, i.e.
autovalores da matriz ¢, onde ¢ é a matriz de transmissdo. No caso de apenas um
modo propagante, determinamos a distribuicao exata da condutancia e da poténcia
do ruido de disparo. Para sistemas sem simetria de reversao temporal, encontramos o
ensemble de Legendre da teoria de matrizes aleatérias e obtivemos resultados exatos
para a média e variancia da condutancia. Apresentamos um ensemble de movimento
Browniano para calcular a média da condutancia para um nidmero N arbitrario de
canais propagantes nos guias. No regime semi-classico, N > 1, deduzimos uma
férmula para calcular a média e a variancia de uma estatistica linear arbitraria e
observamos que na presenca da simetria quiral a variancia dos observaveis dobra em
relacao ao valor nas classes convencionais de Wigner-Dyson.



Abstract

In this work we present a stochastic model to describe universal transport
properties of quantum dots with sublattice (chiral) symmetry, coupled to two eletron
reservoirs via identical point contacts. We construct an ensemble of scattering ma-
trices, S, using the maximum-entropy principle and calculate the Haar measure of
the symmetry group of the S-matrix. We show that in all cases the obtained ensem-
bles can be classificated in terms of Cartan’s symmetric space theory. We deduce
the joint distribution of transmission eigenvalues, i.e. eigenvalues of the matrix ¢tf,
where t is the transmission matrix. In the case of only one propagating mode, we
obtain the exact distribution of the conductance and the shot-noise power. For sys-
tems without time-reversal symmetry we obtain the Legendre’s ensemble of random
matrix theory. A Brownian motion ensemble is presented to calculate the transport
characteristics for an arbitrary number N of propagating channels. In the semiclas-
sical regime, N > 1, we derive formulas for calculating the average and variance of
an arbitrary linear statistic and observe that in the presence of chiral symmetry the
variance of the observables doubles in relation to the Wigner-Dyson case.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo inicial vamos fazer uma revisao sobre os principais conceitos
da fisica mesoscépica, com énfase no transporte eletronico através de nanoestru-
turas. Comecamos o capitulo com uma discussao sobre sistemas quanticos fora do
equilibrio e a descricao da evolucao macroscopica desses sistemas através de equacoes
de transporte. Na secao 1.2 incluimos na teoria a coeréncia de fase dos portadores
e abordamos efeitos importantes como a flutuacao universal da condutancia e a lo-
calizacao fraca. Esses efeitos constituem a base da fisica mesoscopica, abordada
na secao 1.3, onde discutimos a relacao entre os varios regimes de transporte e as
escalas fundamentais de comprimento do sistema. Ainda nessa se¢ao apresentamos
um dos experimentos fundamendais da area no qual se verifica a quantizacao da con-
dutancia. Na secao 1.4 apresentamos um tipo particular de disposivo mesoscépico:
o ponto quantico. Finalizando, fazemos uma breve discussao sobre caos quantico na
secao 1.5.

1.1 Sistemas quanticos fora do equilibrio

A maioria dos sistemas da natureza, se isolados (ou seja, se nao trocam ener-
gia ou matéria com sua vizinhanga), tendem a um estado independente do tempo,
o equilibrio termodinamico, cujas propriedades macroscopicas sao descritas por um
niumero finito de varidveis de estado. A mecanica estatistica de equilibrio é basea-
da no principio de maxima entropia que, juntamente com vinculos definidos pelo
sistema, fornece os ingredientes para o formalismo dos ensembles de Gibbs. Esses
argumentos estatisticos sao suficientes para problemas em equilibrio nao havendo ne-
cessidade de investigar os detalhes dos processos de interagao (colisoes) que levaram
o sistema ao equilibrio. No entanto, a grande maioria dos sistemas fisicos de in-
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teresse encontra-se fora do equilibrio. Se a mecanica estatistica de equilibrio pode
ser considerada bem estabelecida, o mesmo nao se aplica a mecanica estatistica
de nao-equilibrio. Esta area tem gerado confrontos entre a dinamica classica ou
quantica, que ignora a irreversibilidade observada na escala macroscépica, visto
que suas equagoes (Newton ou Schrodinger) admitem solugoes invertidas no tempo
(t — —t), e a termodinamica com o seu segundo principio associado ao aumento da
entropia.

Um sistema quantico é completamente definido pelo operador densidade p,
cuja evolucao temporal é descrita pela equacao de Liouville

0

—p(t) = Lp(t), 1.1
(1) = L) (1.1)
onde o operador de Liouvile é definido pelo comutador do operador densidade com
o Hamiltoniano do sistema, £p = +[H, p]. Na situacao de equilibrio temos £p = 0.
No caso geral, a equacao (1.1) tem solucao formal

p(t) = e % p(0). (1.2)

O operador de Liouville é hermitianio, £ = £!. Entdo a solucio da equacao de
Liouville oscila no tempo e nao decai para uma solucao de equilibrio. Mais ainda,
se revertermos o tempo na equacao (1.2), nao mudamos a equagao de movimento
para o operador densidade, pois £ muda de sinal sob reversao temporal. Entao
a equagao (1.1) ndo admite um decaimento irreversivel do sistema para um tnico
estado de equilibrio e portanto nao descreve o processo de relaxacao observado na
natureza. O mesmo problema é encontrado na versao classica da equacao de Liouville
que descreve a evolucao da densidade de probabilidade p(p, ¢,t) no espago de fase.

O problema de obter um decaimento irreversivel a partir da equagao de Li-
ouville é um dos problemas centrais da mecanica estatistica. Como é possivel que
sistemas regidos por equagoes simétricas em relagao ao tempo decaiam num estado
de equilibrio seguindo um processo irreversivel 7 Esse problema pode ser contor-
nado pelo menos de duas maneiras: (i) A irreversibilidade é atribuida & perda de
informagao associada a projecao das multiplas varidveis microscopicas em poucas
varidveis observaveis, gerando uma dinamica estocastica; (i) Prigogine [1] propos
uma solucao radical: abandonar o espaco de Hilbert e formular a mecanica quantica,
no chamado espaco de Hilbert equipado, contornando assim as dificuldades encon-
tradas na aplicacao da equagao (1.1).

Quando estudamos sistemas quanticos complicados como um gas, em geral
nao estamos interessados ou nao somos capazes de descrever a evolucao temporal
de todas as suas propriedades microscopicas. O operador densidade contém muita
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informagao nao relacionada com os observaveis relevantes, que é perdida no pro-
cesso de promediacao espacial e temporal. Esta informacao irrelevante complica os
calculos sem contribuir para a dinamica dos observaveis relevantes. Estes, junta-
mente com o operador identidade, geram um subespaco do espago dos observaveis
(espago de Liouville), o chamado nivel de descri¢ao. A transicao da microdinamica
reversivel para o transporte irreversivel pode ser estudada de maneira eficiente pelo
método da projegao [2]. Como o nome indica, o método é baseado na projecao da
evolugao do sistema quantico no nivel de descri¢do, ver figura (1.1).

Espaco de Liouville

"Nivel de descriga

P(H)A

Figura 1.1: Método da projecao.

Esse método fornece uma maneira sistematica de obtencao de equacoes de
transporte quantico a partir de primeiros principios. Além disso permite a incor-
poracao de efeitos de memoéria, sendo uma ferramenta util no estudo de correcoes
nao Markovianas. O método da projecao também nos permite explorar a sepa-
racao entre as escalas de tempo. As equacdes macroscopicas podem exibir escalas
de tempo muito separadas Teurio € Tiongo - Neste caso a 1azao (Teurto/Tiongo) SETVe
como parametro de expansao. O termo de ordem zero desta expansao é o limite
Markoviano.

Apesar da utilidade, o método da projecao ainda fornece equacoes compli-
cadas e precisamos de mais simplificagoes. Para uma classe importante de problemas
de nao equilibrio, os chamados préximos do equilibrio, podemos introduzir a aproxi-
magao da resposta linear [3],[4]. Consideremos um sistema sob a a¢do de uma forga
generalizada externa X (t), por exemplo um campo elétrico ou magnético, um gra-
diente de temperatura ou concentracao. Se a forca for suficientemente pequena, a
resposta do sistema, ou seja o desvio do equilibrio nos observaveis relevantes sera
proporcional a intensidade da forca generalizada:

A(t) — Avg x X(8), (1.3)

onde o subscrito eq denota equilibrio. A resposta do sistema, que pode ser uma
polarizacao elétrica, corrente ou magnetizagao é proporcional a forca generalizada.

Tese de Mestrado - Departamento de Fisica - UFPE



1.2 Fenémenos de coeréncia 4

Um resultado importante deste método é a férmula de Kubo para a condutancia [3],
que é a resposta do sistema a um campo elétrico oscilante.

1.2 Fenomenos de coeréncia

A teoria de transporte eletronico em metais normais macroscépicos é tradi-
cionalmente baseada na equacao de Boltzmann para o cédlculo da funcao de dis-
tribuicao dos elétrons na presenca de impurezas, espalhamento com fonons, campos
elétricos e magnéticos, etc. Uma das hipdteses da teoria de Boltzmann é que as
colisoes consecutivas sao independentes e que os efeitos de interferéncia devidos aos
muiltiplos espalhamentos dos elétrons pelas impurezas sao irrelevantes. Conseqiiente-
mente, o movimento do elétron é puramente difusivo. Outra caracteristica da teoria
¢é que a geometria da amostra e os aparatos de medi¢ao nao aparecem explicitamente
nas equacoes, sendo a amostra caracterizada apenas por grandezas intensivas, como
a condutividade.

Numa descri¢ao inteiramente quantica do transporte devemos considerar a
fase dos portadores. Para um exemplo de como a interferéncia entre os diversos
caminhos Opticos afeta a difusao classica, consideremos um elétron se propagando
entre os pontos A e B. De acordo com a mecanica quantica ha uma amplitude de
probabilidade W; associada a cada caminho que conecta os pontos. A probabilidade
total P da particula atingir o ponto B é portanto

2
P = Z Wil = Pelsssica t+ Z WiWw;, (1.4)
i i#]

onde Ppsesica = 2. IWil* é a probabilidade cldssica (soma de probabilidades) e o se-
gundo termo ¢ a contribuicao da interferéncia quanto-mecanica entre as trajetorias.
Para a maioria das trajetorias as amplitudes WW; tém uma fase aleatéria e a inter-
feréncia quantica desaparece quando fazemos a média no ensemble. No entanto,
para algumas trajetorias, o efeito da interferéncia nao pode ser desprezado. Para
trajetérias que se interceptam ou simplesmente quando A = B, a diferenca de fase

B
Agozﬁ/ 7 dF (1.5)

nao se altera com a substituicao p — —p'e dir — —dr, ou seja, existe uma trajetoria
revertida no tempo com o mesmo comprimento e a mesma fase. Entao, a con-
tribuicao da interferéncia entre os pares trajetéria normal e revertida nao se anula
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1.2 Fenémenos de coeréncia 5)

na promediacao. Esse efeito de interferéncia, chamado retroespalhamento coerente,
muda a probabilidade de retorno da particula e torna a difusao de uma particula
quantica diferente da difusao de uma particula classica.

1.2.1 Localizacao fraca

Para particulas sem spin na auséncia de campo magnético, a probabilidade
de retorno aumenta devido a interferéncia construtiva entre trajetorias revertidas no
tempo, diminuindo a condutividade. Esse efeito de correcao da condutancia classica
(dada pela lei de Ohm) devido a efeitos de interferéncia é conhecido como locali-
zacao fraca, um precursor do fenéomeno de localizacao de Anderson que ocorre em
sistemas suficientemente desordenados. Para sistemas com interacao spin-orbita,
mas sem campo magnético externo, a interferéncia entre as trajetorias revertidas
no tempo é destrutiva, causando o efeito inverso, ou seja, aumento da condutancia.
Este efeito é conhecido como anti-localizacao. Os dois efeitos, localizacao e anti-
localizagao, sao suprimidos pela quebra da simetria de reversao temporal causada
pela aplicagao de um campo magnético externo. Conseqiientemente, a magnetore-
sisténcia, definida como a diferenca entre as resisténcias da amostra com campo e
sem campo, é positiva para sistemas com interacao spin-6rbita e negativa para sis-
temas sem este tipo de interagdo. A figura (1.2), retirada da referéncia [5], mostra a
contribuicao de localizacao fraca para a resisténcia de um fio quantico de dimensoes
2pum x 0.5um definido numa camada de GaAl/AlGaAs.

Eanss O FosEinca (Ohre]
ey

e Pobaarulrti vy T sl i)

Figura 1.2: Excesso de resisténcia 0 R(B) = R(0) — R(B), para um fio quantico em
funcao do campo magnético. A magnetoresisténcia negativa, AR(B) = —0R(B) <
0, é caracteristica da localizacao fraca em sistemas sem interacao spin-érbita.
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1.2 Fenémenos de coeréncia 6

Note que ha uma resisténcia adicional a campo magnético nulo devido ao
efeito de localizacao fraca. Esse excesso de resisténcia dimimui a medida que au-
mentamos o campo magnético, em virtude da supressao da interferéncia entre tra-
jetorias revertidas no tempo. Uma caracteristica importante da localizacao fraca é
sua universalidade. O efeito é uma manifestacao pura da simetria de reversao tem-
poral, nao dependendo de detalhes microscépicos, como a distribuicao de desordem.
Experimentos de localizacao fraca podem ser usados para a medida do comprimen-
to de coeréncia de fase, que é a distancia na qual as funcoes de onda mantém sua
coeréncia.

1.2.2 Flutuacoes universais da condutancia

Outro fenomeno mesoscépico contido na figura (1.2) é a existéncia de flu-
tuagoes consideraveis na condutancia quando variamos o campo magnético. Também
sao observadas flutuagoes quando outros parametros do sistema como energia de
Fermi, configuracao de desordem ou até mesmo a geometria sofrem variagoes. As
flutuagoes da condutancia foram algumas das primeiras manifestacoes do efeito da
coeréncia de fase observadas em problemas de transporte. As flutuacoes sao padroes
estocasticos independentes do tempo que desaparecem lenta e suavemente com o
aumento da temperatura. Os padroes dependem da distribuicao de impurezas e
variam de amostra para amostra, porém, para uma amostra particular numa dada
temperatura, sao completamente reprodutiveis. Neste contexto, as flutuacoes sao
verdadeiras “impressoes digitais” da amostra. No entanto, ao aquecer a amostra,
mudamos a distribuicao das impurezas e apds resfrid-la o espectro das flutuagoes
muda. A amplitude das flutuacoes, quantificada pela variancia, é dada por

€

var(G) = (G?) — (G ~ (z) (1.6)

e tem comportamento universal, nao dependendo dos detalhes microscopicos da
amostra. Este é um resultado fundamental que ficou conhecido na literatura co-
mo flutuagao universal da condutancia. Na figura (1.3) ilustramos esse fenémeno
mostrando flutuagoes da ordem de (e?/h)? em trés sistemas distintos com con-
dutancias médias bem diferentes. Teoricamente, a caracteristica universal das flu-
tuacoes da condutancia em sistemas desordenados pode ser analisada através do uso
de matrizes aleatdrias, como veremos nos capitulos seguintes.
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Figura 1.3: Ilustracao da flutuacao universal da condutancia em funcao do campo
magnético: (a) Dados de um experimento em um anel de ouro [6]; (b) Dados de
medidas em MOSFET de Si quase-unidimensional [7]; (¢) Simula¢oes numéricas
usando o modelo de Anderson [8]. Note que a amplitude das flutuacoes é da ordem
da unidade para todos os sistemas, apesar dos diferentes valores de condutancia
média.

1.3 Fisica Mesoscopica

Vimos na secao anterior que surgem novos efeitos devido a coeréncia de fase
entre os elétrons. Estes efeitos nao sao observados em medicoes de coeficientes de
transporte em condutores macroscopicos. No entanto, a partir da década de 80,
com o desenvolvimento de técnicas sofisticadas de litografia e de crescimento, como
epitaxia de feixe molecular, foi possivel a construgao de estruturas (e dispositivos)
com dimensoes da ordem de microns e até nanometros, nos quais os efeitos de inter-
feréncia quantica nao podem ser desprezados. Na literatura, esses dispositivos sao
chamados de nanoestruturas, nanodispositivos ou dispositivos mesoscopicos. Aqui
o prefixo meso indica que as estruturas sao usualmente grandes comparadas com a
escala microscopica (atomica), mas pequenas em relagdo a escala macroscopica, na
qual a teoria de transporte de Boltzmann pode ser usada.
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1.3 Fisica Mesoscopica 8

1.3.1 Regimes de transporte

O estudo de transporte através de condutores mesoscopicos tornou-se tépico
freqiiente de pesquisa na fisica tedrica e experimental [9],[5], [10] e [11]. O trans-
porte eletronico em metais a baixas temperaturas apresenta varias caracteristicas
interessantes devido aos efeitos de interferéncia entre as funcoes de onda eletronicas.
Estes efeitos dependem de certas escalas fundamentais de tempo e comprimento dos
sistemas. Sao elas

1. Comprimento de onda de Fermi, Ar. E a menor escala de comprimento. Varia
de alguns angstrons em metais a centenas de angstrons em heteroestruturas
semicondutoras.

2. Caminho livre médio para espalhamento elastico, [.. Caracteriza a desor-
dem do sistema e se relaciona com o tempo de espalhamento elastico, T,
por l, = vpT,, onde vp € a velocidade de Fermi. Em metais desordenados
[, varia de algumas centenas de angstrons, em materiais policristalinos, a al-

guns angstrons, em ligas amorfas. Por outro lado em heteroestruturas de
GaAs — GaAlGa, [, é da ordem de 10um.

3. Comprimento de coeréncia de fase, L. E o comprimento caracteristico para
a interferencia de fungoes de onda eletronicas. L, aumenta com o decréscimo
da temperatura e pode ser muito maior que [,. E a escala de comprimento
relevante em fisica mesoscépica.

4. Comprimento de localizacao, &. E outra escala de comprimento importante
relacionada com a desordem. No regime metdlico as funcoes de ondas corres-
pondentes a auto-energias proximas a energia de Fermi sao estendidas sobre a
amostra, mas no regime isolante a fun¢ao de onda torna-se localizada e decai
exponencialmente a partir de um ponto ry, denominado centro de localizacao.
Dependendo do grau de desordem o sistema pode se comportar como um
condutor ou isolante.

Para estudar as propriedades de transporte em um condutor devemos com-
parar seu comprimento L com os comprimentos caracteristicos citados acima. Por
exemplo, no caso em que L é muito maior que os outros comprimentos, o condutor
tem comportamento ohmico, ou seja, sua condutancia é dada por

G:O'f, (17)

Tese de Mestrado - Departamento de Fisica - UFPE



1.3 Fisica Mesoscopica 9

onde W ¢ a secao de corte do condutor e o é a condutividade, considerada uma
constante do material. No entanto, quando L4 é a maior escala de comprimento
os efeitos de interferéncia quantica tornam-se importantes. Neste caso, o condutor
nao pode ser descrito por constantes de material pois ocorrem flutuagoes intensas
em observaveis de transporte, como a condutancia. No caso particular [, < § < Ly
podemos distinguir os regimes balistico, difusivo e localizado. Veja a figura (1.4).

L
I

|
T

A ; b L

>

balisico  difusivo localizado

| >
1 >

Mesoscopico

Figura 1.4: Escala de comprimentos caracteristicos para transporte coerente em
baixas temperaturas.

No regime balistico o comprimento do sistema é menor que o caminho livre
médio e o elétron viaja tipicamentre sem sofrer colisoes. Sendo 74 o tempo para o
relaxamento da fase, temos 74 < 7, e 0o comprimento de coeréncia de fase é dado
por Ly = vpTy. No regime difusivo temos 7, < 74, entao o movimento do elétron
no tempo de relaxamento de fase nao é balistico, mas, devido as varias colisoes
elasticas, torna-se difusivo e o comprimento de relaxamento de fase fica dado por
Ly = /D14 , onde D é a constante de difusao. Como ja vimos, o fenomeno da
localizagao fraca origina-se do retroespalhamento coerente. Nesse caso temos um
sistema metdalico, porém com condutividade reduzida quando comparada ao valor
classico. Ja na localizacao forte tem-se um isolante devido a localizacao de estados
eletronicos.

A coeréncia de fase nao é afetada pelo espalhamento elastico, no entanto
processos de espalhamento ineldstico destroem a fase. Assim Ly é limitado pelo
caminho livre médio inelastico. Essas colisoes podem ser do tipo elétron-fonon e,
a baixas temperaturas, elétron-elétron. Dessa forma o efeito de localizagao fraca
depende do tempo de relaxacao de fase, que, por sua vez, estd relacionado a pro-
cessos em que o movimento da particula no interior da amostra conecta estados no
ambiente (ou reservatérios) que sao ortogonais, fazendo desaparecer os padroes de
interferéncia. Na teoria usada para descrever experimentos de magnetoresisténcia,
T4 aparece como um parametro ajustdvel. Portanto, como j4 mencionamos, ex-
periéncias de localizacao fraca servem para medir a distancia na qual a funcao de
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1.3 Fisica Mesoscopica 10

onda mantem sua fase.

1.3.2 Quantizacao da condutancia

Um gds de elétrons bidimensional numa heterojuncao de GaAs-AlGaAl tem
um comprimento de onda de Fermi centenas de vezes maior que em um metal.
Dessa forma, é possivel fazer uma constricdo com uma abertura comparavel a este
comprimento de onda e muito menor que o caminho livre médio. Essas constricoes
sao chamadas de contatos pontuais.

Um contato pontual de largura ajustavel pode ser criado pela técnica de split-
gate. Um gate é um eletrodo carregado negativamente que repele os elétrons que
passam pela constricao. Os primeiros experimentos desse tipo foram publicados em
1988 [12], [13], veja figura (1.5). A medida que a largura W da constricio é reduzida
(potencial de gate mais negativo) a condutancia vai reduzindo a passos discretos de
amplitude 2¢2/h.

[2eih)

Condutdncia

Gate de Vaoltagem (V)

Figura 1.5: Quantizac¢do da condutancia num condutor balistico [12].

Uma explicagao elementar da quantizacao da condutancia pode ser obtida
considerando a constricao como um guia de onda eletronico, no qual um pequeno
nimero inteiro Int(2W/Ar) de modos transversais se propagam no nivel de Fermi.
As regioes largas nos lados opostos da constricao sao reservatérios de elétrons em
equilibrio local. Uma diferenca de voltagem V entre os reservatoérios induz uma
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1.4 Pontos quanticos 11

corrente [ através da constricao igualmente distribuida nos N modos. Um gis de
elétrons uniforme com n elétrons por unidade de comprimento e com velocidade v
tem uma corrente env. No nivel de Fermi cada modo tem uma velocidade de grupo
diferente v, no entanto a densidade de estados unidimensional é p,, = 1/hv,,. Como
resultado, cada modo tem a mesma corrente I, = Ve?p,v, = Ve?/h. Somando a
corrente de todos os modos e levando em consideracao a degenerescéncia de spin,
obtemos a condutancia

G===N—. (1.8)

O fator 2¢?/h é o quantum de conduténcia.

Vemos que apesar do condutor ser balistico a condutancia é finita, ou seja,
encontramos uma resisténcia nao nula. Essa resisténcia surge na interface entre o
condutor e os contatos, devido as reflexoes que ocorrem quando o pequeno nimero
de modos propagantes no condutor se combina com um nimero muito maior de
modos nos contatos. Esse efeito é conhecido como resisténcia de contato.

1.4 Pontos quanticos

Pontos quanticos sao cavidades condutoras delimitadas por regioes isolantes
e com dimensoes espaciais que permitem o transporte coerente de elétrons através de
sua estrutura. Em termos gerais, esses sistemas tém dimensoes tipicas de nanémetros
a alguns micrometros. Nessas estruturas temos um confinamento nas trés diregoes
espaciais, resultando num espectro discreto de energia tal como num atomo ou
molécula. Dessa forma podemos pensar em pontos quanticos (ou caixas quanticas)
como atomos artificiais. O nimero de elétrons em tais sistemas pode variar desde um
unico elétron até alguns milhares e as técnicas de litografia ja permitem a construcao
de estruturas nas quais, nao somente L4, mas também o livre caminho médio eléstico,
excedem as dimensoes do dispositivo, tendo-se o regime de transporte balistico.

As propriedades de transporte de um ponto quantico podem ser medidas
com o acoplamento do sistema a reservatoérios de elétrons, trazendo-os para fora
do equilibrio pela aplicacao de uma diferenca de potencial. No regime balistico
a interferéncia entre as ondas espalhadas pelas fronteiras do sistema gera efeitos
no transporte equivalentes aos do regime difusivo (flutuagées na condutancia e lo-
calizacdo fraca)[14]. Na figura (1.6) mostramos um ponto quantico de geometria
circular usado em experimentos de magneto-transporte a baixas temperaturas [15].
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1.5 Caos quantico 12

Figura 1.6: Bilhar mesoscépico circular retirado da referéncia [15]. Os elétrons se
movem na regiao escura.

E possivel construir pontos quanticos de vérias formas geométricas. Pontos
de geometria regular apresentam propriedades especificas e nao universais, no en-
tanto pontos assimétricos podem apresentar caracteristicas universais. Os sistemas
passam entao a ser distinguidos por classes de simetria universais que dependem da
existéncia de certas simetrias fundamentais, como por exemplo a invariancia de re-
versao temporal. No estudo de pontos quanticos, propriedades universais aparecem
em cavidades nas quais a dinamica classica correspondente é cadtica. Um exemplo
desta geometria é o estddio, ver figura (1.7).

1.5 Caos quantico

Caos é essencialmente um fenomeno classico e é conseqiiéncia da alta sen-
sitividade das trajetérias do sistema a pequenas variacoes nas condicoes iniciais.
Essa sensitividade, por sua vez, resulta da combinacao de efeitos nao lineares, co-
mo a superposicao de ressonancias. Na mecanica quantica a dinamica é descrita
pela equacao de Schrodinger, que, sendo linear, nao apresenta de forma ébvia os
mecanismos classicos para surgimento de comportamento caodtico. Por exemplo,
parametros como o expoente de Liapunov, cujo valor positivo caracteriza caos em
sistemas classicos, nao tem definicao natural em sistemas quanticos. Isso torna a
caracterizacao de caos em sistemas quanticos um problema bastante sutil.

No entanto, o principio da correspondéncia da mecanica quantica estabelece
que as propriedades classicas de um sistema devem surgir a partir da sua descricao
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1.5 Caos quantico 13

quantica no limite em que a constante de Planck tende a zero. Isso tem motiva-
do o estudo de sistemas quanticos que sao cadticos no limite classico. A dinamica
quantica neste regime é denominada caos quantico [16]. Freqiientemente os sis-
temas estudados sao bilhares, sistemas balisticos com espalhamento especular nas
fronteiras. A figura (1.7) mostra dois exemplos de bilhares. No bilhar circular as
trajetérias sao regulares e previsiveis mesmo apds um tempo longo. A invaridncia
de rotacao do bilhar circular é quebrada adicinando-se duas linhas retas parale-
las nas extremidades dos semicirculos, gerando um bilhar de forma oval conhecido
como estadio. As trajetérias ficam irregulares (caéticas), tornando imprevisivel o
comportamento em tempos longos.

Figura 1.7: Trajetérias em um bilhar circular e em um estddio. O movimento no
circulo é regular ou ordenado, enquanto que no estadio é irregular ou caotico.

Quando aspectos quanticos sao importantes na descricao de um sistema fisico
a nocao de trajetérias unicas ligando pontos fixos perde o sentido. Neste caso se insi-
stirmos em preservar o conceito de trajetorias, somos forcados a usar a representacao
de Feynman para os propagadores da dinamica quantica. Por outro lado, podemos
calcular diretamente os autovalores de energia de uma particula no bilhar, visto como
uma caixa de paredes impenetraveis, usando a equacao de Schrodinger. Uma alter-
nativa ao célculo é o método experimental [17]: o fato da equagdo de Schrodinger
independente do tempo e a equacao de onda escalar cldssica independente do tem-
po (equagao de Helmholtz) serem matematicamente equivalentes permite que um
bilhar quantico seja simulado por uma cavidade de microondas. Esta simulacao é
muito importante pois permite que parametros como tamanho e forma da cavidade,
intervalo de freqiiéncias, entre outros, possam ser alterados, revelando aspectos do
caos quantico.
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Capitulo 2

Introducao ao Formalismo

O estudo do espalhamento de ondas em sistemas complexos tem interessado
fisicos de diversas areas desde otica, com o espalhamento de luz em meios desor-
denados, até a fisica nuclear, com experimentos de espalhamento de néutrons por
nicleos complexos.

E interessante notar que o espalhamento de um ntcleon por um nicleo
atomico - um complicado problema de muitos corpos - pode ser descrito por duas
escalas de tempo distintas:

e Uma resposta imediata associada a processos diretos em que o nucleon inci-
dente sente o campo médio produzido pelos outros ntcleons.

e Uma resposta retardada, ou equilibrada, associada a formacao e decaimento
de um nitcleo composto.

Caracteristicas similares a essas também surgem no problema de espalhamen-
to para sistemas simples de uma particula. Um exemplo é o espalhamento de uma
particula numa cavidade de dimensoes maiores que o comprimento de onda, na qual
a dinamica classica é caodtica. Uma realizacao experimental desses sistemas sao os
pontos quanticos, microestruturas em que o comprimento de coeréncia de fase e o
livre caminho médio excedem as dimensoes do sistema. O ponto atua como uma
cavidade ressonante conectada a guias de onda eletronicos. Experimentalmente,
aplica-se uma corrente elétrica através dos guias que conectam a cavidade e mede-se
a diferenca de potencial através da cavidade, calculando-se a condutancia G.

Landauer [18],[19] foi o primeiro a estabelecer a conexao entre a condutancia
de um sistema quanto-mecanico e o problema de espalhamento associado: a corrente
através do condutor é expressa em termos da probabilidade do elétron ser transmi-
tido através dele. Mais tarde, Biittiker [20] estendeu o resultado para medidas em

14
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dispositivos de muitos terminais na presenca de campo magnético. O formalismo
de Landauer - Biittiker tem sido extensivamente usado na interpretagao dos experi-
mentos em fisica mesoscépica. Ele fornece uma descricao completa das propriedades
de transporte a baixas freqiiéncias, temperaturas e voltagens. Condigoes nas quais
a interagao elétron-elétron pode ser desprezada.

O objeto fundamental que caracteriza o processo de espalhamento é a matriz
de espalhamento, ou matriz S, que relaciona as ondas espalhadas com as incidentes.
Devido a natureza cadtica da dinamica, a matriz S comporta-se de forma irregu-
lar quando parametros das ondas incidentes (energia, por exemplo) ou da regiao
de espalhamento (forma ou intensidade do potencial espalhador, intensidade de um
campo magnético aplicado, etc.) variam suavemente. Dessa forma, uma descri¢ao
estatistica baseada em distribuicoes e funcoes de correlacao torna-se mais apropria-
da.

Uma ferramenta tedrica bastante util para o estudo de propriedades es-
tatisticas de sistemas quanticos abertos exibindo espalhamento caotico é a Teoria
de Matrizes Aleatérias (TMA). Originalmente desenvolvida por Wigner e Dyson
para descrever flutuacoes no espectro de ressonancia em niicleos pesados, tem sido
amplamente usada em fisica mesoscopica, sendo a universalidade dos fenomenos de
interferéncia quantica, observada em tais sistemas, intimamente associada a uni-
versalidade das propriedades estatisticas dos autovalores e autovetores de matrizes
aleatorias grandes.

Existem dois métodos para se obter a TMA da matriz S de uma cavidade
caotica. O primeiro usa a férmula de Mahaux-Weidenmiiller, na qual a matriz S
é expressa em termos do Hamiltoniano do sistema fechado, modelado como um
membro dos Ensembles Gaussianos da TMA, e de uma matriz fenomenoldgica que
descreve o acoplamento da cavidade com os guias. O segundo método consiste em
aplicar a TMA diretamente a matriz de espalhamento através do uso de um principio
de maxima entropia, sem nenhuma referéncia ao Hamiltoniano. A equivaléncia entre
os dois métodos foi demonstrada nas referéncias [21] e [22].

Este capitulo estd organizado da seguinte maneira: na se¢ao 2.1 apresentamos
as idéias gerais de um problema quanto-mecanico de espalhamento numa cavidade
e introduzimos a matriz de espalhamento. Na secao 2.2 estudamos os efeitos das
simetrias gerais do problema com conservacao de fluxo, reversao temporal e rotacao
de spin na estrutura da matriz S. Em seguida, nos restringimos ao problema do
dispositivo de dois terminais. Na secao 2.3 mostramos como fica a matriz S nesse
caso e na secao 2.4 apresentamos o formalismo de Landauer-Biittiker que relaciona as
propriedades de transporte com a matriz S. Na secao 2.5 introduzimos os conceitos
mais importantes da teoria de matrizes aleatérias e sua aplicacao em problemas de
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2.1 Teoria de espalhamento 16

espalhamento. Na sequéncia, apresentamos uma deducao da férmula de Mahaux-
Weidenmiiller na secao 2.6 e o método de Fokker-Planck na segao 2.7.

2.1 Teoria de espalhamento

Estamos interessados em estudar o problema de espalhamento de um elétron
com energia de Fermi e = h*k%/2m numa microestrutura 2D como mostrado na
figura 2.1. A microestrutura consiste em uma cavidade conectada a reservatérios de
elétrons por L guias. O [-ésimo guia ([ =1,...,L) tem largura W;. Nosso ponto de
partida é a equacao de Schrodinger

o [ + S0 0 + V) = o), (2.1)

dentro da estrutura com condicoes de contorno ideais de paredes impenetraveis: a
fungao de onda se anula nas paredes. Aqui, V' (7) é o potencial devido as impurezas e
fY(F) é o potencial vetor de um campo magnético externo. Os guias sao considerados
ideais, ou seja, V() é nulo dentro deles.

Em cada guia introduzimos o sistema de coordenadas (z;,y;), como indicado
na figura 2.1. O eixo x; é paralelo ao guia e estd orientado para fora da cavidade.
O eixo y; aponta na direcao transversal e assume os valores 0 e W, nas paredes do

N

-

W K éL)

Figura 2.1: Cavidade 2D com L guias. As setas dentro dos guias representam ondas
entrando e saindo da cavidade. No guia [ ha N; dessas ondas.
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guia. Para o guia [ e para x; > 0 temos a solucao da equacao de Schrodinger

(7)) ox Xn(yl)eiikl’"”, (2.2)

onde o sinal positivo (negativo) representa ondas planas saindo (entrando) da cavi-
dade. As fungoes x,(y;) sao solugdes da parte transversal do Hamiltoniano na pre-
senca do campo magnético. A solucao do problema de espalhamento consiste em
relacionar as amplitudes das ondas que saem da cavidade com as que entram.

Na auséncia do campo magnético, B = 0, as fungoes x,(y;) ficam

2 . nm
Xn (Y1) = \/ Wz sin(Kpny1), Ky = Wl, n=12,... (2.3)

onde K, é o nimero de onda transversal. As fun¢oes x,(y) se anulam nas paredes
e formam um conjunto completo

/0 an(yl)Xm(yl)dyl = 5n,ma (24&)
> xaWxaly)) =6y — ). (2.4b)

Em consequéncia das condicoes de contorno de “paredes rigidas” temos uma
quantizagao transversal. Para cada inteiro n na Eq. (2.3) temos um modo ou canal.
Os numeros de onda transversal e longitudinal se relacionam por:

2m
(bl + [l = K = =5 (25)

Se K, < kg , entdo [k;,]> > 0, ki, é real e as exponenciais e*".»7 na
Eq.(2.2) representam ondas propagantes nos guias: sao os modos propagantes ou
canais abertos. Por outro lado, quando K, > kr, entao [kl,n]2 < 0e ki é imagi-
nario, dando origem a ondas que decaem exponencialmente nos guias: estes sao os
modos evanescentes ou canais fechados. Se

N, < kpW/m < Ny + 1, (2.6)

ha N; canais abertos no guia [. Longe da cavidade, ou seja, para x; — 00, apenas
0s canais abertos contribuem para a funcao de onda. A forma assintética da funcao
de onda no guia [ é dada por

N e_ikl,nxl eikl,nxl

d b : 2.7
nXZ; |:an (hkl,n/m)l/Z + n (hkl,n/m)l/Z Xn(yl) ( )
A normalizagao aqui presente atende a prescri¢ao usual de problemas de espalhamen-

to.
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2.1.1 Matriz de espalhamento

Podemos definir o vetor das N; amplitudes das ondas incidentes na cavidade
através do guia [

a = (d,... yalv)T. (2.8)
Agrupando todos os al) (I =1,...,L), temos o vetor
a=(a®, ... a7, (2.9)

associado as ondas que entram na cavidade a partir de todos os canais abertos em
todos os guias. De maneira similar, definimos o vetor b associado as ondas que saem
da cavidade. A matriz de espalhamento, ou matriz S, conecta essas amplitudes

b = Sa. (2.10)

Seus elementos de matriz sao rotulados por Sﬁl e conectam estados do modo [ do
guia j aos estados do modo k£ do guia 7. A matriz S pode ser representada na forma
de blocos

11 t12 Ce tlL
to1 T2 ... o

S = . . . , (2.11)
tLl tLg ... TLL

onde os blocos r; sao matrizes N; x N; que descrevem a reflexao do [-ésimo guia nele
mesmo. Os blocos %, sao matrizes N; X N,, que descrevem a transmissao dos N,
canais do guia m para os N; canais do guia [. Sendo Ny o nimero total de modos
em todos os guias, a matriz S é quadrada e tem ordem

L
Nr =) N. (2.12)
=1

Outra maneira de expressar a fun¢ao de onda no [-ésimo guia é pelo vetor N,
dimensional [23]

U(7) = [V (@, u), - - ,T/JNl(l"z,yz)]T, (2.13)

cujas entradas sao as funcoes de onda de cada modo propagante.

wn(xlayl) = ¢n(xl)Xn(yl)7 )
P (:L‘) al e kn,17l b LWL (2.14)
e O R (SO
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2.1.2 Densidade de corrente

A densidade de corrente [24] no guia [ é dada por

' ZEIm/Wl vimLwm| (2.15)
Jz—m ) lraxl n\r oo Yr. .
Notando que
) al 96, (z))
Ui (7)) =—0 F} = [ () L } 2
[N%@*>m0§fWQaMJNMW

e usando a relacao de ortogonalidade (2.4a), temos

hooo 96, (x) al
. . i\
S L I DA PO N CE
m — oy =0 —
j=1 Zi n=1
A Eq.(2.16) pode ser escrita numa forma matricial. Para isso note que
b
N bl:
D (bl = lanl®) = (.. by asay) [
n=1 ] 1
_alN,

Definindo o vetor 2/N,-dimensional das amplitudes das ondas de todos os
modos do guia [

b®
= { ] =0, b al L aRTT (2.17)
a densidade de corrente fica

ji=clT.c, (2.18)

onde ¥, é uma generalizagao 2/N;-dimensional da matriz o, de Pauli em termos da
matriz identidade N; x N,

S, =0,®ly = < 1(1)vl _?N ) . (2.19)
4
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2.2 Simetrias

Nesta secao, vamos estudar os vinculos na matriz S gerados pelas simetrias bésicas
do problema como conservacao de corrente e reversao temporal.

2.2.1 Conservacao de corrente

A conservacao de corrente implica,

> =0, (2.20)

isto é,
L Nl L Nl
DD =D0 el (2.21)
=1 n=1 =1 n=1

Usando os vetores a e b definidos pela Eq. (2.9), a Eq. (2.21) pode ser escrita numa
forma matricial
b'b = a'a.

Da definigao de matriz-S, Eq. (2.10), concluimos que
STS =1, (2.22)

ou seja, a conservacao de corrente implica na unitariedade da matriz S. Na auséncia,
de outras simetrias, temos apenas este vinculo.

2.2.2 Reversao temporal (Particulas sem spin)

Se o Hamiltoniano preserva a simetria de reversao temporal (se nao ha o
termo de vetor potencial A na Eq. (2.1)), para cada solucio 1(7), a sua conjugada
Y*(7) é solucao da equacao revertida no tempo (¢ — —t). Na base de espalhamento
a reversao temporal inverte o sentido de propagacao das ondas planas nos guias. No
problema revertido no tempo a matriz de espalhamento fica

a* = S,.,b*. (2.23)

Se o sistema é invariante sob reversao temporal, temos S,., = S. Usando
mais uma vez a definicao da matriz S, concluimos que

S5 =1. (2.24)
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Este vinculo combinado com a condigao de conservagao de fluxo, Eq. (2.22),
fornece

sT=g, (2.25)

ou seja, a simetria de reversao temporal implica que a matriz S é simétrica.

2.2.3 Reversao temporal (Particulas de spin 1/2)

Este caso é mais complicado e temos que tomar cuidado com a implementacao
da simetria de reversao temporal. A base dos estados de espalhamento fica B =
{lz,0) = |z) ® |0),0 < < 00,0 = £}. Um estado do sistema |¢)) tem funcao de
onda

(z,00¢) = 1y (2). (2.26)

Vemos que a funcao de onda possui dois componentes, ¢ = 4, que podemos
representar por uma matriz 2 X 1 (spinor de Pauli).

¥y (z) >
= , 2.27
= (5 (2.2
O operador anti-unitdrio de reversao temporal [24] é dado por
O =0, K, (2.28)

onde o, é a segunda matriz de Pauli e K é o operador de conjugacao complexa.
A acao desse operador nos vetores da base B é dada por

Olz,0) = —olz, —0). (2.29)

Podemos assim, ver como uma componente da funcao de onda se transforma sob a
operacao de reversao temporal. Considere o estado revertido no tempo

) = Oly), (2.30)

projetando na base B, obtemos

(w,0ld) = (z,0|(O))
[((z,a]©)|4)]" (2.31)
= _U<xa_0|¢>,
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onde usamos o fato de © ser anti-unitdrio [25]. Concluimos que as componentes da
funcao de onda se transformam como

Vv, () = zﬁg(x) = —oy* _(z). (2.32)

Em termos de matrizes, temos

p by (@) ) < —¢* () ) < 0 -1 ) < V' (x) )
= = = . = ! , 2.33
=)= (e )= (0 %) (E0) (2.53)
ou seja, o operador de reversao temporal na base B tem representacao dada por
0 —1
O = ( 1 0 ) C, (2.34)
onde C representa a operacao de conjugacao complexa.

Voltando ao problema da Figura 2.1, generalizando a Eq. (2.13) para incluir
o spin, a funcao de onda no guia [ fica

Uy (7) = [Wr g (@, 0), Y1, (@ny0) - Ong (@90, Y, (2, w7 (2.35)
onde
wn,(r(xla yl) - ¢n,(r(xl)Xn(yl)7
_ [ e~ Hngi® bl etFn, 121 (236)
o) = oGy + P G 72

O vetor com as amplitudes de todas as ondas que entram na cavidade fica

a— (?%Hr’ a},_, . ,a}vl,Jr, a}\ﬁ,—j e ’?1L,+’ ai_, e ,a%LA_, a%L,_l)T. (2.37)
gzrz'jzl gu;gL

O vetor b é definido de forma anéloga.
A funcao de onda de um modo no sistema revertido no tempo é dada por

eikn,lxl = e_ikn,lxl

+ bn,aW Xn(yl)7 (238)

n _ |l
wn,ff(xl) - a’n,a (hkn,l/m)l/Z

I

~1 - 71l ~ . . .
onde a,, , = —oa,’_,, 0 mesmo para b, ,. Sendo & a matriz de amplitudes do sistema,
revertido no tempo, ela se relaciona com a por

a=Ka", (2.39)
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onde K é a matriz anti-simétrica

K= (2.40)

10
2NT><2NT

A matriz de espalhamento do estado revertido (suposto invariante) no tempo
é a = Sb. Usando a relacao (2.39) e a defini¢ao de matriz S temos

SKS*=1. (2.41)
A equagao (2.41) pode ser convenientemente reescrita na linguagem de quatérnions

SS* =1, (2.42)

onde o “x” representa conjugacao complexa quaternionica.

2.3 Problema de dois terminais

Nesta tese estudamos o problema de uma cavidade conectada por dois guias
como ilustrado na figura 2.2.

Figura 2.2: Cavidade 2D com 2 guias semi-infinitos.

Neste caso a matriz S fica

g {7”11 7512]

to1 T2

{ 7; f, ] . (2.43)
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Em particular, quando Ny = Ny = N, isto é, os dois guias tém o mesmo nimero de
canais abertos N, a matriz S é do tipo 2N x 2N. A unitariedade de S implica nas
relagoes

rir + 17t =1, (2.44)

Pt =1, (2.45)

rit 4t =0, (2.46)

Tt = 0. (2.47)

Temos ainda que t't e #¢' tém os mesmos autovalores {1, 79,...,7n} onde

N = min(Ny, Np). Cada um desses “autovalores de transmissao” é um nimero
compreendido entre 0 e 1.

Se estivermos interessados em estudar a matriz de espalhamento de duas
amostras mesoscopicas em série, num problema de duas cavidades como mostra-
do na figura 2.3, assumimos que as duas amostras estao ligadas por um fio ideal
de modo que as matrizes de espalhamento S; e Sy sejam bem definidas, e encon-
tramos a matriz de espalhamento do sistema acoplado [9]. As matrizes de reflexao
e transmissao do sistema composto ficam

ro= ri A+t (1 —riry) oty
= (1 —7rire) My,
t = (1 —ror)) Hy,
ro= o+ ta(1 = rery) it (2.48)

Vemos que a regra de composicao de matrizes de espalhamento é complicada
e envolve inversoes matriciais. Uma regra de composicao mais simples é obtida com
o auxilio da matriz de transferéncia M, que conecta as amplitudes do guia da direita

Figura 2.3: Duas amostras mesoscopicas em série, conectados por um guia ideal.
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¢, com as do guia da esquerda c;
Cy = MCl, (249)

onde ¢; (I = 1,2) foi definido na Eq. (2.17). A regra de composi¢do para a ma-
triz de transferéncia é simplesmente o produto das matrizes de transferéncia dos
componentes. Entao, a matriz de transferéncia do sistema da figura (2.3) é

M - M2M17 (250)

onde M; e M, sao as matrizes das cavidades individuais. A simplicidade da regra de
composicao torna a matriz de transferéncia conveniente para o estudo de transporte
quantico em fios.

As simetrias que estudamos na se¢ao (2.2) impoem vinculos na matriz de
transferéncia:

1. Conservacao de corrente

M, M=%, ou MI,M =%, (2.51)

2. Reversao temporal
M =X, MY, (2.52)
3. Reversao temporal (spin 1/2)

M*=xMxT, (2.53)

onde

5 — (IO( [()() (2.54)

e K é a matriz definida pela Eq. (2.40). Um estudo detalhado dessas equacgoes é
feito na referéncia [23].
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2.4 Teoria de Landauer -Buttiker

Consideremos uma amostra mesoscopica conectada a dois reservatorios de
elétrons, caracterizados pelos potenciais quimicos j; e po, através dos quais se aplica
uma diferenca de potencial V. O sistema estd em equilibrio térmico a temperatura
T e as funcgoes de distribuicao dos elétrons nos reservatorios sao dadas pela fungao
de Fermi

1
"1 eBpa)/kpT

fa(E)

a=1,2. (2.55)

Os reservatoérios, além de funcionarem como fonte dos portadores, também
atuam como sumidouros perfeitos, ou seja, os elétrons passam dos guias para os
reservatorios com probablilidade de reflexao nula.

Vamos usar o formalismo de Landauer-Biitikker que consiste em relacionar
as propriedades de transporte do sistema com suas propriedades de espalhamento
descritas pela matriz S. Na linguagem da segunda quantizacao introduzimos os
operadores al'(E) e dal (E) que criam e aniquilam elétrons em estados com energia
total £ entrando na amostra pelo modo transversal n do guia [. Da mesma forma
os operadores de criacao bf!(E) e aniquilacao b, (E) descrevem elétrons saindo da

amostra. Esses operadores obedecem as relacoes de anti-comutacao

{al(F),al(F)} = 0uud(E—FE"), (2.56)
{al(B),a,,(E"} = {al'(B),al;(E")} =0, (2.57)

e o mesmo se aplica ao operador b. Os operadores a e b estao relacionados pela
matriz de espalhamento

b= Swmay e b= (sl al" =Y (Shlap. (2:58)

ak ak ak

A matriz S tem dimensao (N; + Ny) x (N7 + Ns), onde Ny e Ny representam
os numeros de canais abertos nos guias 1 e 2, respectivamente. Além disso, S tem
a estrutura de blocos (2.43). O operador corrente no guia [ (I = 1,2) (longe da
amostra) é dado por

A he Sh o -~ 0 i, s
Il = % dyl |:\I]}L(rl7t)a—1‘l\pl(rl’t) — <a—xl\112[(7“l,t)> \I/l(rl,t)] 5 (259)
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onde os operadores de campo @l(ﬁ, t) e \ilT(ﬁ, t) sao definidos por

A

Ui, t) = Y Wik () (1) + o, (/)b (2)], (2.60)

n

B0 = SOl Mal ) + v, R0, (2.61)

n
e wlin(ﬁ) sao as fungoes de onda no guia [
ikl

T/an(ﬁ) = WXTL (u1)- (2.62)

Aqui x,(y) é a parte transversal da fun¢ao de onda. Os operadores al (t) e al (E)
se relacionam pela transformada de Fourier

i(B) = [aemiral el -

Substituindo as equagdes (2.63) e (2.62) nas expressoes dos operadores de
campo, ficamos com

57 / dEe Pl (E). (2.63)

(77, 1) = / dEe 1M Z _ W) gyt y B (B)ehen]  (264)

\/27Th’Uln

\II (Tl, ) — /dE lEt/fZ Z Xn yl ATZ(E)efikl,n:El _|_ IA)LZ(E)GMI’"II], (265)

V2rhv (B

onde introduzimos vy, = hky,/m, a velocidade dos portadores no n-ésimo modo
transversal do guia [. Depois de um pouco de algebra, a expressao para o operador
corrente fica

L(z,t) = &, [dE de'ei(E*E’Wﬁm
{[vin(E) + v (E)]
X [expli(kin(E") — kin(E))xal (E)al, (E')

— explilhun (B) + o (B) b} (E)BL(2)| (2.66)

X (v (E) — v (£)] X

X [exp[—i(kln(E)—i—kz,n(E'))fUl]d (E)b, (E')
(E)a,(E

— explilhun(B) + ki (Bl (B)al (B)| |
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Esta expressao é bastante complicada e ainda depende da coordenada x;, mas
pode ser simplificada. Como apenas os elétrons numa janela de energia da ordem
de kgT em torno da energia de Fermi contribuem para a conduc¢ao, podemos fazer
Vi (E) = v (E') na Eq. (2.66). Com isso, o operador corrente fica

=23 [ ae [apetrina el @) - B EiE). (o)

Usando a matriz de espalhamento para expressar o operador corrente apenas
em termos dos operadores a e definindo

AL (LB E') = Saidpbme — Y _ (ST (E) S (E'), (2.68)

n

obtemos

ZZ/dE/ dE' e E-EVnget () A% (1, B, E')al (E). (2.69)

af mk

Os indices a e § indicam os reservatérios e podem assumir os valores 1 e 2.

2.4.1 Condutancia

No calculo da corrente média assumimos que os elétrons nos guias tém a
mesma distribuicao dos reservatorios. Para um sistema em equilibrio térmico a
média do produto de um operador de criacao e um de aniquilacao de elétrons num
gas de Fermi é

(! (B)a (E')) = 8apbmrd(E — E') fu(E), (2.70)

onde f é a fun¢ao de Fermi-Dirac. Usando a expressao (2.70), a corrente média fica

(1) = hZZ/dEAO‘a (I, E) fo(E). (2.71)

Escolhendo [ = 1 e usando a unitariedade da matriz S, a corrente no guia 1
fica

()= ¢ [ BB ENAE) - £(E), .72
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onde
H(E) = f(E—Er—eV), (2.73)
f(E) = [f(E-EF), (2.74)
f(x) = [1+e@/ksT "L (2.75)

No regime de resposta linear

fUE) = f2(E) = [(E—Ep—eV)—f(E—- EFr)

EF+8V 8
= dE' - f(E - E'
/E F S f(E~ B

Q

eV <—a%f(E - EF)> (2.76)

A condutancia, definida por G = limy _,o(I)/V, fica

e

G=- /dE <—a%f(E — EF)> Te[t' (F)t(E)). (2.77)

Em T = 0 a func¢ao de Fermi fica uma funcao degrau, f(E — Er) =1 —60(E — EF).
Neste caso, 0f(E — Er)/0E = —)(F — EF), e a condutancia fica

2
G = %Tr[t(Ep)tT(EF)]- (2.78)
A Eq. (2.78) relaciona a matriz de espalhamento calculada na energia de Fermi com

a condutancia do sistema. A matriz ¢t pode ser diagonalizada e a condutancia pode
ser expressa em termos dos autovalores de transmissao

G=GoY m,  Go="-. (2.79)

Se considerarmos o spin teremos um fator Gy = 2¢*/h. Também podemos definir a
condutancia adimensional

g=G/Go="Titt! => " 7,. (2.80)
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2.4.2 Flutuacoes da corrente

A teoria de espalhamento também pode ser usada para outras propriedades
de transporte como flutuacoes temporais da corrente, AT, que fornecem informacio
adicional sobre o processo de transporte. A temperatura zero, a discreteza da carga
¢ a unica fonte das flutuacoes temporais da corrente. Essas flutuacoes sao chamadas
de “ruido de disparo” para diferencia-las das flutuacoes térmicas que ocorrem para
temperaturas nao nulas. Outra diferenca entre os dois é que o ruido de disparo
é proporcional a voltagem, enquanto o ruido térmico ocorre a V' = 0. O ruido de
disparo é entao um fenomeno intrinsecamente de nao-equilibrio e fornece informacoes
sobre a correlagao entre as cargas devido ao princilio de Pauli. Para estudar as
flutuagoes na corrente, vamos introduzir o operador

AL =1, — (I) (2.81)

O ruido é caracterizado pela densidade espectral ou poténcia do espectro
P(w), que é a transformada de Fourier de freqiiéncia w da fungao de correlacdo
corrente-corrente

P(w) =2 /_ At ATt + t0) Al (ko). (2.82)

A funcao de correlacao pode ser escrita como
(AT (t +to) AL (o)) = (Lt +to)Li(to)) — (Li(t + o)) (Ti(to))- (2.83)

Para achar a poténcia do ruido precisamos extrair a média do produto de
quatro operadores a. Para um gas de férmions em equilibrio essa média é obtida
pelo teorema de Wick

(afe (B (B2l (Bs)al’ (B4) ) — (ale (Baf (B>) ) (af (Es)al(E.)
- 5a55575m55rk5(E1 - E4)(5(E2 - Eg)fa(El)[]_ - fﬂ(Eg)] (284)

Usando a defini¢ao do operador corrente (2.69), o teorema de Wick e a relagao
[0, dte et — 95 §(hw + Ey — E»), a densidade espectral fica [26]

_ 2 ZZ/dEAaﬂ (B, E + hw) A% (E + fw, B) fa( )1 — f5(E + hw)).
afB mk

(2.85)
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Para freqiiéncias arbitrarias esta expressao nao é consistente com a conser-
vacao de corrente e a invariancia de gauge, e consideracoes adicionais sao necessarias
para a obtencao de um resultado fisicamente aceitavel. No entanto, a componente
de freqiiéncia nula do ruido

P=p) = 2¢ ey / AEA (B, B)AP (B, E)f(E)[1 — f5(E)],  (2.86)

af mk

nao apresenta esses problemas e é nela que estamos interessandos. Usando a defi-
nigao (2.68) e a condigao de unitariedade da matriz S pode-se mostrar que

P = 26—; /dE {IAiL = f2) + fo(L = fOITe(t ety + [f1(1 = f1) + fo(1 = fo)] Tr(ttit)}
(2.87)

Vamos usar a espressao (2.87) para o calculo do ruido nos dois casos ja dis-
cutidos.

Ruido térmico

Se o sistema esta em equilibrio térmico a temperatura 7', as fungoes de dis-
tribuicao nos reservatérios coincidem. Usando a relagao f(1 — f) = —kgTdf/OF
m (2.87), obtemos

P= 4l~cBTe—h2/dE< 88E (B — EF)> Tr(tth). (2.88)

Este é o ruido de equilibrio ou de Nyquist-Johnson. Ele é consequéncia
das flutuacoes térmicas do nimero de ocupacao nos reservatorios. Comparando as
equagoes (2.88) e (2.77), temos

P = 4kTG. (2.89)

Este é o resultado do teorema da flutuacao-dissipacao [27], que relaciona a
condutancia com flutuagoes da corrente de equilibrio.

Ruido de disparo

Em T = 0 a funcao de distribuicao de Fermi é uma funcao degrau, f, =
0(p1e — E). No regime de resposta linear a Eq. (2.87) fornece a relacao

2e3|V|

P = "—_T(ttTrr?), (2.90)
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onde as matrizes ¢ e r sao calculadas na energia de Fermi. Definindo Py = 2¢3|V|/h,
temos a potencia do ruido de disparo adimensional

p= % = Tr(tthrr?) = %:Tn(l — Tn), (2.91)
onde usamos os autovalores de trasmissao.

Vemos que o ruido de nao-equilibrio (de disparo) nao é simplesmente deter-
minado pela condutancia. Em vez disso, ele é determinado pela soma dos produtos
das probabilidades de transmissao e reflexao dos autocanais. Apenas no limite de
baixa transparencia 7, < 1 em todos os autocanais, o ruido de disparo é dado por

2¢3| V|
P~ ;Tn = 2e(I), (2.92)

que ¢é o ruido de um processo Poisson onde os elétrons sao estatisticamente indepen-
dentes.

2.5 Teoria de Matrizes Aleatorias

A teoria das matrizes aleatérias (TMA) foi introduzida na fisica por Wigner
e Dyson na década de 50 com o objetivo de estudar propriedades estatisticas do
espalhamento de néutrons lentos por nucleos pesados. Essa teoria é bastente util
para descrever sistemas onde a informagcao microscopica é pouco conhecida ou até
mesmo inacessivel. Todo sistema quantico é descrito por um operador Hamiltoniano
que pode ser representado por uma matriz. Para sistemas quanticos complexos,
como um ntcleo pesado, esta matriz é muito complicada e nao conhecemos todos
os seus detalhes. A idéia basica da teoria é substituir a matriz Hamiltoniana por
um membro de um ensemble de matrizes aleatorias consistentes com as simetrias do
problema (reversao temporal e rotacao de spin), a partir das quais determinamos
as func¢oes de correlacao dos autovalores e autovetores. Pelas fungoes de correlagao
calculamos propriedades fisicas do sistema como a densidade espectral.

Desde a proposta original de Wigner, a TMA tem sido usada em diversas
areas como: fisicas nuclear, atomica e molecular, sistemas mesoscopicos desordena-
dos, caos quantico, gravitacao quantica bidimensional, teoria de campo conforme e
QCD. Uma revisao detalhada da teoria e suas aplicacoes pode ser encontrada na
referéncia [28]. Em fisica mesoscépica a teoria de Wigner-Dyson é apropriada para
uma descricao estatistica de pontos quanticos caoticos. Nesta secao vamos rever
alguns conceitos da TMA de Wigner-Dyson com énfase nas aplicacoes para pontos
quanticos.
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2.5.1 Ensemble de Wigner-Dyson

Um ponto quantico fechado é caracterizado pelos seus niveis de energia e
funcoes de onda. Essas propriedades sao bastante sensiveis a distribuicao de im-
purezas ou aos contornos da amostra. Entao, podemos considerar um ensemble de
pontos quanticos com configuracoes de impurezas ou formas diferentes e calcular as
propriedades estatisticas dos niveis de energia e funcoes de onda. Verifica-se que
essas propriedades sao universais, ou seja, independem da forma do ponto ou da
distribuicao de impurezas, dependendo apenas das simetrias basicas do problema,
tais como as simetrias de reversao temporal e rotacao de spin.

Wigner e Dyson estudaram um ensemble de matrizes Hermitianas H, N x N,
com distribuicao de probabilidade

P(H) = c exp[—BTrV (H)], (2.93)

onde # é um indice de simetria e ¢ uma constante de normalizacao. Se o potencial
V(H) oc HH, o ensemble ¢ dito gaussiano. A praticidade dos ensembles gaussianos
resulta do fato de que os elementos independentes do Hamiltoniano sao varidveis
aleatorias independentes, pois

TV (H) = TeH?> = > [Hy,)%, (2.94)
2%

e a distribuicao fatora, simplificando os cédlculos. No limite N — oo as correlagoes
espectrais tornam-se independentes de V. Isso é conhecido como universalidade das
correlagoes espectrais.

O indice de simetria [ corresponde ao nimero de graus de liberdade dos
elementos de matriz. Eles podem ser reais, complexos ou quatérnions reais, corres-
pondendo a =1, 2 e 4, respectivamente. Como a transformacao

H— UHU', (2.95)

com U sendo uma matriz ortogonal (5 = 1), unitdria (f = 2), ou simplética (5 = 4)
deixa P(H) invariante, o ensemble é chamado ortogonal, unitdrio ou simplético.
Fisicamente, § = 2 se aplica ao caso de simetria de reversao temporal quebrada
por um campo magnético ou por impurezas magnéticas. Na presenca de simetria
de reversao temporal, temos f = 1 se o spin do elétron é conservado e 8 = 4 se
a simetria de rotacao de spin é quebrada devido a uma forte interagao spin-orbita,
por exemplo. Tal classificacao, atribuida a Dyson, é resumida na Tabela abaixo.

Os trés ensembles gaussianos foram derivados por Balian [29]a partir de um
principio de maxima entropia, postulando a existéncia de um segundo momento
para o Hamiltoniano.
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B | SRT SRS Hom U

1| sim sim real ortogonal
2 | nao | irrelevante complexo unitaria
4 | sim nao quatérnion real | simplética

Tabela 2.1: Resumo da classificacao de Dyson. A matriz hermitiana # e a matriz dos
autovetores U sao classificadas pelo indice $ dependendo da presenca ou auséncia
de simetria de reversao temporal (SRT') e simetria de rotacao de spin (SRS).

Vamos determinar a distribuicao dos autovalores e autovetores de H. Seja
{E,} o conjunto dos autovalores de H e U a matriz dos autovetores, entao

H = Udiag(E,, Es, ..., Ex)UT. (2.96)

Como TrV(H) = >, V(E,) depende apenas dos autovalores, a distribuicao da
Eq. (2.93) é independente dos autovetores. Isso significa que U é uniformemente
distribuido no grupo unitdrio (para 8 = 2) e no ortogonal e simplético (para § =1
ed).

Para achar a distribui¢ao P({E, }) dos autovalores devemos multiplicar P(H)
pelo Jacobiano J que relaciona o volume infinitesimal du(#H) no espago das matrizes
hermitianas com os elementos de volume dyu(U), [[, dE,, dos autovetores e autova-
lores, ou seja,

dp(H) = Jdp(U) [ [ dE.. (2.97)

O Jacobiano depende apenas dos autovalores
JUED) =1 - E)°. (2.98)
i<j

A distribuicao de autovalores resultante é dada por

P({E.}) = Cs [[1E:— Bl [[e 7V (2.99)

A equagao (2.100) tem a forma de uma distribui¢ado de Gibbs da mecanica
estatistica classica, onde o indice de simetria desempenha o papel de inverso da
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temperatura e u(E, E') = In |E — E'| representa o potencial repulsivo de um par de
cargas em um problema eletrostatico bidimensional [30]. Neste problema, temos N
cargas nas posicoes Ei, Ey, ..., EFy mantidas por um “potencial de confinamento”
V' que, para Ensembles Gaussianos é o do oscilador harmonico. Esse sistema de
cargas pontuais em equilibrio térmico é chamado “gds de Coulomb”. A partir da
equagao (2.100), vérios resultados podem ser extraidos. Abaixo, citamos alguns
resultados usados na tese.

1. Densidade de autovalores (fungao de um ponto)

p=(p(E)), (2.101)
onde p(E) é a densidade microscépica dada por

N

p(E) =) 6(E - Ey). (2.102)

=1

A densidade de autovalores é determinada pelo potencial V' (E). No limite de
N grande podemos usar a equagao de “campo médio”

V(E) = / o(EV I |E — E'|dE' + C. (2.103)

Para o ensemble Gaussiano com V(H) = NH?/4)\? encontramos para todas
as classes de simetria f = 1,2, e4 a seguinte expressao

N
VAN ZE2, (2.104)

DTSV

p(E)

O parametro A controla o espacamento médio A = 7A/N na origem E = 0.
A densidade de estados para o ensemble Gaussiano é conhecida como lei do
semicirculo de Wigner. Esta é uma propriedade dos ensembles gaussianos
e nao tem nenhuma relevancia fisica ja que densidades de estado diferentes
sao obtidas para outros potenciais. Podemos obter a densidade de autova-
lores (2.104) numericamente. Partindo de um Hamiltoniano real e simétrico,
caso 8 = 1, cujos elementos sao niimeros aleatorios com distribuicao gaussiana
de média nula e variancia

2)\2 A2

orr = (Hiy) — (Hpe)? = ~ ow = (H) — (Hu)” = N (2.105)
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Figura 2.4: Densidade de autovalores para um Hamiltoniano pertencente ao EGO
com N = 8000, confirmando a lei do semicirculo de Wigner (curva vermelha).

geramos a matriz aleatéria, calculamos seus autovalores e fazemos um his-
tograma. Escolhendo A = 1/2, os autovalores ficam distribuidos no intervalo
(—=1,1) e o limite N — oo é atingido elevando-se a dimensao da matriz. A
figura (2.4) mostra a densidade de autovalores para uma matriz 8000 x 8000.

2. Funcdo de dois pontos. Definimos em termos da densidade microscépica (2.102)
a funcao de dois pontos

p2(E, E') = (p(E)p(E")) — (p(E))(p(E")). (2.106)

Enquanto a densidade de estados média é determinada pelo potencial V', as
flutuagoes em torno da média sao determinadas pela interacao dos niveis origi-
nada pelo jacobiano J({E}), que depende apenas do indice de simetria f.
Portanto, desde que as energias sejam medidas na escala do espacamento médio
dos niveis A, as flutuacoes espectrais sao universais, independendo dos deta-
lhes do ensemble de matrizes aleatérias em questao. Por exemplo, a funcao de
cluster de dois niveis [31],

T(E, E') = po(E, E') = (p(E))S(E — EY), (2.107)
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no limite N — oo e para [ = 2 torna-se

sin[r(E — E')/A]

TQ(EﬁEI):_ 7T2(E—E’)2/A2 )

(2.108)

independente do potencial V. A Eq. (2.108) vale para o ensemble unitério.
Expressoes para o caso ortogonal e simplético também sao universais, porém
mais complicadas [31].

3. Estatistica linear. Consideremos a funcao dos autovalores
F=>Y f(E). (2.109)

O termo “linear” indica que F' nao contém produtos de autovalores diferentes,
embora a funcao f(F) possa depender nao linearmente de E. Usando a den-
sidade microscépica, temos

F:/f(E),é(E)dE. (2.110)

A média no ensemble de F' e sua variancia podem ser expressas em termos da
densidade média p(E) e da funcao de correlacao po(E, E') como

(F) = / /(E)p(E)dE, (2.111)

var(F) = / / F(E)f (B po(E, E')AEdE', (2.112)

Na aproximacgao de “campo médio”, Eq. (2.103), Beenakker [32] mostrou
que a variancia de uma estatistica linear, Eq. (2.112), é independente de V e tem
dependéncia universal proporcional a 1/0.

2.5.2 Matrizes aleatérias em problemas de espalhamento

Enquanto um sistema fechado é caracterizado pelos niveis de energia e funcoes
de onda, um sistema aberto conectado a guias é descrito pela matriz de espalhamen-
to S. A distribuicao das matrizes de espalhamento para um ponto quantico aberto
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depende do tamanho e da transparéncia dos contatos. Excluindo essa “nao univer-
salidade” trivial, a estatistica de um ponto quantico cadtico é universal no sentido
de que nao depende da forma ou tamanho do ponto quantico e da concentragao de
impurezas. A tnica condicao para a universalidade é que as particulas explorem
ergodicamente o espaco de fase antes de sairem da cavidade. Tal condicao é satis-
feita para um ponto quantico cadtico com contatos pontuais. Outra diferenca entre
a TMA das matrizes de espalhamendo e a dos niveis de energia é que, ao contrario
do Hamiltoniano, a matriz S é finita. Por exemplo, para uma cavidade conectada a
dois guias que suportam 1 modo propagante cada, a matriz S é 2 x 2.

Existem dois formalismos para descrever a TMA do transporte em cavidade
cadtica: o do Hamiltoniano e o da matriz de espalhamento. No primeiro, modelamos
o Hamiltoniano, H, da cavidade por uma matriz aleatoria N, x N, pertencente a
um dos ensembles gaussianos. O acoplamento da cavidade aos guias é descrito pela
matriz ndo aleatéria W. A matriz de espalhamento S(F) é obtida de H através da
formula de Mahaux-Weidenmiiller

! . W.
E — H +inWWt
O limite N, — oo é tomado no fim dos cédlculos de modo que a estatistica da matriz
S ndo dependa da matriz aleatéria H, sendo desta forma universal. Na secao (2.6)
derivaremos a férmula de Mahaux-Weidenmiiller para o caso geral de uma cavidade
conectada a varios guias.

O segundo método consiste em uma teoria de matrizes aleatérias aplicada
diretamente a matriz de espalhamento, sem nenhuma referéncia ao Hamiltoniano.
No caso de dois terminais com N; = Ny, = N a matriz S pode ser escrita na
representacao polar [33]

(5 )T () e

onde 7 representa uma matriz diagonal N-dimensional com os autovalores de trans-
missao 7, (@ = 1,...,N). Os v; (i = 1,...,4) sdo matrizes unitdrias N x N
arbirarias para o caso 3 = 2. No caso ortogonal, 3 = 1, temos as restrigoes vz = v{
e vy = v3. No caso simplético, 3 = 4, os autovalores de transmissao sio dupla-
mente degenerados, 7 = diad(m1,71,...,7x1), e as matrizes v; sdo quatérnions
auto-duais N x N com as restricoes v3 = ¥ e vy = Up. A representacao polar é
natural para o estudo da condutancia ja que separa os autovalores de transmissao
de fatores irrelevantes de fase (as matrizes v;).

Estamos interessados nas propriedades de um ensemble de sistemas repre-

sentados por um ensemble de matrizes S. Para calculos neste ensemble precisamos

S(E) =1 - 2miWw!

(2.113)
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definir a medida invariante du(S) do espaco das matrizes S. Por defini¢cao a medida
permanece invariante sob um automorfismo de uma dada classe de simetria nela
mesma, isto é,

dpP(S) = dp(9"), (2.115)

para 3 = 2 temos S’ = UySVj, onde Uy e ;) sao matrizes unitarias fixas. Esta relacao
define um automorfismo sobre o conjunto das matrizes unitarias. Para § = 1 temos
Vo = UJ e para 3 = 4, Vy = Up. O célculo da medida invariante, embora longo,
segue o algoritmo:

1. Definimos o elemento diferencial de arco ds®> = Tr[dSTdS].
2. Identificamos o tensor métrico do espago através da relagao ds® = Y g, (x)dz 0, .
3. Obtemos o elemento de volume a partir da relagao dV = |detg(z)|*/2 ] z,..

A forma da medida invariante depende da parametrizacao escolhida para a
matriz S [33] [34] [35]. No trabalho original de Dyson, a matriz S foi escrita na
decomposicao autovalor-autovetor

S = Qdiag (e, ez, ... ' ?27)QT, (2.116)

onde os nimeros reais ¢; estao relacionados aos deslocamentos de fase de espa-
lhamento. A matriz unitaria 2N x 2N, €2, tem elementos reais para 5 = 1, complexos
para [ = 2 e quatérnions reais para J = 4. Estes sao os ensembles circulares de
Dyson, cujas medidas estao contidas na expressao

dp(S) o< [ 1% — e T ] dbe dp(€2). (2.117)

a<b

As derivadas dessas fases em relagao a energia, 00;/0E, estao relacionadas com o
tempo gasto pela particula quantica no dominio de interacao, que é o tempo de
atraso de Wigner-Smith [36].

Para o estudo de propriedades de transporte em pontos quanticos, a repre-
sentagao polar (2.114) é mais adequada. Neste caso, a medida fica [33]

du(S) o< [ [ 1ra = nl? [ P72 [ [ dre [ [ (o). (2.118)

a<b c
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Seja P(S) a densidade de probabilidade de encontrarmos a matriz S no vo-
lume du(S), entao

/P(S)du(s) =1 (2.119)

A entropia de informacao contida na densidade de probabilidade P(S) é definida
por:

S=— / du(S)P(S) InP(S). (2.120)

Note que & aumenta quando as flutuacoes estatisticas, ou seja, o grau de aleato-
riedade de P(S) aumenta. Descrevemos o ensemble de matrizes S sem nenhu-
ma referéncia as informagoes microscéopicas contidas no Hamiltoniano através do
principio de mdzrima entropia. Como na mecanica estatistica, devemos maximizar
a entropia (2.120) submetida ao vinculo (2.119). Note que toda a informacao de
simetria j& estd contida na parametrizacao da matriz S. Encontramos

P(S) = constante, (2.121)

ou seja, devido as flutuacoes, a matriz S cobre a variedade com distribui¢ao uniforme.
Este conceito é semelhante ao usado no ensemble microcanonico, onde o principio de
igual probabilidade a priori é associado a invariancia da medida num automorfismo
sobre uma dada classe de simetria. O principio de méaxima entropia nos permite
escolher uma distribuicao tao aleatéria quanto os vinculos permitam.

Integrando sobre a “parte angular”, obtemos a densidade conjunta de auto-
valores de transmissao

P{r}) = Cs][lm—nl[[ """ (2.122)

a<b c
= exp (5 =7l -8 V(TC)> , (2.123)
a<b c
onde o potencial V(7) é dado por

2-8
SpInT se0<7<1,

.. (2. 124)
o0 caso contrario.

V(r) = {

A equivaléncia formal entre a distribuicao (2.123) dos autovalores de trans-
missao e de um ponto quantico caético e a distribuicao dos autovalores E; (2.100) de
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uma matriz aleatéria hermitiana nos permite usar todos os recursos desenvolvidos
no estudo de niveis de energia em problemas de autovalores de transmissao.

Uma propriedade de transporte A geralmente assume a forma de uma es-
tatistica linear A =) f(7,) dos autovalores de transmissdo. Para a condutancia
temos f(7) = 7 enquanto para a poténcia do ruido de disparo, f(7) = 7(1 — 7). As
médias da condutancia e da poténcia de ruido de disparo sao dadas por

w=[oenrienIlen . 0= [aEnrin e @129

Podemos obter a distribucao da condutancia e da potéencia do ruido através das
equagoes

W) = [l mPrh Lo (2:126)
W(p) = /5(p— P! —Tn))P({T})Hdn. (2.127)

A seguir vamos resumir alguns resultados relevantes para o ponto quantico
de Wigner-Dyson. Podemos obter as médias e distribuicoes por integracao direta
apenas para os casos de N pequeno. Abaixo, mostramos os resultados para N =1
e N =2.

Caso N =1

Para guias com um modo temos apenas um autovalor de transmissao e a
densidade de probabilidade (2.122) fica

P(r) = gr_“’ﬁ/z. (2.128)
As médias sao dadas por
s 20
_ , 2.129
(9) 713 (p) (B+2)(5+4) (2.129)
e as distribuicoes
Wig) = gg—W (2.130)

1+a\/ﬁ L6/
2@ > ( ) (2.131)
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sao muito diferentes da distribuicao gaussiana.
Caso N =2

Neste caso a densidade conjunta dos autovalores de transmissao, 7, e T, é
mais complicada. Temos

3|T1—T2|
Ps_i(11, 1) = ——r—, 2.132
mnm) = T (2.132)
Py—s(ri, 1) = 6(n — )% (2.133)
e as distribuicoes
3

59 70§g§1
Wps— = 2 2.134
#=1l0) {%(9—2\@—1) 1<g<2 (2.134)
Wimalg) = 2(1—[1—g)*  L0<g<2. (2.135)

Os gréficos destas distribuicdes estdao mostrados nas figuras (2.5) e (2.6). A
medida que aumentamos o nimero de canais, a distribuicao da condutancia vai se
tornando gaussiana, o que é consistente com o regime semiclassico, N — oo. Neste
limite, os cumulantes de ordem maior que dois da distribuicao de qualquer estatistica
linear tendem a zero, ou seja, a distribuigao W (A) tende a uma gaussiana com média
e variancia determinadas pelos similares das equagoes (2.111) e (2.112), que, como
mostraremos no capitulo 4, podem ser escritas como

(A) = Nfo+7> fina+ O(N7Y), (2.136)
n=0
var(4) = % nio;nff + O(N’l). (2.137)

Para a condutancia, temos

(9) = g+ﬁ4—_ﬁ2+0(1\71), (2.138)
var(g) = % (2.139)

O termo de ordem O(NN) é a condutancia de contato, a qual, no regime semicléssico, é
conseqiiéncia de apenas metade dos elétrons que entram na cavidade cadtica serem
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transmitidos, resultando numa transmisao média de 1/2 por modo. O termo de
ordem O(N?) é resultado da interferéncia quantica e, como vimos no capitulo 1, é
conhecido como correcao de localizacdo fraca (8 = 1) e anti-localizacao (f = 4).
Para a variancia temos o fator 1/(803), independente da distribui¢do de impurezas
ou da forma da cavidade. Este resultado revela a flutuagao universal da condutancia
discutida no capitulo 1.

Para a poténcia do ruido de disparo temos

B = §+ON, (2.140)
var(p) = @. (2.141)

Note que a média da potencia do ruido é quatro vezes menor que a poténcia do
ruido de Poisson, associado a corrente onde os elétrons sao descorrelacionados. Este
comportamento sub-Poissonico indica a presenca de correlacao entre os elétrons
devido ao principio da exclusao de Pauli. Uma medida deste ruido sub-Poissonico
é o fator F' de Fano, que é a razao entre a poténcia do ruido em questao e o ruido
Poissonico. Para um ponto quantico usual temos F' = 1/4 e para um condutor
difusivo ' = 1/3. A Eq. (2.140) mostra que nao temos corregao de localizagao
fraca, em contraste com o resultado para um condutor difusivo onde o efeito esta
presente. Esta supressao da localizacao fraca nao ocorre no caso geral Ny # Ns.

2.6 Formula de Mahaux - Weidenmuiiller

Nesta secao vamos aplicar o formalismo de Heidelberg para descrever uma
cavidade caotica balistica de geometria arbitraria acoplada a L guias. Na seqiiéncia,
vamos nos limitar ao caso particular L = 2. Consideremos o sistema dividido em
duas partes. A primeira consiste nos L guias ideais nos quais o elétron se move
como uma particula livre. A segunda parte consiste na cavidade, dentro da qual o
movimento do elétron adquire caracteristicas aleatérias devido aos multiplos espa-
lhamentos na fronteira da amostra ou com impurezas.

Seja Hy = Hy, & H. o Hamiltoniano do sistema desacoplado guias-cavidade,
onde

H —ii@ P, (2.142)
L= 2m8xl2,n Ln '

=1 n=1
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¢ o Hamiltoniano dos L guias; €, ¢ o limiar de energia do n-ésimo modo do [-ésimo
guia; z;, > 0 é a coordenada longitudinal do guia e H, é a matriz Hamiltoniana
N.x N, que descreve a dinamica da cavidade fechada. No regime universal, H. pode
ser substituido por uma matriz pertencente a um dos Ensembles Gaussianos.

O operador Hjy atua no espago de Hilbert H = L2(R*,CNT), onde Ny =
ZZL:1 N; é o nimero total de canais abertos. Um vetor geral de H tem a forma

o = ( \1111 ) : (2.143)

u = (Ul,... ,UNC)T

onde

representa as funcoes de onda na cavidade e
T
U=, YNy Yo, Yoy

representa as fungoes de onda nos guias.
Sejam ®; e ®, dois vetores arbitrarios de H. Entao o produto escalar é
definido por

(B, Py) = uyf - up + /oo dz ¥l (z) - Uy(2). (2.144)

O acoplamento da cavidade com os guias se da por um termo de interagao
local V', tal que o Hamiltoniano fica H = Hy+ V. A acdo de H num vetor arbitrario

® é definida como
u\ ( Hu+VV¥
TORE ) o189

onde VU = W¥(z = 0), e W é uma matriz de acoplamento local N, x Ny, satis-
fazendo a condicao de contorno

W= % <%\IJ($)>

para que H seja hermitiano: (H®y, ®) = (1, HPy). Uma prova desta condicao
pode ser encontrada na referéncia [37].

Seja @ um estado de espalhamento do sistema acoplado com energia F =
hi%k?/2m, entdo da Eq. (2.145), temos

Hby = ( Heu ;}LVE‘I’(O) ) - E( b ) . (2.147)

, (2.146)

=0
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Usando a Eq. (2.147), encontramos

u=(E—H,) 'WTg(0), (2.148)
e
m V2 ke iKz
Up(e) = (m) (7 KT A + ¢iKTB), (2.149)
onde

K = diag(klyl,... 7k1,N17"' 7kL,17--- ;kL,NL)-

Os vetores de onda ki, sdo tais que h*k7, /(2m) + €, = h?k?/(2m), enquanto

_ T
A = (al,l,... ,a,lle,... ;UJL,I;--- 7a'L,NL) y
_ T
B = (big,--- 0085001, 5b0n,)

sao vetores de amplitudes das ondas que entram e saem da cavidade, respectiva-
mente.
A matriz de espalhamento do sistema é definida pela relacao

B = SA. (2.150)
Das Eqgs. (2.149) e (2.150), temos
m o \1/2
v =|—= 1 A 2.151
#0 = (gr) 1+ 2151)
e
mK \ Y/
N = —1 1—-95)A. 2.152
b0 =i () (1-5) (2.152)
Usando as Eqs. (2.146) e (2.148), obtemos
W(0) = SV (E — H) W (0 2.153
5(0) = 218~ H) W (0), (2.153)

Inserindo (2.151) e (2.152) em (2.153), temos

(1-8)1+9) " =inWH(E - H,)'W, (2.154)
onde
. om, 1/2
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Resolvendo a Eq. (2.154) para S, temos

11— imWIGW

S =
1+ iTWTGOW,

(2.156)

onde Gy = (E — H.)™' ¢ a fungao de Green da cavidade fechada. Esta equagao
também pode ser escrita na forma

S =1—2mWiGEW, (2.157)
onde GF é a funcao de Green retardada definida por
Gt =(E—-H,- 2% (2.158)
na qual
SR = —inwwwT (2.159)

¢ o termo de auto-energia associado a processos de entrada de particulas na cavidade
pelos guias e emissao de particulas da cavidade através dos guias. O acoplamento
entre a cavidade e os guias é descrito pela matriz nao aleatéria N. x Ny com a
seguinte estrutura

(W) ;on=1,...,N;
(WZ)u,anl ) n:N1+17"'7N1+N2
W“’” - .o ’
: ;o
(WL)u,n,NTJrNL ; n:NT—NL—l—l,... ,NT
onde os elementos das matrizes W, que nao aparecem na decomposicao acima sao
todos nulos. Isto implica que a auto-energia pode ser decomposta na forma

L
R =3 "%
=1

onde LF = —ixW,W;.

Como temos interesse no problema de dois terminais, vamos mostrar como
fica a matriz de espalhamento para o caso L = 2. Neste caso, a matriz W tem
dimensao N.x (N;+N3) e é dada por W = W, +Ws,, onde as matrizes de acoplamento
com os guias sao definidas por

. {(Wl)m n=12...,N;
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0 n:1,2,...,N1

(Wo)un = { (W) n=Ni+1,... Ny + N,. (2.161)

Desenvolvendo a matriz S em termos das matrizes Wl e Wg, temos
S =1—2ixW{ D™ "W, — 2ix W/ D™ 'Wy — 2in W] D™'W, — 2in W] D' W, (2.162)
onde
D=E — H+ix(W,W] + Wo,W)). (2.163)

Devido a estrutura das matrizes de acoplamento W, e W5, pode-se concluir
que

_ 9 -1 _ o -1
S:<1 oW, D= W, 2emW] D™ Wy ) (2.164)

—2ixWID= W, 1 — 2ixW]D~'W,

A equagao (2.164) tem a forma de bloco semelhante a equagao (2.43). Entao pode-
mos identificar

ro= 1—2xW]D™'W,
r 1 — 2ic W) D~ 'Ws,
t = —2ixWiD W,
t —2ix W, DWW,

~

)
)
2. 167)
)
)

Uma questao natural é saber em que condigoes o ensemble da matriz S (2.157
é equivalente ao ensemble circular. Foi mostrado na referéncia [21] que estes ensem-
bles sao equivalentes se o elemento de matriz médio for nulo, i.e. (SP?) = 0, que
esta relacionado a auseéncia de processos diretos. A média da matriz S é obtida nas
referéncias [38] e [11] via teoria de campos supersimétrica e é dada por

1— o'Wt
14+ 7 TWiw’

(S) = (2.169)

onde A é um fator relacionado ao espagamento médio, ver Eq. (2.104). Note que

a matriz S terd média nula se exigirmos que as matrizes W, e W, satisfacam a
condicao de ortogonalidade

A
Wiw, = ~0pa (2.170)
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Podemos usar a formula de Mahaux-Weidenmiiller para obter numericamente
a matriz de espalhamento e as propriedades de transporte. Usando a relacao

N . )
2 . nimj . nwj' .

T =94 2.171

N+1n181n<N+1>Sln<N+1> 17 ( )

podemos escolher as matrizes de acoplamento como

2\ ) nmj
Wa)jn = 4| = , 9.172
(Wa);; A R <N0+1> (2.172)

j=12,...,Noen =1,2,...,N, . Satisfaz-se assim, a condicao de ortogona-
lidade (2.170).

O procedimento numérico consiste em gerar uma matriz aleatoria gaussiana
N. x N, e, a partir dela e das matrizes de acoplamento, montar a matriz de trans-
missao (2.167). Uma vez obtida a matriz ¢, usamos as férmulas (2.80) e (2.91) para
calcular os observéaveis. Como exemplo, consideramos Hamiltonianos 100 x 100 para
os casos =1 e = 2. Para fazer uma analise estatistica, geramos um conjunto de
500 valores para a condutancia e a poténcia do ruido de disparo. As distribuicoes
estao mostrados nas figuras (2.6) e (2.5).

30 40

20

W(p)

Figura 2.5: Distribuicao da poténcia do ruido de disparo para N = 1 nos casos § =1
(esquerda) e = 2 (direita). O grafico em vermelho é dado pela expressao (2.131),
obtida pelo principio da maxima entropia.
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W(Q9)

W(9)

W(9)

Figura 2.6: Distribuicao da condutancia para N = 1,2 e 3 nos casos em que [ =1
(primeira coluna) e 5 = 2 (segunda coluna). Os resultados numéricos estao em boa
concordancia com os resultados obtidos via méxima entropia (linhas vermelhas).
Note que a distribuicao tende a gaussiana a medida que N cresce.

As distribuigoes para N = 1 e N = 2 sao muito diferentes, mas, a medida que
aumentamos o nimero de canais, a distribuicao tende a uma gaussiana. Nas figuras
também mostramos os gréficos das expressoes (2.130) - (2.135), obtidas na secao
anterior. A concordancia destes resultados é uma prova numérica da equivaléncia
entre o formalismo de Mahaux-Weidenmiiller e o0 método da méxima entropia.
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2.7 Ensembles de Movimento Browniano

Introduzimos nas segoes anteriores os ensembles de Wigner-Dyson da teo-
ria de matrizes aleatérias para o Hamiltoniano H e a matriz de espalhamento S.
Esses ensembles sao estacionarios no sentido de que suas propriedades de simetria
nao se alteram. No entanto, muitos sistemas fisicos tém suas simetrias quebradas
parcialmente ou até totalmente com a aplicacao de uma perturbacao externa. Por
exemplo, um campo magnético fraco nao quebra a simetria de reversao temporal
completamente. Ha& uma transicao continua do ensemble ortogonal ou simplético
para o ensemble unitario.

Podemos considerar um Hamiltoniano que depende de um parametro exter-
no t. Desta forma, em vez de termos um ensemble de matrizes definido por uma
densidade de probabilidade, temos uma familia continua de ensembles cujas densi-
dades de probabilidades dependem de . Um tratamento destes ensembles “fora do
equilibrio” foi feito por Dyson [39]. Ele propés um movimento Browniano para os
autovalores de uma matriz aleatéria, mostrando que estes autovalores podem ser vis-
tos como posioes das particulas de um gas de Coulomb que realizam um movimento
Browniano. A evolugao temporal dos autovalores é governada por uma equagao
de Fokker-Planck. O tempo nesta dinamica nao corresponde ao tempo fisico das
observacoes do sistema, porém é ficticio e estd associado as propriedades do mode-
lo. Como exemplo concreto, citamos o problema de quebra gradual de simetria
de reversao temporal em sistemas cadticos fechados que pode ser estudado usando
ensembles de movimento Browniano. Neste caso o tempo se relaciona com o incre-
mento de fluxo magnético A® por t ~ (eAd/h)?E./(NJ), onde E, é a energia de
Thouless, ¢ é o espacamento médio e N é a dimensao da matriz.

No caso do ponto quantico, vimos que, devido as flutuacoes, S cobre ergodica-
mente a sua variedade. Podemos considerar um movimento Browniano no tempo
ficticio t que descreve a difusao neste espaco. No limite ¢ — oo a distribuicao de pro-
babilidade difunde para a solucao estacionaria que corresponde ao ensemble circular,
resultando na distribuigdo dos autovalores de transmissao (2.123). Este ensemble
de movimento Browniano da matriz de espalhamento foi estudado nas referéncias
[40] e [41]. Apesar de ter tido pouco sucesso na descri¢ao de problemas de crossover
(quebra gradual de simetria) nestes ensembles, o formalismo de movimento Brow-
niano fornece poderosos métodos analiticos para o estudo da solucao estacionaria.
Nesta tese usaremos este formalismo especificamente com este propdsito.
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2.7.1 Ensembles de movimento Browniano e polindmios or-
togonais

Os ensembles gaussianos sao intimamente ligados aos polinémios de Hermite [31].
Podemos incluir outros polinémios ortogonais, p,(z), definindo um ensemble de
matrizes cuja distribuicao dos autovalores é dada por

P({z}) = H v — 24 Hw(xi), (2.173)

1<

onde w(x) é definida como a fungao peso destes polinémios. No caso dos polinémios
de Hermite, temos w(z) = e"”z/z, 0 que caracteriza o ensemble gaussiano.

Os polinoémios p,(x) formam um conjunto completo e ortogonal no intervalo
[a, b] com respeito a fungao peso w(x)

/dxw(x)pn(x)pm(x) = nm, (2.174)
> pa(@)pa(a’) = % (2.175)

e satisfazem & equagao diferencial [42]

e [ pate) = o) (2.176)

onde
e = —n%{ﬁ%[u}(x)s(aj)]}, (2.177)
() = m%[w(x)s”(x)] (2.178)

A fungao s(z) deve ser um polinémio de grau menor ou igual a dois, com raizes
reais, e, juntamente com a funcao peso, deve satisfazer a condicao de contorno

Na referéncia [43] é apresentado um método de solugao da equagao de Fokker-
Planck para ensembles de polinomios ortogonais. O método consiste em mapear a
equacao de Fokker-Planck na equacao de Schrodinger, passando de um movimento
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Browniano para um problema quantico de muitos corpos. Sendo P = P(x1,... ,zx,t)
a densidade conjunta de probabilidade num tempo ¢, a equacao de Fokker-Planck
que descreve sua evolucao temporal pode ser escrita como

0 _
—— o, (Jﬁsz xz)axi (Jswn) 1) P, (2.179)

onde
J/g :H|l‘z_{L‘j|’6 e wN:Hw(xi). (2180)
1<j ]

No caso do ponto quantico, vimos que a distribuicao de equilibrio dos auto-
valores de transmissao é dada por

P,({r}) =[] = - TJIﬁHw 7), (2.181)

1<j

com w(7) = 71482 A difusido é entdo governada pela equacio de Fokker-Planck,

oP

= LrpP, 2.182
8t rp ( )
onde o operador de Fokker-Planck é dado por
Ny’ 0
— -1
Lo =3 g7 (s 2.153)
onde
N
Jp = H ni—7l° , wy = Hw(n) e s(r)=7(1-r1). (2.184)
1<J =1
Seja F' = F({r}) um observavel arbitrario. Sua evolugao temporal é dada
por

(P, = / PP 1), (2.185)

Tomando a derivada de (F'); em relacao ao tempo, temos

—P({r},t) = / dNrP({r}, ) LLF({1)), (2.186)
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onde o operador adjunto formal £,,, é definido através da relacio

/dNTPl({T},t)ﬁppPg({T},t) = /dNTPQ({T},t)ETFPPl({T},t). (2.187)
A média do observavel (F') é definida no ensemble de equilibrio por

(F)eq = lim (F),. (2.188)
t—00

O método da equacao de Fokker-Planck é de grande utilidade no célculo

de valores médios de observaveis para um nimero N qualquer de canais abertos e
também no regime semi-classico, onde N > 1.
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Capitulo 3

Sistemas Quirais

3.1 Classes de universalidade

Nos trabalhos pioneiros de Wigner e Dyson, sistemas complexos de muitos
corpos como nticleos atomicos foram classificados em termos de suas simetrias fun-
damentais. Foram estabelecidas trés classes de simetria, que se distinguem de acordo
com o comportamento do sistema sob reversao temporal e rotacao de spin. Vimos
no capitulo 2 que as propriedades estatisticas destas classes podem ser descritas por
trées modelos de matrizes aleatérias: os ensembles gaussianos ortogonal, unitario e
simplético. As classes de Wigner-Dyson se aplicam, também, a condutores desorde-
nados convencionais descritos pelo modelo de Anderson. No entanto, existem outros
sistemas desordenados nos quais a estatistica de niveis nao é descrita pelas classes
de Wigner-Dyson. Nestes casos, simetrias adicionais tornam-se relevantes e surgem
novas classes de universalidade e novos ensembles de matrizes aleatorias.

Zirnbauer [44] e Caselle [45] mostraram que podemos conectar os ensembles
da TMA com a teoria dos espacos simétricos de Cartan. Os ensembles sao classi-
ficados em termos dos mesmos diagramas de Dynkin e redes de raizes usados na
classificagao das algebras de Lie destes espagos [46]. Esta relacao é util para a clas-
sificacao de sistemas fisicos complexos em termos dos espacos simétricos de Cartan.
A classificacdo de Cartan é exaustiva, permitindo concluir que existem apenas dez
classes de universalidade, divididas em trés categorias: (i) Wigner-Dyson (3 clas-
ses), apropriada para condutores desordenados usuais, (i) Bogoliubov-de Gennes
(4 classes), que aparecem na descri¢do de quase particulas em supercondutores des-
ordenados e varios tipos de efeitos de proximidade, e (i7i) Quiral (3 classes). Estas

o4



3.2 Simetria de Sub-rede 5%)

sao relevantes em problemas de transporte nos quais a desordem é nao diagonal.
A subdivisao em cada categoria depende da presenca ou auséncia de simetria de
reversao temporal e rotacao de spin. Os espacos simétricos da matriz de trans-
feréncia M e do hamiltoniano #H sao diferentes, como mostra a tabela (3.1). A
tabela também contém a multiplicidade das raizes ordindrias m, e longas m;. Note
que m, é equivalente ao parametro de simetria de Dyson, .

Classe SRT SRS M H | my | my
sim sim CI Al 1 1

Wigner-Dyson | nao | irrelevante | AIIl | A 2 |1
sim nao DIIT | AIT | 4 | 1

sim sim Al |BDI| 1 | O

Quiral nao | irrelevante | A | AIIl| 2 | 0
sim nao AIl | CIT | 4 0

sim sim C CI 2 2

Bogoliubov | nao sim cim | C 4 1 3
- de Gennes sim nao D |DIII| 2 | 0
nao nao BDI | D 1 0

Tabela 3.1: Classificacao das classes de simetria de acordo com a tabela de Cartan.
As classes de simetrias sao definidas em termos da presenca ou auséncia de simetria
de reversao temporal (SRT'), simetria de rotagao de spin (SRS) e outras simetrias
fundamentais do sistema.

3.2 Simetria de Sub-rede

Desde a introducao da teoria de escala para o problema de localizacao de
Anderson [47], sabe-se que as propriedades de transporte em metais desordenados
sao universais, desde que a desordem seja suficientemente fraca, as temperaturas
baixas e a coeréncia quantica seja mantida por distancias grandes. O modelo de
Anderson consiste em uma rede com potencial aleatério nos sitios (desordem dia-
gonal) e amplitudes de hopping nao aleatorias. E neste contexto que surgem as
classes de Wigner-Dyson. O problema da localizacao eletronica pode ser generaliza-
do para redes com amplitudes de hopping aleatérias (desordem nao diagonal) [48].
O problema de localizagao com desordem nao diagonal nao recebeu muita atencao,
embora se soubesse desde o trabalho de Dyson [49] que sistemas com apenas desor-
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dem nao diagonal tém comportamento dramaticamente diferente de sistemas com
desordem puramente diagonal. O interesse em problemas com desordem nao diago-
nal ressurgiu na década de 90 com a descoberta de novas classes de universalidade
(classes quirais) e aplicagdes em uma série de problemas como semicondutores de gap
pequeno, hamiltonianos da cromodinamica quantica, cadeias de spin XY aleatérias,
mecanica quantica supersimétrica, mecanica quantica nao hermitiana e teorias de
calibre em supercondutores de altas temperaturas criticas.

Como exemplo de sistema com desordem nao diagonal, considere um modelo
tight-binding unidimensional com hopping aleatério entre primeiros vizinhos, de-
scrito pelo hamiltoniano

H== (tchensr +tch1cn), (3.1)

n

onde ¢ e ¢, sao operadores de criagdo e aniquilagao de elétrons no sitio n e o
parametro de hopping t, = t + 0t, consiste de uma parte nao aleatéria ¢ e uma
aleatéria dt,. O centro da banda, ¢ = 0, é um ponto especial onde a densidade
de estados diverge logaritmicamente [49]. A condutancia em ¢ = 0 exibe grandes
flutuacoes em torno do valor médio e decai algebricamente. Em contraste, para
energias nao nulas, o sistema descrito pela Eq. (3.1) possui o comportamento de
localizagao usual: uma amostra tipica possui condutancia caracterizada por (logg),
que é proporcional ao comprimento L da amostra.

As discussoes acima se restringem a sistemas estritamente unidimensionais.
Podemos considerar um problema de hopping de uma particula quantica na rede
bidimensional de comprimento L e largura L;, mostrada na figura (3.1). O hamil-
toniano para este problema é

H=— Z tz’j C;[Cj, (32)
i,J

L

Figura 3.1: Modelo de hopping aleatdrio
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onde 7 e j representam os sitios da rede e os elementos de matriz de hopping t;;
sao ndo nulos apenas para primeiros vizinhos. A equagao (3.2) com t;; aleatério
é conhecida na literatura com modelo de hopping aleatorio. O caso especial onde
apenas a fase da amplitude de hopping t;; = €% ¢é aleatéria, é conhecido como
problema do fluxo aleatorio, e se aplica a uma rede submetida a um campo magnético
aleatério perpendicular, figura (3.2). Num salto de um sitio para outro o elétron
adquire uma fase dependente do campo que se torna completamente aleatéria para
campos intensos.

&'

Figura 3.2: Problema do fluxo aleatério

Estes problemas possuem uma simetria discreta que influencia drasticamente
as propriedades fisicas do modelo. A natureza da simetria pode ser entendida
observando-se a figura (3.1). O ponto essencial é que o hopping é entre primeiros
vizinhos, entao podemos dividir a rede em duas sub-redes A e B tais que a matriz
de hopping t;; conecte sitios das duas sub-redes mas nao da mesma sub-rede. Na
figura (3.1) as sub-redes A e B correspondem a sitios pretos e brancos, respectiva-
mente. Apds um ordenamento conveniente dos vetores da base, o hamiltoniano tem
representacao matricial puramente nao diagonal

B 0 taB
H—(tLB 0 ) (3.3)

A existéncia de blocos apenas fora da diagonal no hamiltoniano pode ser indicada
pela condicao

SO, = —H, (3.4)
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onde ¥, = < 1183 10 > é uma generalizacao da matriz o, de Pauli. Seguindo a
Na

nomenclatura adotada em QC'D, simetrias de sub-rede da forma (3.4) sao chamadas
de simetrias quirais.
O problema de autovalor H|i) = €|¢)) pode ser escrito nesta base como

5(3;‘,):(@?3 th>($2>’ (35)

onde 14 e ¥p denotam as funcoes de onda nos sitios das sub-redes A e B, respecti-
vamente. Sendo Ny e Np o nimero de sitios nas sub-redes A e B, e supondo, sem
perda de generalidade, que N4 > Np, vale o seguinte teorema para as funcoes de
onda de energia zero [50]

Teorema 3.1 Em qualquer rede bipartida com desordem apenas nao diagonal, hd
N4 — Np autofuncgoes linearmente independentes com autovalor € = 0. Além disso,
todas as amplitudes v; da funcao de onda sao nulas nos sitios da sub-rede B.

O teorema implica termos |N4 — Ng| modos zero (autovalores de energia
nula) com suporte na sub-rede A. Os autovalores nao nulos da matriz (3.3) ocorrem
em pares simétricos +e. As propriedades fisicas de sistemas com simetria quiral sao
nao triviais quando a energia estd no centro da banda (¢ = 0). Mas, & medida que
nos afastamos da origem, o efeito da simetria de sub-rede no espectro e nas fungoes
de onda diminui e ocorre um crossover para o comportamento usual. Isso se deve ao
fato de que, embora o hamiltoniano (3.3) seja sempre quiral para qualquer energia,
as propriedades termodinamicas e de transporte dos sistemas dependem da funcao
de Green G*(¢) = (¢ +in—H)~', n — 0" e ndo do hamiltoniano propriamente dito.
Usando (3.4) e X2 = 1, temos

GE(e) = —5,GF(—2)%,, (3.6)

o que explica a perda da simetria para ¢ # 0. A simetria quiral é quebrada pela
presenca de desordem no sitio, hopping entre vizinhos distantes ou (em alguns casos)
condigoes de contorno periédicas [51].

Sistemas desordenados unidimensionais com simetria quiral foram estudados
por varios métodos e em diferentes contextos, e suas propriedades de localizacao
sao bem entendidas. No caso bidimensional a situacao é diferente, os tratamentos
analitico e numérico sao bastante complicados e os resultados nao estao bem estabe-
lecidos. Tendo em vista este problema, é natural estudar o caso intermediario entre
uma e duas dimensoes, os fios quanticos “quase unidimensionais”, onde L > L.
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Tais sistemas apresentam regimes localizado e difusivo do transporte quantico com
um tratamento analitico controlavel. O trabalho analitico tem seguido duas linhas:
modelo ¢ nao linear supersimétrico e a teoria de matrizes aleatérias. Os resultados
mais interessantes obtidos nestes trabalhos sao a dependéncia do comprimento de
localizagao com a paridade do nimero de canais abertos [52] e o comportamento
anomalo da densidade de estados no centro da banda [53]. Podemos resumir estes
resultados da seguinte maneira

1. Para N par a condutancia decai exponencialmente na escala do comprimento
de localizacao &, a densidade de estados diverge com p(g) o |In(¢)| na presenca
de simetria de reversao temporal (5 = 1) e quando esta simetria é quebrada

(6= 2), p(e) o |eIn(e)].

2. Para N impar, o fio em ¢ = 0 é metédlico, a condutancia decai algebricamente

com o comprimento e a densidade de estados diverge de acordo com p(eg)
1/leln®(e)] .

Um efeito similar, mas relacionado ao nimero total de sitios, influencia as pro-
priedades espectrais e de transporte de um ponto quantico quiral, isto é, o limite
zero dimensional de um fio quantico com simetria de sub-rede [54]. Outro efeito
interessante é que a condutancia depende de como é feito o acoplamento com os
guias, ou seja, o nimero e o tipo dos sitios envolvidos no acoplamento [55]. Se o
acoplamento da direita é feito apenas com sitios da sub-rede A e o da esquerda com
sitios da sub-rede B, a corrente é nula. A condicao para a existéncia de corrente é
que o acoplamento seja compartilhado por sitios de sub-redes diferentes.

3.3 Modelo microscopico

Nesta secao, apresentamos um modelo microscopico simples que descreve
o hopping aleatorio de uma particula entre as sub-redes de uma rede bipartida. O
modelo consiste de uma rede formada por NV cadeias acopladas na regiao desordenada
e desacopladas nos guias ideais, ver figura (3.3). O hamiltoniano que descreve o salto
de um elétron de uma sub-rede para outra é dado por

M= Z Z(tn,jicjz,jcnﬂ,i + t;,jicjzﬂ,z‘cn,j)v (3.7)
n o 4,j

onde 7,7 sao indices para as N cadeias e n rotula os sitios da sub-rede A, se n é
par, e sub-rede B, se n é impar. A equacao (3.7) estd na linguagem da segunda
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Figura 3.3: Modelo de hopping aleatério descrito pela Eq. (3.7), para N = 3. A
regiao desordenada tem comprimento L = 4a. As diferentes cadeias sao acopladas
na regiao desordenada e desacopladas nos guias ideais.

T

quantizagao, em termos dos operadores fermionicos de criagao ¢;;

Estes operadores satisfazem a relacao de anti-comutagao

{Cz‘j7 ka} = 0i0jk, {C;rja Czrk} =0= {Cija Cup.}- (3.8)

Vamos obter uma equagao para a fungdo de onda nos sitios a partir da Eq.(3.7).
Inicialmente escrevemos a equacao de Schrodinger

) = elw). (3.9)

e aniquilacao c;;.

Os auto-estados podem ser expandidos como

) =) et |0), (3.10)

onde 1,5 é a fungao de onda no sitio (r, s) e |0) é o estado de vacuo. Substituindo (3.7)
e (3.10) em (3.9), e usando

cikl0) = 0, (3.11)
CikCsz = 5iz5km—6;mcik, (3.12)
temos
N
_w’n,j = Z(tn,ji¢n+1,i + t:L—Liﬂ/)n—l,i) ; J=1...,N. (3-13)
i=1
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Estas equacoes podem ser escritas numa forma matricial
_S\I]n = Tn\:[]n-i-l + Ty‘[_ll:[]n—ly (314)

onde ¥, é um vetor coluna contendo as funcoes de onda da sub-rede indexada por n
e T,, é uma matriz de hopping N x N. Para particulas de spin-1/2, ¥,, é composta de
N spinores e a matriz de hopping N x N consiste de quatérnions. Note que o hopping
de primeiros vizinhos é um caso particular da Eq. (3.7). Nos guias, as cadeias sdo
independentes t,;; = td; ;, a matriz de hopping fica T,, = t1,, e as equacoes (3.13)
ficam desacopladas, restando uma equacao do tipo

—&¢n = t(Yns1 + Yn-1), (3.15)

para cada cadeia. Esta equacao tem solucao tipo onda plana 1) o< €™ e relacao de
dispersao

e, = —2tcos(ka). (3.16)

3.4 Simetria quiral

A equagao de Schriodinger (3.14) possui uma simetria adicional: a energia
muda de sinal £ — —¢ numa transformacao em que a funcao de onda muda de sinal
apenas numa sub-rede ¥,, — (—1)"¥,. Conseqiientemente, para qualquer realiza¢ao
da desordem, o espectro de autovalores de energia é simétrico em relagao ao centro
da banda ¢ = 0. Esta é a simetria quiral, que se origina devido ao fato da desordem
preservar a estrutura bipartida da rede.

Nos guias da direita e esquerda, a equacao de Schrodinger (3.14) na energia € é
resolvida pela superposigao de ondas planas entrando e saindo da regiao desordenada

W) = ale g bl @17
U2(e) = aZe ™hne 4 p2eikne, (3.18)
Aqui 0 <k < 7/a,e = —2tcos(ka) ea’ e b’ (i = 1,2) sdo vetores coluna contendo as

amplitudes das ondas que entram e saem da regiao de espalhamento. Por definicao,
estas amplitudes se relacionam através da matriz de espalhamento

< Eé ) = S(e) < z; ) . (3.19)
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3.4.1 Matriz de espalhamento

As simetrias estudadas no capitulo 2 continuam validas. A conservacao de
fluxo implica

ST(e)S(e) = 1. (3.20)

Para os casos f = 1 e 4, ou seja, quando a simetria de reversao temporal estd
presente temos ainda

S*(e)S(e) =1, (3.21)

onde o simbolo * denota conjugacao complexa usual para 5 = 1 e conjugacao com-
plexa quaternionica para § = 4. A simetria quiral implica um vinculo extra na
matriz de espalhamento. Para achar o efeito desta simetria na matriz S, notamos
que a transformacao ¥, — (—1)"V, troca ondas incidentes com energia € por on-
das saindo da regiao desordenada com energia —¢ e vice-versa. Para visualizar esta
troca de sentido de propagacao, devemos notar que a mudanca no sinal da energia
acarreta uma translacao de m/a na rede reciproca [56], ou seja,

s—>—s:>k—>k+§. (3.22)
O intervalo relevante de k é a primeira zona de Brillouin, k£ € [—7/a,7/a]. Da
equagao (3.22) vemos que um k& negativo é levado num & positivo e um k& positivo é
levado na segunda zona e entao é rebatido da faixa negativa da primeira zona. Se
as propriedades de espalhamento nao mudam com essa troca de sentido, a matriz
que conecta os estados de espalhamento é a mesma, ou seja,

< Z;_ ) = 56) < E;_Z ) : (3.23)

Usando a Eq. (3.19) com energia —¢, temos

( E;Z ) =5(=) < Z; ) : (3.24)

Substituindo (3.24) em (3.23), temos

S(e)S(—e) =1, (3.25)
combinando (3.25) com a condigao unitariedade (3.20), temos
S(e) = St(—e). (3.26)

Diferente dos outros vinculos, a Eq. (3.26) envolve matrizes com diferentes
energias, exceto no centro da banda ¢ = 0, onde a matriz S fica Hermitiana

S =S (3.27)
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3.4.2 Matriz de transferéncia

Como vimos no capitulo 2, um tratamento equivalente do problema de es-
palhamento é obtido através da matriz de transferéncia, definida por

(i):M@(%). (3.28)

A simetria quiral implica o vinculo [51]
S, M(2)E, = M(—¢). (3.29)

No apéndice B mostramos que qualquer matriz de transferéncia no caso quiral
(¢ = 0) pode ser escrita como

() )G e

onde u e v sdo matrizes N X N ortogonais (3 = 1), unitarias (5 = 2) ou quatérnions
reais unitarias ( = 4) e A é uma matriz diagonal os N autovalores positivos da
matriz

Q= i[MTM + (MM 2. (3.31)

Podemos obter a matriz de espalhamento a partir da matriz de transferéncia [23].
Usando as definigoes (3.19) e (3.28), obtemos

—v ' Xy v Yu!
S:( uYv uXu~t! >’ (3.32)

1/2 1/2 .
onde X = (IJ%A) / eY = (IJ%A) / . Os autovalores ); se relacionam com os auto-

valores de transmissao por \; = (1 — 7;)/7;. A matriz de espalhamento fica

DA )

Note que esta é a representacao polar do caso Wigner-Dyson, Eq. (2.114), com
U1 = v, vy = u e o vinculo extra vy = vfl e vy = v;l.
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3.5 Principio de maxima entropia

Uma vez implementado o vinculo extra da simetria quiral nas matrizes de
transferéncia e espalhamento, podemos determinar como a simetria atua nas pro-
priedades dos observéveis de transporte. O sistema que vamos estudar consiste de
um ponto quantico com simetria de sub-rede acoplado a reservatérios de elétrons
por dois guias ideais. Para estudarmos os efeitos da simetria quiral, em ¢ = 0,
assumimos a existéncia de uma densidade finita de autoestados de energia nula res-
ponséveis pelo transporte no ponto quiral. Nos guias a propagacao é genérica, sem
necessidade de simetria de sub-rede. O acoplamento do ponto com os guias é ideal
e a conexao envolve sitios das duas sub-redes, garantindo a existéncia de corrente
[55].

A matriz S no ponto quiral deve satisfazer as relagoes

S*S=1 e S*=1, (3.34)

onde a segunda equacao é a combinacao da conservacao de fluxo com a simetria
quiral. A representacao polar (3.33) da matriz S pode ser escrita como

u 0 —cos2® sen2d wlt 0
S_(O v)( sen2® COSQ@)( 0 v_1>’ (3.35)
onde ® é uma matriz diagonal com N autovalores 0 < ¢; < 7/2, que se relacionam
com os autovalores de transmissiao por 7; = sen?(2¢;), i = 1,..., N.

Como mencionamos no capitulo 2, estamos interessados num ensemble de
sistemas, que serd representado por um ensemble de matrizes S. Para definir uma
probabilidade P(S), precisamos introduzir a medida invariante para o espago das
matrizes. O cdlculo da medida encontra-se no apéndice C, onde mostramos que

du(S) H H |sen(e; + o ¢;)|° Hsena(Qqﬁi) H do; dp(u)dp(v). (3.36)

i1<j o=% i=

Onde 8 é o parametro de simetria e « = [ — 1. Estes expoentes, bem como a
dependéncia das coordenadas radiais, estao intrinsecamente ligados a estrutura do
espaco simétrico da matriz de espalhamento quiral. Ver tabela (3.5).

Na se¢ao (3.1) vimos que um esquema baseado no conceito de espagos simétricos
da teoria de grupos de Lie tem sido usado na classificacao dos ensembles de matrizes
aleatorias. Esta classificacao é exaustiva para os casos do hamiltoniano, matriz de
transferéncia e ensembles circulares, mas, como apontado por Caselle [45], nao se
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aplica aos ensembles de matrizes S de um sistema de dois terminais obtidos nas
referéncias [33] e [34], exceto no caso de simetria de reversdo temporal quebrada.
No entanto, as classes de universalidade do problema equivalente no caso quiral po-
dem ser classificadas do acordo com a teoria de Cartan de espacos simétricos, como
mostra a tabela abaixo.

ES G H R |a|p SRS SRT
BDI | SO(2N) | SO(N)®SO(N) || Dy | 0 | 1 sim sim
AIIl | U@2N) | UNV)®QU(N) || Cy | 1|2 | irrelevante | nao
CIT | Sp(2N) | Sp(N)®Sp(N) || Cy | 3 | 4 nao sim

Tabela 3.2: Classes de universalidade para um ponto quantico com simetria quiral.
A tabela lista os espacgos simétricos (ES) na notagao de Cartan, definidos por G/H,
onde G é o grupo de simetria e H é o subgrupo maximal, a rede de raizes R, as
multiplicidades a e [ das raizes e indica a presenca ou auséncia das simetrias de
reversao temporal (SRT) e rotagao de spin (SRS).

Uma vez determinada a medida invariante, a distribuicao de autovalores de
transmissao é encontrada através do principio de maxima entropia. Com o proced-
imento andlogo ao usado na se¢ao (2.5.2), encontramos

P({¢}) = Cn [T I Isen(e: + 09;)I” ] | sen®(2¢:). (3.37)

i<j o==% i=

A Eq. (3.37) é o resultado central deste trabalho, pois, além das conexdes com
o conceito de espacos simétricos da teoria de grupos de Lie, é através dela que
calculamos as propriedades de transporte de interesse.

A grande virtude do principio de maxima entropia é que ele nao leva em
consideracao os detalhes microscopicos do modelo, por exemplo, quantos sitios sao
usados para definir o acoplamento da cavidade com os guias. O importante é a
existencia do acoplamento e o fato de o mesmo usar sitios de sub-redes diferentes,
garantindo a presenca de corrente.
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Capitulo 4

Propriedades de Transporte em
Pontos Quirais

Neste capitulo usamos a densidade conjunta de probabilidade (3.37) para
o calculo de observaveis de transporte em pontos quanticos com simetria quiral.
O capitulo esta dividido da seguinte maneira: na secao 4.1 consideramos o caso
particular de apenas um modo propagante. Neste caso obtemos analiticamente
expressoes para as médias e distribuicoes da condutancia e poténcia de ruido de
disparo. Na secao 4.2 obtemos resultados exatos usando a teoria de polindmios
ortogonais. Para sistemas com simetria de reversao temporal quebrada, f = 2,
encontramos o ensemble de Legendre e calculamos a condutancia e a poténcia do
ruido de disparo para um niumero arbitrario N de canais abertos. Na secao 4.3
apresentamos um ensemble de movimento Browniano e calculamos o valor médio da
condutancia dependente do nimero de canais abertos e do parametro de simetria, 3.
Na seqiiéncia derivamos férmulas semi-classicas para a média, secao 4.4, e variancia,
secao 4.5, de uma estatistica linear arbitraria. Uma comparacao entre os resultados
obtidos com os do ponto quantico de Wigner-Dyson é fornecida na secao 4.6.

4.1 Sistema com um modo propagante

Como nos pontos quanticos usuais, também podemos obter resultados exatos
para o caso de apenas um modo propagante. Para N = 1, a distribugao (3.37) fica

_ L L(8/2+1/2)

sin®~! . .
~ e % -y

P(¢)

66
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Em termos da variavel ¢, a condutancia e a poténcia do ruido de disparo sao dados
por

g = sin?(2¢), (4.2)
p = sin?(2¢) cos®(2¢).

As médias destes observaveis resultam em

7/
w =2 [ P@sess= 5, (44
W = 2 [ P snt(o9) covo)is = o (45)
0 B+1(B+3) '
As distribuicoes sao dadas por
w/2
Plo) = 2 [ 8lg—sin’(20)) P(o)is (46)
w/2
W) = 2 /0 5 (p — sin® (26) cos’ (26)) P(6)do. (47)
No caso da condutancia temos uma distribuicao beta
P(g) = LB2+12) o7 (4.8)

vrl(6/2) VT—y¢

bastante diferente da lei de poténcia P(g) = (3/2)¢g%/?>~! encontrada para as classes
de Wigner-Dyson [34]. Para a poténcia do ruido de disparo, temos

L(8/2+1/2) A2
(8/2)/(1 — 4p)r ; VI=X, (4.9)

W(p) = -

onde

1+o0oy1—4p

Ao 5

(4.10)

Mostramos na figura (4.1) os gréficos destas distribuigoes para todos os valores de
B. Também comparamos estes resultados com os das classes de Wigner-Dyson,
apresentados no capitulo 2.
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10

10

10

T T T
— Chira
— Wigner-Dyson

_ — Chira |
B - — Wigner-Dyson
| | | | | I 0 1 | L 1 | 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.05 0.1 0.15 02 025
I i T i T i
r — — Chiral — Chiral
B - — Wigner-Dyson — Wigner-Dyson
| L 1 1 1 L 1 L I 0 L L 1 L 1 L 1 L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.05 01 0.15 0.2 0.25
P
| ! | ! | ! ' 20 | ! ! ! | !
3 B=4 — Chird =4 — Chira |
- — Wigner-Dyson — Wigner-Dyson

1 1 1
0.05 01 p 0.15 02 025

Figura 4.1: Distribui¢ao da condutancia (coluna da esquerda) e da poténcia do ruido
de disparo (coluna da direita) para o caso N =1e 3 =1,2 e 4. Os resultados para
pontos quanticos com simetria quiral sao mostrados em vermelho e os dos pontos

de Wigner-Dyson, em azul.
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Observe que a presenca da simetria quiral modifica substancialmente as dis-
tribuicoes. O regime de pequeno niimero de canais propagantes é denominado limite
quantico extremo e é realizado quando o ponto quantico é acoplado aos reservatérios
de elétrons por contatos pontuais com uma condutancia quantizada 2e*/h. Este
regime é experimentalmente acessivel e distribuicoes claramente nao gaussianas sao
obtidas para os pontos convencionais [57].

4.2 Numero arbitrario de modos propagantes

Nesta secao vamos usar o método dos polinomios ortogonais para o calculo
dos observaveis de transporte. Para isso vamos considerar a mudanga de varidveis

x; = cos(2¢;), (4.11)

como 0 < ¢; < 7/2 temos —1 < x; < 1. Em termos das novas varidveis, a dis-
tribuigao de probabilidade (3.37) fica

P.,({z})=Cy H v — z]° Hw xi), (4.12)

1<j

onde (1—22)5%/2=1, —1 < ; < 1. O subscrito eq denota equilibrio, antecipando o fato
da equacao de Fokker-Planck (4.51) relexar para esta distribui¢ao num tempo longo.
A expressao (4.12) é conhecida da teoria de matrizes aleatérias como ensemble de
Jacobi [31] e muitos resultados iteis encontram-se na literatura. Em particular,
formulas explicitas para a funcao de correlacao de n-pontos, definida por

Ro(r1,. . ) = (N%'n),/ dxn+1.../ doxP({z}), (4.13)

-1 1

foram derivadas na referéncia [58], em termos de polindémios anti-ortogonais. Para
sistemas com simetria de reversdo temporal quebrada (classe AIII), a distribui¢ao
de probabilidade fica

Poy({z}) = Cn [ [ lzi — 2, (4.14)

1<

Neste caso a funcao peso é w(x) = 1, o que caracteriza o ensemble de Legendre.
Notando que o produto das diferencas que aparece na equacao (4.14) pode ser vis-
to como o quadrado de um determinante de Vandermonde e realizando operacoes
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convenientes nas linhas desta matriz, podemos mostrar que

P({x}) = st (K (30,2,))i 1, (4.15)

onde

=

Kn(e,y) = 30+ 1/2) Pa(x) Pa(y). (4.16)

n

Il
o

e P,(z) sao os polinomios de Legendre. Este procedimento é usual nos ensembles
de polinémios ortogonais da teoria de matrizes aleatérias [31], [59]. A funcao de
correlacao de n-pontos fica

Ry (z1,...,2zn) = det(Kn (24, 75))ij=12... n- (4.17)
Em particular, a densidade média de autovalores definida por
N
plx) = 6z —m)), (4.18)
i=1
¢ dada pela funcao de um ponto
N-1
p(x) = Ri(z) = Ky(z,x) = (n+1/2)P(x). (4.19)
n=0

Em termos das varidveis iniciais, a densidade de autovalores o(#) é tal que o(6)df =
p(z)dz. Temos entao

o(f) = sin 26 Nz_:l(2n + 1) P%(cos 26). (4.20)

n=0
A equagao (4.20) pode ser reescrita como

o(0) = 01}2}9 K(6,0), (4.21)

onde
N—
K(6,0') = Vsin20sin 20" » (2n + 1)P,(cos 260)P,(cos 26"). (4.22)
0

n=

—

Na segao (4.1) estudamos o limite quantico extremo (N = 1). Antes de considerar-
mos o caso de um numero N qualquer de canais propagantes, é interessante estudar
o limite oposto, ou seja, o limite em que N > 1.
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4.2.1 Limite semicldssico (N > 1)

Vamos condiderar o limite semiclassico onde N > 1. Usando a aproximacao dos
polinémios de Legendre para n > 1 [60],

9 1/2 ,
= — —3/2
P,(cos ) <7rn sinG) cos((n+1/2) —n/4) +O(n™>%), 0<0<m, (4.23)
obtemos
2 = T T
n __ ~ - r_
K(6,0") = - ; cos [(271 +1)0 4] cos [(271 +1)0 4] : (4.24)
Definindo n = Nr — 1/2 e tomando o limite do continuo, temos
2N (!
K(6,0") = 7/0 dr cos [2]\77"9 — %] cos [2Nr9’ — %] : (4.25)

Note que

1 1
oS [2]\77“9 — %] oS [QNTQI — g] =3 cos(2Nr(0 —6')) + 3 sin(2Nr(0 +6')),
(4.26)
onde o segundo termo oscila muito rapido para N > 1 e 0 < 6,0 < 7/2, nao

contribuindo, portanto para a integral. Substituindo (4.26) em (4.25) e integrando,
obtemos

_ Nsin2N(9 -0

K =" —= 7 4.2
0.0) =~ (1.27)
A densidade fica
) N 2N

Usando a densidade (4.28), podemos calcular o limite semiclassico da condutancia
e potencia do ruido de disparo

N /2
(9) = (sin?6;) = /0 in?(0)o(6)d0 — % (4.29)

=1
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/2
(p) = z:<sin2 0; cos® 0;) = /0 sin®(0) cos*(A)o (0)df = %7 (4.30)

=1

concordando com os resultados do ponto quantico de Wigner-Dyson. O transporte
no ponto quantico é balistico. Entao, como vimos no capitulo 1, toda a resisténcia
surge na interface entre o condutor e os contatos. A equagao (4.29) pode ser inter-
pretada como a condutancia de contato média do ponto quantico. A condutancia
média no i-ésimo contato é (g;) = N;, onde N; (i = 1,2) é o nimero de canais
abertos. A condutancia de contato média pode ser obtida pela lei de composicao
em série

L1 11 NN
B B g_N1+N2.

(4.31)
No caso particular de contatos idénticos, Ny = Ny = N, temos (g) = N/2. Além
disso, o comportamento sub-Poissonico do ruido de disparo indica a existéncia de
correlacao entre os elétrons devido ao principio da exclusao de Pauli.

Também podemos determinar a densidade de autovalores de transmissao,
v(T). A partir da relagao

/2
v(r) = /0 (1 — sin’(20))p(6)d, (4.32)
obtemos
N 1
V(1) = ——, 4.33
M= = (4.33)

expressao obtida para os pontos quanticos convencionais nas referéncias [33] e [34].
Intuitivamente, poderiamos esperar que a distribuicao tivesse um pico num determi-
nado autovalor. No entanto, o célculo exato revela que a distribuicao de autovalores
é bimodal, com picos em 1 (canais perfeitamente abertos) e 0 (canais fechados).
O conhecimento de toda a distribuicao é importante para o calculo da média de
qualquer estatistica linear dos autovalores de transmissao.

4.2.2 Solucao exata usando polindomios ortogonais

Uma vez estudados os casos limite, vamos ao caso geral de um nimero N
arbitrario de canais. Por ser matematicamente mais simples vamos considerar o
caso / = 2, no qual a distribui¢do de probabilidade é dada pela equacao (4.14).
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Seja F'= Y, f(x;) uma estatistica linear arbitrdria. A média e variancia de F sio
dadas por

(F) = / o f(@)pla), (4.34)
var(F) = (F?) — (F)? = / s / @O, (439)

onde C(z,y) = 6(z — y)K(z,x) — K*(z,y) é a fungao de correlagao de dois pontos.
Defina

X, =) al. (4.36)

Vamos mostrar como calcular a média de estatisticas lineares do tipo (4.36) através
da equagao (4.34). Por exemplo, no caso ¢ = 2, temos

N-1

()= 2"; ! /_ da?Pia), (4.37)

n=0

onde usamos a defini¢ao (4.19) para densidade média de autovaloes p(x). Calculamos
esta integral com o auxilio da relac¢do de recorréncia [61]

(2n+ 1)zP,(z) = (n+ 1) Pyy1(z) + nP, 1 () (4.38)

e da relacao de ortonormalidade dos polinomios de Legendre

1
2
| P Pata)is = 5=h (4.39)
Temos entao
N-1

(4.40)

(2n—1)2n+3)  4N2-—1

n=0
Outro caso importante é quando ¢ = 4. Com um procedimento similar, encontramos

3N(2N* —6N?% + 3)

. 4.41
16N* —40N2 49 ( )

(Xy) =
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Como exemplo de calculo de variancia, vamos considerar Xs.

2

-1

2 1
var(Xy) = n2+ / z* P2 ()
n=0 -1
N—-1N-1 1 1
2 1 2 1
- oy B DD [ ep R [ R)Pat)
n=0 m=0 -1 -1

efetuando as integrais, temos

2N?(4N* — 9N? + 3)

var(Xe) = (e~ 12ave —0)

(4.42)

Podemos usar esses resultados para o calculo de observaveis. Nesta repre-
sentacao os autovalores de transmissao sao dados por 7 =1 — 22, com —1 < x < 1.
A condutancia e a poténcia do ruido de disparo sao dadas pelas estatisticas lineares

g = Z(l —17) =N — Xy, (4.43)

p = Zx (1—22) =X, — X,. (4.44)

Usando as equagcoes (4.40) e (4.41), temos as médias

2N3
= — 4.4
2N3(N? — 2)

_ , 4.46
() 16N* — 40N2 + 9 (4.46)

Note que as equagoes (4.45) e (4.46) com N = 1 concordam com as equagoes (4.4)
e (4.5) no caso = 2. A variancia da conduténcia é dada por

2NZ(4N* — 9N? 4 3)

var(g) = var(Xy) = (IN? — 12(ANZ—90)° (4.47)
Para N > 1, temos a expanssao semiclassica
N 1
= — 4+ — 4.4
(9) = 5+ 5+ O(N), (1.45)
1 1
var(g) = 3 + T6N? +O(N™), (4.49)
N 1
= — 4+ — 4.
() = S+ +ON) (4.50)
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Note que o primeiro termo de expansao de (g) e (p) concorda com os resultados pre-
liminares (4.29) e (4.30). Como no caso de Wigner-Dyson, a corregio de localizagao
fraca (termo de ordem NV) é suprimida na presenca do campo magnético. Vere-
mos mais detalhes nas se¢oes 4.4 e 4.5. O método de polinomios ortogonais é ttil
para o calculo exato de algumas propriedades de transporte. No entanto surgem
dificuldades técnicas no célculo das integrais em situacoes de interesse, como no
calculo da variancia da poténcia de ruido de disparo. Para casos f =1e = 4
existe um procedimento similar, porém mais complicado, pois as integrais envolvem
polinémios anti-ortogonais [58], [31]. Na proxima segdo veremos que o formalismo
de Fokker-Planck fornece um método sistematico de calculo, valido para qualquer
classe de simetria.

4.3 Método da equacao de Fokker-Planck

No capitulo 2, assumimos que os niveis x; executam um movimento Browni-
ano em funcao de um tempo ficticio ¢, com distribuicao de equilibrio P,,({z}) para
t — 0o. A evolucao temporal da distribuicao de probabilidade é dada pela equagao
de Fokker-Planck

0
aP({x},t) = LrpP({x},1), (4.51)
onde
Lrp = ; aii <J/’“’NS(%')81 (JﬁwN)1> ) (4.52)
Js = H 2 —z)f , wy = Hw(xi), (4.53)
wx) = 1-2)%1 e sx)=1-2% (4.54)

Podemos colocar o operador de Fokker-Planck (4.52) na forma padrao [62]

J a 0 o
Lrp = Z [— 0, Dz( : + G—foZ( )] ) (4-55)

i

Tese de Mestrado - Departamento de Fisica - UFPE



4.3 Método da equacao de Fokker-Planck 76

onde Dl(l) é o coeficiente de deriva e Dl@)

sao dados por

é o coeficiente de difusdo. Estes coeficientes

1 — 22
DV = g3 N g, (4.56)
— Ty — Ty
J#i
DP = s(z;)=1-22 (4.57)

O operador adjunto formal E} p ¢ definido por

[ @apiahLeeriiah) = [@¥oPlapel Pl(a)). @59
Usando o operador de Fokker-Planck (4.52) em (4.58), temos
Lo = (Jswy)  Lrp(Jswy). (4.59)

O operador adjunto formal pode ser escrito na forma

s [pw @ e ®
FP_Z i 85Uz'+ i 52| (4.60)

=1

Substituindo as Eqs. (4.56) e (4.57), temos

2

0 0 1—22 0
T - 2 i Y
LFP_Z{ B%axiﬂl xl)aﬁ] +5;%_%8%. (4.61)

)

)

Calculo de médias

Seja F' = F(xy,...,xy) um observivel qualquer. Sua evolu¢ao temporal é
calculada a partir de

(F), = / dNzF({z})P({z}, ). (4.62)

Tomando a derivada de (F'), em relacao ao tempo temos

5 (B0 = [ eP () ZPo)t) = [a¥oP (o) LenP (s} ), (103
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onde usamos a Eq. (4.51). Da defini¢ao do operador adjunto formal, temos

9 (Y, = [ ey 0L F (). (4.64)

Obtemos a média dos observaveis a partir a equagao (4.64). Como na se¢ao anterior,

. , . . N . ’
vamos considerar observaveis do tipo X, =Y.', 7. Vamos ilustrar como o célculo
é feito para alguns casos:

]_. F - X1
A atuacao do operador adjunto (4.61) sobre X; é dada por
Lh,X, = -BNX,. (4.65)
Substituindo (4.65) em (4.64) temos a equagao

0
§<X1>t = —BN(X1)y, (4.66)

cuja solucao é
(X1): = (X1)oe PN (4.67)
A solucao no equilibrio é obtida tomando-se o limite t — oo

(X1)eq = lim (X1) = 0. (4.68)

2. F:X2

A atuacio do operador adjunto £}, sobre X é dada por
LhpXy = N(NB+2—8) = (26N +2— B)X, — B(X1)*. (4.69)
Vemos que X, ndo é autovetor de £}, ,. Substituindo (4.69) em (4.64) temos

0
57 (X2)i = N(NB+2 =) = (26N +2 = B)(Xa)s = B((X1)").  (470)
Note que aparece o termo {(X)?);. Precisamos obter a equagao de movimento

para este observavel.
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3. F == (X1)2
A atuacao do operador adjunto £}, sobre (X;)? fornece
Lho (X)) =2N - 2X, — 28N (X;)% (4.71)
Substituindo (4.71) em (4.64) temos
0
&“Xlﬁt = 2N — 2(Xy); — 2BN{(X1)?);. (4.72)

No equilibrio temos 2(Xo), = 0 = 2((X1)?). As equagdes (4.70) e (4.72)
fornecem o sistema
B(XT) + (2BN +2 = B)(Xz) = N(NB+2-5), (4.73)
BN(XP) +(X5) = N, (4.74)
cuja solucao é

N(BN? 4+ (2— B)N — 1)

(X2) BN (2 BN 1 (4.75)
(X% = Al (4.76)

28N2+ (2—B)N — 1’

Podemos utilizar os resultados anteriores para calcular a média da con-
dutancia,

@ =30 =N () = P ()

=1

que concorda com as equacgoes (4.45) para f = 2 e (4.4) para N = 1. No limite
N > 1, a equacao (4.77) fica
(g) = N B-2 p2-28+4
I="9 7745 852N

+ O(N)™2. (4.78)

E instrutivo comparar a Eq. (4.78) com o resultado da condutancia do ponto
quantico convencional
N p-2 (B2

(Gwp =7 + 7 T sEN

Note que nas duas equacoes temos um termo de ordem N consistente com a correcao
de localizacao fraca para 8 = 1 e anti-localizacao para f = 4. Como veremos adiante,
a coincidéncia nas amplitudes desses efeitos nos casos Quiral e Wigner-Dyson é
caracteristico da condutancia e nao se estende, em geral, a outros observaveis.

+ O(N)™2. (4.79)
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4.4 Correcao de localizacao fraca

Vimos no capitulo 1 que o fenomeno da localizacao fraca resulta na corregao
do valor médio de um observavel de transporte, por exemplo, a condutancia. Esse
efeito é suprimido pela aplicagao de um campo magnético, ver figura 1.2. Embora
pequena, a correcao de localizagao fraca é universal, pois nao depende da forma da
amostra nem de detalhes microscépicos, dependendo apenas da presenca ou ausencia
das simetrias de reversao temporal e rotagao de spin.

Nesta secao vamos calcular uma expressao para média de uma estatistica
linear arbitrdria no limite N > 1. Para fazer contato com resultados ja obtidos na
literatura para os pontos quanticos usuais, vamos fazer a mudanca de variaveis

A—1

= - 4.
A+17 (4.80)

T

onde 0 < A < co. Em termos das novas variaveis, o operador de Fokker- Planck (4.52)
fica

N
o (. . o = .
= i 4.81
Lrp ;8)\2- (ngNs()\l)a)\i (Json) ), (4.81)
com
B N
To = J[n=N17 . av=]Jam), (4.82)
i<j i=1
] A2 ] ,
o) = 7(1 ) e S(A)=A1-X%). (4.83)
Na forma padrao temos
N
_ 0 50, 9 e

=1

onde os coeficientes de deriva e difusao sao dados por

SO Ai(L+ )2
D’ = Z TV, (4.85)
J(#1)
DP? = N(1+N) (4.86)
VN = 2(1 A2+ (2= NON( + Ay, (4.87)
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Seja F'= F(\i, Aa, ..., Ax) = F({\}) um observéivel arbitrario. Como visto
no capitulo 2, sua evolucao temporal é dada por

9 o 9 > -
~(F), = d¥XP({A}, 1) [ =DV + b 4.
=2 [ NP0 [ B+ gD P, s
onde P({\},t) é a densidade conjunta em termos das novas varidveis. Escolhendo

F({A}) =) 6(A =), (4.89)

temos a evolucao temporal da densidade média

J o 0o Olnp (AN )
500 = g |00 + 5T = s P [T an PR,
(4.90)

onde P [ indica o valor principal da integral. A funcao de correlagao de dois pontos
que aparece na integral é definida por

PO 1) = (6N = X)S(N = ). (4.91)

i#j

A equagao (4.90) é exata e vale para qualquer valor de N. No limite N > 1 podemos
usar a aproximacao de Dyson

N © SN 10
PN s / dNE - )| 4.92
P[P o [P [Tax i) L o] )
Desta forma a equagao (4.90) fica

%ﬁ(&t) = a%g(k)ﬁ(A) [—aln@ + <1 - ﬁ) i _gp oodxﬁ(x’t)] .

oA 2/ 0\ 0 A= N
(4.93)
A solucao no equilibrio é
p(N,t)  2—p30Inp N g —2
d\ = - : 4.94
P/ AN 23 0x 14 28 (4.94)
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Para resolver a equacao (4.94), vamos decompor p = pg + 0p em um termo
de ordem py de ordem N e um termo dependente da simetria 6p de ordem N°
(responsavel pelo efeito de “localizagao fraca”). Desta forma temos

IPO . N
P/ AN X = T (4.95)

_|_
dp(N) 01n py
! JE—
P/ W= = 7( )
onde v = (2 — )/(26). Vamos assumir que po(A) = 0 para A > A.. Assim, a
equagao (4.95) torna-se

%) , (4.96)

/p0 N
= . 4.
P/ i\ A— )\’ 1+ A (4.97)

A solugao da eq.(4.97) com N = (N; + N)/2 e satisfazendo a condigao
Ac
P/ d)\lp~0(>\l) == min(Nl, NQ) (498)
0

foi calculada por Beenakker [63]

i VNN, (1 1\
A= (o 2 4.
onde
4NN,

Da mesma forma, para resolver (4.96) assumimos que 65 é nula para A >
Ad > A.. Substituindo (4.99) em (4.96), temos

P/Ad X ', <21>\ * 2()\i>\c) - (14er)> ' (4.101)

Para resolver (4.101) vamos escrever

55 = % (651 + 0ps — 2673) . (4.102)
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As contribuicoes de cada termo sao dadas pelas equagoes

lépl()\) 1 ~
dX = = dp=0 4.1
a8 o L= =00, (1103)
Ad (Spg 1
/ - 5= 0(A— 4.104
73/ a2 X o = 07 =00 A, (4.104)
/6p3 _ 1
73/ AN X = (4.105)

A terceira equagao pode ser resolvida com o mesmo artifio: fazendo (a +b)/2=1¢e
impondo a condi¢ao fo/\d dAdp3(A) = min(a, b), temos

Vab 1 1\'? 4ab
0p3(N) = ———— - — ;A= . 4.106
p3( ) (1 _|_ )\) ()\ )\d) ) d (0, _ b)2 ( )
Juntando todas as contribuicoes temos
Y yWab (1 1\
== — - — . 4.1
5N = 3600 +50 - 2) - 0 (1 - L) (4.107)

Voltando para as varidveis originais A = (1—x)/(1+x), e tomando o limite N; — N,
e b — a, temos

Esta equacao fica ainda mais simples com a mudanca de varidveis © = cos#, com
0 <8 <. Temos

(4.108)

5o (0) = % [5(6) +6(6 — )] — L. (4.100)

™

Combinando (4.99) e (4.109), temos a aproximagao da densidade de autova-
lores para N > 1

a(f) = E+1 {5(9)+5(9—7r) —%} +O(N ). (4.110)
v 2 T
Podemos usar as identidades
1 2
- -,z 4.111
o) = —+- ;cos(ne), (4.111)
600 —m) = . + 2 3 (—1)" cos(nh) (4.112)
T) = . nb), .
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para expressar a equacao (4.110) na forma
N 27y
0) = —+— 2n8). 4.113
o(0) - + - nglcos( nb) ( )

Agora vamos calcular a média de uma estatistica linear F' =) . f(z). Em termos
da varavel #, temos

(F) = 3 (F(cosb,) = / " d00(0) f(cos 0). (4.114)

=1 0

Usando a densidade (4.113), temos

(FY=Nfo+7Y_ fon, (4.115)
n=1
onde os coeficientes sao dados por
fo= l/ dff(cos®) e fo, = g/ df f (cos 0) cos(2n0). (4.116)
T Jo T Jo

Note que os f, sao os coeficientes de Fourier da série de cossenos de f(cos )
f(cosh) = Z fn cos(nf). (4.117)
n=0
Vamos considerar dois exemplos:

Condutancia

Vimos que a condutancia é dada por g = >, f(z;), com f(z) =1 — 2% Na
variavel 6 temos

1 1
f(cos ) = sin? ) = 573 cos(20). (4.118)
Os coeficientes nao nulos sao fy =1/2 e f, = —1/2. Entao a média da condutancia
¢ dada por
N -2
(9)=—+ b2, O(N 1), (4.119)

2 4B

que estd de acordo com a equagao (4.78).
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Poténcia do ruido de disparo

Vimos que a poténcia do ruido de disparo é dada por p = >, f(z;), com
f(x) = 2%(1 — 2?). Mudando a varidvel temos

1 1
f(cos ) = 3 8 cos(40). (4.120)
Os coeficientes nao nulos sao fy = 1/8 e fy = —1/8. Entao a média é dada por
N p-2
=—+=——+O(N". 4.121
) =5 + 557+ O (1.121)

4.5 Variancia de uma estatistica linear

Como vimos no capitulo 1, a condutancia de sistemas mesoscopicos a baixas
temperaturas apresenta flutuagoes universais em torno do seu valor médio. Tais
flutuagoes se estendem a outros observaveis e nao dependem do tempo, sendo com-
pletamente reprodutiveis desde que a amostra permaneca na mesma temperatura.
Apesar de variar de amostra para amostra, a amplitude (variancia) destas flutuagoes
¢ universal, independendo de detalhes microscopicos como a distribuicao de im-
purezas ou geometria da amostra. Na secao anterior estudamos o valor esperado
de uma estatistica linear arbitraria no limite N > 1. Para estudar as flutuacoes
em torno da média vamos reescrever a densidade de probabilidade (4.12) como uma
distribuicao de Gibbs

P({z}) = Z 'exp[-BH({z})], (4.122)

onde Z é uma constante de normalizacao e

H({z}) ==Y In|z; — | + Z V(z;). (4.123)

1<j

O termo de potencial é dado por V(z) = £21In(1 — 2?).

As flutuagoes em torno da média sao quantificadas pela variancia. Uma
expressao geral para a variancia de uma estatistica linear F' = ). f()\;), com a <
Ai < b, no limite N > 1 foi obtida por Beenakker [64]

var(F _ﬁﬂ /d)\/ du[ — z:’;ﬂm Af(_ALd%f(u), (4.124)
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pelo método da derivada funcional [32]. A Eq. (4.124) é valida para qualquer en-
semble onde a interagdo é logaritmica (independente do termo de potencial). A
densidade de probabilidade (4.122) satisfaz esses requisitos e podemos usar (4.124)
com a = —1 e b = 1 para calcular a variancia de numa estatistica linear arbitraria
num ponto quantico com simetria quiral. Temos entao

1-y* f(z) d
var(F 57T2P/ dx/ 1—x2x—yd_yf(y)' (4.125)

Comparando (4.125), apds uma integracao por partes, com (4.35) obtemos a fun¢ao
de correlagao de dois pontos

1 1
= (vV1—y2ln|z — 4.12
C(z,y) maxay nlz —yl). (4.126)

Efetuando as derivadas, temos
1 zy — 1
B2 (@ — y)2\/(1 = 22)(1 - 42)

Uma maneira mais conveniente de escrever a funcao de correlacao (4.126) é através

de

C(z,y) = ;T Fy. (4.127)

Cloy) 2B17T2 &%y . <1 —ay+ /1 - )1 - y;> | (4.128)

Introduzindo as varidveis © = cosf e y = cos ¢, a equagao (4.128) fica

~ 1 0? 1 —cos(f + ¢)
= ) 4.12
C0.9) = 3525005 ‘ [ —cos(0—9) (4.129)
Esta expressao pode ser escrita em termos da fungao
0 sin 6
A(9) = e (71 — c059> , (4.130)
como
~ 1
(0, ¢) = 2B [A(0+ ¢) + A0 — ¢)]. (4.131)
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Usando a identidade

o0

; 1 sin 0
I it — — | ———— 4.132
mnz;e 2(1—0089)’ ( )

temos
A() = QZnCOS(nG). (4.133)
n=1

Substituindo (4.133) em (4.131), a fungao de correlagao fica

~ 2 =
c,¢) = e ; n cos(nf) cos(ng). (4.134)
Nas novas variaveis 0 < 6, ¢ < 7, a variancia de uma estatistica linear é dada por
var(F) :/ dH/ do f(cos 8) f(cos p)C(6, ¢). (4.135)
0 0
Usando a funcao de correlacao (4.134), temos
var(F) = L f:n 2 (4.136)
25 n=1 " ‘
onde
2 ™
o= —/ df f (cos 0) cos(nd). (4.137)
T™Jo
Vamos considerar os mesmos exemplos da secao anterior:
Condutéancia
Vimos que os coeficientes nao nulos sao fy = 1/2 e f, = —1/2, entdo a

variancia da condutancia é dada por
1
43’

que, para 3 = 2, concorda com a equagao (4.49).

var(g) (4.138)

Tese de Mestrado - Departamento de Fisica - UFPE



4.6 Comparacao com o caso Wigner-Dyson 87

Poténcia do ruido de disparo

Vimos que os coeficientes ndo nulos sao fo = 1/8 e f; = —1/8, entao a
variancia ¢ dada por

1

o5 (4.139)

var(p) =

4.6 Comparacao com o caso Wigner-Dyson

Nas ultimas secoes encontramos expansoes semiclassicas para uma estatistica
linear arbitraria no caso quiral. Vamos obter expressoes analogas para o ponto
quantico de Wigner-Dyson. Neste caso a distribuicao dos autovalores de transmissao
¢ dada pela equagao

{T} C1N H |7—z - 7—]| HW Tz (4140)

1<J

onde w(r) = 77271 ¢ 0 < 7; < 1. Este caso foi estudado nas referéncias [33] e [34].
Com a mudanca de varidveis 7; = 1/(1 + );), 0 < \; < 00, a Eq. (4.140) pode ser
escrita como

P({\}) = Z lexp[BH({A\})], (4.141)
H({\}) = —Zln Py |+Zv (4.142)
vy = <N+%> In(1+ A). (4.143)

A média e variancia de uma estatistica linear sao dadas por

F) = [ ara, (4.144)
0
var(F) = / d\ / AN F(N) FN)C (N N). (4.145)
0 0
A densidade de autovalores no limite N > 1 é dada pela equacao integral
> p(N) -8 d d
P/ - )\’ —25 d)\l p(N) = d}\V()\) (4.146)
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cuja solucao é obtida com os mesmos recursos usados na se¢ao (4.4). Temos

50 = N1 N, <1 1

1/2 v
oy Z) — 216 =) = 5] (4.147)

A funcao de correlacao C'(), X) foi calculada ne referéncia [32] para N grande. Temos

~ 1 02
C\N)=— 1 . 4.148
W)= Faan VAT vx (4.14)
Voltando para a variavel 7 e tomando o limite Ny — Ny, temos
N 1 0%
= ——+ =[0(1) = d(r—1 4.14
prn(r) = = = +306(r) = 3(r = 1), (4.149)
1 V(I =71)" = /(1 =1")
Cwp(r, ™) = i T (4150
B2 87’87’ (1—7)r" + /(1 =1

onde o subscrito WD indica o caso Wigner-Dyson. A fun¢ao de correlagio (4.150)
pode ser reescrita num forma mais conveniente

Cwp(r,7') = (4.151)

\/ 1—7)r(l =7 =77 + (r1+7')/2
27r52 3787

1 —7m) (1 =771 — 77"+ (T 4+ 7')/2 '

Efetuando a mudanca de varidveis 7 = sin*(#/2) e 7' = sin®(¢/2) , 0 < 0, ¢ <
7, e seguindo os mesmos passos usados nas secoes (4.4) e (4.5), podemos mostrar
que a média e variancia de uma estatistica linear arbitraria no ponto quantico de
Wigner-Dyson sao dadas por

(F)wp = Nfo+7> fina + O(NT), (4.152)
n=1

Resumimos os resultados dos casos quiral e Wigner-Dyson na tabela (4.1).
Comparando-os , concluimos que no limite semicldssico a simetria quiral afeta apenas
os termos sensiveis a coeréncia de fase. O valor dominante, N fy, da média dos
observaveis de transporte pode ser obtido pela soma de probabilidades classicas, des-
prezando as contribuicoes devido a interferéncia quantica. Note que a coincidéncia
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Quiral Wigner-Dyson

Média | (F)=Nfo+7doc fon | (F)=Nfo+7> 02, fino

Variancia | var(F) = 55 >27 nf; var(F) = 55> .2, nfn

Tabela 4.1: Resumo dos resultados para as médias e variancias de estatisticas line-
ares nos casos Quiral e Wigner-Dyson.

entre a amplitude do termo de localizacao fraca para a condutancia média nao se
estende para outros observaveis. Para a poténcia do ruido de disparo, por exemplo,
este termo é nulo no caso usual, mas finito para o ponto quiral, Eq. (4.121). Além
disso, observamos a relagao entre as variancias nos dois casos

Var(F)qm-ml = 2V&I‘(F)WD. (4154)

Um resultado similar foi obtido para a condutancia de um fio quantico desordenado
com simetria quiral [65].
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Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Nesta tese estudamos propriedades de transporte em pontos quanticos com
simetria quiral. Esta simetria adicional surge em sistemas com desordem nao dia-
gonal como no modelo de hopping aleatério. O estudo de transporte quantico em
sistemas com esta simetria tinha-se restringido até entao quase inteiramente a fios
quanticos, nos quais sao usados métodos desenvolvidos para problemas de fios con-
vencionais (sem simetria quiral), como a equagao de DMPK e o modelo o nao-linear
supersimétrico. No entanto, pouco se falava sobre pontos quanticos quirais, cujo
andlogo convencional foi amplamente estudado por métodos da teoria de matrizes
aleatérias (TMA). Estava faltando, portanto, uma andlise detalhada e sistemética
das propriedades dos pontos no caso quiral, realizada em nosso trabalho.

Os trabalhos anteriores mostraram que em sistemas com simetria de subrede
as propriedades espectrais e de transporte no centro da banda (¢ = 0) diferiam das
propriedades genéricas previstas pelo modelo de Anderson, no qual sao definidas as
classes de universalidade de Wigner-Dyson. Por exemplo, a condutancia depende de
detalhes especificos do modelo microscépico como a paridade do nimero de sitios e
a forma do acoplamento. No nosso trabalho, estudamos o regime universal sem nos
preocuparmos com os detalhes microscopicos dos contatos, bastando que existam e
permitam a passagem de uma corrente finita. Este é o grande mérito do principio
de maxima entropia usado no capitulo 3, que leva em conta apenas as simetrias
universais do sistema, como presenca ou auséncia de simetrias de reversao temporal
e rotacao de spin, além, é claro, da simetria quiral. Nosso sistema é constituido
por um ponto quantico (com simetria de subrede) acoplado via contatos pontuais
idénticos, que estabelecem N canais de propagacao, a reservatorios de elétrons.

Uma vez estabelecido o regime universal, montamos um ensemble de matrizes
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de espalhamento aleatérias e calculamos a medida de Haar do grupo associado a essas
matrizes. Esta medida, juntamente com o principio de maxima entropia, possibili-
tou o calculo da distribuicao conjunta dos autovalores de transmissao, o resultado
mais importante de nosso trabalho. Além de estabelecer uma conexao direta com a
teoria de espacos simétricos, permitindo assim uma classificacao dos ensembles pela
tabela de Cartan, esta distribuicao também possibilita o cdlculo dos observaveis
de transporte como a condutancia e a poténcia do ruido de disparo pela teoria de
Ladauer-Biittiker. Dos resultados, obtidos por métodos como a teoria ensembles de
polinomios ortogonais da TMA e a equagao de Fokker-Planck, destacamos férmulas
semiclassicas para a obtencao da média e variancia de uma estatistica linear arbi-
traria dos autovalores de transmissao. Além da parte analitica, o trabalho teve uma
parte computacional na qual obtivemos a matriz de espalhamento numericamente,
através da equacao de Mahaux-Weidenmiiller, a partir do Hamiltoniano da cavi-
dade, modelado por uma matriz aleatéria pertencente aos ensembles gaussianos da
teoria de Wigner-Dyson.

Uma seqiiéncia natural do trabalho é a generalizacao dos resultados para
numeros diferentes de canais de propagacao nos guias, além de prosseguir os célculos
numéricos. Em principio bastaria montar um Hamiltoniano aleatério quiral (blocos
fora da diagonal) e usar o programa ja desenvolvido para o caso Wigner-Dyson. No
entanto existem algumas dificuldades técnicas. Uma proposta para obter o resultado
correto é determinar as implicacoes da simetria quiral nas propriedades da matriz
de acoplamento, além da relacao de ortogonalidade mostrada no capitulo 2. Outro
efeito importante a ser explorado é a transi¢ao gradual (crossover) entre a classe
quiral e classe usual de Wigner-Dyson, causada pelo afastamento da energia em
relagdo ao centro da banda (¢ = 0). Também pretendemos estudar a transi¢ao
gradual ponto-fio, que pode ser descrita pela teoria de matrizes de transferéncia
aleatorias com a condicao inicial de ponto quantico no limite L — 0.

Enfim, é importante frisar que embora tenha recebido bastante atencao tedrica,
ha varios obstaculos para a realizacao experimental de pontos e fios quirais. Além
do efeito da interacao elétron-elétron, que nao é levado em consideracao, o principal
obstaculo é que a simetria quiral é bastante fragil e pode ser facilmente quebrada.
Por exemplo: desordem no sitio ou hopping além de primeiros vizinhos podem tirar o
sistema do ponto quiral no centro da banda. Entao, é mais provavel realizar sistemas
no regime de crossover entre as classes, o que torna este problema fundamental. Ob-
viamente, para entender esta transicao, o comportamento nas classes puras tem que
estar bem estabelecido. Da mesma forma, o regime de ponto quantico corresponde
a um limite tedrico importante para estudar a transicao gradual ponto-fio.
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Apeéndice A
Quatérnions

Em problemas de spin semi-inteiro com invariancia sob reversao temporal
e sem simetria rotacional, as matrizes unitarias que comutam com o operador de
reversao temporal formam o grupo simplético [59],[31]. A dlgebra do grupo sim-
plético fica simplificada com o uso dos quatérnions. Uma conveniéncia do uso
dos quatérnions é que a degenerescéncia de Kramer aparece naturalmente. Neste
apéndice, vamos introduzir o conceito de quatérnion, listar as principais propriedades
e mostrar como a matriz de transferéncia no caso simplético pode ser escrita em ter-
mos de quatérnions.

A.1 Definicao

Considere a base B = {ey, e1, €2, €3}, com

o= (o )ie=(0 %)= (10 )= (5 7)o

Qualquer matriz complexa 2 x 2 pode ser expressa na base de quatérnions na forma,

< b ) _ %(a+d)eo+ %(d—a)el +%(c—b)62+ %(Hb)ea- (4.2)

Um quatérnion é definido por 4 ntimeros complexos ¢, i = 0,1, 2 e 3, coefi-
cientes da representacao de uma matriz 2 X 2 na base B. Podemos escrever

3
0=¢"¢+q e=qVq+qVer +¢Pey + ¢Pes =) ¢y, (A.3)
a=0
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cuja representacao matricial é
© 4 jgM —g@ _g®
_ qi1 Q12 g\’ +1q q iq
- - : : . A4
1 < G21 Q22 > < g —ig® ¢ — g™ > (A4)
A.2 Propriedades

Uma vez definidos, vamos listar algumas propriedades importantes dos quatérnions

1. Um quatérnion é “real” se os coeficientes ¢(® forem reais. Note que um
quatérnion real nao corresponde a uma matriz real 2 x 2. De fato, sendo
« e 8 numeros complexos, um quatérnion real geral pode ser escrito como

(% 0. (A5)

onde ¢ = Re(a), ¢V = Im(a), ¢ = —Re(f) e ¢ = —Im().
2. O “ quatérnion conjugado ” ¢ é dado por
7=q"—q-e, (A.6)

cuja representacao matricial é

q—:< 22— ) (A.7)

—q21  qu1
3. O “complexo conjugado” ¢* do quatérnion ¢ é
¢ =q¢Ye+q" e, (A.8)

cuja representacao matricial é

q* — < d99o —q42 > . (Ag)

—q2 G
4. Quando ¢* = ¢, o quatérnion é dito real.
5. Quando ¢* = —¢q, o quatérnion é dito imaginario puro.

6. Quando ¢ = ¢, o quatérnion é dito auto-dual.
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7. O conjugado hermitiano ¢ de um quatérnion ¢ é obtido pela aplicacio das
conjugacoes (A.6) e (A.8)

=7 =q"e—q e (A.10)

Na representacao matricial, esta operacao se reduz a conjugacao hermitiana

usual de uma matriz 2 x 2
¢ = ( @1 In ) '
Qs G52

8. Quando ¢' = ¢, o quatérnion é dito hermitiano.
9. Quando ¢ = —¢, o quatérnion é dito anti-hermitiano.

10. O conjugado de um produto de quatérnions é
(9162 - Gn) = Gn - - - 21 - (A.11)

11. O conjugado hermitiano de um produto de quatérnions é

(g2 q0) = qf ... dbd]. (A.12)

Qualquer matriz 2N x 2N pode ser tratada com N? blocos de matrizes 2 x 2,
estas sendo expressas em termos de quatérnions. Em geral, uma matriz 2N x 2N
complexa torna-se uma matriz N X N com elementos quatérnions complexos.

Vamos considerar uma matriz A (2N x 2N) que pode ser escrita como uma
matriz Q(N x N) com elementos quatérnions gi;, (k,7 =1,2,... ,N)

aix ... Q12N g1 --- qi,N
A= Do — Q=1 : . , (A.13)

asn,1 ... Q2N2N gng  --- 4NN

. A2i—1,2j—1 QA2i—1,25
4ij = U o Uo o :
24,25—1 24,27

As operagoes usuais em A sao refletidas em () da seguinte maneira:

onde
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1. Transposicao
(@N)jk = (ary)" = —eadijes. (A.14)
2. Conjugacao hermitiana

(QM)ry = af,- (A.15)

3. Reversao temporal

A matriz “revertida no tempo” é

AR = KA*KT, (A.16)
onde
0 -1
1 0 b
K = : (A.17)
o 0 —1
1 0 2N X2N

Em termos de quatérnions, temos

QY =KQ'K", (A.18)
onde
Ty

K = . (A.19)

% /] Nxn

O elemento de matriz é

(QR)kj = quZjUyT. (A.20)

Efetuando este produto de matriz e usando (A.9), temos
0 = Giojs (A.21)

onde o “x” indica conjugacao complexa quaternionica. Entao, se A é invariante sob

~ R _ * _ . ~ . .
reversao temporal, g;; = qi; = qi; € 0s elementos da matriz () sao quaternions reais,
dizemos que a matriz () é quatérnion real.
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A.3 Matriz de transferéncia

Vimos que a matriz de transferéncia no caso simpletico é dada por
_(a B
= () e

com «, 3,ved matrizes complexas.
A simetria de reversao temporal do sistema é expressa por

M* =xMYT, (A.23)
onde
0 K
SENS h21)
e K é a matriz (A.19).
Esta simetria implica que a matriz M pode ser escrita como
_ & g
Considerando « e f matrizes N x N de quatérnions e usando a propriedade (A.21),
temos
_(a B
M = ( B o ) , (A.26)

Wy ”

onde “x” significa conjugacao complexa quaternionica.
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Apéndice B

Parametrizacao da matriz de
transferéncia

A parametrizacao da matriz de trasferéncia para todas as classes de univer-
salidade foi feita por Mello e Pichard [66]. Na descri¢do destes, o caso simplético
ficou bastante complicado. Este problema foi resolvido por Macédo [67] através
do uso de quatérnions que simplificou a parametrizacao, possibilitando avancos no
entendimento do problema.

Neste apéndice, vamos seguir as idéias dos dois trabalhos mencionados para
parametrizar a matriz de transferéncia no caso Quiral.

B.1 Caso ortogonal

J& vimos as conseqiiéncias das simetrias de invariancia sob reversao temporal,
de conservacao de fluxo e Quiral na estrutura da matriz de transferéncia. Elas sao

1. Reversao temporal

S, MY, = M* (B.1)
2. Conservacao de fluxo
MY, M =%, (B.2)
MY, M=%, (B.3)
3. Quiral
S, MY, = M. (B.4)
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Agora vamos discutir a estrutura geral de M e sua parametrizacao. Suponha

que M tem a forma
M= ( j ? ) , (B.5)

onde cada elemento de matriz denota uma matriz N X N. Da simetria de reversao
temporal, temos

§=a", v=p" (B.6)
e a Eq. (B.5) fica
_(« B
M_<B* a*>. (B.7)
A simetria Quiral (B.4) implica serem « e  matrizes reais. Entéo,
_(a 5
- (5 7). e

Enquanto a conservacao de fluxo, (B.2), aplicada em (B.8) resulta em

afa—pTB=1 (B.9a)
atf =g, (B.9b)

onde 1 designa a matriz identidade N x N. A condigao equivalente (B.3) aplicada
a (B.8) implica

aa’ — BB =1, (B.10a)

aft = pa’. (B.10b)

A Eq. (B.8), com as restri¢oes (B.9) e (B.10), constitui a forma mais geral da
matriz de transferéncia M. Para a e § arbitrarios, a matriz M tem 2N? parametros

reais. No entanto, temos N(N +1)/2 equacoes de vinculo (B.10a) e em N(N —1)/2
em (B.10b). Entdo, o nimero v de parametros reais livres é

v = N (B.11)
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Agora vamos considerar a representacao polar
a = ulv, B =l (B.12)

onde u,v,u’ e v' sdo matrizes ortogonais N x N e [,I' sdo matrizes diagonais reais
e positivas.

A matriz diagonal na representacao polar é inica: [ contém as raizes quadradas
positivas dos autovalores da matriz simétrica h = aa™. No entanto, as matrizes u e
v nao sao unicas: suponha que [ tem a estrutura

L1, é
| = , (B.13)

p . . ~ , .. k
onde I,, é a matriz identidade n; x n;, [; sdo nimeros positivos e Y . n; = N.
Entao a transformacao

u — ud, v—dv (B.14)
com d tendo a estrutura
Uy ¢
d= , (B.15)
¢ Ug
(uj, i =1,...,k, sdo matrizes ortogonais n; X n;) deixa « invariante:
a = ulv — udld™v = ulv (B.16)

Substituindo (B.12) em (B.9a)-( B.10b), temos

v Py — MR =1, (B.17)
v lut 'l = o T Tl (B.18)
ulPu — w1y =1, (B.19)
wlvv' T = o' v " (B.20)

A equagao (B.19) pode ser escrita como

wpw® = 1 (B.21)
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onde w = v'Tu, p =12 —1 e ' = I"”%. Pode-se verificar facilmente que a matriz w
satisfazendo (B.21) s6 pode ser escrita na forma

onde P é uma matriz de permutacao e d; é uma matriz ortogonal com a estrutu-
ra (B.15). Temos entao

u' = ud] P* (B.23)

I'=PVI2 - 1P7T. (B.24)
Similarmente, de (B.17) obtemos
v' = Pdyv, (B.25)

onde dy é outra matriz ortogonal com a estrutura (B.15). Se substituirmos (B.23),
(B.24) e (B.25) em (B.18) e (B.20), temos

s=dldy=s", (B.26)

vemos que s é ortogonal e [s,l] = 0. Entao, dado a@ = ulv, a forma geral de escrever

[é
B =usVI?—1lv. (B.27)

Como qualquer matriz ortogonal pode ser diagonalizada por uma transfor-
macao ortogonal, temos

R'sR =1, (B.28)

onde R é a matriz cujas colunas sao compostas de autovetores de s. Podemos utilizar
a arbitrariedade da representacao (B.12) e redefinir

u— uRT
{ v — Rv ; R[] =0 (B.29)
entao,
a = ulv, (B.30)

B = uVi?—1v. (B.31)
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Conclusao: No caso Quiral - ortogonal, qualquer matriz de transferéncia pode

ser escrita como
GO )G e

onde A\ = [2 — 1. Lembrando que o ntimero de parametros livres de uma matriz
ortogonal N x N é N(N — 1)/2, o niimero de parametros reais livres de (B.36) é

N(N —1)

5+ N=N, (B.33)

v=2

o que concorda com (B.11).

B.2 Caso unitario

Neste caso nao ha simetria de reversao temporal e as matrizes a e [ da
equacao (B.8) sao complexas. A conservagao de fluxo, (B.2), aplicada em (B.8)
com coeficientes complexos resulta em

ofa— B8 =1 (B.34a)
o' 8= pla. (B.34b)

A condigao equivalente, (B.3), implica

aal — BB =1 (B.35a)
aBt = Bar. (B.35b)

A equagao (B.8), com « e § complexos, juntamente com as restrigoes (B.34) e (B.35)
constituem a forma mais geral da matriz de transferéncia no caso unitario. Para «
e /3 arbitrdrios, a matriz M tem 4N? parametros reais, mas temos 2N? equacoes de
vinculos, resultando em v = 2N? parametros livres.

O procedimento da representacao polar é andlogo e nao o repetiremos aqui.
A tnica diferenca é que as matrizes v e v sao unitarias e a matriz s é unitdria e
auto-adjunta. Com os mesmos calculos chegamos a expressao

i (3 (T ) (5

0w o vies ) Lo U):Urv. (B.36)
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Surge aqui um detalhe interessante. Como u e v sao matrizes unitarias, temos um
total de
v=2N?+N

parametros reais livres. Temos N parametros além do necessario. Isso ocorre devido
a nao unicidade da representacao. Considere a transformacao

U — Uy, v — vu (B.37)

que deixa o e f invariantes. E necessério que ug = dV e vy = d® com [d?, 1] = 0.
Aplicando a transformacao, temos

a — udMdDy = udVd@ [y

B — udV12 = 1dPy = udDdD/12 = 1v

a invariancia de o e B implica que dVd® =1 ou d® = dM1. Isto é, se

G:(ﬁ 2) (B.38)

com d tendo a estrutura (B.15), entdo M = UT'V é invariante pela transformacao
U — UG, V = GV (B.39)

Em particular, no caso nao degenerado, d fica

ei01

d= (B.40)

ez'QN

e a arbitrariedade se restringe a N fases. Podemos usar essa liberdade para eliminar
N parametros na matriz de transferéncia, resultando em

v =2N? (B.41)

nimero correto de parametros reais livres na matriz de transferéncia no caso Quiral-
Unitario.
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B.3 Caso simplético

Neste caso estudamos particulas de spin 1/2 satisfazendo a conservacao de
fluxo e a reversao temporal. Por ser mais conveniente, vamos usar a linguagem
de quatérnions. Levando em conta as simetrias Quiral e de reversao temporal, a
matriz M tem a forma (B.8) com « e [ matrizes quatérnions reais. Para « e 3
arbitrarios temos 8 N? parametros reais livres. A conservagiao de corrente, (B.2),
impoe os vinculos

ao— BB =1 (B.42)
afB = Ba. (B.43)
De forma andloga, a equacao (B.3) fornece

aa — BB =1, (B.44)
af = fa, (B.45)

onde a barra indica conjugacao quaterniénica. O nimero de vinculos de (B.44) é
2N%? — N. J& a equacao (B.45) fornece 2N? + N. Entdo o nimero de parametros
reais livres da matriz de transferéncia no caso quiral-simplético é

v=8N?— N(2N +1) — N(2N — 1) = 4N>. (B.46)
Usando a representagao polar
a = ulv, B=ul""v

com u, v, u’ e v' matrizes quatérnions reais unitarias e [, I’ matrizes quatérnions reais
e diagonais. Usando o mesmo procedimento adotado anteriormente, temos

f=usVI?—1v (B.47)

onde s é uma matriz quatérnion real, unitaria e auto-dual, tal que [s,{] = 0. Vamos
analisar os vinculos impostos a s.

1. Quatérnion real: s = s*

S11 ... S1N

a.. ..
5 = - : ,onde s;; = S BZ*] , (B.48)
—Pij Qg
SN1T ... SNN

com ayj; e B3 € C.
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2. Auto-dual: s=35

entao,

( wij  Bij > _ ( o —Bji >
=B o By aji )7

*

o que implica ay; = «af; e fBj; = —f;;. Entao os elementos da diagonal tém a

forma
10
Sii = Qi < 0 1 ) ) (B.49)

onde a;; € R.

3. [s,1] =0 : s tem a mesma a estrutura de bloco de [
No caso nao degenerado
l1€0 Q11€g
| = e s = (B.50)

Inneo AN NEQ

4. Unitariedade: ss' =s5=1
Usando (B.50), temos (o) =1, i =1,2,...,N.

Conclusao: s = £1. Escolhendo o sinal positivo, temos

— ul
{ g e (B.51)

Fazendo [? = 1 + A, temos

(3 ) )G

Como o numero de parametros reais de uma matriz quatérnion real unitaria
é 2N? + N, a parametrizacao tem 4N? + 3N parametros livres, possuindo assim
3N parametros redundantes. Para entender essa redundancia vamos considerar a
questao da unicidade da parametrizacao. Considere a transformagcao

) = UTV. (B.52)

u — udy, v — dav,
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com d; e dy quatérnions reais unitarios N x N tais que [dy,l] = 0 = [dy, ]. Temos

a — udidsV'1 4+ Av, b — udldg\/Xv.

M é invariante se didy = 1, ou dy = d]{ = d;. Ou seja, se

d 0
i=(0 )
entdio M = UTV é invariante pela transformacio U — UG, V — GV. Vamos

analisar a estrutura de d.

1. Caso particular: N =1

d é quatérnion real unitario

d= ( _C;* 5* > , com la]? + |B)* =1, (B.53)

vemos que d € SU(2) e possui 3 parametros livres.

2. Caso geral: N > 1

Neste caso

d= , (B.54)

onde dy; (i = 1,...,N) € SU(2). Temos N matrizes SU(2) fornecendo 3N
parametros que podem ser usados para eliminar os 3N parametros redundantes
de (B.52).
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Apéndice C

Matriz de espalhamento: Medida
invariante

A medida é definida pela condicao de ser invariante por um automorfismo de
uma dada classe de simetria nela mesma:

i’ (S) = dp’(S"). (C.1)
Para § = 1, a matriz transformada S’ se relaciona com S por
S = UySUy (C.2)

onde Uy é uma matriz unitdria arbitrdria. Obviamente, (C.2) é um automorfismo
do conjunto das matrizes unitarias simétricas nele mesmo. Para § = 2,

S" = UySVy, (C.3)
onde Uy e V; sao matrizes unitdrias arbitrarias. Para § = 4, temos
SI = U[)SU(), (04)

onde U, é uma matriz unitaria simplética.

A medida invariante para o ensemble de matrizes de espalhamento nas classes
de Wigner-Dyson foi trabalhada nas referéncias [33],[34], para os casos § = 1e = 2.
Antes de calcular a medida invariante da matriz S na classe Quiral, vamos considerar
o resultado conhecido da geometria diferencial:

Teorema C.1 Dado o elemento de arco

ds® = Zgwéxu(h:y (C.5)
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, . 2 s - . ~ .
que define o tensor métrico g,,(x). Se ds* é invariante pela transformagdio v, =
x, (2, 25, ... ), entdo o elemento de volume

dV = |detg(x)[*/? H Sz, (C.6)
I

também € invariante sob a mesma transformacao.
Voltando ao problema da matriz S, definimos o elemento de arco
ds? = Tr[dS'dS]. (C.7)

Esta expressao ¢ invariante sob as transformacoes (C.2), (C.3) e (C.4).

C.1 Caso ortogonal

A representacao polar da matriz S no caso S =1, é

() () ) e

Diferenciando S obtemos

dS = (dV)RVT + V(dR)VT + VR(dVT) ©9)
= V[SVR+dR+ R(6V)TIVT, '

onde introduzimos a matriz anti-simétrica
sV =Vv%tav, (V)T =advTV = —(5V). (C.10)
O elemento de arco (C.7) fica

ds? = Tr[ 6VROVR+ 6VRAR + §VRR(5V)"+
dRSV R + (dR)* + dRR(5V )"+ (C.11)
R(6V)TSV R + R(6V)"dR + R(5V)"R(5V)"].

As diferenciais da equacgao anterior podem ser expressas como

1 dr.
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C.1 Caso ortogonal 108

vIidv 0 v 0
6V_( 0 quu>_( 0 5u>’ (C.13)

onde p = 1 — 7 e du, dv sao matrizes anti-ortogonais. Efetuando o produto das
matrizes, temos B2 =1, RIR = —dRR e

Tr[R(0V) dR] = Tr[dR(6V)R] = Tr[dRR(5V)"] = Tr[(V)RIR] = 0.  (C.14)
Resultando em
ds? = Tr[2(6V) 56V + (dR)? + (SV)R(SV)R + R(SV)TR(6V)1]. (C.15)

Como R(6V)TR(6V)T = (6VRSVR)" e o traco de uma matriz ¢é igual ao de
sua transposta, temos

ds* = Tr[2(6V) 0V + (dR)* + 2(6V)R(5V) R). (C.16)

Calculando os tracos
Tr[(dR)?] = %tr (%) : (C.17)
Tr[(6V)T6V] = tr[(6v)T6v] + tr[(6u)Tou], (C.18)

Tr[(6V)R(6V )R] = tr[dv\/pdv\/p + du\/TOu\/T + du\/To0\/T + 5u\/ﬁc5u\/(ﬁ(]j. |
19

Substituindo (C.17), (C.18) e (C.19) em (C.16), o elemento de linha fica

ds? = 2tr[ (6v)Tov + (6u)Tou + dv./pdv./p+
Su\/TOUNT + Sur/TOUN/T + duy/pdu/p + 2]

Efetuando os produtos das matrizes, calculando os novos tracos e usando o
fato de as matrizes du e dv serem simétricas, temos

(C.20)

trf(6v)(0v)] = 23,4003,

trf(ou) (ou)] = 23, (0u)g,

trfovy/povy/p] = — 23 .., /PaPs(00)2, (C.21)
trldvy/Tou/T] = — 23 ) /TaTo(60)as(01)ap .
tr[du/Tou/T] = — 23 ) /TaTo(01)ab(0V)ap

tr[ou/pou/p] = — 23 . 5/ PaPu(0U)%.
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Substituindo (C.21) em (C.20), o elemento de linha fica

ds? =43 [(1 = v/pamn) (602, + (0)3] — 23/7ars(5u)as (60)as] + % 3 (dn)?

a<b a=

Esta equagao tem a estrutura (C.5) e fornece os elementos de matriz do
tensor métrico g. Note que temos v = N? varidveis independentes (duas matrizes
anti-simétricas N x N e uma diagonal). Logo, g é uma matriz v X v. Nomeando as
linhas e colunas usando as v variaveis na ordem

(0u)12, (0V)12, (0U)13, (0V)13, - .-, (6w)1 N, (6U)1 N, (0U)23, (0V)2s, - . .,

(5U)2,N, (50)2,N, cee (5U)N—1,N, (5U)N—1,N7 dry, ... ,d7n,

(C.23)

temos N(N — 1)/2 blocos 2 x 2 com linhas e colunas rotuladas por (du)s € (0v) g

Owa — (60),

(0u)ab <1—\/m —/TaTs > (C.24)
(00) 4 VTaTo 1= \/Pap

e N “blocos unidimensionais ” 1/(7,p,), rotulados por dr,. O determinante de g é
dado por

detg o< [ JI(1 = v/Paps)? Tm]H

a<b

(C.25)

paTa

O elemento de volume invariante é dado por

du(S) = V/ldetg] HdTaH (1) a (00) - (C.26)
a=1 a<b
Fazendo a mudanca de varidveis 7, — sech?(z,), (a = 1,..., N), temos

) o H | tanh(z) — tanh(z, |Hsech T Hd:va H (0U) a5 (00) gp- (C.27)

a<b a<b
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C.2 Caso unitario

A representacao polar da matriz S no caso = 2, é

(D) (F )G ) e

com u e v matrizes unitarias. Diferenciando S, obtemos
dS = V[SVR + dR + R(sV)TVT, (C.29)
onde introduzimos a matriz anti-unitaria
sV =Vidy, (V)T = dViV = —(5V). (C.30)
O elemento de arco (C.7) fica

ds* = Tr[§VRSVR + §VRAR + §VRR(SV )+
dRSV R + (dR)? + dRR(0V)+ (C.31)
R(SV)IOVR + R(6V)TdR + R(SV)TR(5V)1).

O procedimento é andlogo ao anterior, apés efetuar os produtos de matriz o
elemento de linha

ds® = 2tr{(6u)t(6u) + (60)1(0v) + {94 + Rely/p(dv)'/p(dv)+

C.32
VEBu)E0) + O VG + et ypeuly. O
As matrizes anti-hermitianas du e v podem ser escritas como
dv = day + 1051, (C.33)
du = day + 105, (C.34)

onde daq, das s20 matrizes reais simétricas e 051, s, sao matrizes reais anti-simétricas.
Em termos destas matrizes, o elemento de linha fica

a2 = 25, {(1 ) T2 (6502 — 2ra(B51)oa(Bs2)on + 1420

+ 4TTaey {1 = v/Pamn) Sy [(0ai)2, + (65:)2)] (C.35)
B 2\/%[(50’1)041)(60/2)0,1) + (551)0,1)(682)@1,]} .

Fazendo p, =1 — 7,, o termo diagonal de (C.35) fica

2y {Ta[(ésl)aa — (659)aa)® + 1L‘1)2} : (C.36)

Z’/"a(l — Ta)

Tese de Mestrado - Departamento de Fisica - UFPE



C.3 Caso simplético 111

Note que as 2N varidveis (081)qq € (052)qq aparecem apenas como N combi-
nagoes 0y, = (051)aa — (052)aq. Em termos de dy,, o elemento de linha fica

a? = 2%, {0y + 12l

4 TaPa

+ 4]l {01 papb)[(éal)ab‘i‘((s 22+ (851)2, + (0s2)%,]  (C37)
- 2m[(5a1)ab(5a2)ab+ (851)ab(652)a] } -

Na equacao (C.37), os (0s;)ap € (da;)ep para i@ = 1,2 e a < b contribuem
com 4 - N(N —1)/2 varidveis independentes. Temos ainda os (dy), que, juntamente
com 0s T,, fornecem 2N. Totalizando v = 2N2, nimero correto de varidveis inde-
pendentes no caso Quiral unitdrio. Agrupando convenientemente as 2N? varidveis
independentes, o tensor métrico tem uma estrutura simples constituida de blocos
1x1e2x2ao longo da diagonal. Temos N blocos unidimensionais 27, rotulados
por 0y,, N blocos unidimensionais 1/(7,p,) rotulados por dr, , N(N — 1)/2 blocos
rotulados por (051)a € (052)ap

(0sV)ap  (952)y
(051 ) ab (1—\/m ST )

(552)ab =TTy 1= \/Pap

e outros N(N — 1)/2 blocos idénticos a (C.38) rotulados por (dai)e € (d0az)a. O
determinante de g é

(C.38)

detg o H [(1-— papb — T,Tp)? H — (C.39)

a<b

Fazendo a transformacao 7, — sech?(z,), temos o elemento de volume invariante

) o H | tanh(z,) — tanh(z,)[? Hsech T, deaH H((531)ab(ésg)ab(éal)ab(éag)ab

a<b a<b

(C.40)

C.3 Caso simplético

A representacao polar da matriz S no caso =4, é

5:(82)(_‘/\? %)(”w VRV, (C.A41)
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com u e v matrizes quatérnions reais unitarias. Diferenciando S, obtemos
dS =V[)VR+dR+ R(SV)|V, (C.42)
onde introduzimos a matriz anti-auto-dual.
V. =Vady, (6V) =dVV = —(§V). (C.43)
O elemento de arco (C.7) fica

ds®> = Tr[§VRSVR + §VRAR + §VRR(SV )+
dR(S_VR + (dR)? —|—_dRR(W)—|—_ L (C.44)
R(6V)OVR+ R(0V)dR + R(OV)R(6V)].
O procedimento é analogo ao anterior, apos efetuar os produtos das matrizes
e calcular os tragos, o elemento de linha fica

ds* = 2tr{ (0u)(6u) + (0v)(d6v) + L9429 + §v, /p dv./p+

4Tp

OV\/TOUN/T + Our/TéV/T + du/pdu/p }.

Vamos calcular o traco do primeiro termo da equagao (C.45)

r[(6v)( 51}]—Ztr [(00)pa (60) ab]—Ztr [(0vap) (60) ap —QZZ 5v )%, (C.46)

ab =0

(C.45)

onde usamos a propriedade da conjugacio quaternionica (6v)p, = (6vg). Como Sv
¢ anti -auto -dual, pode ser decomposta na base de quaternlons em uma matriz

©) _

anti-simétrica 5v —6vba e trés matrizes simétricas 6v'?) Wb = 5vba, 1= 1,2,3.
Entao,
N 3 N 3 .
tr[(50) (00)] = 2D (i) + 4D D (u)? (C.47)
a=1 i=1 a<b i=0
Analogamente:

rl(u)(6u)] = 23,0, X1 lwuaa) +4za<b > (0ul))?,
tldoy/TouyT] = =230 L lévaaéuaa — A, T oévab oul)
tr[duy/7ouy/7] = 22a . azz 16uaa6vaa —4za<bmzz oéuab a,,’,
tr[év\/_&J\/ﬁ] = =2 Za 1 Pa Zz 1(5Uaa) —4 Za<b v/ PaPb Zz 0(5%()) )

[

tr[du/pou/p] = —2 Za 1Pa 27, 1(5“%) —4> \/mzz 0(5“(11;) :
(C.48)
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Substituindo (C.47) e (C.48) em (C.45), temos

ds? = 4.0 {00 [(6vid)? + <6ua2>2 — 27, (Suta) (6vd)
(1= 7)[(60d)? + (Gui)?) +3 =l |

4 TaPa

+8Y e zz l{wvab) +0uly)? — 2y/Tam (Ouly) (05)
—/Pap (Bul))[(605)? + (6ul))?]}.

Definindo 5y,(f) = soll) — 5u,§’2, o elemento de linha fica

ds? = A, {r S0 (50l + 10}

+8 30y Sor {(1 = Bamn)[(605)% + (6ul))?] — 2y/Tam (Guly) (5u)}
(C.50)

(C.49)

Na equagao (C.50), os 5u((;b) e 51}5? para i = 0,1,2,3 e a < b contribuem
cada um com 4 - N(N — 1)/2 varidveis independentes. Temos ainda os syt i =
1,2,3 que, juntamente com os 7,, fornecem 4N. Totalizando v = 4N?2, ntimero
correto de variaveis independentes no caso Quiral simplético. O tensor métrico
pode ser colocado numa estrutura simples constituida de blocos 1 x 1 e 2 X 2 ao
longo da diagonal.Temos 3N blocos unidimensionais 7, rotulados por 5ya , N blocos
unidimensionais 1/(7,p,) rotulados por dr, , 2N(N — 1) blocos rotulados por 6v.? ol

e 5%(;1))‘ Para cada valor de 7, temos blocos com a estrutura

) Ufj’) ) u((;b)

C.51
5%17 < L—=/Papo  —+/TaTo > ( )
6uab —VTaT 1= /Palo
O determinante de g é
N 72
detg o H [(1-— papb — 7,7 H —“. (C.52)

a<b

Fazendo a transformacio 7, — sech®(x,), temos o elemento de volume in-
variante

N N 3
o<H|tanh xp) — tanh(z, |41_[sech4 Tq deaHH(Sya HH&U 6ub

a<b a=11=1 a<b i=0
(C.53)
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Das equagoes (C.27), (C.40) e (C.53), podemos escrever:

du(S) H | tanh(z,) — tanh(z,)|’ H sech”(z,) H dz, dp(u)dp(v). (C.54)

a<b a=1 a=1

Outra maneira de escrever a madida ¢ através da transformagio 7, — sen®(2¢,). O
que resulta em:

du(S) H H Isen (¢ + 0 ¢a)|” H sen’1(2¢,) H doe dp(u)dp(v). (C.55)

a<bo==%
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