
TESE DE MESTRADO

Propriedades Universais de Transporte em
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Resumo

Apresentamos ummodelo estoc�astico que descreve propriedades universais de

transporte em pontos quânticos com simetria de sub-rede (quiral), acoplados a dois

reservat�orios de el�etrons via contatos pontuais idênticos. Montamos um ensemble de

matrizes de espalhamento, S, atrav�es do princ��pio de m�axima entropia e calculamos

a medida de Haar do grupo de matrizes S. Mostramos que em todos os casos os

ensembles obtidos podem ser classi�cados segundo a teoria de espa�cos sim�etricos

de Cartan. Deduzimos a distribui�c~ao conjunta dos autovalores de transmiss~ao, i.e.

autovalores da matriz tty, onde t �e a matriz de transmiss~ao. No caso de apenas um

modo propagante, determinamos a distribui�c~ao exata da condutância e da potência

do ru��do de disparo. Para sistemas sem simetria de revers~ao temporal, encontramos o

ensemble de Legendre da teoria de matrizes aleat�orias e obtivemos resultados exatos

para a m�edia e variância da condutância. Apresentamos um ensemble de movimento

Browniano para calcular a m�edia da condutância para um n�umero N arbitr�ario de

canais propagantes nos guias. No regime semi-cl�assico, N � 1, deduzimos uma

f�ormula para calcular a m�edia e a variância de uma estat��stica linear arbitr�aria e

observamos que na presen�ca da simetria quiral a variância dos observ�aveis dobra em

rela�c~ao ao valor nas classes convencionais de Wigner-Dyson.



Abstract

In this work we present a stochastic model to describe universal transport

properties of quantum dots with sublattice (chiral) symmetry, coupled to two eletron

reservoirs via identical point contacts. We construct an ensemble of scattering ma-

trices, S, using the maximum-entropy principle and calculate the Haar measure of

the symmetry group of the S-matrix. We show that in all cases the obtained ensem-

bles can be classi�cated in terms of Cartan's symmetric space theory. We deduce

the joint distribution of transmission eigenvalues, i.e. eigenvalues of the matrix tty,
where t is the transmission matrix. In the case of only one propagating mode, we

obtain the exact distribution of the conductance and the shot-noise power. For sys-

tems without time-reversal symmetry we obtain the Legendre's ensemble of random

matrix theory. A Brownian motion ensemble is presented to calculate the transport

characteristics for an arbitrary number N of propagating channels. In the semiclas-

sical regime, N � 1, we derive formulas for calculating the average and variance of

an arbitrary linear statistic and observe that in the presence of chiral symmetry the

variance of the observables doubles in relation to the Wigner-Dyson case.
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4.1 Distribui�c~ao da condutância (coluna da esquerda) e da potência do

ru��do de disparo (coluna da direita) para o caso N = 1 e � = 1; 2

e 4. Os resultados para pontos quânticos com simetria quiral s~ao
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Cap��tulo 1

Introdu�c~ao

Neste cap��tulo inicial vamos fazer uma revis~ao sobre os principais conceitos

da f��sica mesosc�opica, com ênfase no transporte eletrônico atrav�es de nanoestru-

turas. Come�camos o cap��tulo com uma discuss~ao sobre sistemas quânticos fora do

equil��brio e a descri�c~ao da evolu�c~ao macrosc�opica desses sistemas atrav�es de equa�c~oes

de transporte. Na se�c~ao 1.2 inclu��mos na teoria a coerência de fase dos portadores

e abordamos efeitos importantes como a 
utua�c~ao universal da condutância e a lo-

caliza�c~ao fraca. Esses efeitos constituem a base da f��sica mesosc�opica, abordada

na se�c~ao 1.3, onde discutimos a rela�c~ao entre os v�arios regimes de transporte e as

escalas fundamentais de comprimento do sistema. Ainda nessa se�c~ao apresentamos

um dos experimentos fundamendais da �area no qual se veri�ca a quantiza�c~ao da con-

dutância. Na se�c~ao 1.4 apresentamos um tipo particular de disposivo mesosc�opico:

o ponto quântico. Finalizando, fazemos uma breve discuss~ao sobre caos quântico na

se�c~ao 1.5.

1.1 Sistemas quânticos fora do equil��brio

A maioria dos sistemas da natureza, se isolados (ou seja, se n~ao trocam ener-

gia ou mat�eria com sua vizinhan�ca), tendem a um estado independente do tempo,

o equil��brio termodinâmico, cujas propriedades macrosc�opicas s~ao descritas por um

n�umero �nito de vari�aveis de estado. A mecânica estat��stica de equil��brio �e basea-

da no princ��pio de m�axima entropia que, juntamente com v��nculos de�nidos pelo

sistema, fornece os ingredientes para o formalismo dos ensembles de Gibbs. Esses

argumentos estat��sticos s~ao su�cientes para problemas em equil��brio n~ao havendo ne-

cessidade de investigar os detalhes dos processos de intera�c~ao (colis~oes) que levaram

o sistema ao equil��brio. No entanto, a grande maioria dos sistemas f��sicos de in-

1



1.1 Sistemas quânticos fora do equil��brio 2

teresse encontra-se fora do equil��brio. Se a mecânica estat��stica de equil��brio pode

ser considerada bem estabelecida, o mesmo n~ao se aplica �a mecânica estat��stica

de n~ao-equil��brio. Esta �area tem gerado confrontos entre a dinâmica cl�assica ou

quântica, que ignora a irreversibilidade observada na escala macrosc�opica, visto

que suas equa�c~oes (Newton ou Schr�odinger) admitem solu�c~oes invertidas no tempo

(t! �t), e a termodinâmica com o seu segundo princ��pio associado ao aumento da

entropia.

Um sistema quântico �e completamente de�nido pelo operador densidade �̂,

cuja evolu�c~ao temporal �e descrita pela equa�c~ao de Liouville

i
@

@t
�̂(t) = L�̂(t); (1.1)

onde o operador de Liouvile �e de�nido pelo comutador do operador densidade com

o Hamiltoniano do sistema, L�̂ = 1
~
[H; �̂]. Na situa�c~ao de equil��brio temos L�̂ = 0.

No caso geral, a equa�c~ao (1.1) tem solu�c~ao formal

�(t) = e�iLt�(0): (1.2)

O operador de Liouville �e hermitianio, L = Ly. Ent~ao a solu�c~ao da equa�c~ao de

Liouville oscila no tempo e n~ao decai para uma solu�c~ao de equil��brio. Mais ainda,

se revertermos o tempo na equa�c~ao (1.2), n~ao mudamos a equa�c~ao de movimento

para o operador densidade, pois L muda de sinal sob revers~ao temporal. Ent~ao

a equa�c~ao (1.1) n~ao admite um decaimento irrevers��vel do sistema para um �unico

estado de equil��brio e portanto n~ao descreve o processo de relaxa�c~ao observado na

natureza. O mesmo problema �e encontrado na vers~ao cl�assica da equa�c~ao de Liouville

que descreve a evolu�c~ao da densidade de probabilidade �(p; q; t) no espa�co de fase.

O problema de obter um decaimento irrevers��vel a partir da equa�c~ao de Li-

ouville �e um dos problemas centrais da mecânica estat��stica. Como �e poss��vel que

sistemas regidos por equa�c~oes sim�etricas em rela�c~ao ao tempo decaiam num estado

de equil��brio seguindo um processo irrevers��vel ? Esse problema pode ser contor-

nado pelo menos de duas maneiras: (i) A irreversibilidade �e atribu��da �a perda de

informa�c~ao associada �a proje�c~ao das m�ultiplas vari�aveis microsc�opicas em poucas

vari�aveis observ�aveis, gerando uma dinâmica estoc�astica; (ii) Prigogine [1] propôs

uma solu�c~ao radical: abandonar o espa�co de Hilbert e formular a mecânica quântica

no chamado espa�co de Hilbert equipado, contornando assim as di�culdades encon-

tradas na aplica�c~ao da equa�c~ao (1.1).

Quando estudamos sistemas quânticos complicados como um g�as, em geral

n~ao estamos interessados ou n~ao somos capazes de descrever a evolu�c~ao temporal

de todas as suas propriedades microsc�opicas. O operador densidade cont�em muita

Tese de Mestrado - Departamento de F��sica - UFPE



1.1 Sistemas quânticos fora do equil��brio 3

informa�c~ao n~ao relacionada com os observ�aveis relevantes, que �e perdida no pro-

cesso de promedia�c~ao espacial e temporal. Esta informa�c~ao irrelevante complica os

c�alculos sem contribuir para a dinâmica dos observ�aveis relevantes. Estes, junta-

mente com o operador identidade, geram um subespa�co do espa�co dos observ�aveis

(espa�co de Liouville), o chamado n��vel de descri�c~ao. A transi�c~ao da microdinâmica

revers��vel para o transporte irrevers��vel pode ser estudada de maneira e�ciente pelo

m�etodo da proje�c~ao [2]. Como o nome indica, o m�etodo �e baseado na proje�c~ao da

evolu�c~ao do sistema quântico no n��vel de descri�c~ao, ver �gura (1.1).

Espaço de Liouville

A

P(t)A

Nível de descrição

Figura 1.1: M�etodo da proje�c~ao.

Esse m�etodo fornece uma maneira sistem�atica de obten�c~ao de equa�c~oes de

transporte quântico a partir de primeiros princ��pios. Al�em disso permite a incor-

pora�c~ao de efeitos de mem�oria, sendo uma ferramenta �util no estudo de corre�c~oes

n~ao Markovianas. O m�etodo da proje�c~ao tamb�em nos permite explorar a sepa-

ra�c~ao entre as escalas de tempo. As equa�c~oes macrosc�opicas podem exibir escalas

de tempo muito separadas �curto e �longo . Neste caso a raz~ao (�curto=�longo) serve

como parâmetro de expans~ao. O termo de ordem zero desta expans~ao �e o limite

Markoviano.

Apesar da utilidade, o m�etodo da proje�c~ao ainda fornece equa�c~oes compli-

cadas e precisamos de mais simpli�ca�c~oes. Para uma classe importante de problemas

de n~ao equil��brio, os chamados pr�oximos do equil��brio, podemos introduzir a aproxi-

ma�c~ao da resposta linear [3],[4]. Consideremos um sistema sob a a�c~ao de uma for�ca

generalizada externa X(t), por exemplo um campo el�etrico ou magn�etico, um gra-

diente de temperatura ou concentra�c~ao. Se a for�ca for su�cientemente pequena, a

resposta do sistema, ou seja o desvio do equil��brio nos observ�aveis relevantes ser�a

proporcional �a intensidade da for�ca generalizada:

A(t)� Aeq / X(t); (1.3)

onde o subscrito eq denota equil��brio. A resposta do sistema, que pode ser uma

polariza�c~ao el�etrica, corrente ou magnetiza�c~ao �e proporcional �a for�ca generalizada.
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1.2 Fenômenos de coerência 4

Um resultado importante deste m�etodo �e a f�ormula de Kubo para a condutância [3],

que �e a resposta do sistema a um campo el�etrico oscilante.

1.2 Fenômenos de coerência

A teoria de transporte eletrônico em metais normais macrosc�opicos �e tradi-

cionalmente baseada na equa�c~ao de Boltzmann para o c�alculo da fun�c~ao de dis-

tribui�c~ao dos el�etrons na presen�ca de impurezas, espalhamento com fônons, campos

el�etricos e magn�eticos, etc. Uma das hip�oteses da teoria de Boltzmann �e que as

colis~oes consecutivas s~ao independentes e que os efeitos de interferência devidos aos

m�ultiplos espalhamentos dos el�etrons pelas impurezas s~ao irrelevantes. Conseq�uente-

mente, o movimento do el�etron �e puramente difusivo. Outra caracter��stica da teoria

�e que a geometria da amostra e os aparatos de medi�c~ao n~ao aparecem explicitamente

nas equa�c~oes, sendo a amostra caracterizada apenas por grandezas intensivas, como

a condutividade.

Numa descri�c~ao inteiramente quântica do transporte devemos considerar a

fase dos portadores. Para um exemplo de como a interferência entre os diversos

caminhos �opticos afeta a difus~ao cl�assica, consideremos um el�etron se propagando

entre os pontos A e B. De acordo com a mecânica quântica h�a uma amplitude de

probabilidadeWi associada a cada caminho que conecta os pontos. A probabilidade

total P da part��cula atingir o ponto B �e portanto

P =

�����
X
i

Wi

�����
2

= Pcl�assica +
X
i6=j

W �
i Wj; (1.4)

onde Pcl�assica =
P

i jWij2 �e a probabilidade cl�assica (soma de probabilidades) e o se-

gundo termo �e a contribui�c~ao da interferência quanto-mecânica entre as trajet�orias.

Para a maioria das trajet�orias as amplitudes Wi têm uma fase aleat�oria e a inter-

ferência quântica desaparece quando fazemos a m�edia no ensemble. No entanto,

para algumas trajet�orias, o efeito da interferência n~ao pode ser desprezado. Para

trajet�orias que se interceptam ou simplesmente quando A = B, a diferen�ca de fase

�' =
1

~

Z B

A

~p � d~r (1.5)

n~ao se altera com a substitui�c~ao ~p! �~p e d~r ! �d~r, ou seja, existe uma trajet�oria

revertida no tempo com o mesmo comprimento e a mesma fase. Ent~ao, a con-

tribui�c~ao da interferência entre os pares trajet�oria normal e revertida n~ao se anula
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1.2 Fenômenos de coerência 5

na promedia�c~ao. Esse efeito de interferência, chamado retroespalhamento coerente,

muda a probabilidade de retorno da part��cula e torna a difus~ao de uma part��cula

quântica diferente da difus~ao de uma part��cula cl�assica.

1.2.1 Localiza�c~ao fraca

Para part��culas sem spin na ausência de campo magn�etico, a probabilidade

de retorno aumenta devido �a interferência construtiva entre trajet�orias revertidas no

tempo, diminuindo a condutividade. Esse efeito de corre�c~ao da condutância cl�assica

(dada pela lei de Ohm) devido a efeitos de interferência �e conhecido como locali-

za�c~ao fraca, um precursor do fenômeno de localiza�c~ao de Anderson que ocorre em

sistemas su�cientemente desordenados. Para sistemas com intera�c~ao spin-�orbita,

mas sem campo magn�etico externo, a interferência entre as trajet�orias revertidas

no tempo �e destrutiva, causando o efeito inverso, ou seja, aumento da condutância.

Este efeito �e conhecido como anti-localiza�c~ao. Os dois efeitos, localiza�c~ao e anti-

localiza�c~ao, s~ao suprimidos pela quebra da simetria de revers~ao temporal causada

pela aplica�c~ao de um campo magn�etico externo. Conseq�uentemente, a magnetore-

sistência, de�nida como a diferen�ca entre as resistências da amostra com campo e

sem campo, �e positiva para sistemas com intera�c~ao spin-�orbita e negativa para sis-

temas sem este tipo de intera�c~ao. A �gura (1.2), retirada da referência [5], mostra a

contribui�c~ao de localiza�c~ao fraca para a resistência de um �o quântico de dimens~oes

2�m� 0:5�m de�nido numa camada de GaAl/AlGaAs.

Figura 1.2: Excesso de resistência ÆR(B) � R(0)� R(B), para um �o quântico em

fun�c~ao do campo magn�etico. A magnetoresistência negativa, �R(B) = �ÆR(B) <
0, �e caracter��stica da localiza�c~ao fraca em sistemas sem intera�c~ao spin-�orbita.
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1.2 Fenômenos de coerência 6

Note que h�a uma resistência adicional a campo magn�etico nulo devido ao

efeito de localiza�c~ao fraca. Esse excesso de resistência dimimui �a medida que au-

mentamos o campo magn�etico, em virtude da supress~ao da interferência entre tra-

jet�orias revertidas no tempo. Uma caracter��stica importante da localiza�c~ao fraca �e

sua universalidade. O efeito �e uma manifesta�c~ao pura da simetria de revers~ao tem-

poral, n~ao dependendo de detalhes microsc�opicos, como a distribui�c~ao de desordem.

Experimentos de localiza�c~ao fraca podem ser usados para a medida do comprimen-

to de coerência de fase, que �e a distância na qual as fun�c~oes de onda mantêm sua

coerência.

1.2.2 Flutua�c~oes universais da condutância

Outro fenômeno mesosc�opico contido na �gura (1.2) �e a existência de 
u-

tua�c~oes consider�aveis na condutância quando variamos o campo magn�etico. Tamb�em

s~ao observadas 
utua�c~oes quando outros parâmetros do sistema como energia de

Fermi, con�gura�c~ao de desordem ou at�e mesmo a geometria sofrem varia�c~oes. As


utua�c~oes da condutância foram algumas das primeiras manifesta�c~oes do efeito da

coerência de fase observadas em problemas de transporte. As 
utua�c~oes s~ao padr~oes

estoc�asticos independentes do tempo que desaparecem lenta e suavemente com o

aumento da temperatura. Os padr~oes dependem da distribui�c~ao de impurezas e

variam de amostra para amostra, por�em, para uma amostra particular numa dada

temperatura, s~ao completamente reprodut��veis. Neste contexto, as 
utua�c~oes s~ao

verdadeiras \impress~oes digitais" da amostra. No entanto, ao aquecer a amostra,

mudamos a distribui�c~ao das impurezas e ap�os resfri�a-la o espectro das 
utua�c~oes

muda. A amplitude das 
utua�c~oes, quanti�cada pela variância, �e dada por

var(G) � hG2i � hGi2 �
�
e2

h

�2

; (1.6)

e tem comportamento universal, n~ao dependendo dos detalhes microsc�opicos da

amostra. Este �e um resultado fundamental que �cou conhecido na literatura co-

mo 
utua�c~ao universal da condutância. Na �gura (1.3) ilustramos esse fenômeno

mostrando 
utua�c~oes da ordem de (e2=h)2 em três sistemas distintos com con-

dutâncias m�edias bem diferentes. Teoricamente, a caracter��stica universal das 
u-

tua�c~oes da condutância em sistemas desordenados pode ser analisada atrav�es do uso

de matrizes aleat�orias, como veremos nos cap��tulos seguintes.
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1.3 F��sica Mesosc�opica 7

Figura 1.3: Ilustra�c~ao da 
utua�c~ao universal da condutância em fun�c~ao do campo

magn�etico: (a) Dados de um experimento em um anel de ouro [6]; (b) Dados de

medidas em MOSFET de Si quase-unidimensional [7]; (c) Simula�c~oes num�ericas

usando o modelo de Anderson [8]. Note que a amplitude das 
utua�c~oes �e da ordem

da unidade para todos os sistemas, apesar dos diferentes valores de condutância

m�edia.

1.3 F��sica Mesosc�opica

Vimos na se�c~ao anterior que surgem novos efeitos devido �a coerência de fase

entre os el�etrons. Estes efeitos n~ao s~ao observados em medi�c~oes de coe�cientes de

transporte em condutores macrosc�opicos. No entanto, a partir da d�ecada de 80,

com o desenvolvimento de t�ecnicas so�sticadas de litogra�a e de crescimento, como

epitaxia de feixe molecular, foi poss��vel a constru�c~ao de estruturas (e dispositivos)

com dimens~oes da ordem de microns e at�e nanômetros, nos quais os efeitos de inter-

ferência quântica n~ao podem ser desprezados. Na literatura, esses dispositivos s~ao

chamados de nanoestruturas, nanodispositivos ou dispositivos mesosc�opicos. Aqui

o pre�xo meso indica que as estruturas s~ao usualmente grandes comparadas com a

escala microsc�opica (atômica), mas pequenas em rela�c~ao �a escala macrosc�opica, na

qual a teoria de transporte de Boltzmann pode ser usada.
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1.3 F��sica Mesosc�opica 8

1.3.1 Regimes de transporte

O estudo de transporte atrav�es de condutores mesosc�opicos tornou-se t�opico

freq�uente de pesquisa na f��sica te�orica e experimental [9],[5], [10] e [11]. O trans-

porte eletrônico em metais a baixas temperaturas apresenta v�arias caracter��sticas

interessantes devido aos efeitos de interferência entre as fun�c~oes de onda eletrônicas.

Estes efeitos dependem de certas escalas fundamentais de tempo e comprimento dos

sistemas. S~ao elas

1. Comprimento de onda de Fermi, �F . �E a menor escala de comprimento. Varia

de alguns angstrons em metais a centenas de angstrons em heteroestruturas

semicondutoras.

2. Caminho livre m�edio para espalhamento el�astico, le. Caracteriza a desor-

dem do sistema e se relaciona com o tempo de espalhamento el�astico, �e,

por le = vF �e, onde vF �e a velocidade de Fermi. Em metais desordenados

le varia de algumas centenas de angstrons, em materiais policristalinos, a al-

guns angstrons, em ligas amorfas. Por outro lado em heteroestruturas de

GaAs�GaAlGa, le �e da ordem de 10�m.

3. Comprimento de coerência de fase, L�. �E o comprimento caracter��stico para

a interferência de fun�c~oes de onda eletrônicas. L� aumenta com o decr�escimo

da temperatura e pode ser muito maior que le. �E a escala de comprimento

relevante em f��sica mesosc�opica.

4. Comprimento de localiza�c~ao, �. �E outra escala de comprimento importante

relacionada com a desordem. No regime met�alico as fun�c~oes de ondas corres-

pondentes a auto-energias pr�oximas �a energia de Fermi s~ao estendidas sobre a

amostra, mas no regime isolante a fun�c~ao de onda torna-se localizada e decai

exponencialmente a partir de um ponto r0, denominado centro de localiza�c~ao.

Dependendo do grau de desordem o sistema pode se comportar como um

condutor ou isolante.

Para estudar as propriedades de transporte em um condutor devemos com-

parar seu comprimento L com os comprimentos caracter��sticos citados acima. Por

exemplo, no caso em que L �e muito maior que os outros comprimentos, o condutor

tem comportamento ôhmico, ou seja, sua condutância �e dada por

G = �
W

L
; (1.7)
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1.3 F��sica Mesosc�opica 9

onde W �e a se�c~ao de corte do condutor e � �e a condutividade, considerada uma

constante do material. No entanto, quando L� �e a maior escala de comprimento

os efeitos de interferência quântica tornam-se importantes. Neste caso, o condutor

n~ao pode ser descrito por constantes de material pois ocorrem 
utua�c~oes intensas

em observ�aveis de transporte, como a condutância. No caso particular le < � < L�

podemos distinguir os regimes bal��stico, difusivo e localizado. Veja a �gura (1.4).

mesoscopico´

λF le ξ Lφ L

difusivo localizado´balistico

Figura 1.4: Escala de comprimentos caracter��sticos para transporte coerente em

baixas temperaturas.

No regime bal��stico o comprimento do sistema �e menor que o caminho livre

m�edio e o el�etron viaja tipicamentre sem sofrer colis~oes. Sendo �� o tempo para o

relaxamento da fase, temos �� < �e e o comprimento de coerência de fase �e dado

por L� = vF ��. No regime difusivo temos �e � ��, ent~ao o movimento do el�etron

no tempo de relaxamento de fase n~ao �e bal��stico, mas, devido �as v�arias colis~oes

el�asticas, torna-se difusivo e o comprimento de relaxamento de fase �ca dado por

L� =
p
D�� , onde D �e a constante de difus~ao. Como j�a vimos, o fenômeno da

localiza�c~ao fraca origina-se do retroespalhamento coerente. Nesse caso temos um

sistema met�alico, por�em com condutividade reduzida quando comparada ao valor

cl�assico. J�a na localiza�c~ao forte tem-se um isolante devido �a localiza�c~ao de estados

eletrônicos.

A coerência de fase n~ao �e afetada pelo espalhamento el�astico, no entanto

processos de espalhamento inel�astico destroem a fase. Assim L� �e limitado pelo

caminho livre m�edio inel�astico. Essas colis~oes podem ser do tipo el�etron-fônon e,

a baixas temperaturas, el�etron-el�etron. Dessa forma o efeito de localiza�c~ao fraca

depende do tempo de relaxa�c~ao de fase, que, por sua vez, est�a relacionado a pro-

cessos em que o movimento da part��cula no interior da amostra conecta estados no

ambiente (ou reservat�orios) que s~ao ortogonais, fazendo desaparecer os padr~oes de

interferência. Na teoria usada para descrever experimentos de magnetoresistência,

�� aparece como um parâmetro ajust�avel. Portanto, como j�a mencionamos, ex-

periências de localiza�c~ao fraca servem para medir a distância na qual a fun�c~ao de
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onda mantem sua fase.

1.3.2 Quantiza�c~ao da condutância

Um g�as de el�etrons bidimensional numa heterojun�c~ao de GaAs-AlGaAl tem

um comprimento de onda de Fermi centenas de vezes maior que em um metal.

Dessa forma, �e poss��vel fazer uma constri�c~ao com uma abertura compar�avel a este

comprimento de onda e muito menor que o caminho livre m�edio. Essas constri�c~oes

s~ao chamadas de contatos pontuais.

Um contato pontual de largura ajust�avel pode ser criado pela t�ecnica de split-

gate. Um gate �e um eletrodo carregado negativamente que repele os el�etrons que

passam pela constri�c~ao. Os primeiros experimentos desse tipo foram publicados em

1988 [12], [13], veja �gura (1.5). �A medida que a larguraW da constri�c~ao �e reduzida

(potencial de gate mais negativo) a condutância vai reduzindo a passos discretos de

amplitude 2e2=h.

Figura 1.5: Quantiza�c~ao da condutância num condutor bal��stico [12].

Uma explica�c~ao elementar da quantiza�c~ao da condutância pode ser obtida

considerando a constri�c~ao como um guia de onda eletrônico, no qual um pequeno

n�umero inteiro Int(2W=�F ) de modos transversais se propagam no n��vel de Fermi.

As regi~oes largas nos lados opostos da constri�c~ao s~ao reservat�orios de el�etrons em

equil��brio local. Uma diferen�ca de voltagem V entre os reservat�orios induz uma
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corrente I atrav�es da constri�c~ao igualmente distribu��da nos N modos. Um g�as de

el�etrons uniforme com n el�etrons por unidade de comprimento e com velocidade v

tem uma corrente env. No n��vel de Fermi cada modo tem uma velocidade de grupo

diferente vn, no entanto a densidade de estados unidimensional �e �n = 1=hvn. Como

resultado, cada modo tem a mesma corrente In = V e2�nvn = V e2=h. Somando a

corrente de todos os modos e levando em considera�c~ao a degenerescência de spin,

obtemos a condutância

G =
I

V
= N

2e2

h
: (1.8)

O fator 2e2=h �e o quantum de condutância.

Vemos que apesar do condutor ser bal��stico a condutância �e �nita, ou seja,

encontramos uma resistência n~ao nula. Essa resistência surge na interface entre o

condutor e os contatos, devido �as re
ex~oes que ocorrem quando o pequeno n�umero

de modos propagantes no condutor se combina com um n�umero muito maior de

modos nos contatos. Esse efeito �e conhecido como resistência de contato.

1.4 Pontos quânticos

Pontos quânticos s~ao cavidades condutoras delimitadas por regi~oes isolantes

e com dimens~oes espaciais que permitem o transporte coerente de el�etrons atrav�es de

sua estrutura. Em termos gerais, esses sistemas têm dimens~oes t��picas de nanômetros

a alguns micrômetros. Nessas estruturas temos um con�namento nas três dire�c~oes

espaciais, resultando num espectro discreto de energia tal como num �atomo ou

mol�ecula. Dessa forma podemos pensar em pontos quânticos (ou caixas quânticas)

como �atomos arti�ciais. O n�umero de el�etrons em tais sistemas pode variar desde um

�unico el�etron at�e alguns milhares e as t�ecnicas de litogra�a j�a permitem a constru�c~ao

de estruturas nas quais, n~ao somente L�, mas tamb�em o livre caminho m�edio el�astico,

excedem as dimens~oes do dispositivo, tendo-se o regime de transporte bal��stico.

As propriedades de transporte de um ponto quântico podem ser medidas

com o acoplamento do sistema a reservat�orios de el�etrons, trazendo-os para fora

do equil��brio pela aplica�c~ao de uma diferen�ca de potencial. No regime bal��stico

a interferência entre as ondas espalhadas pelas fronteiras do sistema gera efeitos

no transporte equivalentes aos do regime difusivo (
utua�c~oes na condutância e lo-

caliza�c~ao fraca)[14]. Na �gura (1.6) mostramos um ponto quântico de geometria

circular usado em experimentos de magneto-transporte a baixas temperaturas [15].
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Figura 1.6: Bilhar mesosc�opico circular retirado da referência [15]. Os el�etrons se

movem na regi~ao escura.

�E poss��vel construir pontos quânticos de v�arias formas geom�etricas. Pontos

de geometria regular apresentam propriedades espec���cas e n~ao universais, no en-

tanto pontos assim�etricos podem apresentar caracter��sticas universais. Os sistemas

passam ent~ao a ser distinguidos por classes de simetria universais que dependem da

existência de certas simetrias fundamentais, como por exemplo a invariância de re-

vers~ao temporal. No estudo de pontos quânticos, propriedades universais aparecem

em cavidades nas quais a dinâmica cl�assica correspondente �e ca�otica. Um exemplo

desta geometria �e o est�adio, ver �gura (1.7).

1.5 Caos quântico

Caos �e essencialmente um fenômeno cl�assico e �e conseq�uência da alta sen-

sitividade das trajet�orias do sistema a pequenas varia�c~oes nas condi�c~oes iniciais.

Essa sensitividade, por sua vez, resulta da combina�c~ao de efeitos n~ao lineares, co-

mo a superposi�c~ao de ressonâncias. Na mecânica quântica a dinâmica �e descrita

pela equa�c~ao de Schr�odinger, que, sendo linear, n~ao apresenta de forma �obvia os

mecanismos cl�assicos para surgimento de comportamento ca�otico. Por exemplo,

parâmetros como o expoente de Liapunov, cujo valor positivo caracteriza caos em

sistemas cl�assicos, n~ao tem de�ni�c~ao natural em sistemas quânticos. Isso torna a

caracteriza�c~ao de caos em sistemas quânticos um problema bastante sutil.

No entanto, o princ��pio da correspondência da mecânica quântica estabelece

que as propriedades cl�assicas de um sistema devem surgir a partir da sua descri�c~ao
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quântica no limite em que a constante de Planck tende a zero. Isso tem motiva-

do o estudo de sistemas quânticos que s~ao ca�oticos no limite cl�assico. A dinâmica

quântica neste regime �e denominada caos quântico [16]. Freq�uentemente os sis-

temas estudados s~ao bilhares, sistemas bal��sticos com espalhamento especular nas

fronteiras. A �gura (1.7) mostra dois exemplos de bilhares. No bilhar circular as

trajet�orias s~ao regulares e previs��veis mesmo ap�os um tempo longo. A invariância

de rota�c~ao do bilhar circular �e quebrada adicinando-se duas linhas retas parale-

las nas extremidades dos semic��rculos, gerando um bilhar de forma oval conhecido

como est�adio. As trajet�orias �cam irregulares (ca�oticas), tornando imprevis��vel o

comportamento em tempos longos.

Figura 1.7: Trajet�orias em um bilhar circular e em um est�adio. O movimento no

c��rculo �e regular ou ordenado, enquanto que no est�adio �e irregular ou ca�otico.

Quando aspectos quânticos s~ao importantes na descri�c~ao de um sistema f��sico

a no�c~ao de trajet�orias �unicas ligando pontos �xos perde o sentido. Neste caso se insi-

stirmos em preservar o conceito de trajet�orias, somos for�cados a usar a representa�c~ao

de Feynman para os propagadores da dinâmica quântica. Por outro lado, podemos

calcular diretamente os autovalores de energia de uma part��cula no bilhar, visto como

uma caixa de paredes impenetr�aveis, usando a equa�c~ao de Schr�odinger. Uma alter-

nativa ao c�alculo �e o m�etodo experimental [17]: o fato da equa�c~ao de Schr�odinger

independente do tempo e a equa�c~ao de onda escalar cl�assica independente do tem-

po (equa�c~ao de Helmholtz) serem matematicamente equivalentes permite que um

bilhar quântico seja simulado por uma cavidade de microondas. Esta simula�c~ao �e

muito importante pois permite que parâmetros como tamanho e forma da cavidade,

intervalo de freq�uências, entre outros, possam ser alterados, revelando aspectos do

caos quântico.
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Cap��tulo 2

Introdu�c~ao ao Formalismo

O estudo do espalhamento de ondas em sistemas complexos tem interessado

f��sicos de diversas �areas desde �otica, com o espalhamento de luz em meios desor-

denados, at�e a f��sica nuclear, com experimentos de espalhamento de nêutrons por

n�ucleos complexos.
�E interessante notar que o espalhamento de um n�ucleon por um n�ucleo

atômico - um complicado problema de muitos corpos - pode ser descrito por duas

escalas de tempo distintas:

� Uma resposta imediata associada a processos diretos em que o n�ucleon inci-

dente sente o campo m�edio produzido pelos outros n�ucleons.

� Uma resposta retardada, ou equilibrada, associada �a forma�c~ao e decaimento

de um n�ucleo composto.

Caracter��sticas similares a essas tamb�em surgem no problema de espalhamen-

to para sistemas simples de uma part��cula. Um exemplo �e o espalhamento de uma

part��cula numa cavidade de dimens~oes maiores que o comprimento de onda, na qual

a dinâmica cl�assica �e ca�otica. Uma realiza�c~ao experimental desses sistemas s~ao os

pontos quânticos, microestruturas em que o comprimento de coerência de fase e o

livre caminho m�edio excedem as dimens~oes do sistema. O ponto atua como uma

cavidade ressonante conectada a guias de onda eletrônicos. Experimentalmente,

aplica-se uma corrente el�etrica atrav�es dos guias que conectam a cavidade e mede-se

a diferen�ca de potencial atrav�es da cavidade, calculando-se a condutância G.

Landauer [18],[19] foi o primeiro a estabelecer a conex~ao entre a condutância

de um sistema quanto-mecânico e o problema de espalhamento associado: a corrente

atrav�es do condutor �e expressa em termos da probabilidade do el�etron ser transmi-

tido atrav�es dele. Mais tarde, B�uttiker [20] estendeu o resultado para medidas em

14



15

dispositivos de muitos terminais na presen�ca de campo magn�etico. O formalismo

de Landauer - B�uttiker tem sido extensivamente usado na interpreta�c~ao dos experi-

mentos em f��sica mesosc�opica. Ele fornece uma descri�c~ao completa das propriedades

de transporte a baixas freq�uências, temperaturas e voltagens. Condi�c~oes nas quais

a intera�c~ao el�etron-el�etron pode ser desprezada.

O objeto fundamental que caracteriza o processo de espalhamento �e a matriz

de espalhamento, ou matriz S, que relaciona as ondas espalhadas com as incidentes.

Devido �a natureza ca�otica da dinâmica, a matriz S comporta-se de forma irregu-

lar quando parâmetros das ondas incidentes (energia, por exemplo) ou da regi~ao

de espalhamento (forma ou intensidade do potencial espalhador, intensidade de um

campo magn�etico aplicado, etc.) variam suavemente. Dessa forma, uma descri�c~ao

estat��stica baseada em distribui�c~oes e fun�c~oes de correla�c~ao torna-se mais apropria-

da.

Uma ferramenta te�orica bastante �util para o estudo de propriedades es-

tat��sticas de sistemas quânticos abertos exibindo espalhamento ca�otico �e a Teoria

de Matrizes Aleat�orias (TMA). Originalmente desenvolvida por Wigner e Dyson

para descrever 
utua�c~oes no espectro de ressonância em n�ucleos pesados, tem sido

amplamente usada em f��sica mesosc�opica, sendo a universalidade dos fenômenos de

interferência quântica, observada em tais sistemas, intimamente associada �a uni-

versalidade das propriedades estat��sticas dos autovalores e autovetores de matrizes

aleat�orias grandes.

Existem dois m�etodos para se obter a TMA da matriz S de uma cavidade

ca�otica. O primeiro usa a f�ormula de Mahaux-Weidenm�uller, na qual a matriz S

�e expressa em termos do Hamiltoniano do sistema fechado, modelado como um

membro dos Ensembles Gaussianos da TMA, e de uma matriz fenomenol�ogica que

descreve o acoplamento da cavidade com os guias. O segundo m�etodo consiste em

aplicar a TMA diretamente �a matriz de espalhamento atrav�es do uso de um princ��pio

de m�axima entropia, sem nenhuma referência ao Hamiltoniano. A equivalência entre

os dois m�etodos foi demonstrada nas referências [21] e [22].

Este cap��tulo est�a organizado da seguinte maneira: na se�c~ao 2.1 apresentamos

as id�eias gerais de um problema quanto-mecânico de espalhamento numa cavidade

e introduzimos a matriz de espalhamento. Na se�c~ao 2.2 estudamos os efeitos das

simetrias gerais do problema com conserva�c~ao de 
uxo, revers~ao temporal e rota�c~ao

de spin na estrutura da matriz S. Em seguida, nos restringimos ao problema do

dispositivo de dois terminais. Na se�c~ao 2.3 mostramos como �ca a matriz S nesse

caso e na se�c~ao 2.4 apresentamos o formalismo de Landauer-B�uttiker que relaciona as

propriedades de transporte com a matriz S. Na se�c~ao 2.5 introduzimos os conceitos

mais importantes da teoria de matrizes aleat�orias e sua aplica�c~ao em problemas de
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2.1 Teoria de espalhamento 16

espalhamento. Na sequência, apresentamos uma dedu�c~ao da f�ormula de Mahaux-

Weidenm�uller na se�c~ao 2.6 e o m�etodo de Fokker-Planck na se�c~ao 2.7.

2.1 Teoria de espalhamento

Estamos interessados em estudar o problema de espalhamento de um el�etron

com energia de Fermi �F = ~
2k2F=2m numa microestrutura 2D como mostrado na

�gura 2.1. A microestrutura consiste em uma cavidade conectada a reservat�orios de

el�etrons por L guias. O l-�esimo guia (l = 1; : : : ; L) tem largura Wl. Nosso ponto de

partida �e a equa�c~ao de Schr�odinger

1

2m

h
�i~~r +

e

c
~A(~r)

i2
 (~r) + V (~r) (~r) = E (~r); (2.1)

dentro da estrutura com condi�c~oes de contorno ideais de paredes impenetr�aveis: a

fun�c~ao de onda se anula nas paredes. Aqui, V (~r) �e o potencial devido �as impurezas e
~A(~r) �e o potencial vetor de um campo magn�etico externo. Os guias s~ao considerados

ideais, ou seja, V (~r) �e nulo dentro deles.

Em cada guia introduzimos o sistema de coordenadas (xl; yl), como indicado

na �gura 2.1. O eixo xl �e paralelo ao guia e est�a orientado para fora da cavidade.

O eixo yl aponta na dire�c~ao transversal e assume os valores 0 e Wl nas paredes do

xl

y l

1x

y1

W1

yLxL

WL

a
(1)

b
(1)

(L)
an

(L)
bn

Wl

an
(l)

bn
(l)

n

n

Figura 2.1: Cavidade 2D com L guias. As setas dentro dos guias representam ondas

entrando e saindo da cavidade. No guia l h�a Nl dessas ondas.
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2.1 Teoria de espalhamento 17

guia. Para o guia l e para xl > 0 temos a solu�c~ao da equa�c~ao de Schr�odinger

 (~r) / �n(yl)e
�ikl;nxl; (2.2)

onde o sinal positivo (negativo) representa ondas planas saindo (entrando) da cavi-

dade. As fun�c~oes �n(yl) s~ao solu�c~oes da parte transversal do Hamiltoniano na pre-

sen�ca do campo magn�etico. A solu�c~ao do problema de espalhamento consiste em

relacionar as amplitudes das ondas que saem da cavidade com as que entram.

Na ausência do campo magn�etico, B = 0, as fun�c~oes �n(yl) �cam

�n(yl) =

r
2

Wl

sin(Kl;nyl); Kl;n =
n�

Wl

; n = 1; 2; : : : (2.3)

onde Kl;n �e o n�umero de onda transversal. As fun�c~oes �n(y) se anulam nas paredes

e formam um conjunto completoZ Wl

0

�n(yl)�m(yl)dyl = Æn;m; (2.4a)

1X
n=1

�n(y)�n(y
0) = Æ(y � y0): (2.4b)

Em consequência das condi�c~oes de contorno de \paredes r��gidas" temos uma

quantiza�c~ao transversal. Para cada inteiro n na Eq. (2.3) temos um modo ou canal.

Os n�umeros de onda transversal e longitudinal se relacionam por:

[kl;n]
2 + [Kl;n]

2 = k2F �
2m�F

~
(2.5)

Se Kl;n < kF , ent~ao [kl;n]
2 > 0, kl;n �e real e as exponenciais e�ikl;nxl na

Eq.(2.2) representam ondas propagantes nos guias: s~ao os modos propagantes ou

canais abertos. Por outro lado, quando Kl;n > kF , ent~ao [kl;n]
2 < 0 e kl;n �e imagi-

n�ario, dando origem a ondas que decaem exponencialmente nos guias: estes s~ao os

modos evanescentes ou canais fechados. Se

Nl < kFWl=� < Nl + 1; (2.6)

h�a Nl canais abertos no guia l. Longe da cavidade, ou seja, para xl ! 1, apenas

os canais abertos contribuem para a fun�c~ao de onda. A forma assint�otica da fun�c~ao

de onda no guia l �e dada por

NlX
n=1

�
a(l)n

e�ikl;nxl

(~kl;n=m)1=2
+ b(l)n

eikl;nxl

(~kl;n=m)1=2

�
�n(yl): (2.7)

A normaliza�c~ao aqui presente atende �a prescri�c~ao usual de problemas de espalhamen-

to.
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2.1 Teoria de espalhamento 18

2.1.1 Matriz de espalhamento

Podemos de�nir o vetor das Nl amplitudes das ondas incidentes na cavidade

atrav�es do guia l

a(l) = (al1; : : : ; a
l
Nl
)T: (2.8)

Agrupando todos os a(l) (l = 1; : : : ; L), temos o vetor

a = (a(1); : : : ; a(L))T; (2.9)

associado �as ondas que entram na cavidade a partir de todos os canais abertos em

todos os guias. De maneira similar, de�nimos o vetor b associado �as ondas que saem

da cavidade. A matriz de espalhamento, ou matriz S, conecta essas amplitudes

b = Sa: (2.10)

Seus elementos de matriz s~ao rotulados por Sij
kl e conectam estados do modo l do

guia j aos estados do modo k do guia i. A matriz S pode ser representada na forma

de blocos

S =

2
6664
r11 t12 : : : t1L
t21 r22 : : : t2L
...

...
. . .

...

tL1 tL2 : : : rLL

3
7775 ; (2.11)

onde os blocos rll s~ao matrizes Nl�Nl que descrevem a re
ex~ao do l-�esimo guia nele

mesmo. Os blocos tlm s~ao matrizes Nl � Nm que descrevem a transmiss~ao dos Nm

canais do guia m para os Nl canais do guia l. Sendo NT o n�umero total de modos

em todos os guias, a matriz S �e quadrada e tem ordem

NT =

LX
l=1

Nl: (2.12)

Outra maneira de expressar a fun�c~ao de onda no l-�esimo guia �e pelo vetor Nl

dimensional [23]

	l(~r) � [ 1(xl; yl); : : : ;  Nl
(xl; yl)]

T; (2.13)

cujas entradas s~ao as fun�c~oes de onda de cada modo propagante.

 n(xl; yl) = �n(xl)�n(yl);

�n(xl) = aln
e
�ikn;lxl

(~kn;l=m)1=2
+ bln

e
ikn;lxl

(~kn;l=m)1=2
:

(2.14)

Tese de Mestrado - Departamento de F��sica - UFPE



2.1 Teoria de espalhamento 19

2.1.2 Densidade de corrente

A densidade de corrente [24] no guia l �e dada por

jl �
~

m
Im

Z Wl

0

�
	
y
l (~r)

@

@xl
	l(~r)

�
xl=0

dyl: (2.15)

Notando que

�
	
y
l (~r)

@

@xl
	l(~r)

�
xl=0

=

NlX
j=1

�
��j(xl)

@�j(xl)

@xl

�
xl=0

�2j(yl)

e usando a rela�c~ao de ortogonalidade (2.4a), temos

jl =
~

m
Im

NlX
j=1

�
��j(xl)

@�j(xl)

@xl

�
xl=0

=

NlX
n=1

(jblnj2 � jalnj2): (2.16)

A Eq.(2.16) pode ser escrita numa forma matricial. Para isso note que

NlX
n=1

(jblnj2 � jalnj2) = (bl�1 ; : : : ; b
l�
Nl
; al�1 ; : : : ; a

l�
Nl
)

0
BBBBBBB@

bl1
...

blNl

�al1
...

�alNl

1
CCCCCCCA
:

De�nindo o vetor 2Nl-dimensional das amplitudes das ondas de todos os

modos do guia l

cl =

�
b(l)

a(l)

�
= [b

(l)
1 ; : : : ; b

(l)
Nl
; a

(l)
1 ; : : : ; a

(l)
Nl
]T; (2.17)

a densidade de corrente �ca

jl = c
y
l�zcl; (2.18)

onde �z �e uma generaliza�c~ao 2Nl-dimensional da matriz �z de Pauli em termos da

matriz identidade Nl �Nl

�z = �z 
 1Nl
=

�
1Nl

0

0 �1Nl

�
: (2.19)
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2.2 Simetrias

Nesta se�c~ao, vamos estudar os v��nculos na matriz S gerados pelas simetrias b�asicas

do problema como conserva�c~ao de corrente e revers~ao temporal.

2.2.1 Conserva�c~ao de corrente

A conserva�c~ao de corrente implica

LX
l=1

jl = 0; (2.20)

isto �e,

LX
l=1

NlX
n=1

jblnj2 =
LX
l=1

NlX
n=1

jalnj2: (2.21)

Usando os vetores a e b de�nidos pela Eq. (2.9), a Eq. (2.21) pode ser escrita numa

forma matricial

byb = aya:

Da de�ni�c~ao de matriz-S, Eq. (2.10), conclu��mos que

SyS = 1; (2.22)

ou seja, a conserva�c~ao de corrente implica na unitariedade da matriz S. Na ausência

de outras simetrias, temos apenas este v��nculo.

2.2.2 Revers~ao temporal (Part��culas sem spin)

Se o Hamiltoniano preserva a simetria de revers~ao temporal (se n~ao h�a o

termo de vetor potencial ~A na Eq. (2.1)), para cada solu�c~ao  (~r), a sua conjugada

 �(~r) �e solu�c~ao da equa�c~ao revertida no tempo (t! �t). Na base de espalhamento

a revers~ao temporal inverte o sentido de propaga�c~ao das ondas planas nos guias. No

problema revertido no tempo a matriz de espalhamento �ca

a� = Srevb
�: (2.23)

Se o sistema �e invariante sob revers~ao temporal, temos Srev = S. Usando

mais uma vez a de�ni�c~ao da matriz S, conclu��mos que

SS� = 1: (2.24)
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Este v��nculo combinado com a condi�c~ao de conserva�c~ao de 
uxo, Eq. (2.22),

fornece

ST = S; (2.25)

ou seja, a simetria de revers~ao temporal implica que a matriz S �e sim�etrica.

2.2.3 Revers~ao temporal (Part��culas de spin 1/2)

Este caso �e mais complicado e temos que tomar cuidado com a implementa�c~ao

da simetria de revers~ao temporal. A base dos estados de espalhamento �ca B =

fjx; �i = jxi 
 j�i; 0 � x < 1; � = �g. Um estado do sistema j i tem fun�c~ao de

onda

hx; �j i =  �(x): (2.26)

Vemos que a fun�c~ao de onda possui dois componentes, � = �, que podemos

representar por uma matriz 2� 1 (spinor de Pauli).

[ ] =

�
 +(x)

 �(x)

�
: (2.27)

O operador anti-unit�ario de revers~ao temporal [24] �e dado por

� = i�yK; (2.28)

onde �y �e a segunda matriz de Pauli e K �e o operador de conjuga�c~ao complexa.

A a�c~ao desse operador nos vetores da base B �e dada por

�jx; �i = ��jx;��i: (2.29)

Podemos assim, ver como uma componente da fun�c~ao de onda se transforma sob a

opera�c~ao de revers~ao temporal. Considere o estado revertido no tempo

j ~ i = �j i; (2.30)

projetando na base B, obtemos

hx; �j ~ i = hx; �j(�j i)
= [(hx; �j�)j i]�
= ��hx;��j i;

(2.31)
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onde usamos o fato de � ser anti-unit�ario [25]. Conclu��mos que as componentes da

fun�c~ao de onda se transformam como

 �(x)! ~ �(x) = �� ���(x): (2.32)

Em termos de matrizes, temos

[ ~ ] =

�
~ +(x)
~ �(x)

�
=

�
� ��(x)
 �+(x)

�
=

�
0 �1
1 0

��
 �+(x)
 ��(x)

�
; (2.33)

ou seja, o operador de revers~ao temporal na base B tem representa�c~ao dada por

� =

�
0 �1
1 0

�
C; (2.34)

onde C representa a opera�c~ao de conjuga�c~ao complexa.

Voltando ao problema da Figura 2.1, generalizando a Eq. (2.13) para incluir

o spin, a fun�c~ao de onda no guia l �ca

	l(~r) � [ 1;+(xl; yl);  1;�(xl; yl) : : : ;  Nl;+(xl; yl);  Nl;�(xl; yl)]
T; (2.35)

onde

 n;�(xl; yl) = �n;�(xl)�n(yl);

�n;�(xl) = aln;�
e
�ikn;lxl

(~kn;l=m)1=2
+ bln;�

e
ikn;lxl

(~kn;l=m)1=2
:

(2.36)

O vetor com as amplitudes de todas as ondas que entram na cavidade �ca

a = (a11;+; a
1
1;�; : : : ; a

1
N1;+

; a1N1;�| {z }
guia 1

; � � � ; aL1;+; aL1;�; : : : ; aLNL;+
; aLNL;�| {z }

guiaL

)T: (2.37)

O vetor b �e de�nido de forma an�aloga.

A fun�c~ao de onda de um modo no sistema revertido no tempo �e dada por

~ n;�(xl) =

�
~aln;�

eikn;lxl

(~kn;l=m)1=2
+~bln;�

e�ikn;lxl

(~kn;l=m)1=2

�
�n(yl); (2.38)

onde ~aln;� = ��al�n;��, o mesmo para ~bln;�. Sendo ~a a matriz de amplitudes do sistema

revertido no tempo, ela se relaciona com a por

~a = Ka�; (2.39)
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onde K �e a matriz anti-sim�etrica

K =

0
BBBBB@

0 �1
1 0 �

. . .

� 0 �1
1 0

1
CCCCCA

2NT�2NT

(2.40)

A matriz de espalhamento do estado revertido (suposto invariante) no tempo

�e ~a = S~b. Usando a rela�c~ao (2.39) e a de�ni�c~ao de matriz S temos

SKS� = 1: (2.41)

A equa�c~ao (2.41) pode ser convenientemente reescrita na linguagem de quat�ernions

SS� = 1; (2.42)

onde o \�" representa conjuga�c~ao complexa quaterniônica.

2.3 Problema de dois terminais

Nesta tese estudamos o problema de uma cavidade conectada por dois guias

como ilustrado na �gura 2.2.

1a
b1

a2

b2
�������
�������
�������
�������
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�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

��������
��������
��������
��������
��������
��������

��������
��������
��������
��������
��������
��������

y

x

Figura 2.2: Cavidade 2D com 2 guias semi-in�nitos.

Neste caso a matriz S �ca

S =

�
r11 t12
t21 r22

�
�
�
r t0

t r0

�
: (2.43)
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Em particular, quando N1 = N2 = N , isto �e, os dois guias têm o mesmo n�umero de

canais abertos N , a matriz S �e do tipo 2N � 2N . A unitariedade de S implica nas

rela�c~oes

ryr + tyt = 1; (2.44)

r0yr0 + t0yt0 = 1; (2.45)

ryt0 + tyr0 = 0; (2.46)

r0yt+ t0yr = 0: (2.47)

Temos ainda que tyt e t0yt0 têm os mesmos autovalores f�1; �2; : : : ; �Ng onde
N = min(N1; N2). Cada um desses \autovalores de transmiss~ao" �e um n�umero

compreendido entre 0 e 1.

Se estivermos interessados em estudar a matriz de espalhamento de duas

amostras mesosc�opicas em s�erie, num problema de duas cavidades como mostra-

do na �gura 2.3, assumimos que as duas amostras est~ao ligadas por um �o ideal

de modo que as matrizes de espalhamento S1 e S2 sejam bem de�nidas, e encon-

tramos a matriz de espalhamento do sistema acoplado [9]. As matrizes de re
ex~ao

e transmiss~ao do sistema composto �cam

r = r1 + t01(1� r01r2)
�1r2t1;

t = t2(1� r01r2)
�1t1;

t0 = t01(1� r2r
0
1)
�1t2;

r0 = r02 + t2(1� r2r
0
1)
�1r01t

0
2: (2.48)

Vemos que a regra de composi�c~ao de matrizes de espalhamento �e complicada

e envolve invers~oes matriciais. Uma regra de composi�c~ao mais simples �e obtida com

o aux��lio da matriz de transferênciaM , que conecta as amplitudes do guia da direita
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Figura 2.3: Duas amostras mesosc�opicas em s�erie, conectados por um guia ideal.
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c2 com as do guia da esquerda c1

c2 =Mc1; (2.49)

onde cl (l = 1; 2) foi de�nido na Eq. (2.17). A regra de composi�c~ao para a ma-

triz de transferência �e simplesmente o produto das matrizes de transferência dos

componentes. Ent~ao, a matriz de transferência do sistema da �gura (2.3) �e

M =M2M1; (2.50)

ondeM1 eM2 s~ao as matrizes das cavidades individuais. A simplicidade da regra de

composi�c~ao torna a matriz de transferência conveniente para o estudo de transporte

quântico em �os.

As simetrias que estudamos na se�c~ao (2.2) imp~oem v��nculos na matriz de

transferência:

1. Conserva�c~ao de corrente

M y�zM = �z ou M�zM
y = �z (2.51)

2. Revers~ao temporal

M� = �xM�x (2.52)

3. Revers~ao temporal (spin 1/2)

M� = �M�T; (2.53)

onde

� =

�
0 K

K 0

�
(2.54)

e K �e a matriz de�nida pela Eq. (2.40). Um estudo detalhado dessas equa�c~oes �e

feito na referência [23].
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2.4 Teoria de Landauer -B�uttiker

Consideremos uma amostra mesosc�opica conectada a dois reservat�orios de

el�etrons, caracterizados pelos potenciais qu��micos �1 e �2, atrav�es dos quais se aplica

uma diferen�ca de potencial V . O sistema est�a em equil��brio t�ermico �a temperatura

T e as fun�c~oes de distribui�c~ao dos el�etrons nos reservat�orios s~ao dadas pela fun�c~ao

de Fermi

f�(E) =
1

1 + e(E���)=kBT
; � = 1; 2: (2.55)

Os reservat�orios, al�em de funcionarem como fonte dos portadores, tamb�em

atuam como sumidouros perfeitos, ou seja, os el�etrons passam dos guias para os

reservat�orios com probablilidade de re
ex~ao nula.

Vamos usar o formalismo de Landauer-B�utikker que consiste em relacionar

as propriedades de transporte do sistema com suas propriedades de espalhamento

descritas pela matriz S. Na linguagem da segunda quantiza�c~ao introduzimos os

operadores ây ln (E) e â
l
n(E) que criam e aniquilam el�etrons em estados com energia

total E entrando na amostra pelo modo transversal n do guia l. Da mesma forma

os operadores de cria�c~ao b̂y ln (E) e aniquila�c~ao b̂ln(E) descrevem el�etrons saindo da

amostra. Esses operadores obedecem �as rela�c~oes de anti-comuta�c~ao

fâln(E); ây ln0(E 0)g = Æn;n0Æ(E � E 0); (2.56)

fâln(E); âln0(E 0)g = fây ln (E); ây ln0(E 0)g = 0; (2.57)

e o mesmo se aplica ao operador b̂. Os operadores â e b̂ est~ao relacionados pela

matriz de espalhamento

b̂ln =
X
�k

Sl�
nk â

�
k e b̂y ln =

X
�k

(Sl�
nk)

� ây�k =
X
�k

(Sy)� lkn â
y�
k : (2.58)

A matriz S tem dimens~ao (N1+N2)� (N1+N2), onde N1 e N2 representam

os n�umeros de canais abertos nos guias 1 e 2, respectivamente. Al�em disso, S tem

a estrutura de blocos (2.43). O operador corrente no guia l (l = 1; 2) (longe da

amostra) �e dado por

Îl =
~e

2im

Z
dyl

�
	̂
y
l (~rl; t)

@

@xl
	̂l(~rl; t)�

�
@

@xl
	̂
y
l (~rl; t)

�
	̂l(~rl; t)

�
; (2.59)
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onde os operadores de campo 	̂l(~rl; t) e 	̂
y
l (~rl; t) s~ao de�nidos por

	̂l(~rl; t) =
X
n

[ +
l;n(~rl)â

l
n(t) +  �l;n(~rl)b̂

l
n(t)]; (2.60)

	̂
y
l (~rl; t) =

X
n

[ +
l;n

�
(~rl)â

y l
n (t) +  �l;n

�
(~rl)b̂

y l
n (t)]; (2.61)

e  �l;n(~rl) s~ao as fun�c~oes de onda no guia l

 �l;n(~rl) =
e�ikl;nxl

(~kl;n=m)1=2
�n(yl): (2.62)

Aqui �n(yl) �e a parte transversal da fun�c~ao de onda. Os operadores âln(t) e â
l
n(E)

se relacionam pela transformada de Fourier

âln(E) =

Z
dteiEt=~âln(t) ; âln(t) =

1

2�~

Z
dEe�iEt=~âln(E): (2.63)

Substituindo as equa�c~oes (2.63) e (2.62) nas express~oes dos operadores de

campo, �camos com

	̂l(~rl; t) =

Z
dEe�iEt=~

N(E)X
n=1

�n(yl)p
2�~ vl;n(E)

[âln(E)e
ikl;nxl + b̂ln(E)e

�ikl;nxl] (2.64)

e

	̂
y
l (~rl; t) =

Z
dEeiEt=~

N(E)X
n=1

��n(yl)p
2�~ vl;n(E)

[ây ln (E)e
�ikl;nxl + b̂y ln (E)e

ikl;nxl]; (2.65)

onde introduzimos vln = ~kln=m, a velocidade dos portadores no n-�esimo modo

transversal do guia l. Depois de um pouco de �algebra, a express~ao para o operador

corrente �ca

Îl(x; t) = e
4�~

P
n

R
dE
R
dE 0ei(E�E

0)t=~ 1p
vln(E)vln(E0)

� f[vln(E) + vln(E
0)]

�
�
exp[i(kl;n(E

0)� kl;n(E))xl]â
y l
n (E)â

l
n(E

0)

� exp[i(kl;n(E) + kl;n(E
0))xl]b̂y ln (E)b̂

l
n(E

0)
i

� [vln(E)� vln(E
0)]

�
h
exp[�i(kl;n(E) + kl;n(E

0))xl]ây ln (E)b̂
l
n(E

0)

� exp[i(kl;n(E) + kl;n(E
0))xl]b̂y ln (E)â

l
n(E

0)
io

:

(2.66)
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Esta express~ao �e bastante complicada e ainda depende da coordenada xl, mas

pode ser simpli�cada. Como apenas os el�etrons numa janela de energia da ordem

de kBT em torno da energia de Fermi contribuem para a condu�c~ao, podemos fazer

vln(E) = vln(E
0) na Eq. (2.66). Com isso, o operador corrente �ca

Î(t) =
e

h

X
n

Z
dE

Z
dE 0ei(E�E

0)t=~[ây ln (E)â
l
n(E

0)� b̂y ln (E)b̂
l
n(E

0)]: (2.67)

Usando a matriz de espalhamento para expressar o operador corrente apenas

em termos dos operadores â e de�nindo

A
��
mk(l;E;E

0) � Æ�lÆ�lÆmk �
X
n

(Sy)�lmn(E)S
l�
nk(E

0); (2.68)

obtemos

Îl(t) =
e

h

X
��

X
mk

Z
dE

Z
dE 0ei(E�E

0)t=~â�ym (E)A��
mk(l;E;E

0)â�k(E
0): (2.69)

Os ��ndices � e � indicam os reservat�orios e podem assumir os valores 1 e 2.

2.4.1 Condutância

No c�alculo da corrente m�edia assumimos que os el�etrons nos guias têm a

mesma distribui�c~ao dos reservat�orios. Para um sistema em equil��brio t�ermico a

m�edia do produto de um operador de cria�c~ao e um de aniquila�c~ao de el�etrons num

g�as de Fermi �e

hâ�ym (E)â�k(E
0)i = Æ��ÆmkÆ(E � E 0)f�(E); (2.70)

onde f �e a fun�c~ao de Fermi-Dirac. Usando a express~ao (2.70), a corrente m�edia �ca

hIli =
e

h

X
�

X
m

Z
dEA��

mm(l; E)f�(E): (2.71)

Escolhendo l = 1 e usando a unitariedade da matriz S, a corrente no guia 1

�ca

hI1i =
e

h

Z
dETr[t(E)ty(E)][f1(E)� f2(E)]: (2.72)
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onde

f1(E) = f(E � EF � eV ); (2.73)

f2(E) = f(E � EF ); (2.74)

f(x) = [1 + e(x=kBT )]�1: (2.75)

No regime de resposta linear

f1(E)� f2(E) = f(E � EF � eV )� f(E � EF )

=

Z EF+eV

EF

dE 0
@

@E 0
f(E � E 0)

� eV

�
� @

@E
f(E � EF )

�
(2.76)

A condutância, de�nida por G = limV!0hIi=V , �ca

G =
e

h

Z
dE

�
� @

@E
f(E � EF )

�
Tr[ty(E)t(E)]: (2.77)

Em T = 0 a fun�c~ao de Fermi �ca uma fun�c~ao degrau, f(E �EF ) = 1� �(E �EF ).

Neste caso, @f(E � EF )=@E = �Æ(E � EF ), e a condutância �ca

G =
e2

h
Tr[t(EF )t

y(EF )]: (2.78)

A Eq. (2.78) relaciona a matriz de espalhamento calculada na energia de Fermi com

a condutância do sistema. A matriz tyt pode ser diagonalizada e a condutância pode
ser expressa em termos dos autovalores de transmiss~ao

G = G0

X
n

�n; G0 =
e2

h
: (2.79)

Se considerarmos o spin teremos um fator G0 = 2e2=h. Tamb�em podemos de�nir a

condutância adimensional

g � G=G0 = Trtty =
X
n

�n: (2.80)
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2.4.2 Flutua�c~oes da corrente

A teoria de espalhamento tamb�em pode ser usada para outras propriedades

de transporte como 
utua�c~oes temporais da corrente, �Îl, que fornecem informa�c~ao

adicional sobre o processo de transporte. �A temperatura zero, a discreteza da carga

�e a �unica fonte das 
utua�c~oes temporais da corrente. Essas 
utua�c~oes s~ao chamadas

de \ru��do de disparo" para diferenci�a-las das 
utua�c~oes t�ermicas que ocorrem para

temperaturas n~ao nulas. Outra diferen�ca entre os dois �e que o ru��do de disparo

�e proporcional �a voltagem, enquanto o ru��do t�ermico ocorre a V = 0. O ru��do de

disparo �e ent~ao um fenômeno intrinsecamente de n~ao-equil��brio e fornece informa�c~oes

sobre a correla�c~ao entre as cargas devido ao princ��lio de Pauli. Para estudar as


utua�c~oes na corrente, vamos introduzir o operador

�Îl = Îl � hIli (2.81)

O ru��do �e caracterizado pela densidade espectral ou potência do espectro

P (!), que �e a transformada de Fourier de freq�uência ! da fun�c~ao de correla�c~ao

corrente-corrente

P (!) = 2

Z 1

�1
dtei!th�Îl(t+ t0)�Îl(t0)i: (2.82)

A fun�c~ao de correla�c~ao pode ser escrita como

h�Îl(t+ t0)�Îl(t0)i = hÎl(t + t0)Îl(t0)i � hÎl(t+ t0)ihÎl(t0)i: (2.83)

Para achar a potência do ru��do precisamos extrair a m�edia do produto de

quatro operadores â. Para um g�as de f�ermions em equil��brio essa m�edia �e obtida

pelo teorema de WickD
ây�m (E1)â

�
k(E2)â

y

r (E3)â

yÆ
s (E4)

E
�
D
ây�m (E1)â

�
k(E2)

E 

ây
r (E3)â

Æ
s(E4)

�
= Æ�ÆÆ�
ÆmsÆrkÆ(E1 � E4)Æ(E2 � E3)f�(E1)[1� f�(E2)]: (2.84)

Usando a de�ni�c~ao do operador corrente (2.69), o teorema de Wick e a rela�c~aoR1
�1 dte

i(~!+E1�E2)t=~ = 2�~ Æ(~! + E1 � E2), a densidade espectral �ca [26]

P (!) =
2e2

h

X
��

X
mk

Z
dEA��

mk(E;E + ~!)A��
km(E + ~!;E)f�(E)[1� f�(E + ~!)]:

(2.85)
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Para freq�uências arbitr�arias esta express~ao n~ao �e consistente com a conser-

va�c~ao de corrente e a invariância de gauge, e considera�c~oes adicionais s~ao necess�arias

para a obten�c~ao de um resultado �sicamente aceit�avel. No entanto, a componente

de freq�uência nula do ru��do

P � P (0) =
2e2

h

X
��

X
mk

Z
dEA��

mk(E;E)A
��
km(E;E)f�(E)[1� f�(E)]; (2.86)

n~ao apresenta esses problemas e �e nela que estamos interessandos. Usando a de�-

ni�c~ao (2.68) e a condi�c~ao de unitariedade da matriz S pode-se mostrar que

P = 2
e2

h

Z
dE
�
[f1(1� f2) + f2(1� f1)]Tr(tt

yrry) + [f1(1� f1) + f2(1� f2)]Tr(tt
ytty)

	
:

(2.87)

Vamos usar a espress~ao (2.87) para o c�alculo do ru��do nos dois casos j�a dis-

cutidos.

Ru��do t�ermico

Se o sistema est�a em equil��brio t�ermico �a temperatura T , as fun�c~oes de dis-

tribui�c~ao nos reservat�orios coincidem. Usando a rela�c~ao f(1 � f) = �kBT@f=@E
em (2.87), obtemos

P = 4kBT
e2

h

Z
dE

�
� @

@E
f(E � EF )

�
Tr(tty): (2.88)

Este �e o ru��do de equil��brio ou de Nyquist-Johnson. Ele �e consequência

das 
utua�c~oes t�ermicas do n�umero de ocupa�c~ao nos reservat�orios. Comparando as

equa�c~oes (2.88) e (2.77), temos

P = 4kBTG: (2.89)

Este �e o resultado do teorema da 
utua�c~ao-dissipa�c~ao [27], que relaciona a

condutância com 
utua�c~oes da corrente de equil��brio.

Ru��do de disparo

Em T = 0 a fun�c~ao de distribui�c~ao de Fermi �e uma fun�c~ao degrau, f� =

�(�� � E). No regime de resposta linear a Eq. (2.87) fornece a rela�c~ao

P =
2e3jV j
h

Tr(ttyrry); (2.90)
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onde as matrizes t e r s~ao calculadas na energia de Fermi. De�nindo P0 = 2e3jV j=h,
temos a potência do ru��do de disparo adimensional

p =
P

P0
= Tr(ttyrry) =

X
n

�n(1� �n); (2.91)

onde usamos os autovalores de trasmiss~ao.

Vemos que o ru��do de n~ao-equil��brio (de disparo) n~ao �e simplesmente deter-

minado pela condutância. Em vez disso, ele �e determinado pela soma dos produtos

das probabilidades de transmiss~ao e re
ex~ao dos autocanais. Apenas no limite de

baixa transparência �n � 1 em todos os autocanais, o ru��do de disparo �e dado por

P ' 2e3jV j
h

X
n

�n = 2ehIi; (2.92)

que �e o ru��do de um processo Poisson onde os el�etrons s~ao estatisticamente indepen-

dentes.

2.5 Teoria de Matrizes Aleat�orias

A teoria das matrizes aleat�orias (TMA) foi introduzida na f��sica por Wigner

e Dyson na d�ecada de 50 com o objetivo de estudar propriedades estat��sticas do

espalhamento de nêutrons lentos por n�ucleos pesados. Essa teoria �e bastente �util

para descrever sistemas onde a informa�c~ao microsc�opica �e pouco conhecida ou at�e

mesmo inacess��vel. Todo sistema quântico �e descrito por um operador Hamiltoniano

que pode ser representado por uma matriz. Para sistemas quânticos complexos,

como um n�ucleo pesado, esta matriz �e muito complicada e n~ao conhecemos todos

os seus detalhes. A id�eia b�asica da teoria �e substituir a matriz Hamiltoniana por

um membro de um ensemble de matrizes aleat�orias consistentes com as simetrias do

problema (revers~ao temporal e rota�c~ao de spin), a partir das quais determinamos

as fun�c~oes de correla�c~ao dos autovalores e autovetores. Pelas fun�c~oes de correla�c~ao

calculamos propriedades f��sicas do sistema como a densidade espectral.

Desde a proposta original de Wigner, a TMA tem sido usada em diversas

�areas como: f��sicas nuclear, atômica e molecular, sistemas mesosc�opicos desordena-

dos, caos quântico, gravita�c~ao quântica bidimensional, teoria de campo conforme e

QCD. Uma revis~ao detalhada da teoria e suas aplica�c~oes pode ser encontrada na

referência [28]. Em f��sica mesosc�opica a teoria de Wigner-Dyson �e apropriada para

uma descri�c~ao estat��stica de pontos quânticos ca�oticos. Nesta se�c~ao vamos rever

alguns conceitos da TMA de Wigner-Dyson com ênfase nas aplica�c~oes para pontos

quânticos.

Tese de Mestrado - Departamento de F��sica - UFPE



2.5 Teoria de Matrizes Aleat�orias 33

2.5.1 Ensemble de Wigner-Dyson

Um ponto quântico fechado �e caracterizado pelos seus n��veis de energia e

fun�c~oes de onda. Essas propriedades s~ao bastante sens��veis �a distribui�c~ao de im-

purezas ou aos contornos da amostra. Ent~ao, podemos considerar um ensemble de

pontos quânticos com con�gura�c~oes de impurezas ou formas diferentes e calcular as

propriedades estat��sticas dos n��veis de energia e fun�c~oes de onda. Veri�ca-se que

essas propriedades s~ao universais, ou seja, independem da forma do ponto ou da

distribui�c~ao de impurezas, dependendo apenas das simetrias b�asicas do problema,

tais como as simetrias de revers~ao temporal e rota�c~ao de spin.

Wigner e Dyson estudaram um ensemble de matrizes HermitianasH, N�N ,

com distribui�c~ao de probabilidade

P (H) = c exp[��TrV (H)]; (2.93)

onde � �e um ��ndice de simetria e c uma constante de normaliza�c~ao. Se o potencial

V (H) / HyH, o ensemble �e dito gaussiano. A praticidade dos ensembles gaussianos

resulta do fato de que os elementos independentes do Hamiltoniano s~ao vari�aveis

aleat�orias independentes, pois

TrV (H) = TrH2 =
X
i;j

jHijj2; (2.94)

e a distribui�c~ao fatora, simpli�cando os c�alculos. No limite N ! 1 as correla�c~oes

espectrais tornam-se independentes de V . Isso �e conhecido como universalidade das

correla�c~oes espectrais.

O ��ndice de simetria � corresponde ao n�umero de graus de liberdade dos

elementos de matriz. Eles podem ser reais, complexos ou quat�ernions reais, corres-

pondendo a � = 1; 2 e 4, respectivamente. Como a transforma�c~ao

H ! UHU�1; (2.95)

com U sendo uma matriz ortogonal (� = 1), unit�aria (� = 2), ou simpl�etica (� = 4)

deixa P (H) invariante, o ensemble �e chamado ortogonal, unit�ario ou simpl�etico.

Fisicamente, � = 2 se aplica ao caso de simetria de revers~ao temporal quebrada

por um campo magn�etico ou por impurezas magn�eticas. Na presen�ca de simetria

de revers~ao temporal, temos � = 1 se o spin do el�etron �e conservado e � = 4 se

a simetria de rota�c~ao de spin �e quebrada devido a uma forte intera�c~ao spin-�orbita,

por exemplo. Tal classi�ca�c~ao, atribu��da �a Dyson, �e resumida na Tabela abaixo.

Os três ensembles gaussianos foram derivados por Balian [29]a partir de um

princ��pio de m�axima entropia, postulando a existência de um segundo momento

para o Hamiltoniano.
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� SRT SRS Hnm U

1 sim sim real ortogonal

2 n~ao irrelevante complexo unit�aria

4 sim n~ao quat�ernion real simpl�etica

Tabela 2.1: Resumo da classi�ca�c~ao de Dyson. A matriz hermitianaH e a matriz dos

autovetores U s~ao classi�cadas pelo ��ndice � dependendo da presen�ca ou ausência

de simetria de revers~ao temporal (SRT ) e simetria de rota�c~ao de spin (SRS).

Vamos determinar a distribui�c~ao dos autovalores e autovetores de H. Seja

fEng o conjunto dos autovalores de H e U a matriz dos autovetores, ent~ao

H = Udiag(E1; E2; :::; EN)U
y: (2.96)

Como TrV (H) =
P

n V (En) depende apenas dos autovalores, a distribui�c~ao da

Eq. (2.93) �e independente dos autovetores. Isso signi�ca que U �e uniformemente

distribu��do no grupo unit�ario (para � = 2) e no ortogonal e simpl�etico (para � = 1

e 4).

Para achar a distribui�c~ao P (fEng) dos autovalores devemos multiplicar P (H)
pelo Jacobiano J que relaciona o volume in�nitesimal d�(H) no espa�co das matrizes

hermitianas com os elementos de volume d�(U),
Q

n dEn, dos autovetores e autova-

lores, ou seja,

d�(H) = Jd�(U)
Y
n

dEn: (2.97)

O Jacobiano depende apenas dos autovalores

J(fEng) =
Y
i<j

jEi � Ejj�: (2.98)

A distribui�c~ao de autovalores resultante �e dada por

P (fEng) = C�

Y
i<j

jEi � Ejj�
Y
k

e��V (Ek) (2.99)

= C� exp

"
��
 X

i<j

u(Ei; Ej) +
X
k

V (Ek)

!#
: (2.100)

A equa�c~ao (2.100) tem a forma de uma distribui�c~ao de Gibbs da mecânica

estat��stica cl�assica, onde o ��ndice de simetria desempenha o papel de inverso da
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temperatura e u(E;E 0) = ln jE �E 0j representa o potencial repulsivo de um par de

cargas em um problema eletrost�atico bidimensional [30]. Neste problema, temos N

cargas nas posi�c~oes E1; E2; : : : ; EN mantidas por um \potencial de con�namento"

V que, para Ensembles Gaussianos �e o do oscilador harmônico. Esse sistema de

cargas pontuais em equil��brio t�ermico �e chamado \g�as de Coulomb". A partir da

equa�c~ao (2.100), v�arios resultados podem ser extra��dos. Abaixo, citamos alguns

resultados usados na tese.

1. Densidade de autovalores (fun�c~ao de um ponto)

� = h�̂(E)i; (2.101)

onde �̂(E) �e a densidade microsc�opica dada por

�̂(E) =

NX
i=1

Æ(E � Ei): (2.102)

A densidade de autovalores �e determinada pelo potencial V (E). No limite de

N grande podemos usar a equa�c~ao de \campo m�edio"

V (E) =

Z
�(E 0) ln jE � E 0jdE 0 + C: (2.103)

Para o ensemble Gaussiano com V (H) = NH2=4�2 encontramos para todas

as classes de simetria � = 1; 2; e 4 a seguinte express~ao

�(E) =
N

2��2

p
4�2 � E2: (2.104)

O parâmetro � controla o espa�camento m�edio � = ��=N na origem E = 0.

A densidade de estados para o ensemble Gaussiano �e conhecida como lei do

semic��rculo de Wigner. Esta �e uma propriedade dos ensembles gaussianos

e n~ao tem nenhuma relevância f��sica j�a que densidades de estado diferentes

s~ao obtidas para outros potenciais. Podemos obter a densidade de autova-

lores (2.104) numericamente. Partindo de um Hamiltoniano real e sim�etrico,

caso � = 1, cujos elementos s~ao n�umeros aleat�orios com distribui�c~ao gaussiana

de m�edia nula e variância

�kk = hH2
kki � hHkki2 =

2�2

N
; �kl = hH2

kli � hHkli2 =
�2

N
; (2.105)
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Figura 2.4: Densidade de autovalores para um Hamiltoniano pertencente ao EGO

com N = 8000, con�rmando a lei do semic��rculo de Wigner (curva vermelha).

geramos a matriz aleat�oria, calculamos seus autovalores e fazemos um his-

tograma. Escolhendo � = 1=2, os autovalores �cam distribu��dos no intervalo

(�1; 1) e o limite N ! 1 �e atingido elevando-se a dimens~ao da matriz. A

�gura (2.4) mostra a densidade de autovalores para uma matriz 8000� 8000.

2. Fun�c~ao de dois pontos. De�nimos em termos da densidade microsc�opica (2.102)

a fun�c~ao de dois pontos

�2(E;E
0) = h�̂(E)�̂(E 0)i � h�̂(E)ih�̂(E 0)i: (2.106)

Enquanto a densidade de estados m�edia �e determinada pelo potencial V , as


utua�c~oes em torno da m�edia s~ao determinadas pela intera�c~ao dos n��veis origi-

nada pelo jacobiano J(fEg), que depende apenas do ��ndice de simetria �.

Portanto, desde que as energias sejam medidas na escala do espa�camento m�edio

dos n��veis �, as 
utua�c~oes espectrais s~ao universais, independendo dos deta-

lhes do ensemble de matrizes aleat�orias em quest~ao. Por exemplo, a fun�c~ao de

cluster de dois n��veis [31],

T2(E;E
0) = �2(E;E

0)� h�̂(E)iÆ(E � E 0); (2.107)
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no limite N !1 e para � = 2 torna-se

T2(E;E
0) = �sin2[�(E � E 0)=�]

�2(E � E 0)2=�2
; (2.108)

independente do potencial V . A Eq. (2.108) vale para o ensemble unit�ario.

Express~oes para o caso ortogonal e simpl�etico tamb�em s~ao universais, por�em

mais complicadas [31].

3. Estat��stica linear. Consideremos a fun�c~ao dos autovalores

F =
X
i

f(Ei): (2.109)

O termo \linear" indica que F n~ao cont�em produtos de autovalores diferentes,

embora a fun�c~ao f(E) possa depender n~ao linearmente de E. Usando a den-

sidade microsc�opica, temos

F =

Z
f(E)�̂(E)dE: (2.110)

A m�edia no ensemble de F e sua variância podem ser expressas em termos da

densidade m�edia �(E) e da fun�c~ao de correla�c~ao �2(E;E
0) como

hF i =
Z
f(E)�(E)dE; (2.111)

e

var(F ) =

Z Z
f(E)f(E 0)�2(E;E

0)dEdE 0: (2.112)

Na aproxima�c~ao de \campo m�edio", Eq. (2.103), Beenakker [32] mostrou

que a variância de uma estat��stica linear, Eq. (2.112), �e independente de V e tem

dependência universal proporcional a 1=�.

2.5.2 Matrizes aleat�orias em problemas de espalhamento

Enquanto um sistema fechado �e caracterizado pelos n��veis de energia e fun�c~oes

de onda, um sistema aberto conectado a guias �e descrito pela matriz de espalhamen-

to S. A distribui�c~ao das matrizes de espalhamento para um ponto quântico aberto

Tese de Mestrado - Departamento de F��sica - UFPE



2.5 Teoria de Matrizes Aleat�orias 38

depende do tamanho e da transparência dos contatos. Excluindo essa \n~ao univer-

salidade" trivial, a estat��stica de um ponto quântico ca�otico �e universal no sentido

de que n~ao depende da forma ou tamanho do ponto quântico e da concentra�c~ao de

impurezas. A �unica condi�c~ao para a universalidade �e que as part��culas explorem

ergodicamente o espa�co de fase antes de sa��rem da cavidade. Tal condi�c~ao �e satis-

feita para um ponto quântico ca�otico com contatos pontuais. Outra diferen�ca entre

a TMA das matrizes de espalhamendo e a dos n��veis de energia �e que, ao contr�ario

do Hamiltoniano, a matriz S �e �nita. Por exemplo, para uma cavidade conectada �a

dois guias que suportam 1 modo propagante cada, a matriz S �e 2� 2.

Existem dois formalismos para descrever a TMA do transporte em cavidade

ca�otica: o do Hamiltoniano e o da matriz de espalhamento. No primeiro, modelamos

o Hamiltoniano, H, da cavidade por uma matriz aleat�oria Nc � Nc pertencente a

um dos ensembles gaussianos. O acoplamento da cavidade aos guias �e descrito pela

matriz n~ao aleat�oria W . A matriz de espalhamento S(E) �e obtida de H atrav�es da

f�ormula de Mahaux-Weidenm�uller

S(E) = 1� 2�iW y 1

E �H + i�WW yW: (2.113)

O limite Nc !1 �e tomado no �m dos c�alculos de modo que a estat��stica da matriz

S n~ao dependa da matriz aleat�oria H, sendo desta forma universal. Na se�c~ao (2.6)

derivaremos a f�ormula de Mahaux-Weidenm�uller para o caso geral de uma cavidade

conectada a v�arios guias.

O segundo m�etodo consiste em uma teoria de matrizes aleat�orias aplicada

diretamente �a matriz de espalhamento, sem nenhuma referência ao Hamiltoniano.

No caso de dois terminais com N1 = N2 = N a matriz S pode ser escrita na

representa�c~ao polar [33]

S =

�
v1 0

0 v2

��
�
p
1� �

p
�p

�
p
1� �

��
v3 0

0 v4

�
; (2.114)

onde � representa uma matriz diagonal N -dimensional com os autovalores de trans-

miss~ao �a (a = 1; : : : ; N). Os vi (i = 1; : : : ; 4) s~ao matrizes unit�arias N � N

arbir�arias para o caso � = 2. No caso ortogonal, � = 1, temos as restri�c~oes v3 = vT1
e v4 = vT2 . No caso simpl�etico, � = 4, os autovalores de transmiss~ao s~ao dupla-

mente degenerados, � = diad(�11; �21; : : : ; �N1), e as matrizes vi s~ao quat�ernions

auto-duais N � N com as restri�c~oes v3 = �v1 e v4 = �v2. A representa�c~ao polar �e

natural para o estudo da condutância j�a que separa os autovalores de transmiss~ao

de fatores irrelevantes de fase (as matrizes vi).

Estamos interessados nas propriedades de um ensemble de sistemas repre-

sentados por um ensemble de matrizes S. Para c�alculos neste ensemble precisamos
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de�nir a medida invariante d�(S) do espa�co das matrizes S. Por de�ni�c~ao a medida

permanece invariante sob um automor�smo de uma dada classe de simetria nela

mesma, isto �e,

d��(S) = d��(S 0); (2.115)

para � = 2 temos S 0 = U0SV0, onde U0 e V0 s~ao matrizes unit�arias �xas. Esta rela�c~ao

de�ne um automor�smo sobre o conjunto das matrizes unit�arias. Para � = 1 temos

V0 = UT
0 e para � = 4, V0 = �U0. O c�alculo da medida invariante, embora longo,

segue o algoritmo:

1. De�nimos o elemento diferencial de arco ds2 = Tr[dSydS].

2. Identi�camos o tensor m�etrico do espa�co atrav�es da rela�c~ao ds2 =
P
g��(x)Æx�Æx� .

3. Obtemos o elemento de volume a partir da rela�c~ao dV = jdetg(x)j1=2Q x�.

A forma da medida invariante depende da parametriza�c~ao escolhida para a

matriz S [33] [34] [35]. No trabalho original de Dyson, a matriz S foi escrita na

decomposi�c~ao autovalor-autovetor

S = 
diag(ei�1 ; ei�2; : : : ; ei�2N )
y; (2.116)

onde os n�umeros reais �j est~ao relacionados aos deslocamentos de fase de espa-

lhamento. A matriz unit�aria 2N�2N , 
, tem elementos reais para � = 1, complexos

para � = 2 e quat�ernions reais para � = 4. Estes s~ao os ensembles circulares de

Dyson, cujas medidas est~ao contidas na express~ao

d�(S) /
Y
a<b

jei�a � ei�b j�
Y
c

d�c d�(
): (2.117)

As derivadas dessas fases em rela�c~ao �a energia, @�j=@E, est~ao relacionadas com o

tempo gasto pela part��cula quântica no dom��nio de intera�c~ao, que �e o tempo de

atraso de Wigner-Smith [36].

Para o estudo de propriedades de transporte em pontos quânticos, a repre-

senta�c~ao polar (2.114) �e mais adequada. Neste caso, a medida �ca [33]

d�(S) /
Y
a<b

j�a � �bj�
Y
c

��1+�=2c

Y
c

d�c
Y
i

d�(v(i)): (2.118)
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Seja P(S) a densidade de probabilidade de encontrarmos a matriz S no vo-

lume d�(S), ent~ao Z
P(S)d�(S) = 1: (2.119)

A entropia de informa�c~ao contida na densidade de probabilidade P(S) �e de�nida

por:

S = �
Z
d�(S)P(S) lnP(S): (2.120)

Note que S aumenta quando as 
utua�c~oes estat��sticas, ou seja, o grau de aleato-

riedade de P(S) aumenta. Descrevemos o ensemble de matrizes S sem nenhu-

ma referência �as informa�c~oes microsc�opicas contidas no Hamiltoniano atrav�es do

princ��pio de m�axima entropia. Como na mecânica estat��stica, devemos maximizar

a entropia (2.120) submetida ao v��nculo (2.119). Note que toda a informa�c~ao de

simetria j�a est�a contida na parametriza�c~ao da matriz S. Encontramos

P(S) = constante; (2.121)

ou seja, devido �as 
utua�c~oes, a matriz S cobre a variedade com distribui�c~ao uniforme.

Este conceito �e semelhante ao usado no ensemble microcanônico, onde o princ��pio de

igual probabilidade a priori �e associado �a invariância da medida num automor�smo

sobre uma dada classe de simetria. O princ��pio de m�axima entropia nos permite

escolher uma distribui�c~ao t~ao aleat�oria quanto os v��nculos permitam.

Integrando sobre a \parte angular", obtemos a densidade conjunta de auto-

valores de transmiss~ao

P (f�g) = C�

Y
a<b

j�a � �bj�
Y
c

��1+�=2c (2.122)

= exp

 
�
X
a<b

ln j�a � �bj � �
X
c

V (�c)

!
; (2.123)

onde o potencial V (�) �e dado por

V (�) =

�
2��
2�

ln � se 0 � � � 1 ;

1 caso contr�ario.
(2.124)

A equivalência formal entre a distribui�c~ao (2.123) dos autovalores de trans-

miss~ao e de um ponto quântico ca�otico e a distribui�c~ao dos autovalores Ej (2.100) de
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uma matriz aleat�oria hermitiana nos permite usar todos os recursos desenvolvidos

no estudo de n��veis de energia em problemas de autovalores de transmiss~ao.

Uma propriedade de transporte A geralmente assume a forma de uma es-

tat��stica linear A =
P

n f(�n) dos autovalores de transmiss~ao. Para a condutância

temos f(�) = � enquanto para a potência do ru��do de disparo, f(�) = �(1� �). As

m�edias da condutância e da potência de ru��do de disparo s~ao dadas por

hgi =
Z
g(f�g)P (f�g)

Y
a

d�a ; hpi =
Z
p(f�g)P (f�g)

Y
a

d�a: (2.125)

Podemos obter a distribu�c~ao da condutância e da potência do ru��do atrav�es das

equa�c~oes

W (g) =

Z
Æ(g �

X
n

�n)P (f�g)
Y
i

d�i; (2.126)

W (p) =

Z
Æ(p�

X
n

�n(1� �n))P (f�g)
Y
i

d�i: (2.127)

A seguir vamos resumir alguns resultados relevantes para o ponto quântico

de Wigner-Dyson. Podemos obter as m�edias e distribui�c~oes por integra�c~ao direta

apenas para os casos de N pequeno. Abaixo, mostramos os resultados para N = 1

e N = 2.

Caso N =1

Para guias com um modo temos apenas um autovalor de transmiss~ao e a

densidade de probabilidade (2.122) �ca

P (�) =
�

2
��1+�=2: (2.128)

As m�edias s~ao dadas por

hgi = �

� + 2
; hpi = 2�

(� + 2)(� + 4)
; (2.129)

e as distribui�c~oes

W (g) =
�

2
g�1+�=2 (2.130)

W (p) =
�

2
p
(1� 4p)

X
�=�

�
1 + �

p
1� 4p

2

��1+�=2
(2.131)
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s~ao muito diferentes da distribui�c~ao gaussiana.

Caso N =2

Neste caso a densidade conjunta dos autovalores de transmiss~ao, �1 e �2, �e

mais complicada. Temos

P�=1(�1; �2) =
3

4

j�1 � �2jp
�1�2

; (2.132)

P�=2(�1; �2) = 6(�1 � �2)
2: (2.133)

e as distribui�c~oes

W�=1(g) =

�
3
2
g ; 0 � g � 1

3
2
(g � 2

p
g � 1) ; 1 � g � 2

(2.134)

W�=2(g) = 2(1� j1� gj)3 ; 0 � g � 2: (2.135)

Os gr�a�cos destas distribui�c~oes est~ao mostrados nas �guras (2.5) e (2.6). �A

medida que aumentamos o n�umero de canais, a distribui�c~ao da condutância vai se

tornando gaussiana, o que �e consistente com o regime semicl�assico, N !1. Neste

limite, os cumulantes de ordem maior que dois da distribui�c~ao de qualquer estat��stica

linear tendem a zero, ou seja, a distribui�c~aoW (A) tende a uma gaussiana com m�edia

e variância determinadas pelos similares das equa�c~oes (2.111) e (2.112), que, como

mostraremos no cap��tulo 4, podem ser escritas como

hAi = Nf0 + 


1X
n=0

f4n�2 +O(N�1); (2.136)

var(A) =
1

4�

1X
n=1

nf 2n +O(N�1): (2.137)

Para a condutância, temos

hgi =
N

2
+
� � 2

4�
+O(N�1); (2.138)

var(g) =
1

8�
: (2.139)

O termo de ordemO(N) �e a condutância de contato, a qual, no regime semicl�assico, �e

conseq�uência de apenas metade dos el�etrons que entram na cavidade ca�otica serem
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transmitidos, resultando numa transmis~ao m�edia de 1=2 por modo. O termo de

ordem O(N0) �e resultado da interferência quântica e, como vimos no cap��tulo 1, �e

conhecido como corre�c~ao de localiza�c~ao fraca (� = 1) e anti-localiza�c~ao (� = 4).

Para a variância temos o fator 1=(8�), independente da distribui�c~ao de impurezas

ou da forma da cavidade. Este resultado revela a 
utua�c~ao universal da condutância

discutida no cap��tulo 1.

Para a potência do ru��do de disparo temos

hpi =
N

8
+O(N�1); (2.140)

var(p) =
1

64�
: (2.141)

Note que a m�edia da potência do ru��do �e quatro vezes menor que a potência do

ru��do de Poisson, associado �a corrente onde os el�etrons s~ao descorrelacionados. Este

comportamento sub-Poissônico indica a presen�ca de correla�c~ao entre os el�etrons

devido ao princ��pio da exclus~ao de Pauli. Uma medida deste ru��do sub-Poissônico

�e o fator F de Fano, que �e a raz~ao entre a potência do ru��do em quest~ao e o ru��do

Poissônico. Para um ponto quântico usual temos F = 1=4 e para um condutor

difusivo F = 1=3. A Eq. (2.140) mostra que n~ao temos corre�c~ao de localiza�c~ao

fraca, em contraste com o resultado para um condutor difusivo onde o efeito est�a

presente. Esta supress~ao da localiza�c~ao fraca n~ao ocorre no caso geral N1 6= N2.

2.6 F�ormula de Mahaux - Weidenm�uller

Nesta se�c~ao vamos aplicar o formalismo de Heidelberg para descrever uma

cavidade ca�otica bal��stica de geometria arbitr�aria acoplada a L guias. Na seq�uência,

vamos nos limitar ao caso particular L = 2. Consideremos o sistema dividido em

duas partes. A primeira consiste nos L guias ideais nos quais o el�etron se move

como uma part��cula livre. A segunda parte consiste na cavidade, dentro da qual o

movimento do el�etron adquire caracter��sticas aleat�orias devido aos m�ultiplos espa-

lhamentos na fronteira da amostra ou com impurezas.

Seja H0 = HL �Hc o Hamiltoniano do sistema desacoplado guias-cavidade,

onde

HL =

LX
l=1

NlX
n=1

�
 
� ~

2

2m

@2

@x2l;n
+ �l;n

!
(2.142)
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�e o Hamiltoniano dos L guias; �l;n �e o limiar de energia do n-�esimo modo do l-�esimo

guia; xl;n > 0 �e a coordenada longitudinal do guia e Hc �e a matriz Hamiltoniana

Nc�Nc que descreve a dinâmica da cavidade fechada. No regime universal, Hc pode

ser substitu��do por uma matriz pertencente a um dos Ensembles Gaussianos.

O operador H0 atua no espa�co de Hilbert H = L2(R+; CNT ), onde NT =PL
l=1Nl �e o n�umero total de canais abertos. Um vetor geral de H tem a forma

� =

�
u

	

�
; (2.143)

onde

u = (u1; : : : ; uNc)
T

representa as fun�c~oes de onda na cavidade e

	 = (	1;1; : : : ;	1;N1
; : : : ;	L;1; : : : ;	L;NL

)T

representa as fun�c~oes de onda nos guias.

Sejam �1 e �2 dois vetores arbitr�arios de H. Ent~ao o produto escalar �e

de�nido por

(�1;�2) � u1
y � u2 +

Z 1

0

dx	y1(x) �	2(x): (2.144)

O acoplamento da cavidade com os guias se d�a por um termo de intera�c~ao

local V , tal que o Hamiltoniano �ca H = H0+V . A a�c~ao de H num vetor arbitr�ario

� �e de�nida como

H

�
u

	

�
=

�
Hcu+ V	

HL	

�
; (2.145)

onde V	 = ~W	(x = 0), e ~W �e uma matriz de acoplamento local Nc � NT , satis-

fazendo a condi�c~ao de contorno

~W y =
~
2

2m

�
d

dx
	(x)

�����
x=0

; (2.146)

para que H seja hermitiano: (H�1;�2) = (�1; H�2). Uma prova desta condi�c~ao

pode ser encontrada na referência [37].

Seja �E um estado de espalhamento do sistema acoplado com energia E =

~
2k2=2m, ent~ao da Eq. (2.145), temos

H�E =

�
Hcu+ ~W	(0)

HL	

�
= E

�
u

	

�
: (2.147)
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Usando a Eq. (2.147), encontramos

u = (E �Hc)
�1 ~W	E(0); (2.148)

e

	E(x) =
� m

2�~2K

�1=2
(e�iKxA+ eiKxB); (2.149)

onde

K = diag(k1;1; : : : ; k1;N1
; : : : ; kL;1; : : : ; kL;NL

):

Os vetores de onda kl;n s~ao tais que ~2k2l;n=(2m) + �l;n = ~
2k2=(2m), enquanto

A = (a1;1; : : : ; a1;N1
; : : : ; aL;1; : : : ; aL;NL

)T;

B = (b1;1; : : : ; b1;N1
; : : : ; bL;1; : : : ; bL;NL

)T;

s~ao vetores de amplitudes das ondas que entram e saem da cavidade, respectiva-

mente.

A matriz de espalhamento do sistema �e de�nida pela rela�c~ao

B = SA: (2.150)

Das Eqs. (2.149) e (2.150), temos

	E(0) =
� m

2�~2K

�1=2
(1 + S)A (2.151)

e

	0E(0) = �i
�
mK

2�~2

�1=2

(1� S)A: (2.152)

Usando as Eqs. (2.146) e (2.148), obtemos

	0E(0) =
2m

~2
~W y(E �Hc)

�1 ~W	E(0): (2.153)

Inserindo (2.151) e (2.152) em (2.153), temos

(1� S)(1 + S)�1 = i�W y(E �Hc)
�1W; (2.154)

onde

W � ~W

�
2m

�~2K

�1=2

: (2.155)
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Resolvendo a Eq. (2.154) para S, temos

S =
1� i�W yG0W

1 + i�W yG0W
; (2.156)

onde G0 = (E � Hc)
�1 �e a fun�c~ao de Green da cavidade fechada. Esta equa�c~ao

tamb�em pode ser escrita na forma

S = 1� 2�iW yGRW; (2.157)

onde GR �e a fun�c~ao de Green retardada de�nida por

GR = (E �Hc � �R)�1; (2.158)

na qual

�R = �i�WW y (2.159)

�e o termo de auto-energia associado a processos de entrada de part��culas na cavidade

pelos guias e emiss~ao de part��culas da cavidade atrav�es dos guias. O acoplamento

entre a cavidade e os guias �e descrito pela matriz n~ao aleat�oria Nc � NT com a

seguinte estrutura

W�;n =

8>>><
>>>:

(W1)�;n ; n = 1; : : : ; N1

(W2)�;n�N1 ; n = N1 + 1; : : : ; N1 +N2

... ;
...

(WL)�;n�NT+NL
; n = NT �NL + 1; : : : ; NT

;

onde os elementos das matrizes Wl que n~ao aparecem na decomposi�c~ao acima s~ao

todos nulos. Isto implica que a auto-energia pode ser decomposta na forma

�R =

LX
l=1

�R
l ;

onde �R
l = �i�WlW

y
l .

Como temos interesse no problema de dois terminais, vamos mostrar como

�ca a matriz de espalhamento para o caso L = 2. Neste caso, a matriz W tem

dimens~aoNc�(N1+N2) e �e dada porW = ~W1+ ~W2, onde as matrizes de acoplamento

com os guias s~ao de�nidas por

( ~W1)�n =

�
(W1)�n n = 1; 2; : : : ; N1

0 n = N1 + 1; : : : N1 +N2
(2.160)
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e

( ~W2)�n =

�
0 n = 1; 2; : : : ; N1

(W2)�;n�N1
n = N1 + 1; : : : N1 +N2:

(2.161)

Desenvolvendo a matriz S em termos das matrizes ~W1 e ~W2, temos

S = 1� 2i� ~W y
1D

�1 ~W1 � 2i� ~W y
1D

�1 ~W2 � 2i� ~W y
2D

�1 ~W1 � 2i� ~W y
2D

�1 ~W2; (2.162)

onde

D = E �H + i�(W1W
y
1 +W2W

y
2 ): (2.163)

Devido �a estrutura das matrizes de acoplamento ~W1 e ~W2, pode-se concluir

que

S =

�
1� 2i�W y

1D
�1W1 �2i�W y

1D
�1W2

�2i�W y
2D

�1W1 1� 2i�W
y
2D

�1W2

�
: (2.164)

A equa�c~ao (2.164) tem a forma de bloco semelhante �a equa�c~ao (2.43). Ent~ao pode-

mos identi�car

r = 1� 2i�W y
1D

�1W1; (2.165)

r0 = 1� 2i�W
y
2D

�1W2; (2.166)

t = �2i�W y
2D

�1W1; (2.167)

t0 = �2i�W y
1D

�1W2: (2.168)

Uma quest~ao natural �e saber em que condi�c~oes o ensemble da matriz S (2.157)

�e equivalente ao ensemble circular. Foi mostrado na referência [21] que estes ensem-

bles s~ao equivalentes se o elemento de matriz m�edio for nulo, i.e. hSpq
nmi = 0, que

est�a relacionado �a ausência de processos diretos. A m�edia da matriz S �e obtida nas

referências [38] e [11] via teoria de campos supersim�etrica e �e dada por

hSi = 1� ���1W yW
1 + ���1W yW

; (2.169)

onde � �e um fator relacionado ao espa�camento m�edio, ver Eq. (2.104). Note que

a matriz S ter�a m�edia nula se exigirmos que as matrizes W1 e W2 satisfa�cam a

condi�c~ao de ortogonalidade

W y
pWq =

�

�
Æp;q: (2.170)
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Podemos usar a f�ormula de Mahaux-Weidenm�uller para obter numericamente

a matriz de espalhamento e as propriedades de transporte. Usando a rela�c~ao

2

N + 1

NX
n=1

sin

�
n�j

N + 1

�
sin

�
n�j 0

N + 1

�
= Æjj 0; (2.171)

podemos escolher as matrizes de acoplamento como

(W�)j;n =

s
2�

�(Nc + 1)
sin

�
n�j

Nc + 1

�
; (2.172)

j = 1; 2; : : : ; Nc e n = 1; 2; : : : ; N� . Satisfaz-se assim, �a condi�c~ao de ortogona-

lidade (2.170).

O procedimento num�erico consiste em gerar uma matriz aleat�oria gaussiana

Nc � Nc e, a partir dela e das matrizes de acoplamento, montar a matriz de trans-

miss~ao (2.167). Uma vez obtida a matriz t, usamos as f�ormulas (2.80) e (2.91) para

calcular os observ�aveis. Como exemplo, consideramos Hamiltonianos 100�100 para

os casos � = 1 e � = 2. Para fazer uma an�alise estat��stica, geramos um conjunto de

500 valores para a condutância e a potência do ru��do de disparo. As distribui�c~oes

est~ao mostrados nas �guras (2.6) e (2.5).

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25p
0

10

20

30

W(p)

β = 1

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
p

0

20

40

β = 2

Figura 2.5: Distribui�c~ao da potência do ru��do de disparo para N = 1 nos casos � = 1

(esquerda) e � = 2 (direita). O gr�a�co em vermelho �e dado pela express~ao (2.131),

obtida pelo princ��pio da m�axima entropia.
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Figura 2.6: Distribui�c~ao da condutância para N = 1; 2 e 3 nos casos em que � = 1

(primeira coluna) e � = 2 (segunda coluna). Os resultados num�ericos est~ao em boa

concordância com os resultados obtidos via m�axima entropia (linhas vermelhas).

Note que a distribui�c~ao tende �a gaussiana �a medida que N cresce.

As distribui�c~oes para N = 1 e N = 2 s~ao muito diferentes, mas, �a medida que

aumentamos o n�umero de canais, a distribui�c~ao tende a uma gaussiana. Nas �guras

tamb�em mostramos os gr�a�cos das express~oes (2.130) - (2.135), obtidas na se�c~ao

anterior. A concordância destes resultados �e uma prova num�erica da equivalência

entre o formalismo de Mahaux-Weidenm�uller e o m�etodo da m�axima entropia.
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2.7 Ensembles de Movimento Browniano

Introduzimos nas se�c~oes anteriores os ensembles de Wigner-Dyson da teo-

ria de matrizes aleat�orias para o Hamiltoniano H e a matriz de espalhamento S.

Esses ensembles s~ao estacion�arios no sentido de que suas propriedades de simetria

n~ao se alteram. No entanto, muitos sistemas f��sicos têm suas simetrias quebradas

parcialmente ou at�e totalmente com a aplica�c~ao de uma perturba�c~ao externa. Por

exemplo, um campo magn�etico fraco n~ao quebra a simetria de revers~ao temporal

completamente. H�a uma transi�c~ao cont��nua do ensemble ortogonal ou simpl�etico

para o ensemble unit�ario.

Podemos considerar um Hamiltoniano que depende de um parâmetro exter-

no t. Desta forma, em vez de termos um ensemble de matrizes de�nido por uma

densidade de probabilidade, temos uma fam��lia cont��nua de ensembles cujas densi-

dades de probabilidades dependem de t. Um tratamento destes ensembles \fora do

equil��brio" foi feito por Dyson [39]. Ele propôs um movimento Browniano para os

autovalores de uma matriz aleat�oria, mostrando que estes autovalores podem ser vis-

tos como posi~oes das part��culas de um g�as de Coulomb que realizam um movimento

Browniano. A evolu�c~ao temporal dos autovalores �e governada por uma equa�c~ao

de Fokker-Planck. O tempo nesta dinâmica n~ao corresponde ao tempo f��sico das

observa�c~oes do sistema, por�em �e �ct��cio e est�a associado �as propriedades do mode-

lo. Como exemplo concreto, citamos o problema de quebra gradual de simetria

de revers~ao temporal em sistemas ca�oticos fechados que pode ser estudado usando

ensembles de movimento Browniano. Neste caso o tempo se relaciona com o incre-

mento de 
uxo magn�etico �� por t ' (e��=h)2Ec=(NÆ), onde Ec �e a energia de

Thouless, Æ �e o espa�camento m�edio e N �e a dimens~ao da matriz.

No caso do ponto quântico, vimos que, devido �as 
utua�c~oes, S cobre ergodica-

mente a sua variedade. Podemos considerar um movimento Browniano no tempo

�ct��cio t que descreve a difus~ao neste espa�co. No limite t!1 a distribui�c~ao de pro-

babilidade difunde para a solu�c~ao estacion�aria que corresponde ao ensemble circular,

resultando na distribui�c~ao dos autovalores de transmiss~ao (2.123). Este ensemble

de movimento Browniano da matriz de espalhamento foi estudado nas referências

[40] e [41]. Apesar de ter tido pouco sucesso na descri�c~ao de problemas de crossover

(quebra gradual de simetria) nestes ensembles, o formalismo de movimento Brow-

niano fornece poderosos m�etodos anal��ticos para o estudo da solu�c~ao estacion�aria.

Nesta tese usaremos este formalismo especi�camente com este prop�osito.
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2.7.1 Ensembles de movimento Browniano e polinômios or-

togonais

Os ensembles gaussianos s~ao intimamente ligados aos polinômios de Hermite [31].

Podemos incluir outros polinômios ortogonais, pn(x), de�nindo um ensemble de

matrizes cuja distribui�c~ao dos autovalores �e dada por

P (fxg) =
Y
i<j

jxi � xjj�
Y
i=1

!(xi); (2.173)

onde !(x) �e de�nida como a fun�c~ao peso destes polinômios. No caso dos polinômios

de Hermite, temos !(x) = e�x
2=2, o que caracteriza o ensemble gaussiano.

Os polinômios pn(x) formam um conjunto completo e ortogonal no intervalo

[a; b] com respeito �a fun�c~ao peso !(x)

Z b

a

dx!(x)pn(x)pm(x) = Æn;m; (2.174)

1X
n=0

pn(x)pn(x
0) =

Æ(x� x0)
!(x)

; (2.175)

e satisfazem �a equa�c~ao diferencial [42]

1

!(x)

d

dx

�
s(x)!(x)

d

dx

�
pn(x) = ��npn(x); (2.176)

onde

�n = �n d

dx

�
1

!(x)

d

dx
[!(x)s(x)]

�
; (2.177)

pn(x) =
1

Kn!(x)

dn

dxn
[!(x)sn(x)]: (2.178)

A fun�c~ao s(x) deve ser um polinômio de grau menor ou igual a dois, com ra��zes

reais, e, juntamente com a fun�c~ao peso, deve satisfazer �a condi�c~ao de contorno

s(a)!(a) = s(b)!(b) = 0:

Na referência [43] �e apresentado um m�etodo de solu�c~ao da equa�c~ao de Fokker-

Planck para ensembles de polinômios ortogonais. O m�etodo consiste em mapear a

equa�c~ao de Fokker-Planck na equa�c~ao de Schr�odinger, passando de um movimento
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Browniano para um problema quântico de muitos corpos. Sendo P = P (x1; : : : ; xN ; t)

a densidade conjunta de probabilidade num tempo t, a equa�c~ao de Fokker-Planck

que descreve sua evolu�c~ao temporal pode ser escrita como

@P

@t
=

NX
i=1

@

@xi

�
J�!Ns(xi)

@

@xi
(J�!N)

�1
�
P; (2.179)

onde

J� =
Y
i<j

jxi � xjj� e !N =
Y
i

!(xi): (2.180)

No caso do ponto quântico, vimos que a distribui�c~ao de equil��brio dos auto-

valores de transmiss~ao �e dada por

Peq(f�g) =
Y
i<j

j�i � �jj�
Y
i

!(�i); (2.181)

com !(�) = ��1+�=2. A difus~ao �e ent~ao governada pela equa�c~ao de Fokker-Planck,

@P

@t
= LFPP; (2.182)

onde o operador de Fokker-Planck �e dado por

LFP =

NX
i=1

@

@�i

�
J�!Ns(�i)

@

@�i
(J�!N)

�1
�
; (2.183)

onde

J� =
Y
i<j

j�i � �jj� ; !N =

NY
i=1

!(�i) e s(�) = �(1� �): (2.184)

Seja F = F (f�g) um observ�avel arbitr�ario. Sua evolu�c~ao temporal �e dada

por

hF it =
Z
dN�F (f�g)P (f�g; t): (2.185)

Tomando a derivada de hF it em rela�c~ao ao tempo, temos

@

@t
P (f�g; t) =

Z
dN�P (f�g; t)LyFPF (f�g); (2.186)
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onde o operador adjunto formal LyFP �e de�nido atrav�es da rela�c~aoZ
dN�P1(f�g; t)LFPP2(f�g; t) =

Z
dN�P2(f�g; t)LyFPP1(f�g; t): (2.187)

A m�edia do observ�avel hF i �e de�nida no ensemble de equil��brio por

hF ieq � lim
t!1

hF it: (2.188)

O m�etodo da equa�c~ao de Fokker-Planck �e de grande utilidade no c�alculo

de valores m�edios de observ�aveis para um n�umero N qualquer de canais abertos e

tamb�em no regime semi-cl�assico, onde N � 1.
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Cap��tulo 3

Sistemas Quirais

3.1 Classes de universalidade

Nos trabalhos pioneiros de Wigner e Dyson, sistemas complexos de muitos

corpos como n�ucleos atômicos foram classi�cados em termos de suas simetrias fun-

damentais. Foram estabelecidas três classes de simetria, que se distinguem de acordo

com o comportamento do sistema sob revers~ao temporal e rota�c~ao de spin. Vimos

no cap��tulo 2 que as propriedades estat��sticas destas classes podem ser descritas por

três modelos de matrizes aleat�orias: os ensembles gaussianos ortogonal, unit�ario e

simpl�etico. As classes de Wigner-Dyson se aplicam, tamb�em, a condutores desorde-

nados convencionais descritos pelo modelo de Anderson. No entanto, existem outros

sistemas desordenados nos quais a estat��stica de n��veis n~ao �e descrita pelas classes

de Wigner-Dyson. Nestes casos, simetrias adicionais tornam-se relevantes e surgem

novas classes de universalidade e novos ensembles de matrizes aleat�orias.

Zirnbauer [44] e Caselle [45] mostraram que podemos conectar os ensembles

da TMA com a teoria dos espa�cos sim�etricos de Cartan. Os ensembles s~ao classi-

�cados em termos dos mesmos diagramas de Dynkin e redes de ra��zes usados na

classi�ca�c~ao das �algebras de Lie destes espa�cos [46]. Esta rela�c~ao �e �util para a clas-

si�ca�c~ao de sistemas f��sicos complexos em termos dos espa�cos sim�etricos de Cartan.

A classi�ca�c~ao de Cartan �e exaustiva, permitindo concluir que existem apenas dez

classes de universalidade, divididas em três categorias: (i) Wigner-Dyson (3 clas-

ses), apropriada para condutores desordenados usuais, (ii) Bogoliubov-de Gennes

(4 classes), que aparecem na descri�c~ao de quase part��culas em supercondutores des-

ordenados e v�arios tipos de efeitos de proximidade, e (iii) Quiral (3 classes). Estas

54
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s~ao relevantes em problemas de transporte nos quais a desordem �e n~ao diagonal.

A subdivis~ao em cada categoria depende da presen�ca ou ausência de simetria de

revers~ao temporal e rota�c~ao de spin. Os espa�cos sim�etricos da matriz de trans-

ferência M e do hamiltoniano H s~ao diferentes, como mostra a tabela (3.1). A

tabela tamb�em cont�em a multiplicidade das ra��zes ordin�arias mo e longas ml. Note

que mo �e equivalente ao parâmetro de simetria de Dyson, �.

Classe SRT SRS M H m0 ml

sim sim CI AI 1 1

Wigner-Dyson n~ao irrelevante AIII A 2 1

sim n~ao DIII AII 4 1

sim sim AI BDI 1 0

Quiral n~ao irrelevante A AIII 2 0

sim n~ao AII CII 4 0

sim sim C CI 2 2

Bogoliubov n~ao sim CII C 4 3

- de Gennes sim n~ao D DIII 2 0

n~ao n~ao BDI D 1 0

Tabela 3.1: Classi�ca�c~ao das classes de simetria de acordo com a tabela de Cartan.

As classes de simetrias s~ao de�nidas em termos da presen�ca ou ausência de simetria

de revers~ao temporal (SRT ), simetria de rota�c~ao de spin (SRS) e outras simetrias

fundamentais do sistema.

3.2 Simetria de Sub-rede

Desde a introdu�c~ao da teoria de escala para o problema de localiza�c~ao de

Anderson [47], sabe-se que as propriedades de transporte em metais desordenados

s~ao universais, desde que a desordem seja su�cientemente fraca, as temperaturas

baixas e a coerência quântica seja mantida por distâncias grandes. O modelo de

Anderson consiste em uma rede com potencial aleat�orio nos s��tios (desordem dia-

gonal) e amplitudes de hopping n~ao aleat�orias. �E neste contexto que surgem as

classes de Wigner-Dyson. O problema da localiza�c~ao eletrônica pode ser generaliza-

do para redes com amplitudes de hopping aleat�orias (desordem n~ao diagonal) [48].

O problema de localiza�c~ao com desordem n~ao diagonal n~ao recebeu muita aten�c~ao,

embora se soubesse desde o trabalho de Dyson [49] que sistemas com apenas desor-
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dem n~ao diagonal têm comportamento dramaticamente diferente de sistemas com

desordem puramente diagonal. O interesse em problemas com desordem n~ao diago-

nal ressurgiu na d�ecada de 90 com a descoberta de novas classes de universalidade

(classes quirais) e aplica�c~oes em uma s�erie de problemas como semicondutores de gap

pequeno, hamiltonianos da cromodinâmica quântica, cadeias de spin XY aleat�orias,

mecânica quântica supersim�etrica, mecânica quântica n~ao hermitiana e teorias de

calibre em supercondutores de altas temperaturas cr��ticas.

Como exemplo de sistema com desordem n~ao diagonal, considere um modelo

tight-binding unidimensional com hopping aleat�orio entre primeiros vizinhos, de-

scrito pelo hamiltoniano

H = �
X
n

(tnc
y
ncn+1 + t�nc

y
n+1cn); (3.1)

onde cyn e cn s~ao operadores de cria�c~ao e aniquila�c~ao de el�etrons no s��tio n e o

parâmetro de hopping tn = t + Ætn consiste de uma parte n~ao aleat�oria t e uma

aleat�oria Ætn. O centro da banda, " = 0, �e um ponto especial onde a densidade

de estados diverge logaritmicamente [49]. A condutância em " = 0 exibe grandes


utua�c~oes em torno do valor m�edio e decai algebricamente. Em contraste, para

energias n~ao nulas, o sistema descrito pela Eq. (3.1) possui o comportamento de

localiza�c~ao usual: uma amostra t��pica possui condutância caracterizada por hlog gi,
que �e proporcional ao comprimento L da amostra.

As discuss~oes acima se restringem a sistemas estritamente unidimensionais.

Podemos considerar um problema de hopping de uma part��cula quântica na rede

bidimensional de comprimento L e largura Lt, mostrada na �gura (3.1). O hamil-

toniano para este problema �e

H = �
X
i;j

tij c
y
icj; (3.2)

L

Figura 3.1: Modelo de hopping aleat�orio
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onde i e j representam os s��tios da rede e os elementos de matriz de hopping tij
s~ao n~ao nulos apenas para primeiros vizinhos. A equa�c~ao (3.2) com tij aleat�orio

�e conhecida na literatura com modelo de hopping aleat�orio. O caso especial onde

apenas a fase da amplitude de hopping tij = ei�ij �e aleat�oria, �e conhecido como

problema do 
uxo aleat�orio, e se aplica a uma rede submetida a um campo magn�etico

aleat�orio perpendicular, �gura (3.2). Num salto de um s��tio para outro o el�etron

adquire uma fase dependente do campo que se torna completamente aleat�oria para

campos intensos.

e
i− φij

e
iφij

ji

B

Figura 3.2: Problema do 
uxo aleat�orio

Estes problemas possuem uma simetria discreta que in
uencia drasticamente

as propriedades f��sicas do modelo. A natureza da simetria pode ser entendida

observando-se a �gura (3.1). O ponto essencial �e que o hopping �e entre primeiros

vizinhos, ent~ao podemos dividir a rede em duas sub-redes A e B tais que a matriz

de hopping tij conecte s��tios das duas sub-redes mas n~ao da mesma sub-rede. Na

�gura (3.1) as sub-redes A e B correspondem a s��tios pretos e brancos, respectiva-

mente. Ap�os um ordenamento conveniente dos vetores da base, o hamiltoniano tem

representa�c~ao matricial puramente n~ao diagonal

H =

�
0 tAB
tyAB 0

�
: (3.3)

A existência de blocos apenas fora da diagonal no hamiltoniano pode ser indicada

pela condi�c~ao

�zH�z = �H; (3.4)
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onde �z =

�
1NB

0

0 1NA

�
�e uma generaliza�c~ao da matriz �z de Pauli. Seguindo a

nomenclatura adotada em QCD, simetrias de sub-rede da forma (3.4) s~ao chamadas

de simetrias quirais.

O problema de autovalor Hj i = "j i pode ser escrito nesta base como

"

�
 A
 B

�
=

�
0 tAB
t
y
AB 0

��
 A
 B

�
; (3.5)

onde  A e  B denotam as fun�c~oes de onda nos s��tios das sub-redes A e B, respecti-

vamente. Sendo NA e NB o n�umero de s��tios nas sub-redes A e B, e supondo, sem

perda de generalidade, que NA > NB, vale o seguinte teorema para as fun�c~oes de

onda de energia zero [50]

Teorema 3.1 Em qualquer rede bipartida com desordem apenas n~ao diagonal, h�a

NA �NB autofun�c~oes linearmente independentes com autovalor " = 0. Al�em disso,

todas as amplitudes  j da fun�c~ao de onda s~ao nulas nos s��tios da sub-rede B.

O teorema implica termos jNA � NBj modos zero (autovalores de energia

nula) com suporte na sub-rede A. Os autovalores n~ao nulos da matriz (3.3) ocorrem

em pares sim�etricos �". As propriedades f��sicas de sistemas com simetria quiral s~ao

n~ao triviais quando a energia est�a no centro da banda (" = 0). Mas, �a medida que

nos afastamos da origem, o efeito da simetria de sub-rede no espectro e nas fun�c~oes

de onda diminui e ocorre um crossover para o comportamento usual. Isso se deve ao

fato de que, embora o hamiltoniano (3.3) seja sempre quiral para qualquer energia,

as propriedades termodinâmicas e de transporte dos sistemas dependem da fun�c~ao

de Green G�(") = ("� i��H)�1, � ! 0+ e n~ao do hamiltoniano propriamente dito.

Usando (3.4) e �2
z = 1, temos

G�(") = ��zG
�(�")�z; (3.6)

o que explica a perda da simetria para " 6= 0. A simetria quiral �e quebrada pela

presen�ca de desordem no s��tio, hopping entre vizinhos distantes ou (em alguns casos)

condi�c~oes de contorno peri�odicas [51].

Sistemas desordenados unidimensionais com simetria quiral foram estudados

por v�arios m�etodos e em diferentes contextos, e suas propriedades de localiza�c~ao

s~ao bem entendidas. No caso bidimensional a situa�c~ao �e diferente, os tratamentos

anal��tico e num�erico s~ao bastante complicados e os resultados n~ao est~ao bem estabe-

lecidos. Tendo em vista este problema, �e natural estudar o caso intermedi�ario entre

uma e duas dimens~oes, os �os quânticos \quase unidimensionais", onde L � Lt.

Tese de Mestrado - Departamento de F��sica - UFPE



3.3 Modelo microsc�opico 59

Tais sistemas apresentam regimes localizado e difusivo do transporte quântico com

um tratamento anal��tico control�avel. O trabalho anal��tico tem seguido duas linhas:

modelo � n~ao linear supersim�etrico e a teoria de matrizes aleat�orias. Os resultados

mais interessantes obtidos nestes trabalhos s~ao a dependência do comprimento de

localiza�c~ao com a paridade do n�umero de canais abertos [52] e o comportamento

anômalo da densidade de estados no centro da banda [53]. Podemos resumir estes

resultados da seguinte maneira

1. Para N par a condutância decai exponencialmente na escala do comprimento

de localiza�c~ao �, a densidade de estados diverge com �(") / j ln(")j na presen�ca
de simetria de revers~ao temporal (� = 1) e quando esta simetria �e quebrada

(� = 2), �(") / j" ln(")j.

2. Para N ��mpar, o �o em " = 0 �e met�alico, a condutância decai algebricamente

com o comprimento e a densidade de estados diverge de acordo com �(") /
1=j" ln3(")j .

Um efeito similar, mas relacionado ao n�umero total de s��tios, in
uencia as pro-

priedades espectrais e de transporte de um ponto quântico quiral, isto �e, o limite

zero dimensional de um �o quântico com simetria de sub-rede [54]. Outro efeito

interessante �e que a condutância depende de como �e feito o acoplamento com os

guias, ou seja, o n�umero e o tipo dos s��tios envolvidos no acoplamento [55]. Se o

acoplamento da direita �e feito apenas com s��tios da sub-rede A e o da esquerda com

s��tios da sub-rede B, a corrente �e nula. A condi�c~ao para a existência de corrente �e

que o acoplamento seja compartilhado por s��tios de sub-redes diferentes.

3.3 Modelo microsc�opico

Nesta se�c~ao, apresentamos um modelo microsc�opico simples que descreve

o hopping aleat�orio de uma part��cula entre as sub-redes de uma rede bipartida. O

modelo consiste de uma rede formada porN cadeias acopladas na regi~ao desordenada

e desacopladas nos guias ideais, ver �gura (3.3). O hamiltoniano que descreve o salto

de um el�etron de uma sub-rede para outra �e dado por

H =
X
n

X
i;j

(tn;jic
y
n;jcn+1;i + t�n;jic

y
n+1;icn;j); (3.7)

onde i; j s~ao ��ndices para as N cadeias e n rotula os s��tios da sub-rede A, se n �e

par, e sub-rede B, se n �e ��mpar. A equa�c~ao (3.7) est�a na linguagem da segunda
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L

j = 1

j = 2

j = 3

n = 1 n= 2 n = 3 n = 4

B A BA

a

Figura 3.3: Modelo de hopping aleat�orio descrito pela Eq. (3.7), para N = 3. A

regi~ao desordenada tem comprimento L = 4a. As diferentes cadeias s~ao acopladas

na regi~ao desordenada e desacopladas nos guias ideais.

quantiza�c~ao, em termos dos operadores fermiônicos de cria�c~ao c
y
ij e aniquila�c~ao cij.

Estes operadores satisfazem a rela�c~ao de anti-comuta�c~ao

fcij; cylkg = ÆilÆjk, fcyij; cylkg = 0 = fcij; clkg: (3.8)

Vamos obter uma equa�c~ao para a fun�c~ao de onda nos s��tios a partir da Eq.(3.7).

Inicialmente escrevemos a equa�c~ao de Schr�odinger

Hj i = "j i: (3.9)

Os auto-estados podem ser expandidos como

j i =
X
rs

 rsc
y
rsj0i; (3.10)

onde  rs �e a fun�c~ao de onda no s��tio (r; s) e j0i �e o estado de v�acuo. Substituindo (3.7)
e (3.10) em (3.9), e usando

cikj0i = 0; (3.11)

cikc
y
lm = ÆilÆkm � cylmcik; (3.12)

temos

�" n;j =
NX
i=1

(tn;ji n+1;i + t�n�1;ij n�1;i) ; j = 1; : : : ; N: (3.13)
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Estas equa�c~oes podem ser escritas numa forma matricial

�"	n = Tn	n+1 + T yn�1	n�1; (3.14)

onde 	n �e um vetor coluna contendo as fun�c~oes de onda da sub-rede indexada por n

e Tn �e uma matriz de hopping N�N . Para part��culas de spin-1=2, 	n �e composta de

N spinores e a matriz de hopping N�N consiste de quat�ernions. Note que o hopping

de primeiros vizinhos �e um caso particular da Eq. (3.7). Nos guias, as cadeias s~ao

independentes tn;ij = tÆi;j, a matriz de hopping �ca Tn = t1n e as equa�c~oes (3.13)

�cam desacopladas, restando uma equa�c~ao do tipo

�" n = t( n+1 +  n�1); (3.15)

para cada cadeia. Esta equa�c~ao tem solu�c~ao tipo onda plana  / einka e rela�c~ao de

dispers~ao

"k = �2t cos(ka): (3.16)

3.4 Simetria quiral

A equa�c~ao de Schr�odinger (3.14) possui uma simetria adicional: a energia

muda de sinal "! �" numa transforma�c~ao em que a fun�c~ao de onda muda de sinal

apenas numa sub-rede 	n ! (�1)n	n. Conseq�uentemente, para qualquer realiza�c~ao

da desordem, o espectro de autovalores de energia �e sim�etrico em rela�c~ao ao centro

da banda " = 0. Esta �e a simetria quiral, que se origina devido ao fato da desordem

preservar a estrutura bipartida da rede.

Nos guias da direita e esquerda, a equa�c~ao de Schr�odinger (3.14) na energia " �e

resolvida pela superposi�c~ao de ondas planas entrando e saindo da regi~ao desordenada

	1
n(") = a1"e

�ikna + b1"e
ikna; (3.17)

	2
n(") = a2"e

�ikna + b2"e
ikna: (3.18)

Aqui 0 � k � �=a, " = �2t cos(ka) e ai e bi (i = 1; 2) s~ao vetores coluna contendo as

amplitudes das ondas que entram e saem da regi~ao de espalhamento. Por de�ni�c~ao,

estas amplitudes se relacionam atrav�es da matriz de espalhamento�
b1"
b2"

�
= S(")

�
a1"
a2"

�
: (3.19)
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3.4.1 Matriz de espalhamento

As simetrias estudadas no cap��tulo 2 continuam v�alidas. A conserva�c~ao de


uxo implica

Sy(")S(") = 1: (3.20)

Para os casos � = 1 e 4, ou seja, quando a simetria de revers~ao temporal est�a

presente temos ainda

S�(")S(") = 1; (3.21)

onde o s��mbolo * denota conjuga�c~ao complexa usual para � = 1 e conjuga�c~ao com-

plexa quaterniônica para � = 4. A simetria quiral implica um v��nculo extra na

matriz de espalhamento. Para achar o efeito desta simetria na matriz S, notamos

que a transforma�c~ao 	n ! (�1)n	n troca ondas incidentes com energia " por on-

das saindo da regi~ao desordenada com energia �" e vice-versa. Para visualizar esta
troca de sentido de propaga�c~ao, devemos notar que a mudan�ca no sinal da energia

acarreta uma transla�c~ao de �=a na rede rec��proca [56], ou seja,

"! �" =) k ! k +
�

a
: (3.22)

O intervalo relevante de k �e a primeira zona de Brillouin, k 2 [��=a; �=a]. Da

equa�c~ao (3.22) vemos que um k negativo �e levado num k positivo e um k positivo �e

levado na segunda zona e ent~ao �e rebatido da faixa negativa da primeira zona. Se

as propriedades de espalhamento n~ao mudam com essa troca de sentido, a matriz

que conecta os estados de espalhamento �e a mesma, ou seja,�
a1�"
a2�"

�
= S(")

�
b1�"
b2�"

�
: (3.23)

Usando a Eq. (3.19) com energia �", temos�
b1�"
b2�"

�
= S(�")

�
a1�"
a2�"

�
: (3.24)

Substituindo (3.24) em (3.23), temos

S(")S(�") = 1; (3.25)

combinando (3.25) com a condi�c~ao unitariedade (3.20), temos

S(") = Sy(�"): (3.26)

Diferente dos outros v��nculos, a Eq. (3.26) envolve matrizes com diferentes

energias, exceto no centro da banda " = 0, onde a matriz S �ca Hermitiana

S = Sy: (3.27)
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3.4.2 Matriz de transferência

Como vimos no cap��tulo 2, um tratamento equivalente do problema de es-

palhamento �e obtido atrav�es da matriz de transferência, de�nida por�
a1"
b1"

�
=M(")

�
a2"
b2"

�
: (3.28)

A simetria quiral implica o v��nculo [51]

�xM(")�x =M(�"): (3.29)

No apêndice B mostramos que qualquer matriz de transferência no caso quiral

(" = 0) pode ser escrita como

M =

�
u 0

0 u

�� p
1 + �

p
�p

�
p
1 + �

��
v 0

0 v

�
; (3.30)

onde u e v s~ao matrizes N �N ortogonais (� = 1), unit�arias (� = 2) ou quat�ernions

reais unit�arias (� = 4) e � �e uma matriz diagonal os N autovalores positivos da

matriz

Q =
1

4
[M yM + (M yM)�1 � 2]: (3.31)

Podemos obter a matriz de espalhamento a partir da matriz de transferência [23].

Usando as de�ni�c~oes (3.19) e (3.28), obtemos

S =

�
�v�1Xv v�1Y u�1

uY v uXu�1

�
; (3.32)

onde X =
�

�
1+�

�1=2
e Y =

�
1

1+�

�1=2
. Os autovalores �i se relacionam com os auto-

valores de transmiss~ao por �i � (1� �i)=�i. A matriz de espalhamento �ca

S =

�
v 0

0 u

��
�
p
1� �

p
�p

�
p
1� �

��
v�1 0

0 u�1

�
: (3.33)

Note que esta �e a representa�c~ao polar do caso Wigner-Dyson, Eq. (2.114), com

v1 = v, v2 = u e o v��nculo extra v3 = v�11 e v4 = v�12 .
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3.5 Princ��pio de m�axima entropia

Uma vez implementado o v��nculo extra da simetria quiral nas matrizes de

transferência e espalhamento, podemos determinar como a simetria atua nas pro-

priedades dos observ�aveis de transporte. O sistema que vamos estudar consiste de

um ponto quântico com simetria de sub-rede acoplado a reservat�orios de el�etrons

por dois guias ideais. Para estudarmos os efeitos da simetria quiral, em " = 0,

assumimos a existência de uma densidade �nita de autoestados de energia nula res-

pons�aveis pelo transporte no ponto quiral. Nos guias a propaga�c~ao �e gen�erica, sem

necessidade de simetria de sub-rede. O acoplamento do ponto com os guias �e ideal

e a conex~ao envolve s��tios das duas sub-redes, garantindo a existência de corrente

[55].

A matriz S no ponto quiral deve satisfazer as rela�c~oes

S�S = 1 e S2 = 1; (3.34)

onde a segunda equa�c~ao �e a combina�c~ao da conserva�c~ao de 
uxo com a simetria

quiral. A representa�c~ao polar (3.33) da matriz S pode ser escrita como

S =

�
u 0

0 v

��
� cos 2� sen2�

sen2� cos 2�

��
u�1 0

0 v�1

�
; (3.35)

onde � �e uma matriz diagonal com N autovalores 0 � �i � �=2, que se relacionam

com os autovalores de transmiss~ao por �i = sen2(2�i), i = 1; : : : ; N .

Como mencionamos no capitulo 2, estamos interessados num ensemble de

sistemas, que ser�a representado por um ensemble de matrizes S. Para de�nir uma

probabilidade P(S), precisamos introduzir a medida invariante para o espa�co das

matrizes. O c�alculo da medida encontra-se no apêndice C, onde mostramos que

d�(S) /
Y
i<j

Y
�=�

jsen(�i + ��j)j�
NY
i=1

sen�(2�i)

NY
i=1

d�i d�(u)d�(v): (3.36)

Onde � �e o parâmetro de simetria e � = � � 1. Estes expoentes, bem como a

dependência das coordenadas radiais, est~ao intrinsecamente ligados �a estrutura do

espa�co sim�etrico da matriz de espalhamento quiral. Ver tabela (3.5).

Na se�c~ao (3.1) vimos que um esquema baseado no conceito de espa�cos sim�etricos

da teoria de grupos de Lie tem sido usado na classi�ca�c~ao dos ensembles de matrizes

aleat�orias. Esta classi�ca�c~ao �e exaustiva para os casos do hamiltoniano, matriz de

transferência e ensembles circulares, mas, como apontado por Caselle [45], n~ao se
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aplica aos ensembles de matrizes S de um sistema de dois terminais obtidos nas

referências [33] e [34], exceto no caso de simetria de revers~ao temporal quebrada.

No entanto, as classes de universalidade do problema equivalente no caso quiral po-

dem ser classi�cadas do acordo com a teoria de Cartan de espa�cos sim�etricos, como

mostra a tabela abaixo.

ES G H R � � SRS SRT

BDI SO(2N) SO(N)
SO(N) DN 0 1 sim sim

AIII U(2N) U(N)
U(N) CN 1 2 irrelevante n~ao

CII Sp(2N) Sp(N)
Sp(N) CN 3 4 n~ao sim

Tabela 3.2: Classes de universalidade para um ponto quântico com simetria quiral.

A tabela lista os espa�cos sim�etricos (ES) na nota�c~ao de Cartan, de�nidos por G=H,

onde G �e o grupo de simetria e H �e o subgrupo maximal, a rede de ra��zes R, as
multiplicidades � e � das ra��zes e indica a presen�ca ou ausência das simetrias de

revers~ao temporal (SRT) e rota�c~ao de spin (SRS).

Uma vez determinada a medida invariante, a distribui�c~ao de autovalores de

transmiss~ao �e encontrada atrav�es do princ��pio de m�axima entropia. Com o proced-

imento an�alogo ao usado na se�c~ao (2.5.2), encontramos

P (f�g) = CN

Y
i<j

Y
�=�

jsen(�i + ��j)j�
NY
i=1

sen�(2�i): (3.37)

A Eq. (3.37) �e o resultado central deste trabalho, pois, al�em das conex~oes com

o conceito de espa�cos sim�etricos da teoria de grupos de Lie, �e atrav�es dela que

calculamos as propriedades de transporte de interesse.

A grande virtude do princ��pio de m�axima entropia �e que ele n~ao leva em

considera�c~ao os detalhes microsc�opicos do modelo, por exemplo, quantos s��tios s~ao

usados para de�nir o acoplamento da cavidade com os guias. O importante �e a

existência do acoplamento e o fato de o mesmo usar s��tios de sub-redes diferentes,

garantindo a presen�ca de corrente.
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Cap��tulo 4

Propriedades de Transporte em

Pontos Quirais

Neste cap��tulo usamos a densidade conjunta de probabilidade (3.37) para

o c�alculo de observ�aveis de transporte em pontos quânticos com simetria quiral.

O cap��tulo est�a dividido da seguinte maneira: na se�c~ao 4.1 consideramos o caso

particular de apenas um modo propagante. Neste caso obtemos analiticamente

express~oes para as m�edias e distribui�c~oes da condutância e potência de ru��do de

disparo. Na se�c~ao 4.2 obtemos resultados exatos usando a teoria de polinômios

ortogonais. Para sistemas com simetria de revers~ao temporal quebrada, � = 2,

encontramos o ensemble de Legendre e calculamos a condutância e a potência do

ru��do de disparo para um n�umero arbitr�ario N de canais abertos. Na se�c~ao 4.3

apresentamos um ensemble de movimento Browniano e calculamos o valor m�edio da

condutância dependente do n�umero de canais abertos e do parâmetro de simetria, �.

Na seq�uência derivamos f�ormulas semi-cl�assicas para a m�edia, se�c~ao 4.4, e variância,

se�c~ao 4.5, de uma estat��stica linear arbitr�aria. Uma compara�c~ao entre os resultados

obtidos com os do ponto quântico de Wigner-Dyson �e fornecida na se�c~ao 4.6.

4.1 Sistema com um modo propagante

Como nos pontos quânticos usuais, tamb�em podemos obter resultados exatos

para o caso de apenas um modo propagante. Para N = 1, a distribu�c~ao (3.37) �ca

P (�) = 2
�(�=2 + 1=2)p

��(�=2)
sin��1(2�): (4.1)

66
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Em termos da vari�avel �, a condutância e a potência do ru��do de disparo s~ao dados

por

g = sin2(2�); (4.2)

p = sin2(2�) cos2(2�): (4.3)

As m�edias destes observ�aveis resultam em

hgi = 2

Z �=2

0

P (�) sin2(2�)d� =
�

� + 1
; (4.4)

hpi = 2

Z �=2

0

P (�) sin2(2�) cos2(2�)d� =
�

(� + 1)(� + 3)
: (4.5)

As distribui�c~oes s~ao dadas por

P (g) = 2

Z �=2

0

Æ
�
g � sin2(2�)

�
P (�)d�; (4.6)

W (p) = 2

Z �=2

0

Æ
�
p� sin2(2�) cos2(2�)

�
P (�)d�: (4.7)

No caso da condutância temos uma distribui�c~ao beta

P (g) =
�(�=2 + 1=2)p

��(�=2)

g�=2�1p
1� g

; (4.8)

bastante diferente da lei de potência P (g) = (�=2)g�=2�1 encontrada para as classes
de Wigner-Dyson [34]. Para a potência do ru��do de disparo, temos

W (p) =
�(�=2 + 1=2)

�(�=2)
p
(1� 4p)�

X
�=�

�
�=2�1
�p
1� ��

; (4.9)

onde

�� �
1 + �

p
1� 4p

2
: (4.10)

Mostramos na �gura (4.1) os gr�a�cos destas distribui�c~oes para todos os valores de

�. Tamb�em comparamos estes resultados com os das classes de Wigner-Dyson,

apresentados no cap��tulo 2.
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Figura 4.1: Distribui�c~ao da condutância (coluna da esquerda) e da potência do ru��do

de disparo (coluna da direita) para o caso N = 1 e � = 1; 2 e 4. Os resultados para

pontos quânticos com simetria quiral s~ao mostrados em vermelho e os dos pontos

de Wigner-Dyson, em azul.
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Observe que a presen�ca da simetria quiral modi�ca substancialmente as dis-

tribui�c~oes. O regime de pequeno n�umero de canais propagantes �e denominado limite

quântico extremo e �e realizado quando o ponto quântico �e acoplado aos reservat�orios

de el�etrons por contatos pontuais com uma condutância quantizada 2e2=h. Este

regime �e experimentalmente acess��vel e distribui�c~oes claramente n~ao gaussianas s~ao

obtidas para os pontos convencionais [57].

4.2 N�umero arbitr�ario de modos propagantes

Nesta se�c~ao vamos usar o m�etodo dos polinômios ortogonais para o c�alculo

dos observ�aveis de transporte. Para isso vamos considerar a mudan�ca de vari�aveis

xi = cos(2�i); (4.11)

como 0 � �i � �=2 temos �1 � xi � 1. Em termos das novas vari�aveis, a dis-

tribui�c~ao de probabilidade (3.37) �ca

Peq(fxg) = ~CN

Y
i<j

jxi � xjj�
NY
i

w(xi); (4.12)

onde (1�x2i )�=2�1;�1 � xi � 1. O subscrito eq denota equil��brio, antecipando o fato

da equa�c~ao de Fokker-Planck (4.51) relexar para esta distribui�c~ao num tempo longo.

A express~ao (4.12) �e conhecida da teoria de matrizes aleat�orias como ensemble de

Jacobi [31] e muitos resultados �uteis encontram-se na literatura. Em particular,

f�ormulas expl��citas para a fun�c~ao de correla�c~ao de n-pontos, de�nida por

Rn(x1; : : : ; xn) =
N !

(N � n)!

Z 1

�1
dxn+1 : : :

Z 1

�1
dxNP (fxg); (4.13)

foram derivadas na referência [58], em termos de polinômios anti-ortogonais. Para

sistemas com simetria de revers~ao temporal quebrada (classe AIII), a distribui�c~ao

de probabilidade �ca

Peq(fxg) = ~CN

Y
i<j

jxi � xjj2: (4.14)

Neste caso a fun�c~ao peso �e w(x) = 1, o que caracteriza o ensemble de Legendre.

Notando que o produto das diferen�cas que aparece na equa�c~ao (4.14) pode ser vis-

to como o quadrado de um determinante de Vandermonde e realizando opera�c~oes
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convenientes nas linhas desta matriz, podemos mostrar que

P (fxg) = 1

N !
det(KN(xi; xj))i;j=1;2;::: ;N ; (4.15)

onde

KN (x; y) =

N�1X
n=0

(n+ 1=2)Pn(x)Pn(y); (4.16)

e Pn(x) s~ao os polinômios de Legendre. Este procedimento �e usual nos ensembles

de polinômios ortogonais da teoria de matrizes aleat�orias [31], [59]. A fun�c~ao de

correla�c~ao de n-pontos �ca

Rn(x1; : : : ; xn) = det(KN(xi; xj))i;j=1;2;::: ;n: (4.17)

Em particular, a densidade m�edia de autovalores de�nida por

�(x) =

NX
i=1

hÆ(x� xi)i; (4.18)

�e dada pela fun�c~ao de um ponto

�(x) = R1(x) = KN (x; x) =

N�1X
n=0

(n+ 1=2)P 2
n(x): (4.19)

Em termos das vari�aveis iniciais, a densidade de autovalores �(�) �e tal que �(�)d� =

�(x)dx. Temos ent~ao

�(�) = sin 2�

N�1X
n=0

(2n+ 1)P 2
n(cos 2�): (4.20)

A equa�c~ao (4.20) pode ser reescrita como

�(�) = lim
�0!�

K(�; �0); (4.21)

onde

K(�; �0) =
p
sin 2� sin 2�0

N�1X
n=0

(2n+ 1)Pn(cos 2�)Pn(cos 2�
0): (4.22)

Na se�c~ao (4.1) estudamos o limite quântico extremo (N = 1). Antes de considerar-

mos o caso de um n�umero N qualquer de canais propagantes, �e interessante estudar

o limite oposto, ou seja, o limite em que N � 1.
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4.2.1 Limite semicl�assico (N � 1)

Vamos condiderar o limite semicl�assico onde N � 1. Usando a aproxima�c~ao dos

polinômios de Legendre para n� 1 [60],

Pn(cos �) =

�
2

�n sin �

�1=2

cos((n+ 1=2)� � �=4) +O(n�3=2); 0 < � < �; (4.23)

obtemos

K(�; �0) =
2

�

N�1X
n=0

cos
h
(2n+ 1)� � �

4

i
cos
h
(2n+ 1)�0 � �

4

i
: (4.24)

De�nindo n = Nr � 1=2 e tomando o limite do cont��nuo, temos

K(�; �0) =
2N

�

Z 1

0

dr cos
h
2Nr� � �

4

i
cos
h
2Nr�0 � �

4

i
: (4.25)

Note que

cos
h
2Nr� � �

4

i
cos
h
2Nr�0 � �

4

i
=

1

2
cos(2Nr(� � �0)) +

1

2
sin(2Nr(� + �0));

(4.26)

onde o segundo termo oscila muito r�apido para N � 1 e 0 < �; �0 < �=2, n~ao

contribuindo, portanto para a integral. Substituindo (4.26) em (4.25) e integrando,

obtemos

K(�; �0) =
N

�

sin 2N(� � �0)
N(� � �0)

: (4.27)

A densidade �ca

�(�) = lim
�0!�

K(�; �0) =
2N

�
: (4.28)

Usando a densidade (4.28), podemos calcular o limite semicl�assico da condutância

e potência do ru��do de disparo

hgi =
NX
i=1

hsin2 �ii =
Z �=2

0

sin2(�)�(�)d� =
N

2
; (4.29)
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hpi =
NX
i=1

hsin2 �i cos2 �ii =
Z �=2

0

sin2(�) cos2(�)�(�)d� =
N

8
; (4.30)

concordando com os resultados do ponto quântico de Wigner-Dyson. O transporte

no ponto quântico �e bal��stico. Ent~ao, como vimos no cap��tulo 1, toda a resistência

surge na interface entre o condutor e os contatos. A equa�c~ao (4.29) pode ser inter-

pretada como a condutância de contato m�edia do ponto quântico. A condutância

m�edia no i-�esimo contato �e hgii = Ni, onde Ni (i = 1; 2) �e o n�umero de canais

abertos. A condutância de contato m�edia pode ser obtida pela lei de composi�c~ao

em s�erie

1

hgi =
1

hg1i
+

1

hg2i
=

1

N1

+
1

N2

=) hgi = N1N2

N1 +N2

: (4.31)

No caso particular de contatos idênticos, N1 = N2 = N , temos hgi = N=2. Al�em

disso, o comportamento sub-Poissônico do ru��do de disparo indica a existência de

correla�c~ao entre os el�etrons devido ao princ��pio da exclus~ao de Pauli.

Tamb�em podemos determinar a densidade de autovalores de transmiss~ao,

�(�). A partir da rela�c~ao

�(�) =

Z �=2

0

Æ(� � sin2(2�))�(�)d�; (4.32)

obtemos

�(�) =
N

�

1p
�(1� �)

; (4.33)

express~ao obtida para os pontos quânticos convencionais nas referências [33] e [34].

Intuitivamente, poder��amos esperar que a distribui�c~ao tivesse um pico num determi-

nado autovalor. No entanto, o c�alculo exato revela que a distribui�c~ao de autovalores

�e bimodal, com picos em 1 (canais perfeitamente abertos) e 0 (canais fechados).

O conhecimento de toda a distribui�c~ao �e importante para o c�alculo da m�edia de

qualquer estat��stica linear dos autovalores de transmiss~ao.

4.2.2 Solu�c~ao exata usando polinômios ortogonais

Uma vez estudados os casos limite, vamos ao caso geral de um n�umero N

arbitr�ario de canais. Por ser matematicamente mais simples vamos considerar o

caso � = 2, no qual a distribui�c~ao de probabilidade �e dada pela equa�c~ao (4.14).
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Seja F =
PN

i=1 f(xi) uma estat��stica linear arbitr�aria. A m�edia e variância de F s~ao

dadas por

hF i =

Z 1

�1
dxf(x)�(x); (4.34)

var(F ) = hF 2i � hF i2 =
Z 1

�1
dx

Z 1

�1
dyf(x)f(y)C(x; y); (4.35)

onde C(x; y) = Æ(x� y)K(x; x)�K2(x; y) �e a fun�c~ao de correla�c~ao de dois pontos.

De�na

Xq �
NX
i=1

xqi : (4.36)

Vamos mostrar como calcular a m�edia de estat��sticas lineares do tipo (4.36) atrav�es

da equa�c~ao (4.34). Por exemplo, no caso q = 2, temos

hX2i =
N�1X
n=0

2n+ 1

2

Z 1

�1
dxx2P 2

n(x); (4.37)

onde usamos a de�ni�c~ao (4.19) para densidade m�edia de autovaloes �(x). Calculamos

esta integral com o aux��lio da rela�c~ao de recorrência [61]

(2n+ 1)xPn(x) = (n+ 1)Pn+1(x) + nPn�1(x) (4.38)

e da rela�c~ao de ortonormalidade dos polinômios de LegendreZ 1

�1
Pn(x)Pm(x)dx =

2

2n+ 1
Æn;m: (4.39)

Temos ent~ao

hX2i =
N�1X
n=0

2n2 + 2n� 1

(2n� 1)(2n+ 3)
=
N(2N2 � 1)

4N2 � 1
: (4.40)

Outro caso importante �e quando q = 4. Com um procedimento similar, encontramos

hX4i =
3N(2N4 � 6N2 + 3)

16N4 � 40N2 + 9
: (4.41)
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Como exemplo de c�alculo de variância, vamos considerar X2.

var(X2) =

N�1X
n=0

2n+ 1

2

Z 1

�1
x4P 2

n(x)

�
N�1X
n=0

N�1X
m=0

(2n + 1)(2m+ 1)

4

Z 1

�1
x2Pn(x)Pm(x)

Z 1

�1
y2Pn(y)Pm(y)

efetuando as integrais, temos

var(X2) =
2N2(4N4 � 9N2 + 3)

(4N2 � 1)2(4N2 � 9)
: (4.42)

Podemos usar esses resultados para o c�alculo de observ�aveis. Nesta repre-

senta�c~ao os autovalores de transmiss~ao s~ao dados por � = 1� x2, com �1 � x � 1.

A condutância e a potência do ru��do de disparo s~ao dadas pelas estat��sticas lineares

g =
X
i

(1� x2i ) = N �X2; (4.43)

p =
X
i

x2i (1� x2i ) = X2 �X4: (4.44)

Usando as equa�c~oes (4.40) e (4.41), temos as m�edias

hgi =
2N3

4N2 � 1
; (4.45)

hpi =
2N3(N2 � 2)

16N4 � 40N2 + 9
: (4.46)

Note que as equa�c~oes (4.45) e (4.46) com N = 1 concordam com as equa�c~oes (4.4)

e (4.5) no caso � = 2. A variância da condutância �e dada por

var(g) = var(X2) =
2N2(4N4 � 9N2 + 3)

(4N2 � 1)2(4N2 � 9)
: (4.47)

Para N � 1, temos a expanss~ao semicl�assica

hgi =
N

2
+

1

8N
+O(N�3); (4.48)

var(g) =
1

8
+

1

16N2
+O(N�4); (4.49)

hpi =
N

8
+

1

16N
+O(N�3): (4.50)
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Note que o primeiro termo de expans~ao de hgi e hpi concorda com os resultados pre-

liminares (4.29) e (4.30). Como no caso de Wigner-Dyson, a corre�c~ao de localiza�c~ao

fraca (termo de ordem N0) �e suprimida na presen�ca do campo magn�etico. Vere-

mos mais detalhes nas se�c~oes 4.4 e 4.5. O m�etodo de polinômios ortogonais �e �util

para o c�alculo exato de algumas propriedades de transporte. No entanto surgem

di�culdades t�ecnicas no c�alculo das integrais em situa�c~oes de interesse, como no

c�alculo da variância da potência de ru��do de disparo. Para casos � = 1 e � = 4

existe um procedimento similar, por�em mais complicado, pois as integrais envolvem

polinômios anti-ortogonais [58], [31]. Na pr�oxima se�c~ao veremos que o formalismo

de Fokker-Planck fornece um m�etodo sistem�atico de c�alculo, v�alido para qualquer

classe de simetria.

4.3 M�etodo da equa�c~ao de Fokker-Planck

No cap��tulo 2, assumimos que os n��veis xi executam um movimento Browni-

ano em fun�c~ao de um tempo �ct��cio t, com distribui�c~ao de equil��brio Peq(fxg) para
t!1. A evolu�c~ao temporal da distribui�c~ao de probabilidade �e dada pela equa�c~ao

de Fokker-Planck

@

@t
P (fxg; t) = LFPP (fxg; t); (4.51)

onde

LFP =

NX
i=1

@

@xi

�
J�!Ns(xi)

@

@xi
(J�!N)

�1
�
; (4.52)

com

J� =
Y
i<j

jxi � xjj� ; !N =

NY
i=1

!(xi); (4.53)

!(x) = (1� x2)�=2�1 e s(x) = 1� x2: (4.54)

Podemos colocar o operador de Fokker-Planck (4.52) na forma padr~ao [62]

LFP =
X
i

�
� @

@xi
D

(1)

i +
@2

@x2i
D

(2)

i

�
; (4.55)
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onde D
(1)

i �e o coe�ciente de deriva e D
(2)

i �e o coe�ciente de difus~ao. Estes coe�cientes

s~ao dados por

D
(1)

i = �
X
j 6=i

1� x2i
xi � xj

� �xi; (4.56)

D
(2)
i = s(xi) = 1� x2i : (4.57)

O operador adjunto formal LyFP �e de�nido porZ
dNxP1(fxg)LFPP2(fxg) =

Z
dNxP2(fxg)LyFPP1(fxg): (4.58)

Usando o operador de Fokker-Planck (4.52) em (4.58), temos

LyFP = (J�!N)
�1LFP (J�!N): (4.59)

O operador adjunto formal pode ser escrito na forma

LyFP =

NX
i=1

�
D

(1)
i

@

@xi
+D

(2)
i

@2

@x2i

�
: (4.60)

Substituindo as Eqs. (4.56) e (4.57), temos

LyFP =
X
i

�
��xi

@

@xi
+ (1� x2i )

@2

@x2i

�
+ �

X
i6=j

1� x2i
xi � xj

@

@xi
: (4.61)

C�alculo de m�edias

Seja F = F (x1; : : : ; xN) um observ�avel qualquer. Sua evolu�c~ao temporal �e

calculada a partir de

hF it =
Z
dNxF (fxg)P (fxg; t): (4.62)

Tomando a derivada de hF it em rela�c~ao ao tempo temos

@

@t
hF it =

Z
dNxF (fxg) @

@t
P (fxg; t) =

Z
dNxF (fxg)LFPP (fxg; t); (4.63)

Tese de Mestrado - Departamento de F��sica - UFPE



4.3 M�etodo da equa�c~ao de Fokker-Planck 77

onde usamos a Eq. (4.51). Da de�ni�c~ao do operador adjunto formal, temos

@

@t
hF it =

Z
dNxP (fxg; t)LyFPF (fxg): (4.64)

Obtemos a m�edia dos observ�aveis a partir a equa�c~ao (4.64). Como na se�c~ao anterior,

vamos considerar observ�aveis do tipo Xq =
PN

i=1 x
q
i . Vamos ilustrar como o c�alculo

�e feito para alguns casos:

1. F = X1

A atua�c~ao do operador adjunto (4.61) sobre X1 �e dada por

LyFPX1 = ��NX1: (4.65)

Substituindo (4.65) em (4.64) temos a equa�c~ao

@

@t
hX1it = ��NhX1it; (4.66)

cuja solu�c~ao �e

hX1it = hX1i0e��Nt: (4.67)

A solu�c~ao no equil��brio �e obtida tomando-se o limite t!1

hX1ieq = lim
t!1

hX1it = 0: (4.68)

2. F = X2

A atua�c~ao do operador adjunto LyFP sobre X2 �e dada por

LyFPX2 = N(N� + 2� �)� (2�N + 2� �)X2 � �(X1)
2: (4.69)

Vemos que X2 n~ao �e autovetor de LyFP . Substituindo (4.69) em (4.64) temos

@

@t
hX2it = N(N� + 2� �)� (2�N + 2� �)hX2it � �h(X1)

2it: (4.70)

Note que aparece o termo h(X1)
2it. Precisamos obter a equa�c~ao de movimento

para este observ�avel.
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3. F = (X1)
2

A atua�c~ao do operador adjunto LyFP sobre (X1)
2 fornece

LyFP (X1)
2 = 2N � 2X2 � 2�N(X1)

2: (4.71)

Substituindo (4.71) em (4.64) temos

@

@t
h(X1)

2it = 2N � 2hX2it � 2�Nh(X1)
2it: (4.72)

No equil��brio temos @
@t
hX2it = 0 = @

@t
h(X1)

2it. As equa�c~oes (4.70) e (4.72)

fornecem o sistema

�hX2
1 i+ (2�N + 2� �)hX2i = N(N� + 2� �); (4.73)

�NhX2
1 i+ hX2i = N; (4.74)

cuja solu�c~ao �e

hX2i =
N(�N2 + (2� �)N � 1)

2�N2 + (2� �)N � 1
; (4.75)

hX2
1 i =

N2

2�N2 + (2� �)N � 1
: (4.76)

Podemos utilizar os resultados anteriores para calcular a m�edia da con-

dutância,

hgi =
NX
i=1

h1� x2i i = N � hX2i =
�N3

2�N2 + (2� �)N � 1
; (4.77)

que concorda com as equa�c~oes (4.45) para � = 2 e (4.4) para N = 1. No limite

N � 1, a equa�c~ao (4.77) �ca

hgi = N

2
+
� � 2

4�
+
�2 � 2� + 4

8�2N
+O(N)�2: (4.78)

�E instrutivo comparar a Eq.(4.78) com o resultado da condutância do ponto

quântico convencional

hgiWD =
N

2
+
� � 2

4�
+
(� � 2)2

8�2N
+O(N)�2: (4.79)

Note que nas duas equa�c~oes temos um termo de ordemN0 consistente com a corre�c~ao

de localiza�c~ao fraca para � = 1 e anti-localiza�c~ao para � = 4. Como veremos adiante,

a coincidência nas amplitudes desses efeitos nos casos Quiral e Wigner-Dyson �e

caracter��stico da condutância e n~ao se estende, em geral, a outros observ�aveis.
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4.4 Corre�c~ao de localiza�c~ao fraca

Vimos no cap��tulo 1 que o fenômeno da localiza�c~ao fraca resulta na corre�c~ao

do valor m�edio de um observ�avel de transporte, por exemplo, a condutância. Esse

efeito �e suprimido pela aplica�c~ao de um campo magn�etico, ver �gura 1.2. Embora

pequena, a corre�c~ao de localiza�c~ao fraca �e universal, pois n~ao depende da forma da

amostra nem de detalhes microsc�opicos, dependendo apenas da presen�ca ou ausência

das simetrias de revers~ao temporal e rota�c~ao de spin.

Nesta se�c~ao vamos calcular uma express~ao para m�edia de uma estat��stica

linear arbitr�aria no limite N � 1. Para fazer contato com resultados j�a obtidos na

literatura para os pontos quânticos usuais, vamos fazer a mudan�ca de vari�aveis

x =
�� 1

�+ 1
; (4.80)

onde 0 � � � 1. Em termos das novas vari�aveis, o operador de Fokker- Planck (4.52)

�ca

LFP =

NX
i=1

@

@�i

�
~J� ~!N ~s(�i)

@

@�i
( ~J� ~!N)

�1
�
; (4.81)

com

~J� =
Y
i<j

j�i � �jj� ; ~!N =

NY
i=1

~!(�i); (4.82)

~!(�) =
��=2�1

(1 + �)N�
e ~s(�) = �(1� �2): (4.83)

Na forma padr~ao temos

LFP =

NX
i=1

�
� @

@�i
~D
(1)

i +
@2

@�2i

~D
(2)

i

�
; (4.84)

onde os coe�cientes de deriva e difus~ao s~ao dados por

~D
(1)

i = �
X
j(6=i)

�i(1 + �i)
2

�i � �j
+ V (�i); (4.85)

~D
(2)
i = �i(1 + �i)

2; (4.86)

V (�i) =
�

2
(1 + �i)

2 + (2�N�)�i(1 + �i): (4.87)
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Seja F = F (�1; �2; : : : ; �N) = F (f�g) um observ�avel arbitr�ario. Como visto

no cap��tulo 2, sua evolu�c~ao temporal �e dada por

@

@t
hF it =

NX
i=1

Z
dN� ~P (f�g; t)

�
� @

@�i
~D
(1)
i +

@2

@�2i

~D
(2)
i

�
F (f�g); (4.88)

onde ~P (f�g; t) �e a densidade conjunta em termos das novas vari�aveis. Escolhendo

F (f�g) =
NX
n=1

Æ(�� �n); (4.89)

temos a evolu�c~ao temporal da densidade m�edia

@

@t
~�(�; t) =

@

@�

�
�~s(�)@ ln ~!

@�
~�(�; t) + ~s(�)

@ ln ~�

@�
� �~s(�)P

Z 1

0

d�0
~�(�; �0; t)
�� �0

�
;

(4.90)

onde P
R
indica o valor principal da integral. A fun�c~ao de correla�c~ao de dois pontos

que aparece na integral �e de�nida por

~�(�; �0; t) =
X
i6=j
hÆ(�� �i)Æ(�

0 � �j)it: (4.91)

A equa�c~ao (4.90) �e exata e vale para qualquer valor de N . No limiteN � 1 podemos

usar a aproxima�c~ao de Dyson

P
Z 1

0

d�0
~�(�; �0; t)
�� �0

' ~�(�; t)

�
P
Z 1

0

d�0
~�(�0; t)
�� �0

+
1

2

@

@�
ln ~�(�; t)

�
: (4.92)

Desta forma a equa�c~ao (4.90) �ca

@

@t
~�(�; t) =

@

@�
~s(�)~�(�)

�
�@ ln ~!

@�
+

�
1� �

2

�
@ ln ~�

@�
� � P

Z 1

0

d�0
~�(�0; t)
�� �0

�
:

(4.93)

A solu�c~ao no equil��brio �e

P
Z 1

0

d�0
~�(�0; t)
�� �0

=
2� �

2�

@ ln ~�

@�
+

N

1 + �
� � � 2

2��
: (4.94)
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Para resolver a equa�c~ao (4.94), vamos decompor ~� = ~�0 + Æ~� em um termo

de ordem ~�0 de ordem N e um termo dependente da simetria Æ~� de ordem N0

(respons�avel pelo efeito de \localiza�c~ao fraca"). Desta forma temos

P
Z 1

0

d�0
~�0(�

0)
�� �0

=
N

1 + �
; (4.95)

P
Z 1

0

d�0
Æ�(�0)
�� �0

= 


�
@ ln ~�0

@�
+

1

�

�
; (4.96)

onde 
 = (2 � �)=(2�). Vamos assumir que ~�0(�) = 0 para � > �c. Assim, a

equa�c~ao (4.95) torna-se

P
Z �c

0

d�0
~�0(�

0)
�� �0

=
N

1 + �
: (4.97)

A solu�c~ao da eq.(4.97) com N = (N1 +N2)=2 e satisfazendo a condi�c~ao

P
Z �c

0

d�0 ~�0(�
0) = min(N1; N2) (4.98)

foi calculada por Beenakker [63]

~�0(�) =

p
N1N2

�(1 + �)

�
1

�
� 1

�c

�1=2

; (4.99)

onde

�c =
4N1N2

(N1 �N2)2
: (4.100)

Da mesma forma, para resolver (4.96) assumimos que Æ~� �e nula para � >

�d > �c. Substituindo (4.99) em (4.96), temos

P
Z �d

0

d�0
Æ�(�0)
�� �0

= 


�
1

2�
+

1

2(�� �c)
� 1

(1 + �)

�
: (4.101)

Para resolver (4.101) vamos escrever

Æ~� =



2
(Æ~�1 + Æ~�2 � 2Æ~�3) : (4.102)

Tese de Mestrado - Departamento de F��sica - UFPE



4.4 Corre�c~ao de localiza�c~ao fraca 82

As contribui�c~oes de cada termo s~ao dadas pelas equa�c~oes

P
Z �d

0

d�0
Æ~�1(�

0)
�� �0

=
1

�
=) Æ~� = Æ(�); (4.103)

P
Z �d

0

d�0
Æ~�2(�

0)
�� �0

=
1

�� �c
=) Æ~� = Æ(�� �c); (4.104)

P
Z �d

0

d�0
Æ~�3(�

0)
�� �0

=
1

1 + �
: (4.105)

A terceira equa�c~ao pode ser resolvida com o mesmo artif��o: fazendo (a+ b)=2 = 1 e

impondo a condi�c~ao
R �d
0
d�Æ~�3(�) = min(a; b), temos

Æ~�3(�) =

p
ab

�(1 + �)

�
1

�
� 1

�d

�1=2

; �d =
4ab

(a� b)2
: (4.106)

Juntando todas as contribui�c~oes temos

Æ~�(�) =



2
(Æ(�) + Æ(�� �c))�



p
ab

�(1 + �)

�
1

�
� 1

�d

�1=2

: (4.107)

Voltando para as vari�aveis originais � = (1�x)=(1+x), e tomando o limiteN1 ! N2

e b! a, temos

Æ�(x) =



2
(Æ(x+ 1) + Æ(x� 1))� 


�

1p
1� x2

(4.108)

Esta equa�c~ao �ca ainda mais simples com a mudan�ca de vari�aveis x = cos �, com

0 � � � �. Temos

Æ�(�) =



2
[Æ(�) + Æ(� � �)]� 


�
: (4.109)

Combinando (4.99) e (4.109), temos a aproxima�c~ao da densidade de autova-

lores para N � 1

�(�) =
N

�
+



2

�
Æ(�) + Æ(� � �)� 2

�

�
+O(N�1): (4.110)

Podemos usar as identidades

Æ(�) =
1

�
+

2

�

1X
n=1

cos(n�); (4.111)

Æ(� � �) =
1

�
+

2

�

1X
n=1

(�1)n cos(n�); (4.112)
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para expressar a equa�c~ao (4.110) na forma

�(�) =
N

�
+
2


�

1X
n=1

cos(2n�): (4.113)

Agora vamos calcular a m�edia de uma estat��stica linear F =
P

i f(x). Em termos

da var�avel �, temos

hF i =
NX
n=1

hf(cos �n)i =
Z �

0

d��(�)f(cos �): (4.114)

Usando a densidade (4.113), temos

hF i = Nf0 + 


1X
n=1

f2n; (4.115)

onde os coe�cientes s~ao dados por

f0 =
1

�

Z �

0

d�f(cos �) e f2n =
2

�

Z �

0

d�f(cos �) cos(2n�): (4.116)

Note que os fn s~ao os coe�cientes de Fourier da s�erie de cossenos de f(cos �)

f(cos �) =

1X
n=0

fn cos(n�): (4.117)

Vamos considerar dois exemplos:

Condutância

Vimos que a condutância �e dada por g =
P

i f(xi), com f(x) = 1� x2. Na

vari�avel � temos

f(cos �) = sin2 � =
1

2
� 1

2
cos(2�): (4.118)

Os coe�cientes n~ao nulos s~ao f0 = 1=2 e f2 = �1=2. Ent~ao a m�edia da condutância
�e dada por

hgi = N

2
+
� � 2

4�
+O(N�1); (4.119)

que est�a de acordo com a equa�c~ao (4.78).
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Potência do ru��do de disparo

Vimos que a potência do ru��do de disparo �e dada por p =
P

i f(xi), com

f(x) = x2(1� x2). Mudando a vari�avel temos

f(cos �) =
1

8
� 1

8
cos(4�): (4.120)

Os coe�cientes n~ao nulos s~ao f0 = 1=8 e f4 = �1=8. Ent~ao a m�edia �e dada por

hpi = N

8
+
� � 2

16�
+O(N�1): (4.121)

4.5 Variância de uma estat��stica linear

Como vimos no cap��tulo 1, a condutância de sistemas mesosc�opicos a baixas

temperaturas apresenta 
utua�c~oes universais em torno do seu valor m�edio. Tais


utua�c~oes se estendem a outros observ�aveis e n~ao dependem do tempo, sendo com-

pletamente reprodut��veis desde que a amostra permane�ca na mesma temperatura.

Apesar de variar de amostra para amostra, a amplitude (variância) destas 
utua�c~oes

�e universal, independendo de detalhes microsc�opicos como a distribui�c~ao de im-

purezas ou geometria da amostra. Na se�c~ao anterior estudamos o valor esperado

de uma estat��stica linear arbitr�aria no limite N � 1. Para estudar as 
utua�c~oes

em torno da m�edia vamos reescrever a densidade de probabilidade (4.12) como uma

distribui�c~ao de Gibbs

P (fxg) = Z�1exp[��H(fxg)]; (4.122)

onde Z �e uma constante de normaliza�c~ao e

H(fxg) = �
X
i<j

ln jxi � xjj+
X
i

V (xi): (4.123)

O termo de potencial �e dado por V (x) = ��2
2

ln(1� x2).

As 
utua�c~oes em torno da m�edia s~ao quanti�cadas pela variância. Uma

express~ao geral para a variância de uma estat��stica linear F =
P

i f(�i), com a �
�i � b, no limite N � 1 foi obtida por Beenakker [64]

var(F ) =
1

��2
P
Z b

a

d�

Z b

a

d�

�
(�� a)(b� �)

(�� a)(b� �)

�1=2
f(�)

�� �

d

d�
f(�); (4.124)
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pelo m�etodo da derivada funcional [32]. A Eq. (4.124) �e valida para qualquer en-

semble onde a intera�c~ao �e logar��tmica (independente do termo de potencial). A

densidade de probabilidade (4.122) satisfaz esses requisitos e podemos usar (4.124)

com a = �1 e b = 1 para calcular a variância de numa estat��stica linear arbitr�aria

num ponto quântico com simetria quiral. Temos ent~ao

var(F ) =
1

��2
P
Z 1

�1
dx

Z 1

�1
dy

r
1� y2

1� x2
f(x)

x� y

d

dy
f(y): (4.125)

Comparando (4.125), ap�os uma integra�c~ao por partes, com (4.35) obtemos a fun�c~ao

de correla�c~ao de dois pontos

C(x; y) = � 1

��2
1p

1� x2
@2

@x@y
(
p
1� y2 ln jx� yj): (4.126)

Efetuando as derivadas, temos

C(x; y) =
1

��2
xy � 1

(x� y)2
p
(1� x2)(1� y2)

; x 6= y: (4.127)

Uma maneira mais conveniente de escrever a fun�c~ao de correla�c~ao (4.126) �e atrav�es

de

C(x; y) =
1

2��2
@2

@x@y
ln

 
1� xy +

p
(1� x2)(1� y2)

1� xy �
p
(1� x2)(1� y2)

!
: (4.128)

Introduzindo as vari�aveis x = cos � e y = cos�, a equa�c~ao (4.128) �ca

~C(�; �) =
1

2��2
@2

@�@�
ln

����1� cos(� + �)

1� cos(� � �)

���� : (4.129)

Esta express~ao pode ser escrita em termos da fun�c~ao

A(�) =
@

@�

�
sin �

1� cos �

�
; (4.130)

como

~C(�; �) =
1

2��2
[A(� + �) + A(� � �)] : (4.131)
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Usando a identidade

Im

1X
n=0

ein� =
1

2

�
sin �

1� cos �

�
; (4.132)

temos

A(�) = 2

1X
n=1

n cos(n�): (4.133)

Substituindo (4.133) em (4.131), a fun�c~ao de correla�c~ao �ca

~C(�; �) =
2

��2

1X
n=1

n cos(n�) cos(n�): (4.134)

Nas novas vari�aveis 0 � �; � � �, a variância de uma estat��stica linear �e dada por

var(F ) =

Z �

0

d�

Z �

0

d�f(cos �)f(cos�) ~C(�; �): (4.135)

Usando a fun�c~ao de correla�c~ao (4.134), temos

var(F ) =
1

2�

1X
n=1

nf 2n; (4.136)

onde

fn =
2

�

Z �

0

d�f(cos �) cos(n�): (4.137)

Vamos considerar os mesmos exemplos da se�c~ao anterior:

Condutância

Vimos que os coe�cientes n~ao nulos s~ao f0 = 1=2 e f2 = �1=2, ent~ao a

variância da condutância �e dada por

var(g) =
1

4�
; (4.138)

que, para � = 2, concorda com a equa�c~ao (4.49).
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Potência do ru��do de disparo

Vimos que os coe�cientes n~ao nulos s~ao f0 = 1=8 e f4 = �1=8, ent~ao a

variância �e dada por

var(p) =
1

32�
: (4.139)

4.6 Compara�c~ao com o caso Wigner-Dyson

Nas �ultimas se�c~oes encontramos expans~oes semicl�assicas para uma estat��stica

linear arbitr�aria no caso quiral. Vamos obter express~oes an�alogas para o ponto

quântico de Wigner-Dyson. Neste caso a distribui�c~ao dos autovalores de transmiss~ao

�e dada pela equa�c~ao

P (f�g) = CN

Y
i<j

j�i � �jj�
Y
i

!(�i); (4.140)

onde !(�) = ��=2�1 e 0 � �i � 1. Este caso foi estudado nas referências [33] e [34].

Com a mudan�ca de vari�aveis �i = 1=(1 + �i), 0 � �i < 1, a Eq. (4.140) pode ser

escrita como

P (f�g) = Z�1exp[�H(f�g)]; (4.141)

H(f�g) = �
X
i<j

ln j�i � �jj+
X
i

V (�i); (4.142)

V (�) =

�
N +

2� �

2�

�
ln(1 + �): (4.143)

A m�edia e variância de uma estat��stica linear s~ao dadas por

hF i =

Z 1

0

d�f(�)~�(�); (4.144)

var(F ) =

Z 1

0

d�

Z 1

0

d�0f(�)f(�0) ~C(�; �0): (4.145)

A densidade de autovalores no limite N � 1 �e dada pela equa�c~ao integral

P
Z 1

0

~�(�0)
�� �0

d�0 +
2� �

2�

d

d�
ln ~�(�) =

d

d�
V (�); (4.146)
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cuja solu�c~ao �e obtida com os mesmos recursos usados na se�c~ao (4.4). Temos

~�(�) =

p
N1N2

�(1 + �)

�
1

�
� 1

�c

�1=2

� 


2
[Æ(�� �c)� Æ(�)]: (4.147)

A fun�c~ao de correla�c~ao ~C(�; �0) foi calculada ne referência [32] paraN grande. Temos

~C(�; �0) = � 1

��2
@2

@�@�0
ln

�����
p
��

p
�0p

�+
p
�0

����� : (4.148)

Voltando para a vari�avel � e tomando o limite N2 ! N1, temos

�WD(�) =
N

�

1p
�(1� �)

+



2
[Æ(�)� Æ(� � 1)]; (4.149)

CWD(�; �
0) = � 1

��2
@2

@�@� 0
ln

�����
p
(1� �)� 0 �

p
(1� � 0)�p

(1� �)� 0 +
p
(1� � 0)�

����� ; (4.150)

onde o subscrito WD indica o caso Wigner-Dyson. A fun�c~ao de correla�c~ao (4.150)

pode ser reescrita num forma mais conveniente

CWD(�; �
0) =

1

2��2
@2

@�@� 0
ln

�����
p
(1� �)�(1� � 0)� 0 � �� 0 + (� + � 0)=2

�
p
(1� �)�(1� � 0)� 0 � �� 0 + (� + � 0)=2

����� : (4.151)

Efetuando a mudan�ca de vari�aveis � = sin2(�=2) e � 0 = sin2(�=2) , 0 � �; � �
�, e seguindo os mesmos passos usados nas se�c~oes (4.4) e (4.5), podemos mostrar

que a m�edia e variância de uma estat��stica linear arbitr�aria no ponto quântico de

Wigner-Dyson s~ao dadas por

hF iWD = Nf0 + 


1X
n=1

f4n�2 +O(N�1); (4.152)

var(F )WD =
1

4�

1X
n=1

nf 2n +O(N�1): (4.153)

Resumimos os resultados dos casos quiral e Wigner-Dyson na tabela (4.1).

Comparando-os , conclu��mos que no limite semicl�assico a simetria quiral afeta apenas

os termos sens��veis �a coerência de fase. O valor dominante, Nf0, da m�edia dos

observ�aveis de transporte pode ser obtido pela soma de probabilidades cl�assicas, des-

prezando as contribui�c~oes devido �a interferência quântica. Note que a coincidência
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Quiral Wigner-Dyson

M�edia hF i = Nf0 + 

P1

n=1 f2n hF i = Nf0 + 

P1

n=1 f4n�2
Variância var(F ) = 1

2�

P1
n=1 nf

2
n var(F ) = 1

4�

P1
n=1 nf

2
n

Tabela 4.1: Resumo dos resultados para as m�edias e variâncias de estat��sticas line-

ares nos casos Quiral e Wigner-Dyson.

entre a amplitude do termo de localiza�c~ao fraca para a condutância m�edia n~ao se

estende para outros observ�aveis. Para a potência do ru��do de disparo, por exemplo,

este termo �e nulo no caso usual, mas �nito para o ponto quiral, Eq. (4.121). Al�em

disso, observamos a rela�c~ao entre as variâncias nos dois casos

var(F )quiral = 2var(F )WD: (4.154)

Um resultado similar foi obtido para a condutância de um �o quântico desordenado

com simetria quiral [65].
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Cap��tulo 5

Conclus~oes e Perspectivas

Nesta tese estudamos propriedades de transporte em pontos quânticos com

simetria quiral. Esta simetria adicional surge em sistemas com desordem n~ao dia-

gonal como no modelo de hopping aleat�orio. O estudo de transporte quântico em

sistemas com esta simetria tinha-se restringido at�e ent~ao quase inteiramente a �os

quânticos, nos quais s~ao usados m�etodos desenvolvidos para problemas de �os con-

vencionais (sem simetria quiral), como a equa�c~ao de DMPK e o modelo � n~ao-linear

supersim�etrico. No entanto, pouco se falava sobre pontos quânticos quirais, cujo

an�alogo convencional foi amplamente estudado por m�etodos da teoria de matrizes

aleat�orias (TMA). Estava faltando, portanto, uma an�alise detalhada e sistem�atica

das propriedades dos pontos no caso quiral, realizada em nosso trabalho.

Os trabalhos anteriores mostraram que em sistemas com simetria de subrede

as propriedades espectrais e de transporte no centro da banda (" = 0) diferiam das

propriedades gen�ericas previstas pelo modelo de Anderson, no qual s~ao de�nidas as

classes de universalidade de Wigner-Dyson. Por exemplo, a condutância depende de

detalhes espec���cos do modelo microsc�opico como a paridade do n�umero de s��tios e

a forma do acoplamento. No nosso trabalho, estudamos o regime universal sem nos

preocuparmos com os detalhes microsc�opicos dos contatos, bastando que existam e

permitam a passagem de uma corrente �nita. Este �e o grande m�erito do princ��pio

de m�axima entropia usado no cap��tulo 3, que leva em conta apenas as simetrias

universais do sistema, como presen�ca ou ausência de simetrias de revers~ao temporal

e rota�c~ao de spin, al�em, �e claro, da simetria quiral. Nosso sistema �e constitu��do

por um ponto quântico (com simetria de subrede) acoplado via contatos pontuais

idênticos, que estabelecem N canais de propaga�c~ao, a reservat�orios de el�etrons.

Uma vez estabelecido o regime universal, montamos um ensemble de matrizes
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de espalhamento aleat�orias e calculamos a medida de Haar do grupo associado a essas

matrizes. Esta medida, juntamente com o princ��pio de m�axima entropia, possibili-

tou o c�alculo da distribui�c~ao conjunta dos autovalores de transmiss~ao, o resultado

mais importante de nosso trabalho. Al�em de estabelecer uma conex~ao direta com a

teoria de espa�cos sim�etricos, permitindo assim uma classi�ca�c~ao dos ensembles pela

tabela de Cartan, esta distribui�c~ao tamb�em possibilita o c�alculo dos observ�aveis

de transporte como a condutância e a potência do ru��do de disparo pela teoria de

Ladauer-B�uttiker. Dos resultados, obtidos por m�etodos como a teoria ensembles de

polinômios ortogonais da TMA e a equa�c~ao de Fokker-Planck, destacamos f�ormulas

semicl�assicas para a obten�c~ao da m�edia e variância de uma estat��stica linear arbi-

tr�aria dos autovalores de transmiss~ao. Al�em da parte anal��tica, o trabalho teve uma

parte computacional na qual obtivemos a matriz de espalhamento numericamente,

atrav�es da equa�c~ao de Mahaux-Weidenm�uller, a partir do Hamiltoniano da cavi-

dade, modelado por uma matriz aleat�oria pertencente aos ensembles gaussianos da

teoria de Wigner-Dyson.

Uma seq�uência natural do trabalho �e a generaliza�c~ao dos resultados para

n�umeros diferentes de canais de propaga�c~ao nos guias, al�em de prosseguir os c�alculos

num�ericos. Em princ��pio bastaria montar um Hamiltoniano aleat�orio quiral (blocos

fora da diagonal) e usar o programa j�a desenvolvido para o caso Wigner-Dyson. No

entanto existem algumas di�culdades t�ecnicas. Uma proposta para obter o resultado

correto �e determinar as implica�c~oes da simetria quiral nas propriedades da matriz

de acoplamento, al�em da rela�c~ao de ortogonalidade mostrada no cap��tulo 2. Outro

efeito importante a ser explorado �e a transi�c~ao gradual (crossover) entre a classe

quiral e classe usual de Wigner-Dyson, causada pelo afastamento da energia em

rela�c~ao ao centro da banda (" = 0). Tamb�em pretendemos estudar a transi�c~ao

gradual ponto-�o, que pode ser descrita pela teoria de matrizes de transferência

aleat�orias com a condi�c~ao inicial de ponto quântico no limite L! 0.

En�m, �e importante frisar que embora tenha recebido bastante aten�c~ao te�orica,

h�a v�arios obst�aculos para a realiza�c~ao experimental de pontos e �os quirais. Al�em

do efeito da intera�c~ao el�etron-el�etron, que n~ao �e levado em considera�c~ao, o principal

obst�aculo �e que a simetria quiral �e bastante fr�agil e pode ser facilmente quebrada.

Por exemplo: desordem no s��tio ou hopping al�em de primeiros vizinhos podem tirar o

sistema do ponto quiral no centro da banda. Ent~ao, �e mais prov�avel realizar sistemas

no regime de crossover entre as classes, o que torna este problema fundamental. Ob-

viamente, para entender esta transi�c~ao, o comportamento nas classes puras tem que

estar bem estabelecido. Da mesma forma, o regime de ponto quântico corresponde

a um limite te�orico importante para estudar a transi�c~ao gradual ponto-�o.
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Apêndice A

Quat�ernions

Em problemas de spin semi-inteiro com invariância sob revers~ao temporal

e sem simetria rotacional, as matrizes unit�arias que comutam com o operador de

revers~ao temporal formam o grupo simpl�etico [59],[31]. A �algebra do grupo sim-

pl�etico �ca simpli�cada com o uso dos quat�ernions. Uma conveniência do uso

dos quat�ernions �e que a degenerescência de Kramer aparece naturalmente. Neste

apêndice, vamos introduzir o conceito de quat�ernion, listar as principais propriedades

e mostrar como a matriz de transferência no caso simpl�etico pode ser escrita em ter-

mos de quat�ernions.

A.1 De�ni�c~ao

Considere a base B = fe0; e1; e2; e3g, com

e0 =

�
1 0

0 1

�
; e1 =

�
i 0

0 �i

�
; e2 =

�
0 �1
1 0

�
; e3 =

�
0 �i
�i 0

�
: (A.1)

Qualquer matriz complexa 2� 2 pode ser expressa na base de quat�ernions na forma�
a b

c d

�
=

1

2
(a+ d)e0 +

i

2
(d� a)e1 +

1

2
(c� b)e2 +

i

2
(c+ b)e3: (A.2)

Um quat�ernion �e de�nido por 4 n�umeros complexos q(i); i = 0; 1; 2 e 3, coe�-

cientes da representa�c~ao de uma matriz 2� 2 na base B. Podemos escrever

q = q(0)e0 + q � e � q(0)e0 + q(1)e1 + q(2)e2 + q(3)e3 =

3X
�=0

q(�)e�; (A.3)
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A.2 Propriedades 93

cuja representa�c~ao matricial �e

q �
�
q11 q12
q21 q22

�
=

�
q(0) + iq(1) �q(2) � iq(3)

q(2) � iq(3) q(0) � iq(1)

�
: (A.4)

A.2 Propriedades

Uma vez de�nidos, vamos listar algumas propriedades importantes dos quat�ernions

1. Um quat�ernion �e \real" se os coe�cientes q(�) forem reais. Note que um

quat�ernion real n~ao corresponde a uma matriz real 2 � 2. De fato, sendo

� e � n�umeros complexos, um quat�ernion real geral pode ser escrito como�
� �

��� ��

�
; (A.5)

onde q(0) = Re(�); q(1) = Im(�); q(2) = �Re(�) e q(3) = �Im(�).

2. O \ quat�ernion conjugado " �q �e dado por

�q = q(0)e0 � q � e; (A.6)

cuja representa�c~ao matricial �e

�q =

�
q22 �q12
�q21 q11

�
: (A.7)

3. O \complexo conjugado" q� do quat�ernion q �e

q� = q(0)�e0 + q� � e; (A.8)

cuja representa�c~ao matricial �e

q� =

�
q�22 �q�21
�q�12 q�11

�
: (A.9)

4. Quando q� = q, o quat�ernion �e dito real.

5. Quando q� = �q, o quat�ernion �e dito imagin�ario puro.

6. Quando �q = q, o quat�ernion �e dito auto-dual.
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7. O conjugado hermitiano qy de um quat�ernion q �e obtido pela aplica�c~ao das

conjuga�c~oes (A.6) e (A.8)

qy = �q� = q(0)�e0 � q� � e: (A.10)

Na representa�c~ao matricial, esta opera�c~ao se reduz �a conjuga�c~ao hermitiana

usual de uma matriz 2� 2

qy =

�
q�11 q�21
q�12 q�22

�
:

8. Quando qy = q, o quat�ernion �e dito hermitiano.

9. Quando qy = �q, o quat�ernion �e dito anti-hermitiano.

10. O conjugado de um produto de quat�ernions �e

(q1q2 : : : qn) = �qn : : : �q2�q1: (A.11)

11. O conjugado hermitiano de um produto de quat�ernions �e

(q1q2 : : : qn)
y = qyn : : : q

y
2q
y
1: (A.12)

Qualquer matriz 2N �2N pode ser tratada com N2 blocos de matrizes 2�2,

estas sendo expressas em termos de quat�ernions. Em geral, uma matriz 2N � 2N

complexa torna-se uma matriz N �N com elementos quat�ernions complexos.

Vamos considerar uma matriz A (2N � 2N) que pode ser escrita como uma

matriz Q(N �N) com elementos quat�ernions qkj, (k; j = 1; 2; : : : ; N)

A =

0
B@

a11 : : : a1;2N
...

. . .
...

a2N;1 : : : a2N;2N

1
CA �! Q =

0
B@

q11 : : : q1;N
...

. . .
...

qN;1 : : : qN;N

1
CA ; (A.13)

onde

qij =

�
a2i�1;2j�1 a2i�1;2j
a2i;2j�1 a2i;2j

�
:

As opera�c~oes usuais em A s~ao re
etidas em Q da seguinte maneira:
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1. Transposi�c~ao

(QT)jk = (qkj)
T = �e2�qkje2: (A.14)

2. Conjuga�c~ao hermitiana

(Qy)kj = qykj: (A.15)

3. Revers~ao temporal

A matriz \revertida no tempo" �e

AR = KA�KT; (A.16)

onde

K =

0
BBBBB@

0 �1
1 0 �

. . .

� 0 �1
1 0

1
CCCCCA

2N�2N

: (A.17)

Em termos de quat�ernions, temos

QR = KQ�KT; (A.18)

onde

K =

0
B@

�y
. . .

�y

1
CA

N�N

: (A.19)

O elemento de matriz �e

(QR)kj = �yq
�
kj�

T
y : (A.20)

Efetuando este produto de matriz e usando (A.9), temos

qRkj = q�kj; (A.21)

onde o \�" indica conjuga�c~ao complexa quaterniônica. Ent~ao, se A �e invariante sob

revers~ao temporal, qRkj = q�kj = qkj e os elementos da matriz Q s~ao quaternions reais,

dizemos que a matriz Q �e quat�ernion real.
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A.3 Matriz de transferência

Vimos que a matriz de transferência no caso simpletico �e dada por

M =

�
� �


 Æ

�
(A.22)

com �; �; 
 e Æ matrizes complexas.

A simetria de revers~ao temporal do sistema �e expressa por

M� = �M�T; (A.23)

onde

� =

�
0 K

K 0

�
(A.24)

e K �e a matriz (A.19).

Esta simetria implica que a matriz M pode ser escrita como

M =

�
� �

K��KT K��KT

�
: (A.25)

Considerando � e � matrizes N �N de quat�ernions e usando a propriedade (A.21),

temos

M =

�
� �

�� ��

�
; (A.26)

onde \�" signi�ca conjuga�c~ao complexa quaterniônica.
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Apêndice B

Parametriza�c~ao da matriz de

transferência

A parametriza�c~ao da matriz de trasferência para todas as classes de univer-

salidade foi feita por Mello e Pichard [66]. Na descri�c~ao destes, o caso simpl�etico

�cou bastante complicado. Este problema foi resolvido por Macêdo [67] atrav�es

do uso de quat�ernions que simpli�cou a parametriza�c~ao, possibilitando avan�cos no

entendimento do problema.

Neste apêndice, vamos seguir as id�eias dos dois trabalhos mencionados para

parametrizar a matriz de transferência no caso Quiral.

B.1 Caso ortogonal

J�a vimos as conseq�uências das simetrias de invariância sob revers~ao temporal,

de conserva�c~ao de 
uxo e Quiral na estrutura da matriz de transferência. Elas s~ao

1. Revers~ao temporal

�xM�x =M� (B.1)

2. Conserva�c~ao de 
uxo

M�zM
y = �z (B.2)

M y�zM = �z (B.3)

3. Quiral

�xM�x =M: (B.4)

97



B.1 Caso ortogonal 98

Agora vamos discutir a estrutura geral de M e sua parametriza�c~ao. Suponha

que M tem a forma

M =

�
� �


 Æ

�
; (B.5)

onde cada elemento de matriz denota uma matriz N �N . Da simetria de revers~ao

temporal, temos

Æ = ��; 
 = �� (B.6)

e a Eq. (B.5) �ca

M =

�
� �

�� ��

�
: (B.7)

A simetria Quiral (B.4) implica serem � e � matrizes reais. Ent~ao,

M =

�
� �

� �

�
: (B.8)

Enquanto a conserva�c~ao de 
uxo, (B.2), aplicada em (B.8) resulta em

�T�� �T� = 1 (B.9a)

�T� = �T�; (B.9b)

onde 1 designa a matriz identidade N �N . A condi�c~ao equivalente (B.3) aplicada

�a (B.8) implica

��T � ��T = 1; (B.10a)

��T = ��T: (B.10b)

A Eq. (B.8), com as restri�c~oes (B.9) e (B.10), constitui a forma mais geral da

matriz de transferência M . Para � e � arbitr�arios, a matrizM tem 2N2 parâmetros

reais. No entanto, temos N(N+1)=2 equa�c~oes de v��nculo (B.10a) e em N(N�1)=2

em (B.10b). Ent~ao, o n�umero � de parâmetros reais livres �e

� = N2: (B.11)
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Agora vamos considerar a representa�c~ao polar

� = ulv; � = u0l0v0; (B.12)

onde u; v; u0 e v0 s~ao matrizes ortogonais N � N e l; l0 s~ao matrizes diagonais reais

e positivas.

A matriz diagonal na representa�c~ao polar �e �unica: l cont�em as ra��zes quadradas

positivas dos autovalores da matriz sim�etrica h = ��T. No entanto, as matrizes u e

v n~ao s~ao �unicas: suponha que l tem a estrutura

l =

0
B@

l1In1 �
. . .

� lkInk

1
CA ; (B.13)

onde Ini �e a matriz identidade ni � ni, li s~ao n�umeros positivos e
Pk

i=1 ni = N .

Ent~ao a transforma�c~ao

u! ud; v ! dTv (B.14)

com d tendo a estrutura

d =

0
B@

u1 �
. . .

� uk

1
CA ; (B.15)

(ui; i = 1; : : : ; k; s~ao matrizes ortogonais ni � ni) deixa � invariante:

� = ulv ! udldTv = ulv (B.16)

Substituindo (B.12) em (B.9a)-( B.10b), temos

vTl2v � v0Tl02v0 = 1; (B.17)

vTluTu0l0v0 = v0Tl0u0Tulv; (B.18)

ul2uT � u0l02u0T = 1; (B.19)

ulvv0Tl0u0T = u0l0v0vTluT: (B.20)

A equa�c~ao (B.19) pode ser escrita como

w�wT = �0; (B.21)
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onde w = u0Tu, � = l2 � 1 e �0 = l02. Pode-se veri�car facilmente que a matriz w

satisfazendo (B.21) s�o pode ser escrita na forma

w = Pd1; (B.22)

onde P �e uma matriz de permuta�c~ao e d1 �e uma matriz ortogonal com a estrutu-

ra (B.15). Temos ent~ao

u0 = udT1 P
T (B.23)

e

l0 = P
p
l2 � 1PT: (B.24)

Similarmente, de (B.17) obtemos

v0 = Pd2v; (B.25)

onde d2 �e outra matriz ortogonal com a estrutura (B.15). Se substituirmos (B.23),

(B.24) e (B.25) em (B.18) e (B.20), temos

s � dT1 d2 = sT; (B.26)

vemos que s �e ortogonal e [s; l] = 0. Ent~ao, dado � = ulv, a forma geral de escrever

� �e

� = us
p
l2 � 1v: (B.27)

Como qualquer matriz ortogonal pode ser diagonalizada por uma transfor-

ma�c~ao ortogonal, temos

RTsR = 1; (B.28)

onde R �e a matriz cujas colunas s~ao compostas de autovetores de s. Podemos utilizar

a arbitrariedade da representa�c~ao (B.12) e rede�nir�
u! uRT

v ! Rv
; [R; l] = 0 (B.29)

ent~ao,

� = ulv; (B.30)

� = u
p
l2 � 1v: (B.31)
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Conclus~ao: No caso Quiral - ortogonal, qualquer matriz de transferência pode

ser escrita como

M =

�
u 0

0 u

�� p
1 + �

p
�p

�
p
1 + �

��
v 0

0 v

�
; (B.32)

onde � = l2 � 1. Lembrando que o n�umero de parâmetros livres de uma matriz

ortogonal N �N �e N(N � 1)=2, o n�umero de parâmetros reais livres de (B.36) �e

� = 2
N(N � 1)

2
+N = N2; (B.33)

o que concorda com (B.11).

B.2 Caso unit�ario

Neste caso n~ao h�a simetria de revers~ao temporal e as matrizes � e � da

equa�c~ao (B.8) s~ao complexas. A conserva�c~ao de 
uxo, (B.2), aplicada em (B.8)

com coe�cientes complexos resulta em

�y�� �y� = 1 (B.34a)

�y� = �y�: (B.34b)

A condi�c~ao equivalente, (B.3), implica

��y � ��y = 1 (B.35a)

��y = ��y: (B.35b)

A equa�c~ao (B.8), com � e � complexos, juntamente com as restri�c~oes (B.34) e (B.35)

constituem a forma mais geral da matriz de transferência no caso unit�ario. Para �

e � arbitr�arios, a matriz M tem 4N2 parâmetros reais, mas temos 2N2 equa�c~oes de

v��nculos, resultando em � = 2N2 parâmetros livres.

O procedimento da representa�c~ao polar �e an�alogo e n~ao o repetiremos aqui.

A �unica diferen�ca �e que as matrizes u e v s~ao unit�arias e a matriz s �e unit�aria e

auto-adjunta. Com os mesmos c�alculos chegamos �a express~ao

M =

�
u 0

0 u

�� p
1 + �

p
�p

�
p
1 + �

��
v 0

0 v

�
= U�V: (B.36)
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Surge aqui um detalhe interessante. Como u e v s~ao matrizes unit�arias, temos um

total de

� = 2N2 +N

parâmetros reais livres. Temos N parâmetros al�em do necess�ario. Isso ocorre devido

a n~ao unicidade da representa�c~ao. Considere a transforma�c~ao

u! uu0; v ! v0v (B.37)

que deixa � e � invariantes. �E necess�ario que u0 = d(1) e v0 = d(2) com [d(i); l] = 0.

Aplicando a transforma�c~ao, temos

�! ud(1)ld(2)v = ud(1)d(2)lv

� ! ud(1)
p
l2 � 1d(2)v = ud(1)d(2)

p
l2 � 1v

a invariância de � e � implica que d(1)d(2) = 1 ou d(2) = d(1)y. Isto �e, se

G =

�
d 0

0 d

�
(B.38)

com d tendo a estrutura (B.15), ent~ao M = U�V �e invariante pela transforma�c~ao

U ! UG; V ! GyV: (B.39)

Em particular, no caso n~ao degenerado, d �ca

d =

0
B@

ei�1

. . .

ei�N

1
CA (B.40)

e a arbitrariedade se restringe a N fases. Podemos usar essa liberdade para eliminar

N parâmetros na matriz de transferência, resultando em

� = 2N2; (B.41)

n�umero correto de parâmetros reais livres na matriz de transferência no caso Quiral-

Unit�ario.
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B.3 Caso simpl�etico

Neste caso estudamos part��culas de spin 1=2 satisfazendo a conserva�c~ao de


uxo e a revers~ao temporal. Por ser mais conveniente, vamos usar a linguagem

de quat�ernions. Levando em conta as simetrias Quiral e de revers~ao temporal, a

matriz M tem a forma (B.8) com � e � matrizes quat�ernions reais. Para � e �

arbitr�arios temos 8N2 parâmetros reais livres. A conserva�c~ao de corrente, (B.2),

imp~oe os v��nculos

���� ��� = 1 (B.42)

��� = ���: (B.43)

De forma an�aloga, a equa�c~ao (B.3) fornece

���� � �� = 1; (B.44)

� �� = � ��; (B.45)

onde a barra indica conjuga�c~ao quaterniônica. O n�umero de v��nculos de (B.44) �e

2N2 � N . J�a a equa�c~ao (B.45) fornece 2N2 + N . Ent~ao o n�umero de parâmetros

reais livres da matriz de transferência no caso quiral-simpl�etico �e

� = 8N2 �N(2N + 1)�N(2N � 1) = 4N2: (B.46)

Usando a representa�c~ao polar

� = ulv; � = u0l0v0

com u; v; u0 e v0 matrizes quat�ernions reais unit�arias e l; l0 matrizes quat�ernions reais

e diagonais. Usando o mesmo procedimento adotado anteriormente, temos

� = us
p
l2 � 1v (B.47)

onde s �e uma matriz quat�ernion real, unit�aria e auto-dual, tal que [s; l] = 0. Vamos

analisar os v��nculos impostos a s.

1. Quat�ernion real: s = s�

s =

0
B@

s11 : : : s1N
...

. . .
...

sN1 : : : sNN

1
CA , onde sij =

�
�ij �ij
���ij ��ij

�
; (B.48)

com �ij e �ij 2 C .
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2. Auto-dual: s = �s

sij = (s)ij = (sji)

ent~ao, �
�ij �ij
���ij ��ij

�
=

�
��ji ��ji
��ji �ji

�
;

o que implica �ji = ��ij e �ji = ��ij. Ent~ao os elementos da diagonal têm a

forma

sii = �ii

�
1 0

0 1

�
; (B.49)

onde �ii 2 R.

3. [s; l] = 0 : s tem a mesma a estrutura de bloco de l

No caso n~ao degenerado

l =

0
B@

l1e0
. . .

lNNe0

1
CA e s =

0
B@

�11e0
. . .

�NNe0

1
CA (B.50)

4. Unitariedade: ssy = s�s = 1

Usando (B.50), temos (�ii)
2 = 1; i = 1; 2; : : : ; N .

Conclus~ao: s = �1. Escolhendo o sinal positivo, temos�
� = ulv

� = u
p
l2 � 1v

(B.51)

Fazendo l2 = 1 + �, temos

M =

�
u 0

0 u

�� p
1 + �

p
�p

�
p
1 + �

��
v 0

0 v

�
= U�V: (B.52)

Como o n�umero de parâmetros reais de uma matriz quat�ernion real unit�aria

�e 2N2 + N , a parametriza�c~ao tem 4N2 + 3N parâmetros livres, possuindo assim

3N parâmetros redundantes. Para entender essa redundância vamos considerar a

quest~ao da unicidade da parametriza�c~ao. Considere a transforma�c~ao

u! ud1; v ! d2v;
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com d1 e d2 quat�ernions reais unit�arios N �N tais que [d1; l] = 0 = [d2; l]. Temos

�! ud1d2
p
1 + �v; � ! ud1d2

p
�v:

M �e invariante se d1d2 = 1, ou d2 = d
y
1 =

�d1. Ou seja, se

G =

�
d 0

0 d

�
;

ent~ao M = U�V �e invariante pela transforma�c~ao U ! UG, V ! �GV . Vamos

analisar a estrutura de d.

1. Caso particular: N = 1

d �e quat�ernion real unit�ario

d =

�
� �

��� ��

�
; com j�j2 + j�j2 = 1; (B.53)

vemos que d 2 SU(2) e possui 3 parâmetros livres.

2. Caso geral: N > 1

Neste caso

d =

0
B@

d11
. . .

dNN

1
CA ; (B.54)

onde dii (i = 1; : : : ; N) 2 SU(2). Temos N matrizes SU(2) fornecendo 3N

parâmetros que podem ser usados para eliminar os 3N parâmetros redundantes

de (B.52).
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Apêndice C

Matriz de espalhamento: Medida

invariante

A medida �e de�nida pela condi�c~ao de ser invariante por um automor�smo de

uma dada classe de simetria nela mesma:

d��(S) = d��(S 0): (C.1)

Para � = 1, a matriz transformada S 0 se relaciona com S por

S 0 = U0SU
T
0 ; (C.2)

onde U0 �e uma matriz unit�aria arbitr�aria. Obviamente, (C.2) �e um automor�smo

do conjunto das matrizes unit�arias sim�etricas nele mesmo. Para � = 2,

S 0 = U0SV0; (C.3)

onde U0 e V0 s~ao matrizes unit�arias arbitrarias. Para � = 4, temos

S 0 = U0S �U0; (C.4)

onde U0 �e uma matriz unit�aria simpl�etica.

A medida invariante para o ensemble de matrizes de espalhamento nas classes

de Wigner-Dyson foi trabalhada nas referências [33],[34], para os casos � = 1 e � = 2.

Antes de calcular a medida invariante da matriz S na classe Quiral, vamos considerar

o resultado conhecido da geometria diferencial:

Teorema C.1 Dado o elemento de arco

ds2 =
X

g��Æx�Æx� (C.5)

106
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que de�ne o tensor m�etrico g��(x). Se ds2 �e invariante pela transforma�c~ao x� =

x�(x
0
1; x

0
2; : : : ), ent~ao o elemento de volume

dV = jdetg(x)j1=2
Y
�

Æx� (C.6)

tamb�em �e invariante sob a mesma transforma�c~ao.

Voltando ao problema da matriz S, de�nimos o elemento de arco

ds2 = Tr[dSydS]: (C.7)

Esta express~ao �e invariante sob as transforma�c~oes (C.2), (C.3) e (C.4).

C.1 Caso ortogonal

A representa�c~ao polar da matriz S no caso � = 1, �e

S =

�
v 0

0 u

��
�
p
1� �

p
�p

�
p
1� �

��
vT 0

0 uT

�
� V RV T: (C.8)

Diferenciando S obtemos

dS = (dV )RV T + V (dR)V T + V R(dV T)

= V [ÆV R + dR+R(ÆV )T]V T;
(C.9)

onde introduzimos a matriz anti-sim�etrica

ÆV = V TdV; (ÆV )T = dV TV = �(ÆV ): (C.10)

O elemento de arco (C.7) �ca

ds2 = Tr[ ÆV RÆV R + ÆV RdR + ÆV RR(ÆV )T+

dRÆV R + (dR)2 + dRR(ÆV )T+

R(ÆV )TÆV R +R(ÆV )TdR+R(ÆV )TR(ÆV )T]:

(C.11)

As diferenciais da equa�c~ao anterior podem ser expressas como

dR =
1

2

 
d�p
�

d�p
�

d�p
�
� d�p

�

!
; (C.12)
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ÆV =

�
vTdv 0

0 uTdu

�
=

�
Æv 0

0 Æu

�
; (C.13)

onde � = 1 � � e Æu, Æv s~ao matrizes anti-ortogonais. Efetuando o produto das

matrizes, temos R2 = 1, RdR = �dRR e

Tr[R(ÆV )TdR] = Tr[dR(ÆV )R] = Tr[dRR(ÆV )T] = Tr[(ÆV )RdR] = 0: (C.14)

Resultando em

ds2 = Tr[2(ÆV )TÆV + (dR)2 + (ÆV )R(ÆV )R +R(ÆV )TR(ÆV )T]: (C.15)

Como R(ÆV )TR(ÆV )T = (ÆV RÆV R)T e o tra�co de uma matriz �e igual ao de

sua transposta, temos

ds2 = Tr[2(ÆV )TÆV + (dR)2 + 2(ÆV )R(ÆV )R]: (C.16)

Calculando os tra�cos

Tr[(dR)2] =
1

2
tr

�
d�d�

�(1� �)

�
; (C.17)

Tr[(ÆV )TÆV ] = tr[(Æv)TÆv] + tr[(Æu)TÆu]; (C.18)

Tr[(ÆV )R(ÆV )R] = tr[Æv
p
�Æv

p
�+ Æv

p
�Æu

p
� + Æu

p
�Æv

p
� + Æu

p
�Æu

p
�]:

(C.19)

Substituindo (C.17), (C.18) e (C.19) em (C.16), o elemento de linha �ca

ds2 = 2tr[ (Æv)TÆv + (Æu)TÆu+ Æv
p
�Æv

p
�+

Æv
p
�Æu

p
� + Æu

p
�Æv

p
� + Æu

p
�Æu

p
� + 1

4
d�d�
��

]:
(C.20)

Efetuando os produtos das matrizes, calculando os novos tra�cos e usando o

fato de as matrizes Æu e Æv serem sim�etricas, temos

tr[(Æv)T(Æv)] = 2
P

a<b(Æv)
2
ab

tr[(Æu)T(Æu)] = 2
P

a<b(Æu)
2
ab

tr[Æv
p
�Æv

p
�] = � 2

P
a<b

p
�a�b(Æv)

2
ab

tr[Æv
p
�Æu

p
� ] = � 2

P
a<b

p
�a�b(Æv)ab(Æu)ab

tr[Æu
p
�Æv

p
� ] = � 2

P
a<b

p
�a�b(Æu)ab(Æv)ab

tr[Æu
p
�Æu

p
�] = � 2

P
a<b

p
�a�b(Æu)

2
ab:

(C.21)
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Substituindo (C.21) em (C.20), o elemento de linha �ca

ds2 = 4
X
a<b

�
(1�p�a�b)[(Æu)2ab + (Æv)2ab]� 2

p
�a�b(Æu)ab(Æv)ab

�
+
1

2

NX
a=1

(d�a)
2

�a�a
:

(C.22)

Esta equa�c~ao tem a estrutura (C.5) e fornece os elementos de matriz do

tensor m�etrico g. Note que temos � = N2 vari�aveis independentes (duas matrizes

anti-sim�etricas N �N e uma diagonal). Logo, g �e uma matriz � � �. Nomeando as

linhas e colunas usando as � vari�aveis na ordem

(Æu)12; (Æv)12; (Æu)13; (Æv)13; : : : ; (Æu)1;N ; (Æv)1;N ; (Æu)23; (Æv)23; : : : ;

(Æu)2;N ; (Æv)2;N ; : : : ; (Æu)N�1;N ; (Æv)N�1;N ; d�1; : : : ; d�N ;
(C.23)

temos N(N � 1)=2 blocos 2� 2 com linhas e colunas rotuladas por (Æu)ab e (Æv)ab

(Æu)ab (Æv)ab

(Æu)ab
(Æv)ab

�
1�p�a�b �p�a�b
�p�a�b 1�p�a�b

� (C.24)

e N \ blocos unidimensionais " 1=(�a�a), rotulados por d�a. O determinante de g �e

dado por

detg /
Y
a<b

[(1�p�a�b)2 � �a�b]

NY
a=1

1

�a�a
: (C.25)

O elemento de volume invariante �e dado por

d�(S) =
p
jdetgj

NY
a=1

d�a
Y
a<b

(Æu)ab(Æv)ab: (C.26)

Fazendo a mudan�ca de vari�aveis �a ! sech2(xa), (a = 1; : : : ; N), temos

d�(S) /
Y
a<b

j tanh(xb)� tanh(xa)j
NY
a=1

sech(xa)

NY
a=1

dxa
Y
a<b

(Æu)ab(Æv)ab: (C.27)
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C.2 Caso unit�ario

A representa�c~ao polar da matriz S no caso � = 2, �e

S =

�
v 0

0 u

��
�
p
1� �

p
�p

�
p
1� �

��
vy 0

0 uy

�
� V RV y; (C.28)

com u e v matrizes unit�arias. Diferenciando S, obtemos

dS = V [ÆV R + dR+R(ÆV )y]V y; (C.29)

onde introduzimos a matriz anti-unit�aria

ÆV = V ydV; (ÆV )y = dV yV = �(ÆV ): (C.30)

O elemento de arco (C.7) �ca

ds2 = Tr[ÆV RÆV R + ÆV RdR + ÆV RR(ÆV )y+
dRÆV R + (dR)2 + dRR(ÆV )y+
R(ÆV )yÆV R +R(ÆV )ydR +R(ÆV )yR(ÆV )y]:

(C.31)

O procedimento �e an�alogo ao anterior, ap�os efetuar os produtos de matriz o

elemento de linha

ds2 = 2trf(Æu)y(Æu) + (Æv)y(Æv) + 1
4
d�d�
��

+Re[
p
�(Æv)y

p
�(Æv)+p

� (Æu)y
p
�(Æv) +

p
�(Æv)y

p
� (Æu) +

p
�(Æu)y

p
�(Æu)]g: (C.32)

As matrizes anti-hermitianas Æu e Æv podem ser escritas como

Æv = Æa1 + iÆs1; (C.33)

Æu = Æa2 + iÆs2; (C.34)

onde Æa1, Æa2 s~ao matrizes reais sim�etricas e Æs1, Æs2 s~ao matrizes reais anti-sim�etricas.

Em termos destas matrizes, o elemento de linha �ca

ds2 = 2
P

a

n
(1� �a)

P2

i=1(Æsi)
2
aa � 2�a(Æs1)aa(Æs2)aa +

1
4

(d�a)2

�a�a

o
+ 4

Q
a<b

�
(1�p�a�b)

P2

i=1 [(Æai)
2
ab + (Æsi)

2
ab]

� 2
p
�a�b[(Æa1)ab(Æa2)ab + (Æs1)ab(Æs2)ab]

	
:

(C.35)

Fazendo �a = 1� �a, o termo diagonal de (C.35) �ca

2
X
a

�
�a[(Æs1)aa � (Æs2)aa]

2 +
1

4

(d�a)
2

�a(1� �a)

�
: (C.36)
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Note que as 2N vari�aveis (Æs1)aa e (Æs2)aa aparecem apenas como N combi-

na�c~oes Æya � (Æs1)aa � (Æs2)aa. Em termos de Æya, o elemento de linha �ca

ds2 = 2
P

a

n
�a(Æya)

2 + 1
4

(d�a)2

�a�a

o
+ 4

Q
a<b

�
(1�p�a�b)[(Æa1)2ab + (Æa2)

2
ab + (Æs1)

2
ab + (Æs2)

2
ab]

� 2
p
�a�b[(Æa1)ab(Æa2)ab + (Æs1)ab(Æs2)ab]

	
:

(C.37)

Na equa�c~ao (C.37), os (Æsi)ab e (Æai)ab para i = 1; 2 e a < b contribuem

com 4 �N(N � 1)=2 vari�aveis independentes. Temos ainda os (Æy)a que, juntamente

com os �a, fornecem 2N . Totalizando � = 2N2, n�umero correto de vari�aveis inde-

pendentes no caso Quiral unit�ario. Agrupando convenientemente as 2N2 vari�aveis

independentes, o tensor m�etrico tem uma estrutura simples constitu��da de blocos

1� 1 e 2� 2 ao longo da diagonal. Temos N blocos unidimensionais 2�a rotulados

por Æya, N blocos unidimensionais 1=(�a�a) rotulados por d�a , N(N � 1)=2 blocos

rotulados por (Æs1)ab e (Æs2)ab

(Æs1)ab (Æs2)ab

(Æs1)ab
(Æs2)ab

�
1�p�a�b �p�a�b
�p�a�b 1�p�a�b

� (C.38)

e outros N(N � 1)=2 blocos idênticos �a (C.38) rotulados por (Æa1)ab e (Æa2)ab. O

determinante de g �e

detg /
Y
a<b

[(1�p�a�b)2 � �a�b]
2

NY
a=1

1

�a
: (C.39)

Fazendo a transforma�c~ao �a ! sech2(xa), temos o elemento de volume invariante

d�(S) /
Y
a<b

j tanh(xb)� tanh(xa)j2
NY
a=1

sech2(xa)

NY
a=1

dxa

NY
a=1

(Æy)a
Y
a<b

(Æs1)ab(Æs2)ab(Æa1)ab(Æa2)ab:

(C.40)

C.3 Caso simpl�etico

A representa�c~ao polar da matriz S no caso � = 4, �e

S =

�
v 0

0 u

��
�
p
1� �

p
�p

�
p
1� �

��
�v 0

0 �u

�
� V R �V ; (C.41)
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com u e v matrizes quat�ernions reais unit�arias. Diferenciando S, obtemos

dS = V [ÆV R + dR +R(ÆV )] �V ; (C.42)

onde introduzimos a matriz anti-auto-dual.

ÆV = �V dV; (ÆV ) = d �V V = �(ÆV ): (C.43)

O elemento de arco (C.7) �ca

ds2 = Tr[ÆV RÆV R + ÆV RdR + ÆV RR(ÆV )+

dRÆV R + (dR)2 + dRR(ÆV )+

R(ÆV )ÆV R +R(ÆV )dR+R(ÆV )R(ÆV )]:

(C.44)

O procedimento �e an�alogo ao anterior, ap�os efetuar os produtos das matrizes

e calcular os tra�cos, o elemento de linha �ca

ds2 = 2trf (Æu)(Æu) + (Æv)(Æv) + 1
4
d�d�
��

+ Æv
p
� Æv

p
�+

Æv
p
�Æu

p
� + Æu

p
�Æv

p
� + Æu

p
�Æu

p
� g: (C.45)

Vamos calcular o tra�co do primeiro termo da equa�c~ao (C.45)

tr[(Æv)(Æv)] =
X
ab

tr[(Æv)ba(Æv)ab] =
X
ab

tr[(Ævab)(Æv)ab] = 2
X
ab

3X
i=0

(Æv
(i)
ab )

2; (C.46)

onde usamos a propriedade da conjuga�c~ao quaterniônica (Æv)ba = (Ævab). Como Æv

�e anti -auto -dual, pode ser decomposta na base de quat�ernions em uma matriz

anti-sim�etrica Æv
(0)

ab = �Æv(0)ba e três matrizes sim�etricas Æv
(i)

ab = Æv
(i)

ba , i = 1; 2; 3.

Ent~ao,

tr[(Æv)(Æv)] = 2

NX
a=1

3X
i=1

(Æv(i)aa )
2 + 4

NX
a<b

3X
i=0

(Æv
(i)
ab )

2 (C.47)

Analogamente:

tr[(Æu)(Æu)] = 2
PN

a=1

P3

i=1(Æu
(i)
aa)

2 + 4
PN

a<b

P3

i=0(Æu
(i)
ab )

2;

tr[Æv
p
�Æu

p
� ] = �2PN

a=1 �a
P3

i=1 Æv
(i)
aaÆu

(i)
aa � 4

P
a<b

p
�a�b

P3

i=0 Æv
(i)
ab Æu

(i)
ab ;

tr[Æu
p
�Æv

p
� ] = �2PN

a=1 �a
P3

i=1 Æu
(i)
aaÆv

(i)
aa � 4

P
a<b

p
�a�b

P3

i=0 Æu
(i)

ab Æv
(i)

ab ;

tr[Æv
p
�Æv

p
�] = �2PN

a=1 �a
P3

i=1(Æv
(i)
aa )2 � 4

P
a<b

p
�a�b

P3

i=0(Æv
(i)

ab )
2;

tr[Æu
p
�Æu

p
�] = �2PN

a=1 �a
P3

i=1(Æu
(i)
aa)2 � 4

P
a<b

p
�a�b

P3

i=0(Æu
(i)

ab )
2:

(C.48)
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Substituindo (C.47) e (C.48) em (C.45), temos

ds2 = 4
PN

a=1f
P3

i=1[(Æv
(i)
aa )

2 + (Æu
(i)
aa)

2 � 2�a(Æu
(i)
aa)(Æv

(i)
aa )

�(1� �a)[(Æv
(i)
aa )

2 + (Æu
(i)
aa)

2] +1
4

(d�a)
2

�a�a

o
+8
P

a<b

P3

i=1f(Æv
(i)

ab )
2 + Æu

(i)

ab )
2 � 2

p
�a�b(Æu

(i)

ab )(Æv
(i)

ab )

�p�a�b(Æu(i)ab )[(Æv
(i)
ab )

2 + (Æu
(i)
ab )

2]g:

(C.49)

De�nindo Æy
(i)
a � Æv

(i)
aa � Æu

(i)
aa, o elemento de linha �ca

ds2 = 4
PN

a=1

n
�a
P3

i=1(Æy
(i)
a )2 + 1

4

(d�a)
2

�a�a

o
+8
P

a<b

P3

i=1f(1�
p
�a�b)[(Æv

(i)
ab )

2 + (Æu
(i)
ab )

2]� 2
p
�a�b(Æu

(i)
ab )(Æv

(i)
ab )g
(C.50)

Na equa�c~ao (C.50), os Æu
(i)

ab e Æv
(i)

ab para i = 0; 1; 2; 3 e a < b contribuem

cada um com 4 � N(N � 1)=2 vari�aveis independentes. Temos ainda os Æy
(i)
a , i =

1; 2; 3 que, juntamente com os �a, fornecem 4N . Totalizando � = 4N2, n�umero

correto de vari�aveis independentes no caso Quiral simpl�etico. O tensor m�etrico

pode ser colocado numa estrutura simples constitu��da de blocos 1 � 1 e 2 � 2 ao

longo da diagonal.Temos 3N blocos unidimensionais �a rotulados por Æy
(i)
a , N blocos

unidimensionais 1=(�a�a) rotulados por d�a , 2N(N � 1) blocos rotulados por Æv
(i)
ab

e Æu
(i)
ab . Para cada valor de i, temos blocos com a estrutura

Æv
(i)

ab Æu
(i)

ab

Æv
(i)

ab

Æu
(i)

ab

�
1�p�a�b �p�a�b
�p�a�b 1�p�a�b

�
:

(C.51)

O determinante de g �e

detg /
Y
a<b

[(1�p�a�b)2 � �a�b]
4

NY
a=1

� 2a
�a
: (C.52)

Fazendo a transforma�c~ao �a ! sech2(xa), temos o elemento de volume in-

variante

d�(S) /
Y
a<b

j tanh(xb)� tanh(xa)j4
NY
a=1

sech4(xa)

NY
a=1

dxa

NY
a=1

3Y
i=1

Æy(i)a

Y
a<b

3Y
i=0

Æv
(i)
ab Æu

(i)
ab :

(C.53)
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Das equa�c~oes (C.27), (C.40) e (C.53), podemos escrever:

d�(S) /
Y
a<b

j tanh(xb)� tanh(xa)j�
NY
a=1

sech�(xa)

NY
a=1

dxa d�(u)d�(v): (C.54)

Outra maneira de escrever a madida �e atrav�es da transforma�c~ao �a ! sen2(2�a). O

que resulta em:

d�(S) /
Y
a<b

Y
�=�

jsen(�b + ��a)j�
NY
a=1

sen��1(2�a)
NY
a=1

d�a d�(u)d�(v): (C.55)
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