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Resumo

Nesta Tese, estudamos diversos aspectos estatisticos de seqiiéncias temporais
de deslizamentos de blocos sobre superficies rugosas inclinadas, quando estas sao
submetidas a pequenas perturbagoes controladas. Experimentos recentes mostra-
ram que, quando a inclinagdo # nao é muito menor do que o angulo critico 6., a
distribuigdo espacial dos deslizamentos obedece a relagdo de escala n(\) ~ A~ (40)
onde n(A) é o nimero de deslizamentos com magnitude A, e b = 0.50£0.05. Esta lei
de poténcia é reminiscente da lei de Gutenberg & Richter para a freqiiéncia de um
terremoto de momento sismico s: n(s) ~ s~(1*7) onde v ~ 0.5 — 0.6. Por outro la-
do, a andlise de Hurst dessas séries revelou efeitos de persisténcia nos deslizamentos,
correlagdo de larga escala temporal que desaparece no regime de inclinagoes mais
baixas. O objetivo desta Tese é estudar a distribuicao temporal dos deslizamentos
em escalas de tempo mais reduzidas. Em particular, as séries no regime 6 < 6,
apresentam intermiténcia, e sao similares, sob certos aspectos, a séries de terremo-
tos reveladas nos sismégrafos. No Capitulo 2, mostraremos que a taxa n(t) com que
pequenos deslizamentos ocorrem depois de um grande evento, em algumas dessas
séries, segue a lei de Omori, n(t) ~ t?, a qual descreve o decaimento de eventos
sismicos (“aftershocks’) ocorrendo apés um grande terremoto (“mainshock”). O
expoente p encontrado para os deslizamentos tem um valor andémalo p # 1.0, depen-
dendo da série. Adicionalmente, mostraremos que a distribui¢do acumulada N (¢)
dos deslizamentos ocorrendo préximo a um grande evento em ¢, pode ser descrita
por uma lei de poténcia do tipo N(t) ~ |t. —t|*, onde 2z é um expoente comple-
x0, da forma z = a + bi. No Capitulo 3, estudaremos a distribuicao temporal dos
deslizamentos em uma escala microscépica, calculando a dimensao fractal e a lacu-
naridade do suporte onde a atividade estd concentrada. No limite de carregamento
vagaroso, observamos que cilindros de aluminio apresentam uma susceptibilidade de
deslizamento proporcional a L¢, onde L é o comprimento do cilindro e ¢ ~ 0.56. Fi-
nalmente, no Capitulo 4, mostraremos uma analise multifractal das séries temporais
associadas a § ~ ., usando as dimensdes generalizadas D, e o método de Chhabra
e Jensen para calcular a fungao f(«). Um resumo dos resultados serd apresentado

no Capitulo 5.



Summary

In this Thesis, we study several statistical aspects concerning time series of
slidings of blocks on inclined rough surfaces submitted to small controlled perturba-
tions. Recent experiments have shown that when the angle 6 is not too small when
compared to the critical angle 6., the spatial distribution of the sliding magnitu-
des obeys the scaling relation n()\) ~ A~(*%) where n()\) is the number of events
with size A, and b = 0.50 £ 0.05. This power law is reminiscent from the Guten-
berg & Richter’s law for the frequency of an earthquake with seismic moment s:
n(s) ~ s 1+ where v~ 0.5 — 0.6. On the other side, the Hurst analysis for this
series has revealed the existence of persistence in the sliding events, a long-range
correlation which disappears in the limit of smaller inclinations. In this Thesis, we
study the temporal distribution of the sliding events on more reduced time scales.
In particular, the series associated with the regime 6 < 6. do present intermit-
tency, being similar, in some sense, to time series of earthquakes. In Chapter 2,
we show that the rate n(t) for the occurrence of small sliding events after a large
event, for some of these series, obeys the Omori law, n(t) ~ ¢t~ for the decay of
“aftershocks” succeeding a large earthquake. The exponent p for the sliding events
has an anomalous value p # 1.0, depending on the series. Additionally, we show
that the cumulative distribution N(¢) of the sliding events near a large event at ¢,
can be described by a power law of the type: N(t) ~ |t. — t|*, where z is a complex
exponent, of the form: z = a + bi. In Chapter 3, we study the time distribution
of the sliding events on a microscopic scale, by calculating the fractal dimension
and the lacunarity of the support where the sliding activity concentrates. In the
limit of slow loading, we observe that cylinders made of aluminum have a sliding
susceptibility which rises proportionally to L¢, where L is the length of the cylinder,
and ¢ ~ 0.56. Finally, in Chapter 4, we present a multifractal analysis for the time
series associated with the regime 6 ~ 0., by using the generalized dimensions D, and
the method of Chhabra and Jensen for calculating the f(«) function. A summary

of the results is presented in Chapter 5.
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Capitulo 1
Introducao

Grande parte dos resultados apresentados nesta Tese envolve leis de poténcia ou leis
de escala entre duas variaveis X e Y, isto é, relacoes do tipo Y ~ X¢, onde « é
chamado ezxpoente de escala. Leis de escala sao encontradas em praticamente todas
as areas da Fisica. Um exemplo muito familiar é a lei de Kepler para o periodo T’
da 6rbita de um planeta: T ~ r3/2 onde r é o raio da érbita. Neste caso, o = 3/2
é um numero racional, do tipo a/b, com a e b inteiros. Quando isso acontece,
dizemos que « é um expoente “trivial”’. Nas ultimas décadas, grande atencao tem
sido dedicada a sistemas que apresentam leis de escala com expoentes “andémalos”
ou “nao-triviais”, isto é, Y ~ X® onde a ndo é um numero racional simples. Leis
de escala desse tipo aparecem em fenomenos criticos, fractais, dinamica nao-linear,
processos de crescimento, sistemas de avalanches, entre outros [1]. Na tentativa de
compreender a origem dessas leis de poténcia andémalas, muitos conceitos tém sido
desenvolvidos, tais como aqueles subjacentes a teoria do caos, da complexidade e
da universalidade, os quais encontram atualmente vasta aplicacdao em diversas areas
da Fisica Nao-Linear. Nesta Tese, mostraremos que seqiiéncias de deslizamentos de
blocos sobre superficies rugosas inclinadas, quando estas sao submetidas a pequenas
perturbacoes controladas, apresentam uma estrutura temporal complexa, associada
a leis de escala com expoentes nao-triviais que descrevem a distribuicao espacial e
temporal dos eventos.

O estudo da dinamica de objetos num plano inclinado tem uma longa histéria,
iniciando com os experimentos de Galileo Galilei e, mais tarde, com o trabalho de
Coulomb sobre o atrito, no século XVIII [2]. Todo estudante de Fisica Bésica
sabe, por exemplo, que se deixarmos um objeto rolar sobre uma superficie inclinada
a partir do repouso, o espaco percorrido s escala com o tempo ¢t como s ~ t2.
Para um objeto que nao pode rolar, mas s6 escorregar, ocorre o seguinte: se a

inclinacao # for maior que o angulo 6., chamado dangulo critico, entao o objeto



desliza e dissipa energia durante a descida, devido a acao da forca de atrito cinético.
Mas se 0 < 6., o objeto nao sai do lugar, porque sua componente do peso na direcao
paralela a superficie ndo é maior que a forca de atrito estatico, a qual impede o
movimento. Muito embora o estudo microscépico do atrito seja objeto de pesquisa
atual [3], sabemos que as interagdes do bloco com o plano podem ser associadas a
um coeficiente macroscépico de atrito, u, o qual possibilita uma descricao simples
do movimento, através das leis de Newton. Recentemente, Vasconcelos, Cunha-Jr. e
Veerman [4] mostraram que a dindmica de um tnico grao, de dimensdes comparéveis
a rugosidade da superficie, ja é bastante complexa. Usando um modelo geométrico
bem simples, eles encontraram que se a inclinagdo da superficie for muito grande,
entao o grao se move num regime caético, no qual a velocidade permanece finita mas
varia consideravelmente. Por outro lado, o movimento de um conjunto de muitos
graos em um plano inclinado — um comportamento intermedidrio entre sélidos e
liquidos — ainda é pobremente caracterizado, apesar do esfor¢o envolvido em muito
trabalho tedrico e experimental nos ultimos anos [5, 6, 7].

Em 1987, Bak, Tang e Wiesenfeld (BTW) [8] publicaram um trabalho, hoje
muito citado, com o titulo “Criticalidade Auto-Organizada: Uma explicagao para o
ruido 1/f”, o qual impulsionaria um ressurgimento espetacular do interesse em ex-
periéncias com superficies inclinadas. Nesse trabalho, os autores apresentaram um
modelo para descrever avalanches em uma pilha de areia, as quais resultam da adicao
de graos no topo da pilha. A idéia era mostrar que sistemas de muitas particulas
submetidas a pequenas perturbacoes, muitas vezes evoluem para um estado critico
auto-organizado. Essa auto-organizacao ocorre através de respostas ou avalanches
sem qualquer tamanho s ou duracao At caracteristicos, e sem necessidade de se ajus-
tar qualquer variavel ou parametro relevante; ou seja, o estado critico € um atrator
da dinamica, para o qual o sistema retorna automaticamente apds cada avalanche.
Uma caracteristica comum a todos os sistemas nesse estado é que os tamanhos das
flutuacoes em s e At seguem distribui¢ées em leis de poténcia: n(At) ~ (At)™
e n(s) ~ s7?. Bak, Tang e Wiesenfeld imaginaram uma pilha de areia como um
exemplo simples e intuitivo de um sistema no estado critico auto-organizado. O
estado de repouso de uma pilha de areia é caracterizado pelo angulo de repouso 6,
que ela forma com a horizontal. Quando a inclinacao aumenta, por exemplo, com o
incremento de massa pelo topo da pilha, tem inicio uma série de avalanches que s6
terminam quando o angulo 6, é recuperado. No seu modelo, eles encontraram que
a=042e 5 =0.98em 2D, e a =0.90 e § = 1.35 em 3D. BTW disseram ainda que

a distribuigdo espectral de poténcia' S(f) associada & resposta era do tipo S ~ f~%,

LA densidade espectral de poténcia S(f) de uma quantidade flutuante z(t) d4 uma medida da
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onde ¢ ~ 1, que é justamente o ruido 1/f (dai a origem do titulo do trabalho de
BTW).

Muitos experimentos com pilhas de areia, e também com graos de areia e
outros materiais em superficies inclinadas, foram realizados a partir de entao, em
conexao com a teoria de BTW e com outros modelos de meios granulares. Num
dos primeiros trabalhos, Jager, Liu e Nagel, em 1988 [9], usaram “pilhas de areia”
formadas de pequenas esferas de vidro e particulas rugosas de éxido de aluminio,
colocadas sobre uma calha semi-cilindrica, para estudar a relaxa¢do do angulo de re-
pouso da superficie livre, quando o sistema era perturbado. A variagao da inclinacao
média era feita de duas maneiras diferentes: na primeira, girava-se a calha a uma
velocidade angular constante, e na segunda, particulas eram adicionadas no topo da
pilha. Apds a perturbacao, media-se a distribui¢ao de avalanches. Contrariamente
as expectativas de BTW, Jager e colaboradores nao encontraram lei de poténcia pa-
ra S(f). Um ano depois, Jensen, Christensen e Fogedby [10] mostraram que o tnico
modelo usado por BT'W para apoiar quantitativamente suas idéias sobre criticalida-
de auto-organizada niao produzia ruido 1/f, mas apresentava, ao invés, S(f) ~ 1/f2,
que caracteriza um ruido “trivial”, conhecido como ruido Browniano. Esse resultado
foi confirmado mais tarde com uma experiéncia realizada em 1990 por Held e cola-
boradores [11], os quais acharam correlacoes de curto alcance entre as avalanches,
apenas para pequenas pilhas de areia. A distribuicdo de avalanches seguia uma lei

~23 um comportamento bem diferente daquele previsto nas

de poténcia n(s) ~ s
simulacoes de BTW em 3D. Além disso, para pilhas grandes, eles encontraram que
a invariancia de escala desaparecia, dando lugar a uma relaxacao caracterizada pela
predominancia de avalanches grandes regularmente espacadas, um cendrio parecido
com o apresentado por Jiger, Liu e Nagel [9]. Por outro lado, Rosendahl, Veki¢ e

Kelley [12], dois anos depois, encontraram n(s) ~ s 22

, € mostraram que a inva-
ridncia de escala persistia mesmo nas pilhas grandes, e que a diferenca entre estas
e as pequenas pilhas estava na massa total das avalanches, a qual crescia com a
quantidade de areia acumulada, devido ao aumento do tamanho maximo registrado
para s. De fato, varios outros experimentos mostravam que pilhas de areia eram
bem mais complexas do que BTW haviam sugerido [13, 14].

Num outro tipo de experiéncia com superficies inclinadas, Plourde, Nori e
Bretz [15] estudaram avalanches liquidas formadas pela reunido de um nimero va-
ridvel de goticulas de dgua, que desciam pela superficie interna de um hemisfério

plastico, constantemente “bombardeado” por um borrifador. Eles encontraram uma,

poténcia em cada intervalo de freqiiéncia; ela é calculada tomando-se o quadrado do mdédulo da
transformada normalizada de Fourier de z(t). Assim, a integral de S(f) entre f = f1 e f = fo d4
a poténcia contida em z(t) na banda f; < f < f5.
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1.1 Deslizamento de blocos em uma superficie rugosa inclinada 5

lei de poténcia para o nimero n(s) de avalanches com massa de dgua s, mas com
um expoente dependendo fortemente da viscosidade (§ = 2.66 para baixa viscosi-
dade — ou alta temperatura 7" — e § = 1.77 para alta viscosidade). S(f) seguia
uma lei de poténcia S(f) ~ f~! apenas para um pequeno intervalo intermedidrio
de f, um comportamento que nao mostrava evidéncia definitiva de criticalidade

auto-organizada.

1.1 Deslizamento de blocos em uma superficie ru-

gosa inclinada

Até 1993 ja tinham sido feitas experiéncias com avalanches de materiais granulares
e liquidos sobre superficies inclinadas. Restava fazer um experimento que envol-
vesse deslizamento de materiais solidos com formas bem definidas, como placas ou
cilindros. Naturalmente, uma das motivagoes desse estudo era o problema dos ter-
remotos, nos quais ocorrem deslizamentos de placas tectonicas sélidas em certas
condigbes criticas. Carlson e Langer [16], em 1989, j4 tinham chamado a atencao
para uma possivel importancia da criticalidade auto-organizada no fenémeno dos
terremotos.

Em 1995, Brito e Gomes (BG) publicaram o primeiro trabalho sobre desliza-
mento de blocos sélidos em uma superficie inclinada rugosa, submetida a pequenas
perturbagdes controladas [17]. O aparato experimental que eles montaram esta mos-
trado na Figura 1.1. O plano inclinado era de aluminio, em forma de V, com 300 mm
de comprimento, fixo a uma mesa de 250 kg, de tal maneira que o sistema era pouco
susceptivel a vibragoes mecanicas. Sobre o plano era colocado um objeto que tinha
a forma cilindrica ou prismatica de se¢ao quadrada, podendo ser de aluminio, latao,
PVC ou teflon. O eixo longitudinal do bloco ficava na direcao paralela ao sulco da
calha. Dessa forma, tanto o cilindro quanto o prisma ficavam livres para deslizar,
mas ndo podiam rolar, como mostra a geometria da se¢do transversal destacada
na Figura 1.1. O angulo # com a horizontal, calculado com uma precisao de 0.1°,
era mantido no intervalo 0 < (6. — 6)/6. < 0.36, onde 6, = tan~*(u,) é o angulo
critico correspondente, de forma que o bloco ficava nao muito distante, em média,
da condigao de deslizamento. Brito e Gomes acoplaram um martelo a calha, o qual
provia perturbacoes na base do plano, como ilustra a Figura 1.1. Para dar as pan-
cadas, o martelo, de 100.4 g, era solto a uma distancia fixa do aparato, adquirindo

1. Os deslizamentos

no momento do impacto, uma velocidade estimada de 50 cm s~
eram medidos com uma fita milimetrada, colada na calha de aluminio, e a precisao

em cada medida era de 0.5 mm.
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1.1 Deslizamento de blocos em uma superficie rugosa inclinada 6

R

Figura 1.1: Diagrama esquemético do aparato experimental montado por Brito e
Gomes [17]. Sobre a calha de aluminio (A) de comprimento Ly, inclinada a um
angulo 6, era colocado um bloco feito de aluminio, latdao, PVC ou teflon, de com-
primento L. O bloco podia ser um cilindro, ou ter uma secao transversal quadrada.

O martelo (M) de massa 100.4 g atingia a base da calha com uma velocidade de

50 cms L.

Todos os cilindros tinham 7mm de diametro, e seu comprimento variava de
L =10 a 40 mm, enquanto a calha tinha um comprimento Ly = 300 mm. Por outro
lado, os prismas retangulares tinham se¢ao quadrada de lado 7mm e os mesmos
comprimentos que no caso dos cilindros. Assim, o espaco no qual os blocos podiam
se movimentar sobre a calha variava de 260 a 290 mm. Em cada experiéncia, o bloco
era colocado inicialmente no topo da calha, e a coleta dos valores experimentais
do deslizamento era feita de forma encadeada: perturbava-se o sistema, e media-
se o deslocamento A quando o bloco parava; a seguir, perturbava-se novamente o
sistema, sem se interferir na posicao do bloco, e media-se 0 novo comprimento .
Quando o bloco atingia a base da calha, o tultimo deslizamento era desprezado, e
uma nova seqiiéncia de avalanches comecava, com o bloco retornado ao topo da
superficie. Uma experiéncia consistia de uma seqiiéncia de 1000 avalanches {\(¢)},
registradas em fungao do tempo. O tempo aqui é medido em batidas, isto é, cada
batida esta associada a uma unidade de tempo ¢ =1,2,...,T. No regime estudado,
toda perturbacao resulta em um deslizamento nao nulo, de comprimento minimo

Amin = 1.0mm, de forma que 7" é igual ao nimero de avalanches do experimento.
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1.1 Deslizamento de blocos em uma superficie rugosa inclinada 7

| Série | Material | 6 [ Ap (mm) || (A) | Amax (mm) | n¢ |
(a) | aluminio | 35° 17121.0 || 17.12mm 183.0 70
b) latao 14° 10115.0 || 10.12mm 262.5 39
c) latao 18° 15866.5 || 15.87mm 197.0 62

) latao 20° | 15085.0 || 15.09 mm 226.0 57
) latao 21° 18647.5 || 18.65 mm 260.0 7
) PVC 27° 12095.5 || 12.10 mm 218.0 47
g) PVC 29° 16612.0 || 16.61 mm 266.0 68
h) PVC 29.7° | 18458.5 || 18.46 mm 238.0 74
(i) PVC 30° 31595.0 || 31.59 mm 268.5 140

|~
o

@

—~|
—+

—_—~

Tabela 1.1: Para cada conjunto [material do bloco (L = 20 mm), inclinagao 6] asso-
ciado as séries da Figura 1.2, identificamos nas colunas 4, 5, 6 e 7, respectivamente:
A atividade total Ay = 321, A(t) (T = 1000), a média dos deslizamentos ()), o
maximo evento (Apmax) Da série correspondente e o nimero de corridas, n., em que
o bloco percorreu a calha.

Na Figura 1.2, mostramos quatro séries temporais {\(¢)} obtidas com prismas de
latao de 20mm de comprimento, juntamente com cinco séries correspondentes a
cilindros de aluminio e PVC, também de comprimento L = 20 mm, no regime de
inclinacao definido no paragrafo anterior. Em cada série, estd indicado o valor da
inclinacdo € correspondente.

Na Tabela 1.1, mostramos nas colunas 2 e 3, o material do bloco e o angulo
0 correspondente as séries da Figura 1.2, identificadas na coluna 1. A atividade
Ap = 3,20 A1), o deslizamento médio () = Ar/1000 e 0 MAXimMO evento Amay,
estao listados nas colunas 4, 5 e 6, respectivamente. Observe que (\) variou de
10 a 31.5mm; como a calha tinha um comprimento liquido x = Ly — L = 300 —
20 = 280 mm, isso significa que o bloco precisava em média de z/{\) = 9 a 28
deslizamentos para chegar ao final da calha. No entanto, devido a flutuagdes, o
niimero de eventos em cada “corrida” variou de 1 a 70, nas nove séries?. Como
conseqiiéncia, cada série temporal mostrada na Figura 1.1 corresponde, na verdade,
a uma seqiiéncia de n, = 39 a 140 séries temporais menores (sexta coluna da Tabela
1.1), cada uma correspondendo a uma seqiiéncia de deslizamentos em que o bloco
percorreu a calha.

Podemos descrever o que acontece com o bloco sobre a calha do seguinte
modo: quando em repouso, o bloco se encontra num estado metaestavel, interagindo

com a calha em um certo nimero de contatos, nos quais se distribuem esforgos de

20 programa A.1 do apéndice A verifica o niimero de corridas dentro de cada série temporal,
bem como o nimero de deslizamentos dentro de cada percurso do bloco ao longo da calha.
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1.2 Lei de Gutenberg & Richter e expoente de Hurst 8

maneira nao-uniforme. Essa configuracao é formalmente equivalente ao angulo de
repouso 6, em que se encontra a pilha de areia no seu estado de eqiiilibrio, como
comentamos anteriormente. Ao se perturbar a calha, o esforco armazenado em
alguma regiao da interface do bloco com a calha supera um certo limiar; nessa
regido, os contatos sdo rompidos, e o deslizamento (avalanche) ocorre, até o bloco
ser capturado em um novo estado metaestavel. Brito e Gomes observaram que nao
havia um comprimento caracteristico para os deslizamentos A, o que significa que
nao existiam configuragoes fixas de contatos entre as superficies, nem havia uma

distribuicdo caracteristica de pressao ao longo da interface.

1.2 Lei de Gutenberg & Richter e expoente de
Hurst

Em todas as séries de deslizamento estudadas em [17], o niimero de eventos N (> )
que tiveram magnitude maior ou igual a um certo limiar A obedece a lei de poténcia
N(>)A) ~ A7 onde b = 0.50 & 0.10, independente do material do bloco e da in-
clinacao 6, dentro das incertezas estatisticas. Portanto, o nimero de deslizamentos
n()\) que tiveram tamanho A se comporta como n()\) = [dN'(A)/dA| ~ A~(+8) =
A~150E0-10 - Fsta lei de escala lembra a famosa lei que Gutenberg e Richter encon-
traram em 1956 para a distribui¢do espacial de terremotos [18]: o nimero n(m)
de terremotos de momento sismico m escala com m como n(m) ~ m~U+7) onde
0.5 < v < 0.6. O momento sismico m de um terremoto é dado por m = pAd,
onde p é o médulo de cisalhamento da rocha na qual a falha estd localizada, A é a
area da falha e § é o deslocamento médio através da falha durante o terremoto. Na
experiéncia com deslizamentos de blocos (ou blocomotos), A tem um papel similar
ao 0 da expressdo anterior. O fato de o expoente b encontrado em [17] coincidir
com o expoente de Gutenberg e Richter, aponta para a existéncia de uma classe de
universalidade comum para os blocomotos e os terremotos.

O expoente § =1+b = 1.5040.10 tem, dentro das barras de erro, o mesmo
valor do obtido por Chen, Bak e Obukhov [19] em 1991 com seu modelo de propa-

Y v=14em

gacao de falhas em terremotos, cujas simulagoes fornecem n(s) ~ s~
2D e v = 1.6 em 3D; ele concorda também com os resultados obtidos por Olami,
Feder e Christensen em 1992 [20], usando um modelo de autémato celular nao-
conservativo. Além disso, os blocomotos sao razoavelmente descritos pelo automato
de BTW [8], o qual fornece n(s) ~ s3> em d = 3. Ou seja, o autéomato celular de
BTW simula, aproximadamente, deslizamentos reais de blocos sélidos, e nao pilhas

de areia reais! Os resultados discutidos acima estdo mostrados na Tabela 1.2, onde
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Figura 1.2: Séries temporais de deslizamento no regime 0 < (6. — 6)/6. < 0.36. Em
cada uma estdo indicados o material do bloco (L = 20mm) e a inclinag¢do da calha.
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1.2 Lei de Gutenberg & Richter e expoente de Hurst 11

terremotos (GR) [18]
automato celular de BTW [8] b=0.35 (3D), —0.02 (2D)
pilhas de areia (Held et.al. [11]) b=15

(1956) [ b= 0.5 — 0.6

1550
modelo de CBO [19] (1991) || b= 0.60 (3D), 0.40 (2D)

(1993)

(1993)

(1995)

pilhas de areia (Rosendahl et.al. [12]) b=1.2
avalanches de liquidos [15] b=1.66 (T 1), 093 (T 1)
deslizamentos de blocos (BG) [17] b=0.50=£0.10

Tabela 1.2: A segunda coluna d4 o expoente b da relacio de escala n(s) ~ s~(+b),
como comentado no texto. Como podemos observar, ha uma boa concordancia entre
o modelo de CBO, os terremotos e os blocomotos. Por outro lado, o automato celular
de BTW descreve razoavelmente bem os deslizamentos, e nao as pilhas de areia.

colocamos também a lei de poténcia proposta por BTW para comparacao.

Freqiientemente, o momento sismico m de um terremoto é associado a ener-
gia dissipada, F [21]. A lei de escala discutida no pardgrafo anterior dd portanto, a
frequéncia com que uma energia E é liberada ao longo do tempo. No caso das ex-
periéncias com deslizamentos de blocos, essa energia é proporcional ao deslizamento
que ocorreu no instante ¢, e como vemos na Figura 1.2, se distribui no tempo de
maneira bem heterogénea. Para encontrar correlacoes entre os deslizamentos, Go-
mes, Souza e Brito [22] fizeram mais tarde uma andlise de Hurst [18, 23] das séries
temporais estudadas em [17]. O método inventado em 1965 por Hurst é conhecido
também como anédlise R/S, e é usado para quantificar efeitos de persisténcia e an-
tipersisténcia em séries temporais. Em resumo, o algoritimo é o seguinte: Primeiro,
abrimos uma janela de tamanho 7 menor que o tamanho da série, e calculamos a

média dos eventos A(t) nesse periodo:

o desvio acumulado em relagao a média:

X)) =X(T) =) {Mu) - M)},

e o desvio padrao de A(t) dentro da janela 7

LT 1/2
8=<?;{A<t>—<»7—}2> .
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1.2 Lei de Gutenberg & Richter e expoente de Hurst 12

Dentro de cada intervalo de tempo 7, anotamos os valores maximo e minimo de X,
e calculamos

R(T) = max X(¢,7T) — 1I§I}ti§nTX(t7 T).

1<t<T

Hurst encontrou empiricamente que muitos sistemas na natureza seguem a relagao
R/S~TH 0< H <1, onde H é o expoente de Hurst. Se um sinal \(t) representa
ruido branco (um sinal totalmente descorrelacionado), entdo H = 0.5. Por outro
lado, H > 0.5 (H < 0.5) indica que a série tem persisténcia (antipersisténcia).
Persisténcia significa que se A em alguma hora cresceu (decresceu) ao longo do
tempo, essa tendéncia em crescer (decrescer) vai continuar no futuro; enquanto que
antipersisténcia significa que se \ cresceu (decresceu) no passado, entao haverd uma
tendéncia para decrescer (crescer). Para todas as séries de deslizamento da Figura
1.2, foi encontrado um expoente H = 0.70 4+ 0.05, indicando que existe persisténcia
nos deslizamentos.

No entanto, uma configuragao completamente diferente aparece quando dimi-
nuimos o angulo # para mais longe de .. Na segunda etapa do trabalho, foram reali-
zadas experiéncias com a inclinagdo mantida no intervalo 0.15 < (6. — 0)/6. < 0.45
[22], usando uma montagem similar & da Figura 1.1. A calha era de aluminio, em
forma de V, mas tinha agora um comprimento de 2000 mm, e o processo de soltar o
martelo, esperar o bloco parar e soltar de novo, era totalmente automatizado. Nos
experimentos, os blocos estudados eram cilindros de aluminio, com comprimento
variando de 5mm a 1000 mm. Nesta Tese, vamos estudar nove séries temporais ob-
tidas nesse regime, as quais estdo mostradas na Figura 1.3. Nesta figura, indicamos
também o comprimento do cilindro e a inclinacdo # para cada série. Identificaremos
as séries da Figura 1.2 como no regime de inclinagao R1, e as da Figura 1.3 como no
regime R2. Podemos observar que o aspecto das séries em R1 é bem diferente do das
séries em R2. Como a inclinacao neste 1ltimo caso é mais baixa, nem toda pancada
do martelo resulta num deslizamento; as vezes, até 600 batidas sao necessarias para
um tunico evento ocorrer. Temos portanto uma distribuicao temporal bem rarefei-
ta, mostrando intermiténcia na atividade. Cada série temporal consiste no registro
de 100 deslizamentos. O comprimento 7' de cada uma delas (nimero de batidas
necessarias para ocorrerem os 100 eventos) varia de 364 a 4757, como indicado na
Figura 1.3.

Na Tabela 1.3, mostramos nas colunas 4 a 7 os valores do angulo critico 6., os
valores de T' (tamanho da série), da atividade total Ay = Zthl A(t) e da atividade
média (\) = Ar/T para cada série identificada na coluna 1 (L e € indicados nas
colunas 2 e 3). Na oitava coluna, estdo listados os valores do maximo deslizamento A,

e na nona, os valores de n., o numero de vezes em que o cilindro percorreu a calha.
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|Série |[L(mm) | 0 | 6 || T |Ar (mm) | (\) =A7/T | Ayax (mm) | n |
(4) ) 13° | 20° || 6979 | 2685.5 0.39 mm 225.5 2
X) 10 | 14° | 20.5° || 4757 | 1571.0 | 0.33mm 1375 | 1
1) 20 15° | 20.7° || 2977 | 1046.0 0.35 mm 72.0 1
(m) a0 15° | 21° | 1692 711.0 0.42mm 94.0 1
(n) 100 18° | 21.2° || 1320 658.0 0.50 mm 45.5 1
(0) | 200 |18 | 21.5° | 1037 | 458.0 0.44mm 34.0 1
(p) 300 18° | 22° 953 344.0 0.62 mm 28.0 1
(q) 200 18° | 26° 486 656.0 1.35 mm 81.0 1
(r) 1000 18° | 32° 364 1148.5 3.16 mm 160.5 2

Tabela 1.3: Nas colunas 2 e 3, identificamos o comprimento do cilindro, L, e a
inclinacao da calha correspondente as séries da Figura 1.3, as quais estdao indicadas
na coluna 1 da tabela. Na quarta coluna, mostramos o angulo critico 6, como func¢ao
do comprimento do cilindro L. As colunas 5, 6, 7, 8 ¢ 9 mostram o tamanho das
séries (1" = nimero de batidas necessédrias para ocorrerem 100 eventos), a soma dos
deslizamentos (Ar = Z;‘PZI A(t)), a atividade média (\), o maximo evento (Apax) €
o numero de corridas n. em cada série.

Como podemos ver, apesar de 1" chegar a valores bem grandes, a atividade A
permanece bem menor que no caso das séries da Tabela 1.1, e o cilindro deslizou as
100 vezes em uma tnica corrida, em praticamente todas as séries. Podemos atribuir
essa queda sensivel da atividade a dois fatores: primeiro, o numero de eventos
que tiveram grande e média magnitude nesse caso diminuiu bastante, em relagdo
as séries da Figura 1.2. E em segundo, muitas das 7' batidas nao resultaram em
deslizamentos; como conseqiiéncia, no eixo temporal aparecem lacunas de tamanhos
variaveis associadas a A = 0. O expoente de Hurst para essas séries foi H =
0.5240.05, essencialmente o mesmo do ruido branco; ou seja, as séries no regime R2
nao apresentam persisténcia nem antipersisténcia. Assim, a supressao de memoria
(H ~ 0.5) estd acompanhada da intermiténcia nessas séries.

O tipo de experimento estudado nesta Tese envolve o movimento conhecido
como “stick-slip” (gruda-desliza), termo usado para descrever a dinadmica de um
sistema que se move de maneira intermitente, transitando entre um estado cinético
e outro estatico. Essa dinamica constitui um dos aspectos mais importantes do
estudo de atrito entre superficies deslizantes, e tem uma vasta literatura relacionada
[24, 25, 26, 27, 28]. No entanto, o procedimento ilustrado na Figura 1.1 estabelece
uma diferenca fundamental em relacao aos experimentos anteriores sobre esse tipo
de movimento: Agora, o bloco se move em resposta a acao repetida de um martelo
que prové perturbagoes na calha, e nao devido a acao de uma forca que o puxa
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Figura 1.3: Séries de deslizamento obtidas com cilindros de aluminio, no regime
0.15 < (6. —6)/6. < 0.45. Em cada série estdo indicados o comprimento L do
cilindro e a inclinagao da calha, 6.
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com velocidade constante. Como mostramos anteriormente, os experimentos com
deslizamento de blocos discutidos aqui sao complementares a outros experimentos
com deslizamento de graos |9, 11] e liquidos [15], bem como a modelos de terremotos
[16, 19, 20] e de automato celular de avalanches em pilhas de areia [8].

A andlise de Hurst discutida acima indica correlagoes numa escala macrosco-
pica, e é uma medida da tendéncia média da atividade em crescer ou diminuir ao
longo do tempo. Nos proximos capitulos, vamos estudar a distribui¢ao temporal dos
deslizamentos em uma escala mais fina. No Capitulo 2, vamos investigar como a ati-
vidade de deslizamento se comporta préximo a um grande evento, calculando a taxa
com que acontecem os eventos menores; no Capitulo 3, vamos calcular a dimensao
fractal e a lacunaridade do suporte onde a atividade estd concentrada, bem como
estudaremos a susceptibilidade de deslizamento como func¢ao do comprimento do
cilindro, no limite de carregamento vagaroso (regime R2); e finalmente, no Capitulo
4, mostraremos uma andlise multifractal das séries de deslizamento no regime R1.

Um resumo dos resultados serd apresentado no Capitulo 5.
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Capitulo 2

Lei de Omori e log-periodicidade

em séries intermitentes

Se injetarmos energia continuamente em diversos sistemas de nao-eqiiilibrio de mui-
tas particulas, observaremos uma complexa distribuicao temporal de respostas ou
descargas de energia, as quais nao possuem nem magnitude nem duragao carac-
teristicas. Importantes exemplos de sistemas e fendomenos associados a este tipo de
comportamento temporal incluem pilhas de areia [11] e outros materiais granulares
[29], emissOes acusticas em rochas vulcanicas [30] e processos de microfraturas em
geral [31], restruturacdo de dominios em sistemas magnéticos [32], turbuléncia [33],
entre outros. Como vimos no Capitulo 1, seqiiéncias de deslizamentos de blocos em
superficies rugosas inclinadas, quando estas sao submetidas a pequenas perturbacoes
controladas, dao origem a leis de escala nao triviais para a distribuicao espacial dos
eventos [17]. Adicionalmente, os efeitos de persisténcia e antipersisténcia observa-
dos nas séries intermitentes obtidas com cilindros [22] indicam uma complexa distri-
buicao dos deslizamentos ao longo do tempo. Esses deslizamentos sao um processo
de dissipacao de energia na interface que o bloco forma com a superficie inclinada.
Assim, uma conexao é possivel, em principio, entre os deslizamentos considerados
nesta Tese e a dinamica nao-linear de terremotos, os quais ocorrem quando um
limiar de dissipacdo é superado na interface de rochas geolégicas.

Terremotos nao ocorrem de uma maneira puramente aleatoria, e raramente
acontecem como eventos isolados, fazendo parte em geral de seqiiéncias de eventos
sismicos menores chamados “foreshocks” e “aftershocks’, os quais aparecem antes e
depois, respectivamente, do grande evento denominado “mainshock”. Seqiiéncias de

terremotos que nao estao associadas a um “mainshock” sao denominadas “swarms”.
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2.1 Lei de Omori para os deslizamentos

Uma importante relacao estatistica para a distribuicao de “aftershocks” foi apresen-
tada por Omori em 1895 [18], o qual estudou o comportamento da atividade sismica
sucedendo o terremoto de Kobe, em 1891. A lei de Omori, como é hoje conhecida,
diz que a taxa com que os “aftershocks’ aparecem apés o grande evento escala com

o tempo t decorrido desde o “mainshock” como:
n(t) ~t77, (2.1)

onde o expoente p é aproximadamente igual a 1.0. A lei de Omori tem sido usa-
da com sucesso nos ultimos anos para descrever varias seqiiéncias de “aftershocks”.
Devido especialmente a problemas de detec¢ao de pequenos eventos no estagio ini-
cial da seqiiéncia, uma forma modificada para a lei de Omori tem sido muito usada
[34]: n(t) ~ (t+¢)"", onde ¢ é uma constante. Freqiientemente, os “aftershocks”
sao definidos de maneira que o maior evento na seqiiéncia € tipicamente 1 ordem de
magnitude menor que o “mainshock”. Apesar de o expoente p ndo mudar significa-
tivamente com o limiar de magnitude acima do qual os “aftershocks’ sao contados,
nem apresentar dependéncia sistematica com a magnitude do “mainshock” corres-
pondente, esse indice (em geral p = 0.9 a 1.5) difere de seqiiéncia a seqiiéncia. Essa
variabilidade pode estar relacionada as condigoes tectonicas da regiao, tais como he-
terogeneidade estrutural, temperatura e pressao, mas ainda nao é muito claro qual
fator é mais significativo no controle do valor de p. De uma maneira geral, qualquer
modelo para terremotos deveria em principio reproduzir tanto a lei de Gutenberg
& Richter, apresentada no Capitulo 1, quanto a lei de Omori. Em particular, nos
ultimos anos, a comunidade cientifica tem dedicado atencdo especial & primeira, em
conexao principalmente com a teoria de criticalidade auto-organizada de Bak, Tang
e Wiesenfeld.

Nesta secao, estudaremos como a atividade de deslizamento nas séries tem-
porais no regime R2, mostradas na Figura 1.3, se comporta ap6s um grande evento,
o qual chamaremos de “mainsliding’ (MS). Em algumas das séries, identificamos
um ou mais grandes eventos, os quais sao sucedidos por seqiiéncias de deslizamentos
bem menores. Dessas seqiiéncias, selecionamos aquelas que satisfazem as seguin-
tes condigoes: (i) a média dos “afterslidings” na seqiiéncia, (\), é da ordem de
0.1 Ay, isto é, 1 ordem de magnitude menor que o “mainsliding”; e (ii) o nimero
de eventos na seqiiéncia, N, é no minimo = 30 (isto é, aproximadamente 1/3 do
nimero de eventos da série, N = 100). As seqiiéncias de “afterslidings” estudadas

estdo listadas na Tabela 2.1. Na segunda coluna desta tabela, identificamos a série
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temporal que deu origem a seqiiéncia. O instante f; em que ocorreu o “mainsli-
ding” esta mostrado na coluna 3, enquanto que a magnitude deste, A\yg, aparece
) 3 S

na coluna 5. Uma seqiiéncia de “afterslidings” é interrompida quando ocorrer um

| Seq. || Série de deslizamento | ¢ | to | Aus (mm) | (Ay) (mm) | Ny |
1 (k) 6 =14°, L = 10 mm 287 | 1750 106.0 9.89 47
2 (m) § =15°, L =50mm | 1415 | 1692 29.0 3.49 61
3 (q) 6 =18°, L =500mm | 28 404 45.5 5.08 84

Tabela 2.1: Seqiiéncias de “afterslidings” de deslizamentos estudadas nesta Tese. A
segunda coluna identifica a série correspondente da Figura 1.3. O instante em que
ocorre o “mainsliding”’, o qual tem magnitude Ays, € assinalado como t;. Ny € o
nimero de deslizamentos entre ¢; e t,. Observe que a média desses deslizamentos,
(Mas), € aproximadamente 1 ordem de magnitude menor que Ays.

grande deslizamento em ¢, (coluna 4), de tal maneira que A(Zy) é da ordem de Ays,
ou quando ¢, = 7T (final da série). Dessa forma, as seqiiéncias 1 e 3 poderiam ser
divididas em duas partes: uma seqiiéncia menor de “afterslidings” do evento Ays
(em 1), e outra de “foreslidings” antecedendo o deslizamento ocorrido em t,. Nesta
secdo, estudaremos a atividade de deslizamento entre esses dois grandes eventos', em
particular usando a equagao (2.1) para a distribuicao de “afterslidings” do primeiro
grande deslizamento. O nimero N,s de deslizamentos entre os dois grandes eventos
de cada seqiiéncia estd indicado na ultima coluna da Tabela 2.1. Como podemos
ver, a média dos deslizamentos, ();) (coluna 6), é aproximadamente 1 ordem de
magnitude menor que o grande evento ocorrido em t; (MS).

Estamos interessados em calcular a taxa com que os “afterslidings’” dessas
seqiliéncias aparecem em um instante ¢ apés o “mainsliding” (ao qual atribuimos
t = 0). Observe que se n(t) ~ t7P, entdo a distribui¢do acumulada N(t) deve ter o

seguinte comportamento:
t
N(t) :/ n(t')dt' = N(t) ~ 7. (2.2)
0

Na equacdo acima, N(t) é o nimero de eventos ocorridos desde o grande evento, em

t = 0, até o instante ¢:
t
N(@) =) 6],
t'=0

onde a fun¢io O(x) satisfaz ©(x) = 1, para z > 0 e ©(x) = 0, caso contririo.

LObserve que, na seqiiéncia 2, o segundo grande evento ndo aparece, de maneira que to =T =
1692.
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As Figuras 2.1, 2.2 e 2.3 mostram N(¢) x ¢ para todas as seqiiéncias da Tabela
2.1. Em cada figura, destacamos no grafico menor a seqiiéncia de “afterslidings”
correspondente. A linha continua em cada grafico representa o ajuste N(t) = kt®,
obtido com a regressao lei de poténcia do zmgrace. Como podemos ver, essa linha
descreve razoavelmente o comportamento de N(t) para todas as seqiiéncias anali-
sadas. Escrevemos o expoente o como o« = 1 — p, de forma que os valores de k&
e p para cada seqiiéncia estao indicados na Tabela 2.2. Assim, a taxa com a qual

| Seq. || k | p |
1 ~6.14 x 107% | —=1.29 +0.05
2 ~ 0.03 —0.394+0.04
3 ~ 1.00 0.254+0.01

Tabela 2.2: Valores de k e p obtidos com o rmgrace, usando o ajuste N(t) = kt!=?
para as sequéncias de “afterslidings’ listadas na Tabela 2.1.

os eventos menores aparecem apés um grande deslizamento obedece a uma lei de
poténcia reminiscente da lei de Omori (2.1), mas com expoente p anémalo, o qual
varia de seqiiéncia a seqiiéncia.

3

10°F 1
100 -
=
10°F o ‘ ‘ | ‘ ‘u [\Lm L\L‘ L1l E
r 0 t 1463 ]
N(t)
101§ E
0
0
0
0
Ol oo 1 i
10 102 t 103

Figura 2.1: O grafico principal mostra a distribuigdo acumulada N(t) para a
seqiiéncia 1 da Tabela 2.1. Essa seqiiéncia estd destacada no grafico menor. A
linha continua representa o ajuste N(t) = 6.14 x 1076 x ¢2%.
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Figura 2.2: O mesmo da Figura 2.1 para a seqiiéncia 2 da Tabela 2.1. A linha
continua representa o ajuste N(t) = 0.03 x ¢!-3,
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Figura 2.3: O mesmo das Figuras 2.1 e 2.2 para a seqiiéncia 3 da Tabela 2.1. A
linha continua representa o ajuste N(t) = 1.00 x ¢%7.
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2.2 Correcoes log-periddicas da Lei de Omori

Nas Figuras 2.1, 2.2 e 2.3, podemos ver que a distribuicao acumulada de “aftersli-
dings” desenvolve varias oscilagoes em torno do ajuste lei de poténcia N (t) ~ 1P, as
quais aparecem devido a intermiténcia na atividade de deslizamento. Flutuacoes co-
mo essas sao também observadas em seqiiéncias de “aftershocks” de terremotos. Nos
ultimos anos, uma nova maneira de caracterizar essas seqiiéncias tem sido emprega-
da, introduzindo correcoes log-periddicas para o comportamento em lei de poténcia.
Assim, a lei de Omori representa um caso particular de uma equacgao mais geral
[35, 36]:

N(t) = kt'P[1 + bcos(wlnt + )], (2.3)

onde a corregao kt' P[b cos(wlnt + )] é essencialmente a parte real da lei de poténcia
kt*, cujo expoente de escala z é um nimero complexo z = (1 — p) + iw. Aparente-
mente, 0 primeiro a sugerir uma relevancia teérica de correcoes log-peridédicas para
a Fisica foi Novikov em 1966, para descrever fluidos turbulentos (intermitentes) [35].
Recentemente, expoentes complexos tém sido encontrados em diversos sistemas fora-
do-eqiiilibrio apresentando intermiténcia, como por exemplo nas emissoes acusticas
provenientes da ruptura em sistemas fortemente desordenados [37], ou na estrutura
hierdrquica de aglomerados de DLA [38], entre outros.

A presenca de correcoes log-periddicas associadas a um observavel de um
sistema tem uma importante implicagao fisica. Leis de escala da forma Y ~ X¢
aparecem em muitos sistemas como conseqiiéncia da invariancia de escala da variavel
Y com relagao a uma mudanca arbitraria do parametro X — AX. Isto é, o valor

relativo do observavel em duas escalas diferentes nao depende de X, uma vez que

Y(AX)  (AX)* e
Y(X)  Xe

é funcao apenas da razao das duas escalas. Quando essa relacao é valida para qual-
quer valor de A real, entao dizemos que a invariancia de escala é continua, refletindo
a auséncia de um comprimento de escala caracteristico no sistema. Os ultimos anos
registraram um crescente interesse por sistemas fisicos exibindo invariancia de escala
discreta, um tipo mais fraco de invariancia de escala, na qual o sistema ou o ob-
servavel é invariante por escala apenas para certos valores de A, os quais formam em
geral um conjunto contavel infinito de valores Aj, Ao, ... que podem ser escritos como
A = A™. A é chamado nesse caso de razao de escala fundamental. Pode-se mostrar
que esse tipo de simetria aparece quando o expoente da relagao Y ~ X“ é um niimero

complexo da forma o/ +wi, onde w = 27/In\ (veja por exemplo, a referéncia [35] pa-
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ra uma introdugao diddtica a invariancia de escala discreta em sistemas complexos).
Neste caso, a razao do observavel Y em duas escalas diferentes serd a mesma apenas
quando a transformacao em X for do tipo X — A\"X = InX — nlnA +1nX. O
termo In\ define o periodo das oscilacées em torno da lei de poténcia.

Estruturas log-periddicas nos dados indicam que o sistema e/ou os mecanis-
mos fisicos subjacentes possuem comprimentos de escala caracteristicos. Por muito
tempo, invariancia de escala discreta permaneceu um conceito restrito a sistemas
“artificiais”, tais como sistemas hierarquicos, estruturas recursivas com lacunas re-
gulares, etc. Sé recentemente tem sido verificado que invariancia de escala discreta
e suas corregoes log-periddicas associadas, podem aparecer espontaneamente, isto é,
sem a necessidade de uma estrutura hierarquica pré-existente. Esse comportamen-
to é particularmente interessante, uma vez que a sua verificacao pode representar
restricoes para a fisica do sistema. De fato, a lei de Gutenberg & Richter estudada
no Capitulo 1, a qual descreve a distribuigao de energias em terremotos (e blocomo-
tos), pode ser obtida a partir de uma variedade de mecanismos. De uma maneira
geral, grande quantidade de sistemas fisicos diferentes foram estudados nas tltimas
décadas exibindo invariancia de escala continua, de forma que a existéncia de leis de
poténcia com expoentes universais dificilmente pode ser usada como vinculo para
modelar esses sistemas. Ao contrario, acredita-se que a presenca de padroes log-
periodicos pode estar associada a importantes estruturas fisicas, as quais estariam
‘escondidas’ numa descrigdo por invariancia de escala continua [35].

Nesta se¢do, estamos interessados em usar a equagdo (2.3) para descrever as
distribuigoes de “afterslidings”, N(t), mostradas nas Figuras 2.1, 2.2 e 2.3. Para cada
seqiiéncia, encontramos os 5 parametros k, p, b, w e ¢, usando a regressao nao-linear
do zmgrace para a equacdo (2.3). Em todos os ajustes, escolhemos os valores do
parametro p como sendo aproximadamente os mesmos da Tabela 2.2. Os resultados
para os outros parametros estdo mostrados na Tabela 2.3. Observe que o parametro

k, para cada seqiiéncia, permaneceu praticamente o mesmo da Tabela 2.2. As linhas

(Sea. | Kk | p | b |w ]| ¢ |
T [ 85x10°| —1.2 | 0058 | 234 | 582
2 003 | —0.37 | 0.118 | 7.42 | 342.95
3 100 | 0.25 |0.082 | 9.84| —2.0

Tabela 2.3: Resultados para os valores dos parametros da equacdo (2.3), obtidos
com a regressao nao-linear do zmgrace para a distribui¢do acumulada N (t) das trés
seqiiéncias de “afterslidings” da Tabela 2.1. Em todos os ajustes, os valores de p
foram escolhidos como proximos dos resultados mostrados na Tabela 2.2.
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continuas das Figuras 2.4, 2.5 e 2.6 representam a equagio (2.3) com os parametros
da Tabela 2.3. Em cada figura, mostramos com circulos vazados, a curva N(t) X ¢

correspondente a seqiiéncia de “afterslidings” que deu origem ao ajuste.

50
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T

30

N
o
T

10

T
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t

Figura 2.4: Os circulos vazados representam N (¢) x ¢ para a seqiiéncia 1 da Tabela
2.1, enquanto que a linha cheia corresponde & expressao N (t) = kt'~P[1+b cos(wlnt+
©)], onde k =85 x 1075 p=—1.25 b= 0.058, w = 23.4 e ¢ = 5.82.

Para verificar o significado das oscilages log-periédicas mostradas nas Fi-
guras 2.4, 2.5 e 2.6, bem como para realizar um teste independente do valor da
frequéncia que aparece na Tabela 2.3, e portanto da razao preferida de escala,
A = exp(27/w), realizamos uma andlise espectral do Residuo:

_ N(t) — ktt?

R(t) = ST (2.4)
As Figuras 2.7, 2.8 e 2.9 mostram R(t) X In(¢) para as seqiiéncias 1, 2 e 3, respectiva-
mente, usando os valores de k, p e b correspondentes na Tabela 2.3. A transformacao
(2.4) deveria produzir uma func¢ao cos(wlnt + ¢) pura se a equacao (2.3) fosse uma
descrigdo perfeita para as curvas N(t). Na préxima secdo, estudaremos as oscilagoes
log-periédicas em torno da lei de poténcia N () ~ ' 77, isto é, o residuo R(t), usan-
do o método espectral conhecido como periodograma de Lomb, o qual é largamente
aplicado na andlise de séries temporais intermitentes [39, 40].
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Figura 2.5: O mesmo que na Figura 2.4 para a seqiiéncia 2 da Tabela 2.3. Os
: k=0.03, p=—-0.37, b = 0.118,

parametros para a linha cheia (equacao (2.3)) sao
w =742 e ¢ = 342.95.
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Figura 2.6: O mesmo que nas Figuras 2.4 e 2.5 para a seqiiéncia 3 da Tabela 2.1,

usando £ = 1.00, p = 0.25, b = 0.082, w = 9.84 e p = —2.0.
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R(t) o-

625 65 B 7

In(t)

Figura 2.7: Residuo R(t), definido pela equacao (2.4), correspondente as oscilagoes
em torno da lei de poténcia N(t) ~ t!P para a seqiiéncia 1.

2.3 Analise espectral das oscilacoes log-periédicas

Uma maneira de encontrar a freqiiéncia dominante nas oscilagoes de R(t), seria cal-
cular o médulo quadrado da transformada de Fourier discreta associada aos valores
de R(t;), t1 < t; < to, usando o zmgrace. A transformada de Fourier discreta de um
conjunto {h(t;),i =1,2,3,...} é definida como:

N—-1 N-1

H{n(t)} = > h(t)exp (=2mift:/N) = Y h(t:)exp (—iwt;/N),  (2.5)

i=1 =1

onde escrevemos w = 27f. O médulo quadrado de H(f) define o periodograma

classico:

P) = % HE@)P = <

2 h(t;)exp (—iwt;/N)

N—

Z ;)sin (wt;/N)

9 (2.6)

N—

Z i)cos (wt; /N

=1

Essa equacgao pode ser calculada para qualquer valor da freqiiéncia angular w, e

a presenga de um sinal periédico é indicada por um alto valor de P(w) naquela
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Figura 2.8: O mesmo que na Figura 2.7 para a seqiiéncia 2 da Tabela 2.1.
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Figura 2.9: O mesmo que nas Figuras 2.7 e 2.8 para a seqiiéncia 3 da Tabela 2.1.
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freqiiéncia. No entanto, esse método espectral tem varias limitagoes. A equagao (2.6)
estd definida para um conjunto de dados igualmente espacados h, = h(nA), n =
oo —3,-2,—-1,0,1,2,3,..., onde a razdo 1/A é chamada de taxa de amostragem
dos dados. Essa taxa define a freqiiéncia de Nyquist: f. = 1/2A, acima da qual
toda a informacao sobre sinais peridédicos estd sujeita a distorcoes, devido ao efeito
de “aliasing’ [41]. O espectro de um conjunto nao-uniforme de dados é muito mais
complexo que o de um conjunto uniforme, uma vez que para o primeiro nao existe
uma regiao de freqiiéncia, como no caso de dados regularmente espacados. Mesmo
na situagdo mais simples de dados sem ruido contendo uma periodicidade definida, o
pico mais elevado nao necessariamente ocorre no periodo correto, como ilustraremos
a seguir.

Um método de andlise espectral para dados ndao-uniformemente amostrados
foi desenvolvido em meados da década de 70 por N. R. Lomb [42], o qual propos a

seguinte modificagdo para a equagao (2.6):

2

. |52, (b = ) sinwit; — 7)
202 cos?w(t; — T 2 sin?w tj—T
| G o) =l )

onde L

N N .
1 1 —.2 > sin(2wt;)
S o?=—— S (=0 tan(wr) = =)
N ; T TN Z( ) an(2wr) > cos(2wt;)

i=1

h

Lomb mostrou que o uso da constante 7, definida da maneira acima, torna o valor
de P completamente independente de qualquer translacao de t¢;; ou seja, 7 da ao
periodograma uma invariancia de translagdo temporal. Lomb mostrou ainda que a
equagao (2.7) é idéntica ao resultado obtido ao se estimar o conteido harmonico de

um conjunto de dados, em uma dada freqiiéncia, através do ajuste:
h(t) = A coswt + B sin wt,

usando o método dos minimos quadrados. Este fato sugere que o método de Lomb
pode se mostrar em geral mais bem sucedido que o periodograma classico, no caso
especial da amostragem irregular, uma vez que a equagao (2.7) prové uma andlise
“por ponto”, ao contrario do periodograma classico, o qual pesa os pontos “por
intervalo”. Para verificar isso, testamos as equagoes (2.6) e (2.7) para a funcao y(t) =

cos(2m x 0.05 x t), calculada para vérios valores de ¢ ndo-uniformemente distribuidos
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no intervalo 0 < ¢ < 500, como ilustrado na Figura 2.10(a). Os resultados para P(f)
(f = w/2m) usando os dois periodogramas acima estao mostrados na Figura 2.10(b).
Chamamos o eixo vertical do periodograma, cléssico de |H (f)|?, para diferenciar de
P(f) para o periodograma de Lomb. Como podemos ver na figura, o maior valor
de P(f) no periodograma de Lomb corresponde a freqiiéncia original f = 0.05. Por
outro lado, o método da transformada de Fourier, o qual implementa a equagao (2.6)
considerando que os dados estdo igualmente espacados de A ~ 1/N, ndo apontou
a freqiiéncia correta f = 0.05, estando o pico deslocado de 50% no eixo horizontal
(f — 0.025). Assim, o periodograma de Lomb é largamente utilizado na andlise
espectral de dados nao-uniformemente amostrados ou apresentando intermiténcia,
em particular em 4reas como astronomia [42], sismologia [43, 39|, economia [44],
entre outras [45, 38, 46].
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Figura 2.10: A linha tracejada em (a) representa a funcao y(t) = cos(2m x 0.05 x t)
calculada para ¢t = 1,2,...,500. Desses valores de t, selecionamos 100 (circulos
vazados) para a analise espectral em (b). Os valores de t escolhidos correspondem
as perturbacoes do martelo que resultaram em um deslizamento nao nulo na série (q)
da Figura 1.3. Como podemos ver, o periodograma de Lomb indicou a freqiiéncia
original (f = 0.05), enquanto no método de Fourier, o sinal periédico estd deslocado
de 50% (f = 0.025).

Muitas vezes, os dados h; sdo a soma de um sinal periédico e ruido (isto
é, erros observacionais). Na teoria de detec¢do de sinais, o ruido é freqiientemen-
te considerado como aleatério, o que significa que erros observacionais ocorrendo
em instantes diferentes sao estatisticamente independentes. Além disso, o ruido é
também assumido como tendo uma distribuicao normal com média zero e variancia

op constante (daf o termo “ruido gaussiano”). Dificuldades préticas em andlise es-
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pectral de dados experimentais aparecem porque o ruido pode influenciar fortemente
no sinal observado. Assim, uma vez que o espectro de poténcia foi calculado, uma
pergunta natural é: “O qudo significativo é o pico no periodograma Py (f)?”. A
hipdtese nula corresponde ao caso em que todos os dados sao valores aleatérios com
uma distribuicao gaussiana. Uma propriedade muito interessante do periodograma
de Lomb é que, no caso da hipétese nula, Py(f) tem uma distribuigao de probabi-
lidade exponencial?, com média unitdria, em qualquer valor da freqiiéncia f. Em
outras palavras, a probabilidade P(z) de Py(f) ter algum valor positivo entre z
e z +dz é exp(—z)dz. Segue dai que a distribuigdo acumulada é dada por F'(z)
= fOZP(z’)dz’ = 1 — exp(—2); portanto, se calcularmos Py(f) para M freqiiéncias
independentes, a probabilidade de que nenhuma delas tenha valor de Py(f) maior
que z é [1 — exp(—z)]M. A probabilidade de alarme falso da hipétese nula é definida

CcOomo:

P(>2)=1-[F(2)]" =1-[1—exp(—2)]". (2.8)

A equacdo (2.8) da o nivel de significancia de qualquer pico que aparece no perio-
dograma de Lomb; um pequeno valor da probabilidade de alarme falso indica uma
alta significancia para o sinal periddico observado. Para calcular P(> z), precisa-
mos estimar o nimero de freqiiéncias independentes, M, a serem usadas, uma vez
que o procedimento natural seria calcular Py (f) como funcdo de vérias freqiiéncias
estreitamente espacadas num determinado intervalo de freqiiéncia. Horne e Baliu-
nas [40, 47] usaram experimentos de Monte Carlo para determinar M em vérios
casos. Em geral, quando as freqiiéncias amostradas estao no intervalo entre 0 e a
freqiiéncia de Nyquist 1/2A, M é muito préximo do nimero de pontos na amostra,
N, e este resultado é aproximadamente independente do grau de uniformidade da
distribuicao. A medida em que observamos freqiiéncias maiores que f., M cresce
proporcionalmente.

Uma vez determinado o valor de M, podemos estimar o nivel de significancia
de qualquer valor de z, usando a equagdo (2.8). De uma maneira geral, podemos
usar essa expressao para encontrar um valor de z tal que, se P(f) exceder esse valor,
a falha em considerar o pico correspondente como significante ¢ muito pequena.

Invertendo a equagdo (2.8), obtemos:
20 =—In[1 — (1 —Py)""M], (2.9)

onde Py é a probabilidade de alarme falso da hipdtese nula. Como estamos interes-

2Pode-se mostrar que essa propriedade é valida apenas quando Py(f) é escrito com o termo
1/0? na equagdo (2.7) — daf o nome “periodograma normalizado”.
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sados em pequenos valores de P, a equacao (2.9) pode ser escrita como:
2o = In(M/P,). (2.10)

Ou seja, se tomarmos Py = 0.001, o que significa um nivel de significancia de 99.9%,
zg € dado por:
2o ~ In(M/0.001) =~ 6.91 + In(M). (2.11)

Para calcular o periodograma de Lomb das oscilagoes mostradas na segao
anterior, utilizamos o programa period do livro Numerical Recipes in C, de Press e
colaboradores [47]. Este programa implementa a equagio (2.7) para M valores da
freqiiéncia f, onde M é dado por:

ofac x hifac
2

M= x N;, (2.12)

onde hifac = fiax/ fe corresponde & maxima freqiiéncia a ser investigada (em geral
hifac = 1, de forma que observamos f até a freqiiéncia de Nyquist, f. = 1/2A), N; é
o ntiimero de pontos na amostra, e ofac é um fator de “oversampling”’: enquanto na
transformada de Fourier discreta analisamos N/2 freqiiéncias distanciadas de 1/A,
agora podemos observar freqiiéncias num intervalo menor, de forma que N/2 —
N/2 x ofac.

Como exemplo, mostramos no grafico principal da Figura 2.11, o periodo-
grama de Lomb para o residuo da Figura 2.9, correspondente a seqiiéncia 3, usando
hifac =1 e ofac = 2, de maneira que M = [(2 x 1)]/2 X N,s = 84. O nivel de signi-
ficancia 99.9% corresponde neste caso a zop = 6.91+1n(84) ~ 11.34. Podemos ver que
P(f) é significativamente maior que zy para dois valores da freqiiéncia: f; ~ 1.50 e
fo ~ 3.66. A primeira corresponde a w; ~ 9.42, essencialmente o mesmo da Tabela
2.3. No grafico menor, mostramos o resultado obtido com o periodograma classico,
o qual implementa a transformada de Fourier discreta para os N,s pontos da amos-
tra. Como podemos observar, um alto valor de |H(f)|* aparece para fy ~ 1.47, um
valor nao muito diferente do encontrado pelo periodograma de Lomb. No entanto, o
aspecto dos dois periodogramas é bem diferente, uma vez que a segunda freqiiéncia
wy =~ 22.98 niio aparece no grafico de |H(f)[”. Na Figura 2.12, mostramos o ajuste
obtido com a equagdo (2.3), usando os parametros k£ = 1.02, p = 0.26, b = —0.05,
w = 22.5 e ¢ = 54.61 (linha cheia), juntamente com a curva N(t) para a seqiiéncia
3 (circulos vazados).

As Figuras 2.13 e 2.14 mostram o periodograma de Lomb para os residuos
das Figuras 2.7 e 2.8, correspondentes as seqiiéncias 1 e 2, respectivamente. Para
essas seqiiéncias, usamos ofac = 2 e hifac = 1, de forma que M = N, nos dois
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Figura 2.11: Periodograma de Lomb, calculado com a equagao (2.7), para o residuo
da Figura 2.9, correspondente a seqiiéncia 3. O grafico menor mostra o periodograma
classico obtido com a transformada de Fourier discreta.

casos. Dessa forma, o nivel de significancia de 99.9% corresponde a zy = 10.76 para a
sequéncia 1 e zg ~ 11.02 para a sequiéncia 2. Para esta ultima seqiiéncia, podemos ver
que a freqiiéncia indicada no periodograma correspondente, f ~ 1.18 = w ~ 7.42,
é essencialmente a mesma que aparece na Tabela 2.3, encontrada com o ajuste do
xmgrace. Por outro lado, o periodograma da seqiiéncia 1, indicou uma segunda
freqiiéncia, f ~ 2.01 = w = 12.63, além do valor f ~ 3.82 = w = 23.98, préximo
do valor w = 23.4 que aparece na Tabela 2.3. Na Figura 2.15, mostramos o ajuste
(2.3) correspondente a essa nova freqiiéncia, usando os parametros k = 8.5 x 1079,
p=—1.25 b=0.056, w =12.8 e p = 22.18.

Os resultados obtidos nos periodogramas das Figuras 2.11, 2.13 e 2.14, in-
dicam sinais peri6dicos significativos para as oscilagoes de N(¢) em torno da lei
de poténcia 7P, onde N(t) é a distribuicdo acumulada de deslizamento apds um
grande evento haver ocorrido. Apesar de as seqiiéncias 1 e 3 estarem associadas a
um grande deslizamento em ¢y, as correcoes log-periédicas para a lei de poténcia
reminiscente da lei de Omori (2.1), descrevem razoavelmente o comportamento de
N(t), assim como para a seqiiéncia 2, a qual ndo é sucedida por um grande evento
no instante ¢;. Na proxima secao, estudaremos uma seqiiéncia de pequenos eventos

antecedendo um grande evento, isto é, uma sequiéncia de “foreslidings”.
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Figura 2.12: Os circulos vazados correspondem a N (t) para a seqiiéncia 3, enquanto
que a linha continua representa o ajuste (2.3) com os parametros k = 1.02, p = 0.26,
b= —0.05, w=22.5¢e ¢ =54.61.
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Figura 2.13: Periodograma de Lomb para o residuo da Figura 2.7, correspondente a
seqiiéncia 1. Os valores de ofac e hifac foram 2 e 1, respectivamente, assim como
no célculo de P(f) para a seqiiéncia 3.
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da Figura 2.13 para o residuo da Figura 2.8, correspondente
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Figura 2.15: Os circulos vazados correspondem a N (t) para a seqiiéncia 1, enquanto
que a linha continua representa o ajuste (2.3) com os parametros k = 8.5 x 107,

p=—1.25b=0.056 w=128 e o = 22.18.
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2.4 Estudo da atividade precursora de um grande

deslizamento

A seqiiéncia que vamos estudar nesta secao estd ilustrada na Figura 2.16. Esta
seqiiéncia corresponde a série de deslizamento (r) (Figura 1.3), obtida com o cilindro
de aluminio de 1000 mm de comprimento, a uma inclinacao # = 18°. Como podemos
ver, uma série de pequenos eventos, os quais tém tamanho médio (\) = 7.00 mm,
antecedem um deslizamento bem maior, de magnitude A\, = 84.0 mm, o qual ocorre

no instante ¢, = 217.

100

A(mm)

0 ‘\ \“\ “‘\“\‘\\“\\\\ ‘\H\ ‘
180 t190 200 210 IC:217

Figura 2.16: Seqiiéncia de “foreslidings” estudada nesta secao. A seqiiéncia corres-
ponde a série (r) da Figura 1.3.

De particular interesse nessa seqiiéncia é o fato de que o primeiro “foresli-
ding”, em t; = 160, ocorre apos 57 perturbagoes do martelo desde o ultimo desliza-
mento ndo nulo (ocorrido em ¢ = 103) que antecede a seqiiéncia (veja Figura 1.3(r)).
Por outro lado, o nimero de eventos dentro da janela de tamanho ¢, — t; = 57,
correspondente a seqiiéncia, é igual a Ny = 32, o que significa que aproximada-
mente 1.8 batidas sao necessarias, em média, para um deslizamento ocorrer. Em
outras palavras, o grande evento registrado em ¢, é precedido por uma aceleragao
na atividade de deslizamento, ou, equivalentemente, na dissipacao de energia em
resposta as batidas do martelo. Comportamento semelhante tem sido observado em
varias seqiiéncias de “foreshocks” antecedendo grandes terremotos [48, 37], emissoes
acusticas em rupturas [37], e mesmo na evolu¢ao do mercado financeiro antecendo
“crashes” de bolsas de valores [49]. Uma importante hipitese tedrica usada na abor-
dagem desses sistemas, envolve uma analogia do grande evento como sendo um ponto
critico. Em particular, na teoria de fenomenos criticos aplicada a terremotos, um
grande terremoto é considerado como o ponto culminante de uma cascata de even-
tos, 0s quais ocorrem em uma area que se estende, muitas vezes, sobre distancias

bem maiores que a area da ruptura sismica. Dessa forma, a atividade precursora de
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um grande terremoto é caracterizada por uma equagao do tipo:
N(t) = A+ k(t. —t)°, (2.13)

onde %, é o instante correspondente ao “ponto critico”, isto é, ao grande terremoto,
e N(t) = fotn(t’)dt’, onde n(t') é a taxa com que os “foreshocks’ aparecem em um
instante ¢ < t.. Uma descricdo mais sofisticada para o comportamento de N(t)

envolve corregdes log-periddicas para a lei de poténcia (2.13):
N(t)= A+ k(te —t)*{1 + beos[wln(t. —t) + ¢|} . (2.14)

Nesta se¢do, usamos a equagao (2.14) para estudar a distribuicdo N (t) dos “foresli-
dings” da Figura 2.16. Os resultados para os parametros A, k, a, b, w e ¢, obtidos
com o zmgrace, foram: A =~ 71.73, k ~ —0.79, a =~ 0.90, b ~ 0.19, w ~ 4.28 ¢
¢ ~ —3.27. Na Figura 2.17, mostramos com a linha cheia o ajuste (2.14) com esses
parametros, juntamente com a curva N (t) para os eventos antecedendo o desliza-
mento em t, = 217 (circulos vazados). Para estimar a significincia do sinal periédico
w, realizamos a andlise do residuo:
N(t)— A—k(t.—t)*

R()= = (2.15)

mostrado na Figura 2.18. O periodograma de Lomb para as oscilacgoes log-peridédicas
estd mostrado na Figura 2.19. Podemos observar um sinal periédico de grande
significancia estatistica para a freqiiéncia f ~ 0.74 = w = 4.64, um valor préximo
da freqiiéncia obtida com o ajuste (2.14), usando o zmgrace.

A seqiiéncia estudada nesta se¢ao apresenta uma importante diferenca em
relacdo as seqiiéncias analisadas na Secao 2.1. Nestas seqiiéncias, os pequenos des-
lizamentos foram selecionados entre dois grandes eventos, com excecao apenas da
seqiiéncia 2, na qual foi investigada a atividade sucedendo o grande evento em
t; = 1415. Em particular, para a seqiiéncia 3, o expoente p > 0 indica um decai-
mento na taxa com que os pequenos deslizamentos aparecem, um comportamento
tipicamente observado em sequiéncias de “aftershocks’ de terremotos. Em outras pa-
lavras, nao obstante o grande deslizamento em ¢, = 404, encontramos uma descri¢ao
razoavel para a distribuicao acumulada dos deslizamentos da seqiiéncia, usando a
equagao da lei de Omori para os “afterslidings”, com corregoes log-periddicas (Figu-
ras 2.6 e 2.12). Por outro lado, a seqiiéncia 1 representa um caso particularmente
interessante, uma vez que o expoente p < 0 (comportamento observado também

para a seqiiéncia 2), indica um acréscimo na taxa de atividade de deslizamento.
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Figura 2.17: Os circulos vazados representam a distribui¢ao acumulada N(t) para os
“foreslidings” antecedendo o deslizamento em t. = 217 (veja a Figura 2.16). A linha

continua corresponde ao ajuste (2.14), usando os pardmetros A ~ 71.73, k ~ —0.79,
a~0.90,b~0.19, w~ 428 e p ~ —3.27.

A relativa proximidade dos pequenos eventos em relacdo ao primeiro grande des-
lizamento, como mostra o grafico menor da Figura 2.1, sugere que essa seqiiéncia
representa de fato uma seqiiéncia de “afterslidings” sucedendo o grande deslizamen-
to em t; = 287, na série (k) da Figura 1.3. Adicionalmente, podemos observar um
intervalo de tempo (isto é, de batidas) relativamente longo entre o ltimo evento na
seqiiéncia e o grande deslizamento em £, = 1750. Ao contrdrio, o aumento na ativi-
dade de deslizamento associado a seqiiéncia da Figura 2.16, ocorre ap6s uma longa
lacuna de atividade, de tamanho da ordem da duracao da seqiiéncia. Assim, acre-
ditamos que esta seqiiéncia seja uma seqiiéncia genuina de “foreslidings” associada
ao grande deslizamento em ¢, = 217.

No préoximo capitulo, apresentaremos uma andlise da atividade de desliza-
mento em uma escala de tempo mais reduzida, calculando a dimensao fractal e a

lacunaridade do suporte dos deslizamentos.
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Figura 2.18: Residuo R(t), definido pela equagao (2.15), associado ao ajuste mos-
trado na Figura 2.17.
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Figura 2.19: Periodograma de Lomb para o residuo da Figura 2.18, usando ofac = 2
e hifac=1.
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Capitulo 3

Estrutura do suporte temporal de

dissipacao

As leis de escala estudadas no Capitulo 1 sao relagoes entre varidveis macroscopicas
independentes da ordem temporal dos deslizamentos. Por outro lado, a correcao
log-periddica examinada no Capitulo 2 é definida para uma mesoescala temporal
associada aos intervalos entre dois grandes eventos dentro de uma série. A partir
de agora, vamos estudar varidveis estatisticas que sao fortemente relacionadas aos
detalhes microscopicos das séries.

A atividade de deslizamento em uma série temporal estd concentrada num
conjunto de unidades temporais ao qual chamamos suporte temporal de dissipacdo;
ou seja, o suporte é o conjunto de batidas ¢ nas quais ocorreram deslizamentos A # 0.
Como vimos no Capitulo 1, ha dois regimes para a inclinacao da calha que resultam
em comportamentos bem diferentes da atividade de deslizamento. No regime R1,
toda pancada do martelo faz o bloco se mover; como conseqiiéncia, o suporte dessas
séries ocupa todo o eixo temporal, uma vez que todos os “sitios” t estao preenchidos.
Porém no regime R2, um nimero varidvel de perturbagoes é necessario para um tinico
deslizamento ocorrer; o suporte de dissipacao onde a atividade estd concentrada é
bem rarefeito, e o eixo temporal dessas séries esta repleto de lacunas. Neste capitulo,
vamos quantificar a distribuicao temporal da atividade de deslizamento, calculando
na Secao 3.1 a dimensao fractal do suporte de dissipacao das séries mostradas nas
Figuras 1.2 e 1.3. Na Secao 3.2, usaremos o conceito de lacunaridade para estudar
a distribuicao das lacunas de atividade ao longo do suporte das séries intermitentes,
no regime R2. Na Sec¢do 3.3, mostraremos que, no limite de carregamento vagaroso,
a susceptibilidade para deslizar aumenta com o tamanho do cilindro. Acreditamos
que a observacao desse fenomeno poderd ajudar na compreensao da dinamica de

“stick-slip”, a qual constitui uma das mais intrigantes manifestacoes do atrito entre
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superficies deslizantes.

Nas ultimas décadas, muitos conceitos foram usados para descrever sistemas
complexos. O termo fractal foi introduzido por Mandelbrot em 1967 para definir
objetos que tém uma forma rugosa ou uma geometria fragmentada, e que podem
ser subdivididos em partes, cada uma sendo uma cépia reduzida do objeto inteiro
[23, 18]. Fractais sao freqiientemente auto-similares e independentes da escala. Sua
distribuigdo espacial (ou temporal) pode ser quantificada pela dimensdo fractal.
Objetos Euclideanos, como uma linha, um quadrado ou um cubo, tém dimensao
d inteira (1, 2, 3), enquanto um ponto tem dimensdo d = 0. Um objeto fractal
tem dimensao D fraciondria. Se di < D < dj, entao dy é chamada dimensao de
embebimento do fractal. A dimensao fractal pode ser calculada através do método
da contagem de caixas [23], se existir a relagdo de escala N(e) ~ ¢ 2, onde N(¢) é
o numero minimo de caixas do-dimensionais necessarias para cobrir o objeto. Neste

caso, 0 expoente
D= lir% inflog [N (¢)]/log[1/¢€]
€E—>

é chamado dimensao de capacidade do objeto. Vérias outras defini¢coes para D, as
quais ndo serao discutidas aqui, podem ser encontradas na literatura [23, 50].
Existem muitos tipos de fractais que podem ser gerados através de um pro-
cesso recursivo. Fractais desse tipo sdo chamados deterministicos. Um exemplo é
o conjunto de Cantor triddico, mostrado na Figura 3.1. Para construir esse fractal,
retiramos inicialmente a terca parte central do segmento unitario; depois fazemos o

mesmo com os segmentos restantes, e assim por diante. Observe que a cada iteragao,

Ordem O

Ordem 1

Ordem 2

N — [ — Ordem 3 [ — N —

am mm am == Ordem 4 == =m am mm

Figura 3.1: Conjunto de Cantor triddico até a quarta iteracao. A primeira iteragao
funciona como o gerador, de maneira que todos os segmentos na itera¢ao (ou ordem)
1 sao substituidos pelo gerador para obter o conjunto de ordem 7 + 1.

a aparéncia dos fragmentos menores é exatamente a mesma do segmento original
com a terca parte central removida, ou seja, o conjunto de Cantor é auto-similar.
Nesse caso, a dimensao pode ser calculada através da contagem de caixas, sim-

plesmente observando que o nimero N(e/3) de caixas de tamanho €/3 que cobrem
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o conjunto estd relacionado com o nimero N(e) como N(e/3) = 2N(e). Assim,

independentemente da iteracao, temos

N (e) e\ 1 ., In2
= — =-=3"=D=—=20.6309...
N(e/3) (6/3> 2 In3 ’

onde D aqui é chamado de dimensao de similaridade.

Fractais que sao gerados por regras nao deterministicas sao chamados ale-
atérios ou randomicos. Por exemplo, se em vez de removermos a terca parte central,
dividirmos o primeiro segmento em trés pedagos iguais e escolhermos aleatoriamen-
te qual dos trés remover, prosseguindo dessa maneira ad infinitum, obteremos um
conjunto de Cantor aleatdrio. Fractais que aparecem na natureza sao tipicamente
randomicos. Seu campo de aplicacoes na Fisica é extremamente amplo, sendo encon-
tradas estruturas fractais em fragmentacao e fraturas, nuvens e montanhas, falhas
geoldgicas, turbuléncia, entre muitos outros sistemas naturais [18, 23, 21]. Dizemos
que esses fractais sao auto-similares estatisticamente, uma vez que as flutuacoes que
aparecem dentro de escalas diferentes nao sao suficientes para determinar em qual
escala estamos observando. Objetos fractais encontrados na natureza sao invarian-
tes por escala apenas dentro de um certo intervalo de tamanho. Devido a limitagoes
impostas pela fisica, existe auto-similaridade apenas entre um tamanho de corte in-
ferior (€min) € outro superior (emax), sendo a lei de escala N(¢) ~ e~ vélida somente
para €nin < € < €max. Essa é uma situacgao diferente portanto, do conjunto de Cantor
da Figura 3.1, para o qual existe apenas um limite superior (tamanho do segmento
original = 1), e o processo recursivo pode ser aplicado por infinitas iteragoes. Na
primeira se¢ao, vamos usar o método da contagem de caixas para encontrar a di-
mensao D do suporte no qual a atividade de deslizamento estd distribuida ao longo

das séries temporais estudadas nesta Tese.

3.1 Dimensao fractal do suporte dos deslizamen-

tos

Para as séries de deslizamento da Figura 1.2, o intervalo de inclinacao da calha é
tal que o bloco tem uma alta susceptibilidade para deslizar. No limite A — Apin =
1.0mm, a dimensdao D do suporte temporal onde a atividade esta concentrada é
igual a dimensao de embebimento d = 1, uma vez que todos os “sitios” t estao
ocupados por um deslizamento de comprimento no minimo igual a 1.0mm. No
entanto, quando o limiar de dissipacdo A cresce, o nimero de deslizamentos que

excederam um certo valor A diminui. Adicionalmente, a atividade de deslizamento
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nao estd mais uniformemente distribuida ao longo do eixo temporal, como podemos
ver na Figura 3.2, para o caso de um cilindro de aluminio a uma inclinagao 6 = 35°.
A atividade a que nos referimos esté representada na figura pelas pequenas bolinhas,
obtidas pela interseccdo da série temporal A(¢) com a linha horizontal, a qual indica
o limiar de dissipacao. Essas bolinhas definem uma espécie de conjunto de Cantor

embebido no eixo temporal.

200
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= | " ‘
£ Jemm ==
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50+
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1 200 400 600 800 1000

t (batidas)

Figura 3.2: Série de deslizamento para o caso de um cilindro de aluminio a uma
inclinagao # = 35°. A linha continua horizontal define o limiar de dissipacdao A
genérico usado no método da contagem de caixas como descrito na Secao 3.1. At
¢ o tamanho das caixas usadas para cobrir o conjunto dos pontos sobre a linha, os
quais representam a atividade em um nivel de deslizamento .

Para quantificar as correlagdoes presentes nas respostas em um certo nivel
de dissipacao, vamos estudar as propriedades geométricas dos conjuntos onde a
atividade a partir de um certo limiar A estd concentrada [51]. Para isso, usamos o
método da contagem de caixas, mencionado no inicio deste capitulo, para calcular
a dimensao fractal desses conjuntos; isto é, nés contamos o niimero N, (€) de caixas
1-dimensionais de tamanho € necessarias para cobrir o suporte de dissipacao em um
nivel A. Aqui, € é definido como At/T, onde At é o comprimento correspondente
da caixa em unidades de batidas. O programa A.2 fornece as curvas' N(e) x € para

varios valores de A entre Amin € Amax, com € variando de 1073 até 10°. Para cada

1 Observe que N (€) é o niimero minimo de caixas necessérias para cobrir o suporte de dissipacao.
A dimensdo que calculamos nesta sec¢do, portanto, é a dimensdo de capacidade, definida no inicio
deste capitulo.
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uma das séries da Figura 1.2, mostramos 15 dessas curvas na Figura 3.3. Como
podemos ver em todos os gréficos da figura, N(e) apresenta uma tendéncia a escalar

D

com €~ em 1 a 3 décadas em ¢, dependendo do limiar A\. O expoente

D()\) = liminf log [NA(©)]
€0 log [1/¢]

é interpretado aqui como a dimensao fractal do suporte de dissipacao de tamanho
> \. Para todos os valores do limiar A na Figura 3.3, tiramos os valores de D())
a partir das inclinagoes das curvas Ny (e) no intervalo 1072 < ¢ < 2 x 1072, usando
a regressao lei de poténcia do zmgrace. Como podemos observar, nesse intervalo,
as curvas Ny (e) seguem aproximadamente uma relagdo de escala em € para todos
os valores de A mostrados na figura. Esse comportamento sugere que as diferentes
geometrias definidas pela distribuicao temporal dos eventos, nos varios niveis de
dissipacdo, sao auto-similares, estatisticamente, dentro de um intervalo na escala
temporal que vai de €y, = 1072 (comprimento de corte definido pelo tamanho
finito da série, T = 10%), até um limite superior €n,,. A caixa retangular de lados
tracejados indica o intervalo variavel de tamanho de caixas estudado em cada série.

Os valores de D()) para as nove séries da Figura 1.2 estdo mostrados na
Figura 3.4. Esta figura estd com a escala horizontal normalizada com relacao ao
maximo deslizamento A,,,, mostrado na Tabela 1.1, para cada série temporal. Como
podemos observar, a dimensao segue em média um decaimento logaritmico para as
nove séries, independente do material do bloco e da inclinagdo da calha. A Figura 3.5
mostra (D(A/Amax)) calculado a partir das nove curvas da Figura 3.4. Esse gréfico
foi obtido dividindo-se a Figura 3.4 em nove intervalos logaritmicos para A/Amax,
e calculando-se a média de D dentro de cada intervalo (veja o programa A.3 para

detalhes). A linha reta que passa pelos pontos é o ajuste:
DA Amax) = a — bIn(A/Amax), (3.1)

onde ¢ = 0.03+£0.05 e b = 0.18 £ 0.01 sdao os parametros obtidos com a regressao lo-
garitmica do zmgrace. Observe que, quando A — Ay = 1, temos D — 1 (dimenséo
da linha, d = 1), enquanto D — 0 quando A — A\yax, como esperado.

A equacdo (3.1) d4 a dimensdo do suporte de deslizamentos que tiveram
magnitude relativa maior ou igual a A\/Amax. Na referéncia [17], o nimero de eventos
N (> M) a partir do limiar A foi contado, e a lei de poténcia N (> A) ~ X795,
reminiscente da lei de Gutenberg e Richter, foi encontrada. Nesta secao, nés usamos
o método da contagem de caixas para estudar como esses eventos se distribuem ao

longo do tempo.
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E=AUT

Figura 3.3: N,(¢) X € para as nove séries de deslizamentos da Figura 1.2, correspon-
dendo a 15 valores diferentes de A para cada série. A regiao delimitada pela caixa
retangular de lados tracejados indica o intervalo €y, < € < €pax, onde €y, = 0.001
para todas as séries, enquanto 0.01 < €.« < 0.02, dependendo da série.
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10

-2

A

max

Figura 3.4: Dimensao fractal D(\) do suporte de dissipagdo, como fung¢ao do limiar
A mostrado na Figura 3.2, para todas as séries da Figura 1.2. As linhas tracejadas
se referem as séries com cilindros de PVC, as pontilhadas correspondem a blocos de
latao, de secao quadrada, enquanto a linha continua mais clara foi obtida a partir
da série com cilindro de aluminio.

Para testar nossos resultados para as séries de deslizamento, nés utilizamos o
método desta secdo para calcular D()\) para um conjunto de 9 séries sintéticas com
1000 eventos descorrelacionados variando aleatoriamente de 1.0mm a 250.0 mm,
com uma precisao de 0.5 mm. Isso foi feito para investigar o efeito de flutuacoes
totalmente randémicas do comprimento dos deslizamentos no comportamento de
D(A/Amax)- As séries foram geradas com o programa A.4. Uma série randémica
tipica estd mostrada na Figura 3.6(a). Claramente, essa série é significativamente
diferente das séries experimentais mostradas na Figura 1.2. Na Figura 3.6(b), mos-
tramos 15 curvas N (e€) X €, para aproximadamente os mesmos valores de A ilustrados
na Figura 3.3 para as séries de deslizamento. A Figura 3.6(c) mostra as 9 curvas
D(A\/Amax) correspondentes as séries aleatérias estudadas. Como podemos ver, D
nesse caso nao segue o decaimento logaritmico da equagao (3.1). Assim, concluimos
que a forma com que os deslizamentos se distribuem no suporte temporal nao segue
uma distribui¢do totalmente aleatéria, como pode ser visto comparando as Figuras
3.5 e 3.6(c). A equacdo (3.1) é uma medida da distribuicdo temporal dos desliza-
mentos em diferentes niveis de dissipacao das séries no regime R1, em adicao a lei
de escala estudada em [17], para a distribuigao espacial dos eventos.
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Figura 3.5: Valor médio da dimensao fractal do suporte de dissipacao das séries da
Figura 1.2, mais barras de erro, como fungao de A\/A\yax. A linha continua representa
o ajuste (D(A/Amax)) = a — bIn(A/Amax), a = 0.034 e b = 0.18.

As séries no regime R2, mostradas na Figura 1.3, apresentam intermiténcia
na atividade. Como conseqiiéncia, o suporte de dissipagao total dessas séries pos-
sui muitas lacunas. Vamos usar o método da contagem de caixas para calcular a
dimensao do suporte total Ay, para essas séries. No grafico menor da Figura 3.7,

mostramos N,_. (€) X € para as nove séries nesse regime, onde ¢ = At/T é o tamanho

normalizado da caixa 1-dimensional de At unidades, usada para cobrir os 100 eventos
em cada série. No grifico principal, mostramos a curva (N, _. (€)) X (€), represen-
tada pelos circulos cheios, mais barras de erro. Essa curva foi obtida dividindo-se
o eixo horizontal do grafico menor em 15 intervalos iguais, e calculando-se a média
dos valores de € e N,_. (€) dentro de cada intervalo, usando o programa A.3. Como
podemos ver na figura, Ny_. nao tende a escalar com ¢ ? por todo o intervalo de
variacao de €, uma vez que a curva definida pelas bolinhas cheias, no grafico log-log,
nao é uma linha reta.

Os simbolos ‘*’ na Figura 3.7 representam (N, . ) para 9 conjuntos de Cantor
aleatérios, cada um com 100 eventos. Esses conjuntos foram definidos da seguinte
maneira: primeiro, levamos o algoritimo apresentado no inicio deste capitulo até
a sétima iteracao, obtendo 9 conjuntos de Cantor randomicos de ordem 7, com
N = 27 = 128 eventos, distribuidos ao longo de T' = 37 = 2187 “perturbacdes”, ou
unidades de tempo ‘¢’. Em seguida, retiramos aleatoriamente 28 eventos de cada um
deles, obtendo 9 séries temporais de “deslizamentos” com T = 2187 perturbacoes e

N =100 eventos. Observe que 7' = 2187 esta muito proximo da média dos valores de
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Figura 3.6: (a) Tipica realizacdo de uma das 9 séries randémicas analisadas. Uma
comparagao dessa série com as séries da Figura 1.2 mostra a grande diferenca entre
as séries reais de deslizamentos consideradas nesta Tese e as séries sintéticas ale-
atérias. Em (b), mostramos N, (e) X € para a série sintética da Figura 3.6(a), com
aproximadamente os mesmos valores de A estudados na Figura 3.3 para as séries de
deslizamentos. Em (c), temos D(A) X A para as nove séries sintéticas analisadas.
Como podemos ver, o comportamento de D(A) é bem diferente do caso das séries
de deslizamentos reais (Figura 3.5).
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T para as séries de deslizamento no regime R2, (T') ~ 2175, como pode ser visto na
Tabela 1.3. O ajuste lei de poténcia para a curva dos conjuntos de Cantor randémicos
estd representado pela linha pontilhada que acompanha os simbolos ‘*’. Esta linha
tem inclinagao D = 0.60 £+ 0.01. Observe que, embora nao possamos afirmar em
principio que uma lei de poténcia do tipo € ? est4 definida para a curva dos circulos
cheios, o ajuste da linha pontilhada descreve razoavelmente o comportamento de
N (e) para as séries de deslizamento no regime R2, dentro das incertezas estatisticas,
por quase duas décadas em € (no intervalo 4.0 x 1072 < ¢ < 1.8 x 107!). Ou
seja, essas séries tém um comportamento parecido com o modelo de um conjunto de

Cantor aleatério “modificado”, como descrito acima.
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Figura 3.7: A curva definida pelos circulos cheios representa o niimero médio de
caixas 1-dimensionais de tamanho ¢ = At/T necessarias para cobrir o suporte de
dissipagao total A\, das séries no regime R2, mostradas na Figura 1.3, como funcao
de (e). Os simbolos ‘*’ mostram as mesmas quantidades para um conjunto de
nove conjuntos de Cantor aleatérios com N = 100 e T = 2187 (veja texto para
detalhes). O ajuste lei de poténcia para estes simbolos estd representado pela linha
pontilhada, a qual tem inclinagdo D = 0.61 £ 0.01. Os resultados para (N,_. (€))
correspondentes as séries de deslizamento foram obtidos a partir das nove curvas
N,...(€) x € mostradas no grafico menor.

Para comparacao, aplicamos o método dessa Secao ao conjunto de Cantor

triddico de ordem 7, com T = 2187 e N = 128 eventos, dos quais retiramos 28
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para simular uma série temporal com 2187 batidas e 100 deslizamentos. Usando
a contagem de caixas para esse conjunto, obtivemos o mesmo valor de D (D =
0.604+0.01) encontrado acima para os simbolos ‘*’! No entanto, o conjunto definido
agora tem uma origem bem diferente em relagdo ao conjunto aleatério do pardgrafo
anterior, uma vez que as iteracoes que levam ao conjunto de Cantor triddico de ordem
7 seguem um processo totalmente deterministico. Apesar disso, os resultados para
D indicam propriedades geométricas similares para os dois tipos de distribuigao.
Na proxima secao, apresentaremos um método que quantifica melhor as diferencas

entre esses dois conjuntos.

3.2 Lacunaridade das séries intermitentes

Na descricao de conjuntos fractais, a dimensao D que calculamos com o método da
contagem de caixas constitui uma medida quantitativa da distribuicao de massa.
Conjuntos que apresentam caracteristicas bastante diferentes podem fornecer, no
entanto, o mesmo valor de D. Para ilustrar esse fato, mostramos na Figura 3.8
o conjunto de Cantor triddico, juntamente com um conjunto de Cantor aleatério,
ambos de terceira ordem, com N = 8 e T" = 27. Usando o método da contagem
de caixas descrito no inicio deste capitulo, encontramos que os dois conjuntos tém
o mesmo valor de D (~ 0.63), uma vez que a relacio N(e/3) = 2 N(€) permanece
valida para os dois casos, independentemente da iteragao. Observe que no conjunto
de Cantor (Figura 3.8(a)) aparecem duas lacunas de 1 quadrado branco, mais duas
de 3 quadrados e uma lacuna central de 9 quadrados, enquanto que o conjunto de
Cantor randomico (Figura 3.8(b)) possui trés lacunas de 3 quadrados, uma de 4
quadrados e uma de 12 quadrados. Uma diferenca fundamental entre esses dois
conjuntos esta, portanto, na distribuicao de tamanhos dos espagos vazios ao longo
da linha.

Em 1982 Mandelbrot introduziu o conceito de lacunaridade como uma me-
dida da distribuicao de tamanhos de espacos vazios em sistemas fractais [18]. Uma
lacunaridade grande significa a presenca de grandes espacos vazios, enquanto que
uma pequena lacunaridade estd associada a uma distribuicao mais uniforme de ta-
manhos de lacunas. Para um conjunto de N unidades de massa distribuidas ao longo
da linha, a lacunaridade méaxima ¢é obtida se aglomerarmos todas as /N unidades em
uma das extremidades, deixando vazio todo o restante da linha, como mostra a
Figura 3.8(c). A esta distribui¢do chamaremos conjunto compacto.

Uma definicao quantitativa de lacunaridade foi desenvolvida em 1991 por

Allain e Cloitre [18]. Para ilustrar essa defini¢do, vamos calcular a lacunaridade do
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(c) conjunto compacto

(d) conjunto mais uniforme

Figura 3.8: Cada segmento de linha de tamanho 27 contém 8 unidades de massa, as
quais estdo representadas pelos quadrados pretos. Na figura temos (a) um conjunto
de Cantor triddico de terceira ordem, (b) um conjunto de Cantor aleatério, também
de terceira ordem, (c) um conjunto compacto e (d) uma distribui¢do mais uniforme
de massa ao longo da linha.

conjunto de Cantor triddico da Figura 3.8(a), com 8 eventos distribuidos ao longo de
27 sitios. Se cada sitio tem comprimento ¢ = 1, o conjunto completo tem, portanto,
um comprimento 7" = 27. Definimos uma janela de tamanho r, tal que 1 < r < T,
tomando os r primeiros sitios da linha. Transladando essa janela ao longo dos sitios,

o numero de passos necessarios para se atingir o final da linha sera:
R(r)=T —r+1, (3.2)

de forma que R(1) = 27, R(3) = 25, R(9) = 19 e R(27) = 1. Seja s; o nimero de
sitios ocupados que estao dentro da janela no i-ésimo passo ao longo da linha. Para
o conjunto de Cantor da Figura 3.8(a), teremos, com uma janela de tamanho r = 9,
51 = S19 = 4, 89 = 83 = S17 = 818 = 3, Sa<i<7 = S13<i<16 = 2, S8 = S9 = S11 = S12 = 1
e sjo = 0. Vamos chamar de n(s,r) o nimero de passos da janela de tamanho r
com s sitios ocupados. Para o nosso exemplo teremos, com r = 9, n(0,9) = 1,
n(1,9) =4, n(2,9) =8,n(3,9) =4, n(4,9) =2en([5 <n <8|,9). Dentro dos R(r)
passos da janela de tamanho r ao longo da linha, a probabilidade de encontrarmos
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nela s sitios ocupados sera portanto:

p(s,r) = ( . (3.3)

Com r = 9, encontramos para o nosso exemplo p(0,9) = 1/19, p(1,9) = 4/19,
p(2,9) = 8/19, p(3,9) = 4/19, p(4,9) = 2/19 e p([> < n < 8|,9) = 0. Sejam os
momentos de primeira e segunda ordem M;(r) e Ms(r), respectivamente, definidos

de acordo com as seguintes equacoes:
M (r) = Zsp(s,r); (3.4a)
My(r) = Y s°p(s,r). (3.4b)

A lacunaridade L é definida pela equagao:

My(r)

“0 = e

(3.5)
Substituindo os valores de p(s,9) calculados acima para 0 < s < N = 8 em (3.4a)
e (3.4b), obtemos M;(9) = 40/19 e M>(9) = 104/19. Assim, para uma janela de
tamanho 7 = 9, temos £(9) = 1.235 para o conjunto de Cantor da Figura 3.8(a).
Procedendo da mesma forma para o conjunto de Cantor randémico da Figura 3.8(b),
obtemos £(9) = 1.545, um valor maior do que o encontrado para o conjunto de
Cantor triddico. Para a distribui¢do compactada (Figura 3.8(c)), com os 8 primeiros
sitios ocupados, obtemos £(9) = 2.991. Este é o maior valor de £ para r = 9,
T =27e N =8. A Figura 3.9 mostra os valores de £(r) para o conjunto de Cantor
triddico (Figura 3.8(a)), o conjunto de Cantor randémico (Figura 3.8(a)), o conjunto
compacto (Figura 3.8(c)) e o conjunto mais uniformemente distribuido da Figura
3.8(d). Observe que este ultimo tem a menor lacunaridade para todos os valores de 7.
Por outro lado, os conjuntos de Cantor triddico e randoémico possuem lacunaridades
bem distintas. Assim, o conceito de lacunaridade pode ser implementado como uma
medida da distribuicao de massa em conjuntos fractais, em adicdo a sua dimensao
fractal.

Para N unidades de massa distribuidas ao longo de T sitios, com 7" > N,
tomando r = T, temos R(T) =1 e

n(s,T) =4 b ses=N (3.6)
T 0, ses# N. '
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L(r) [ x o

Figura 3.9: Lacunaridades £ como funcao do tamanho da janela r para as quatro
distribui¢oes mostradas na Figura 3.8. Os simbolos sao “o” para a distribuigao
[T

compactada, “x” para o conjunto de Cantor aleatério, “x” para o conjunto de
Cantor triddico e “00” para a distribuicdo mais uniforme.

Portanto as equagoes para M, (T), Ma(T) e L(T) ficam:

a n(s,T 1
Ml(T)=§<s>< ](%(T))>:NXI:N;
a o n(s,T s 1 )
M) = 3 () ) = g =
L(T) = MyT) _ N L(T) =1, (3.7)

IRIZACH TRk
independente da distribui¢do. Por outro lado, se r = 1, teremos R(1) =T, n(1,1) =
N en(0,1) =T — N. As equagoes (3.4a), (3.4b) e (3.5) ficam:

E n(s,1 N N N
Ml(l):s;(sx 125(1))>:0XT—N+1XT:?;
(o n )Y _ o N, N_N
=2, ( " R(l))‘o TN T T
_ M,(1)  N/T T
= A= 007 T yrp V=% (3.8)
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Para uma distribui¢do sem espagos vazios, N =T = L(1) = 1. Neste caso, temos:

( ) 1, ses=r (39)
n(s,r) = .
0, ses#r,

com n(r,r) = R(r) = T — r + 1. Substituindo estes resultados nas equagdes para
M (r) e My(r), obtemos L(r) = 1V r, para a linha completamente preenchida. Note
que L£(r) =1 é o menor valor para a lacunaridade?.

As séries de deslizamento no regime R1, mostradas na Figura 1.2, sdo tais
que N =T'; de acordo com a equagao (3.7), temos portanto £(r) = 1 para as séries
no regime R1. Nesta secao, estudamos a lacunaridade para o suporte de dissipagao
total das séries de deslizamento intermitentes mostradas na Figura 1.3, as quais
correspondem ao regime R2. Tais séries apresentam ao todo N = 100 eventos, mas
um comprimento variavel da linha do suporte, definido pelo niimero de batidas T
dadas pelo martelo na calha até ocorrerem todos os N eventos. As curvas L(r/T)
para as nove séries nesse regime estao mostradas no grafico menor do lado esquerdo
da Figura 3.10, em escala logaritmica. Duas curvas desse grafico estao mostradas
no grafico do lado superior direito da Figura 3.10, em linhas continuas. Podemos
observar que uma dessas linhas, a qual corresponde a L(r/T) para a série (o) da
Figura 1.3 (L = 200mm, # = 18°), se aproxima mais da linha tracejada. Esta
ultima linha representa £(r/T) para uma realizagdo do conjunto de Cantor triddico,
de ordem 7, modificado, isto é, com T = 37 = 2187, mas com N = 27 — 28 = 100
eventos, como descrito no final da Secao 3.1. A outra linha continua corresponde a
série (m) (L = 50 mm, 6 = 15°). Observe que essa curva tem um comportamento
mais parecido com o da linha pontilhada, a qual representa L(r/T') para o conjunto
de Cantor aleatério modificado, com 100 eventos. Podemos ver na figura que a
lacunaridade deste conjunto é bem diferente da lacunaridade para o conjunto de
Cantor triddico, com o mesmo numero de eventos, muito embora os dois conjuntos
tenham a mesma dimensao D ~ (.61 + 0.01.

Os circulos cheios no gréfico principal da Figura 3.10 representam (L(r/T))
para as nove séries de deslizamento no regime R2. Como pode ser visto na figura, a
linha tracejada, correspondendo a lacunaridade para o conjunto de Cantor triddico
com 100 eventos, acompanha os valores médios de L(r/T) para os deslizamentos,
dentro das incertezas estatisticas. Os graficos principais das Figuras 3.7 e 3.10
mostram que as séries de deslizamento da Figura 1.3 tém um comportamento similar,
tanto quanto a dimensao, quanto a distribuicao de lacunas ao longo do suporte. Por

outro lado, o desvio acentuado de uma das curvas L£(r/T), em relacdo & média

2veja apéndice B.1.
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(veja gréficos menores da Figura 3.10), representa uma diferenca significativa na
distribuigao de tamanhos de lacunas para a série (m), caracteristica que nao aparece
explicitamente na Figura 3.7.
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Figura 3.10: O grafico no lado inferior esquerdo mostra L£(r/T) para as nove séries
de deslizamento da Figura 1.3. No gréfico principal, mostramos (L(r/T")) (circulos
cheios), mais barras de flutuacdo, juntamente com a curva L£(r/T) (linha tracejada)
para um conjunto de Cantor triddico, de ordem 7 (T = 3" = 2187 e N = 27 = 128)
com 28 eventos retirados aleatoriamente, representando uma série de ‘deslizamentos’
com 7' = 2187 e N = 100. A lacunaridade para um conjunto de Cantor aleatério de
ordem 7, modificado da mesma maneira, estd mostrada na figura no lado superior
direito (linha pontilhada). A linha continua mais préxima dessa curva representa
L(r/T) para a série de deslizamento (m) (L = 50mm e # = 15°), enquanto a
lacunaridade da série (o) (L = 200mm e § = 18°) é mais parecida com a linha
tracejada (conjunto de Cantor triddico).

1 Ll

Tese de Mestrado - Departamento de Fisica - UFPE



3.3 Susceptibilidade de deslizamento como funcdao do comprimento do cilindro 55

3.3 Susceptibilidade de deslizamento como funcao

do comprimento do cilindro

“It s one of the dirty little secrects of physics that while we physicists can tell you
a lot about quarks, quasars and other exotica, there is still no universally accepted

explanation of the basic laws of friction.” David A. Kessler [52].

Nos tultimos anos, uma enorme quantidade de trabalhos tedricos e experi-
mentais tém sido publicados nas mais importantes revistas de Fisica, dedicados
a compreensao do atrito entre superficies deslizantes. Na realidade, as duas leis
bésicas do atrito, as quais sdo ainda hoje ensinadas e usadas freqiientemente, foram
enunciadas em 1699 por Amonton, e eram conhecidas mesmo antes por Leonardo
da Vinci. A primeira lei de Amonton diz que o atrito é proporcional a normal Fy,
ou seja, a forca perpendicular a direcao de deslizamento; e a segunda lei diz que o
atrito nao depende da area macroscopica aparente de contato entre os dois corpos.
No século XVIII, Coulomb sintetizou essas duas leis escrevendo Fy; = puFy, onde
u = Fy/Fx é o coeficiente de atrito, o qual pode ser cinético (u.) ou estatico (). A
experiéncia mostra que pu. < Ue, refletindo as naturezas diferentes da interacao entre
as superficies, para os dois regimes da dinamica. Hoje se conhece que a existéncia
do atrito estd intimamente ligada a interacao das rugosidades das superficies em
contato. Exceto para materiais muito eldsticos como a borracha, a drea real na qual

o atrito ocorre, Ay, € em geral muito menor que a area aparente, A,,, da inter-

ap»
face. Os tamanhos dos contatos sao geralmente muito maiores que os tamanhos
moleculares (1 a 10 um vs. ~ 1nm), sendo usualmente menores que a espessura
h da regiao da interface onde ocorre a interacdo. Como conseqiiéncia, a forca de
atrito, nesse caso, é proporcional a area real de contato entre as superficies, sendo no
entanto independente da area aparente da interface. Diversas simulacoes e modelos
matematicos tém sido desenvolvidos nas ultimas décadas para explicar como ocor-
rem as interagoes na interface de duas superficies deslizantes, mas o assunto ainda
é tema de muita pesquisa [28, 53, 54, 55, 56].

Como discutido no final do Capitulo 1, os deslizamentos dos blocos ao longo
da calha de aluminio envolvem a dinamica conhecida como “stick-slip”, na qual o
movimento ocorre de maneira intermitente. Em particular, nos experimentos com
cilindros de aluminio, no regime de baixos angulos, um niumero variavel de bati-
das do martelo é necessario para que um tnico deslizamento ocorra, podendo esse
nimero chegar a até 600. Ha cingiienta anos atrds, Bowden e Leben [21] j4 haviam

notado que a forca de atrito entre dois metais em movimento relativo exibe grandes
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flutuagoes tanto para superficies secas quanto para lubrificadas. Caracteristicas se-
melhantes foram observadas também no atrito entre rochas, de maneira que Brace e
Byerlee [21] em 1966, propuseram esse tipo de comportamento como um mecanismo
para terremotos. Varias razoes podem ser enumeradas para explicar o grande inte-
resse da comunidade cientifica nesse fendmeno. De fato, uma possivel conexao com
falhas geoldgicas o torna muito interessante. Por outro lado, em aplicagoes praticas,
muitas vezes é necessario eliminar ou reduzir as flutuacoes no atrito, as quais em
geral estao associadas a instabilidades, vibragoes, etc.; tais flutuagoes tendem, por
exemplo, a reduzir o tempo de vida de muitos equipamentos. Finalmente, existe
uma esperanca de que uma melhor caracterizacao do movimento “stick-slip” venha
a aumentar a compreensao do atrito em geral.
Cada série da Figura 1.3 ¢é constituida de 100 deslizamentos do cilindro ao
longo da calha, os quais decorrem apés 1o perturbagoes do martelo. Na Tabela 1.3,
podemos ver que T1g9 (= T na quinta coluna da tabela) decresce monotonicamente
da primeira série (7190 = 6979 para o cilindro de comprimento L = 5mm), até a
ultima (7790 = 364 para L = 1000 mm). A Figura 3.11 mostra no grafico principal
o numero de batidas do martelo, T190(L), necessarias para o cilindro escorregar 100
vezes, como funcdo do comprimento L. A linha cheia representa o ajuste lei de
poténcia:
Tioo(L) ~ L7058, (3.10)

Como podemos ver na Figura 3.11, a equagao (3.10) acompanha os circulos chei-
os independentemente da inclinacao reduzida (6. — 0)/6., a qual flutuou de 0.15 a
0.38, como ilustrado no grafico menor da figura. Assim, a medida em que o cilindro
aumenta de comprimento, mantendo-se fixa a sua densidade linear assim como ou-
tros parametros geométricos, menos batidas sao necessdrias para ocorrerem os 100
deslizamentos.

Para avaliar o significado do ajuste mostrado na Figura 3.11, contamos, adi-
cionalmente, o nimero de batidas T (L) necessarias para o cilindro deslizar N vezes,
onde variamos N de 1 até 100, para todas as séries. Os resultados estdo mostra-
dos na Figura 3.12. Como podemos ver nessa figura, o comportamento em lei de

poténcia persiste para diferentes valores de IV, de forma que podemos escrever:
Ty(L) ~ LN, (3.11)

onde o expoente ay estd mostrado no grafico menor da figura. De particular inte-
resse na figura, é o fato de a convergir para o valor ~ 0.56, no limite N — o0, isto
é, quando N 2 80 eventos.

Tese de Mestrado - Departamento de Fisica - UFPE



3.3 Susceptibilidade de deslizamento como funcdao do comprimento do cilindro 57

10 : T T T \‘ T T T \‘ T T \‘
10°F E
Tl e, ,
L g\o 0,3 o« ® _
D
2 ]
100 @ o2l - E
C [ ]
PY [ ]
0,1 L L vl L
10" 10° 10°
L (mm)
101 I | | | L | | | R |
10" 10° 10°
L (mm)

Figura 3.11: Nimero Tig0(L) de perturbagdes do martelo necessérias para ocorrerem
100 deslizamentos, como fungdo do comprimento L do cilindro de aluminio; Tygo(L)
identifica o tamanho das séries temporais no regime R2, mostradas na Figura 1.3.
A linha continua representa o ajuste Tigo(L) ~ L™ aq99 =~ 0.56. O grafico menor
mostra as flutuagoes da inclinacao reduzida (6. — 6)/6..

A observacao de que cilindros maiores escorregam em média mais facilmente,
em resposta as perturbacoes do martelo, parece confrontar, em um certo sentido,
com a quarta coluna da Tabela 1.3, a qual mostra o angulo critico como fun¢ao do
comprimento do cilindro. Os dados dessa tabela estao mostrados na Figura 3.13.
Como podemos ver, o angulo critico 6. aumenta com o comprimento do cilindro. Isto
é, partindo da inclinacao # = 0 e aumentando # vagarosamente, o primeiro a deslizar
é o cilindro menor, o qual estd associado a um coeficiente de atrito estatico y(Lo/L)
menor, enquanto que as Figuras 3.11 e 3.12 sugerem exatamente o contrario para
o comportamento de p,. No entanto, devemos notar que o mecanismo de levantar
a calha é completamente diferente do processo de perturbar o sistema mantendo
um dado angulo fixo, de forma que o atrito entre o cilindro e a calha se manifesta
diferentemente nos dois casos.

Dessa forma, definimos a susceptibilidade de deslizamento do cilindro de com-

primento L, com relacao as batidas do martelo, como:

xn (L) (3.12)

Tn(L)’

Tese de Mestrado - Departamento de Fisica - UFPE



3.3 Susceptibilidade de deslizamento como funcdo do comprimento do cilindro 58

10000 F T T T T TTT T T T T T TTT I I I T T T 1T B
C IZ-1Z N = 50 deslizamentos |
- . ©© N =70 deslizamentos |
i . #*-% N = 85 deslizamentos ]
TN (L) i ® @ N = 100 deslizamentos |
1000 =
100 E 1;0 T T T T T T =
- O
10¢ i | E
S Y ) EE N S B B
i 0 20 40 60 80 100 1
l N l l
1 1 1 L1111 1 1 1 | T | 1 1 1 L1111
10" 10° 10°

L (mm)

Figura 3.12: Numero de batidas, T (L), necessédrias para o cilindro de comprimento
L escorregar N vezes, a partir da primeira perturbagao do martelo. Observe que
Ty(L) ~ L=~ ao longo de uma variacao de L por um fator de 200. No gréfico
menor, mostramos ay X N.
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Figura 3.13: Coeficiente de atrito estatico u, = tan(f.) como funcao de Lo/L. O
grafico menor mostra . x L (veja Tabela 1.3).

onde T (L) é o nimero de batidas necessdrias para ocorrerem N deslizamentos,
para um cilindro de comprimento L. Observe que, substituindo a relacao de escala

(3.11) na equagao (3.12), temos:
xn(L) ~ L. (3.13)

De fato, de acordo com a Figura 3.12, a susceptibilidade x (L) aumenta com o com-
primento do cilindro. Isso poderia ser interpretado a partir do argumento de que os
cilindros maiores estao em média mais préximos do centro perturbador, isto é, do
martelo, como pode ser visto na Figura 1.1. Dessa maneira, o pulso eldstico origi-
nado da batida do martelo se propaga ao longo da superficie alcancando o cilindro
menor com uma amplitude mais baixa, devido a dissipacao da energia mecanica. De
uma maneira geral, portanto, esperariamos que os deslizamentos ocorressem mais
facilmente a medida em que os cilindros se aproximassem da base da calha. No
entanto, a Figura 3.14 mostra que a distancia ao centro perturbador nao interfere
na taxa de deslizamento. Nessa figura, podemos ver que o deslizamento acumula-
do A; = Zz,zl A(t") segue um crescimento aproximadamente linear com o niimero
de perturbacées do martelo, mantendo uma inclinagao constante, a qual varia no
entanto com o comprimento do cilindro. Uma possivel explicagao para esse compor-

tamento se baseia no efeito de “gripagem”, isto é, o cilindro vai “atolando” a medida
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Figura 3.14: Deslizamento acumulado A; = 3},_, A(#') como funcio do niimero de
perturbagdes do martelo, t, decorridas desde a primeira batida (instante ¢’ = 1).

em que desliza ao longo da superficie. Ou seja, o efeito da gripagem compensa a
proximidade em relagao ao centro da perturbagao, de maneira que a taxa dA;/dt
permanece aproximadamente constante ao longo da superficie.

Como discutimos anteriormente, o atrito entre duas superficies deslizantes
estd ligado a natureza da interface, a qual é caracterizada por uma estrutura rugosa
que determina o numero de contatos entre as superficies. A espessura ou a altura
h da interface é definida como o desvio médio padrao das coordenadas z; corres-
pondentes a altura das rugosidades, em relagao ao plano (z,y) colocado em z = Z.
Em particular, no limite em que h — 0, teriamos as duas superficies “coladas”, de
maneira que Y — 0 nesse limite. Por outro lado, a medida em que “despregamos”
as superficies, esperamos uma reducao no nimero de contatos, os quais sao intima-
mente ligados a forca de atrito, e um conseqiiente aumento no valor de x. Assim,

podemos escrever a seguinte relagao:

X ~ h, (3.14)
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para a susceptibilidade de deslizamento como func¢do da altura da rugosidade da
interface. Essa relagao deve ser valida em um certo intervalo de variagao de h, h; <
h < hy. Experimentos recentes com superficies rugosas fraturadas [57], mostram que
a coordenada h na dire¢do perpendicular ao plano (z,y) da superficie tem o seguinte
comportamento de escala®: h(kz, ky) = k%h(z,y), onde ¢ é chamado ezpoente de
rugosidade. Por outro lado, em muitas situagoes praticas, é conhecido que para
superficies metdlicas, esse expoente tem um valor préximo de 0.5. No caso particular
dos deslizamentos de cilindros de aluminio considerados nesta Tese, os contatos com
a calha ocorrem em uma interface unidimensional, como podemos ver na Figura 1.1.
Neste caso, a relagio de escala acima deve ser escrita como h(kx) = kSh(x). Observe
que, para dois cilindros de comprimentos L; e Lo, devemos ter, fazendo r — L1,
k— Ly/Ly,

h(ﬁ—j Ll) = (ﬁ—j)ch(Ll) = Z&i; = (@y = h(L) ~ LS. (3.15)

Assim, das equagbes (3.15) e (3.14), obtemos:
x(L) ~ L (3.16)
Comparando as equagdes (3.16) e (3.13), podemos escrever o seguinte resultado:
¢= lim ay 2 0.56, (3.17)

um valor muito préoximo do expoente de rugosidade 0.5 verificado para superficies

metélicas [57].

3Esse tipo de relacdo é conhecido como lei de escala auto-afim, na qual coordenadas distintas
escalam de maneiras diferentes.
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Capitulo 4

Analise multifractal das séries de

deslizamentos

O calculo da dimensao fractal que fizemos no Capitulo 3 nao leva em conta as
diferentes intensidades de deslizamento dentro das caixas de tamanho € necessarias
para cobrir o suporte temporal onde a atividade ocorre. Apesar de D ser calculado
em diferentes niveis de dissipagao A, nenhuma distinc¢ao foi feita entre as diferentes
magnitudes dos eventos acima da linha na Figura 3.2, uma vez que o método da
contagem de caixas atribui o mesmo peso para caixas associadas a intensidades de
deslizamento completamente diferentes. Claramente, a dimensao fractal examinada
no Capitulo 3 nao é suficiente para descrever a rica variedade de niveis de dissipagao
que existe em uma série temporal de deslizamento. Assim, vamos considerar agora
0 ‘peso’ de cada uma das caixas, definindo a seguinte medida normalizada para a
1—ésima caixa:

mi(e) = Ai(€)/Ar., (4.1)

int

onde Ai(€) = 321=; 1)ar41 A(t) € a atividade de deslizamento dentro da caixa, is-
to é, a soma de todos os eventos A(t) que ocorreram num instante ¢ dentro da
1—ésima caixa, e Ay, = tT;I A(t) é a soma da atividade de todas as caixas de tama-
nho € necessarias para cobrir o suporte total. Em particular, estamos interessados
em verificar se a medida m;(e) é caracterizada por um espectro de singularidades
f(a), como observado nos tltimos anos em vérios fendmenos fisicos, entre os quais
podemos citar dinamica caética [58], descarga de voltagem em redes aleatérias de
resistores [59], turbuléncia [50], processos de crescimento [60] e dedos viscosos [61],
entre outros. O espectro f(a) é definido a partir de duas hipéteses de escala: A
primeira, é que a medida dentro de uma caixa de tamanho € escala com €%, onde

a é um expoente que pode ter diferentes valores, dependendo da regiao do suporte.
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Assim, escrevemos:
mi(€) ~ €%, (4.2)

identificando o expoente «; como associado a i-ésima caixa de tamanho €. A segunda
hip6tese é que o nimero de vezes em que «; tem um valor entre o’ e o + do’ é da

forma:
dn(a’) ~ do/p(a)e @), (4.3)

onde f(o') é uma funcdo continua. O expoente f(o') reflete as diferentes dimensoes
dos conjuntos sobre os quais as singularidades de intensidade o estao distribuidas.
Assim, o suporte de dissipacao total pode ser caracterizado por um conjunto de
singularidades com expoente «, cada uma com sua prépria dimenséo fractal f(a).

Uma descri¢ao alternativa das propriedades multifractais de um sistema en-
volve as dimensdes generalizadas D, [60, 62]. O espectro de dimensdes D, para
as séries de deslizamento da Figura 1.2 serd estudado na Se¢ao 4.1. Na Secao 4.2,
usaremos o método de Chhabra e Jensen [63] para calcular a funcio f(a). Mostra-
remos que esse método é totalmente equivalente a descricao multifractal usando as
dimensoes D,,.

4.1 Dimensoes generalizadas D,

As dimensoes generalizadas D, sao definidas como [58, 62]:

1 log M
D, = lim [128 Ma(e) ] (4.4)
(g—1) 0| loge

onde

My() = Y m(o (4.5)

é a soma das medidas generalizadas m](e) sobre todas as caixas de tamanho e,
com g # 1. M,(e) é chamado momento generalizado de ordem g. Observe que
Dy é justamente a dimensao fractal que calculamos no Capitulo 3, uma vez que
quando ¢ = 0, temos My(e) = N, (€)'. Quando todos os valores de D, sdo
iguais, independentes de ¢, entdo temos um fractal homogéneo (D, = Dy V ¢). Um
multifractal estd definido se for satisfeita a relagao de escala

M,(€) ~ elrPs, (4.6)

INa anélise multifractal realizada neste capftulo, as caixas sdo colocadas na linha Apnin =
1.0mm, a qual define o suporte de dissipacdo total.

Tese de Mestrado - Departamento de Fisica - UFPE



4.1 Dimensoes generalizadas D, 64

sendo encontrados diferentes valores de D,. A definicao acima para os momentos
generalizados é valida para valores de ¢ # 1. No apéndice B.2 apresentamos uma
expressdo para M (e).

Para cada série da Figura 1.2, o programa A.6 implementa a equagao (4.5)
para varios valores do parametro ¢, e salva num arquivo as curvas M,(€) X € corres-
pondentes. Nos 9 graficos da Figura 4.1, mostramos varias dessas curvas, as quais
correspondem a ¢ variando de —10 a 10, em intervalos Ag = 2.5. Como podemos
ver nessa figura, hd uma tendéncia de os momentos M,(¢) seguirem uma relagdo
de escala com ¢, para um intervalo €nin < € < €max, 0 qual varia de 1 a 3 décadas
em ¢, dependendo da série e do valor de |g|. Esse comportamento, no entanto, é
modulado por oscilagoes de amplitude crescente com o valor absoluto de g, as quais
aparecem como conseqiiéncia do tamanho finito das séries. Observe que as quanti-
dades relevantes do suporte temporal das séries de deslizamento sao o comprimento,

T, e a distancia entre dois eventos, (At) . = 1. O espectro multifractal associa-

do a relacao de escala acima é encontrado apenas para um intervalo intermediario
€min > (At)_. /T = 0.001, €yax < T/T = 1. Definimos a inclinagao de cada curva

M, (e) nesse intervalo como (¢ — 1)D,. Para cada gréifico da Figura 4.1, calculamos

min

o espectro D, em diferentes intervalos €min < € < €max. As inclinagdes das curvas
M, (e) sao calculadas usando o zmgrace, e os resultados para cada valor de ¢ sdo

divididos em seguida por (¢ — 1).

Para ilustrar o método que utilizamos nesta secao, mostramos na Figura 4.2
as curvas M,(e) x e correspondentes a série (a) da Figura 1.2, com ¢ variando de
—10 a 0 e € no intervalo 0.008 < € < 0.125. Os tridngulos vazios representam M, (e)
para 8 valores de € definidos a partir da divisao desse intervalo em sete segmentos de
tamanhos iguais na escala log(¢). Na figura mostramos também os valores de M,(e)
calculados para todos os tamanhos da caixa € tais que 1/e = T//At é um nimero
inteiro (simbolos ‘*’). Isso foi feito para estudar como as flutuagoes em M, (€) afetam
o calculo das inclinacoes das curvas dentro do intervalo considerado. Observe que
os simbolos ‘x’ da figura correspondem aos divisores de 7" = 1000 neste intervalo,
isto é, At = Te = 8,10, 20, 25,40, 50,100 e 125. Para estes valores de At = Te,
a cobertura do suporte é feita de forma que T, = T'; ou seja, colocando as caixas
de forma ordenada ao longo da linha, com o inicio da primeira caixa em t = 1, a
extremidade da ultima caixa corresponde a ¢t = T" = 1000. Para tratar as caixas com
tamanhos que nao satisfazem a essa condigao, o programa A.6 utiliza ‘condigoes de
contorno periddicas’, de forma que T, > T nesses casos, variando com o tamanho

da caixa.
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(h)
E=AUT

Figura 4.1: Momentos generalizados M, (¢) para as nove séries de deslizamento mos-
tradas na Figura 1.2, no regime R1. Em cada grafico, as curvas M,(e) x € corres-
pondem a valores de ¢ variando de —10 a 10, em intervalos de Agq = 2.5.
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Figura 4.2: M,(e) x e para diferentes valores de ¢ entre —10 e 0, no intervalo
0.008 < € < 0.125, correspondente a série (a) da Figura 1.2 (cilindro de aluminio,
6 = 35°). Cada simbolo ‘*’ (caixas tipo A) se refere a um valor de € tal que 1/e
é um numero inteiro, enquanto que os simbolos ‘A’ (caixas tipo B) representam
8 valores de e distribuidos de maneira aproximadamente uniforme no eixo log(e).
As inclinacoes das curvas definidas por ‘x’ e ‘A’ estao representadas pelas linhas
continuas e tracejadas, respectivamente.

Cada linha tracejada na Figura 4.2 representa a inclinagdo da curva M,(e)
definida pelos triangulos vazios, enquanto que as linhas cheias representam as in-
clinagoes correspondentes aos simbolos ‘x’. Como podemos ver na figura, a medida
em que o valor absoluto de g cresce, aumenta também a amplitude das oscilacoes
que acompanham o ajuste lei de poténcia, tanto para os simbolos ‘x’, quanto pa-
ra os simbolos ‘A’. Adicionalmente, as diferencas entre as inclinagoes das linhas
aumentam a medida em que |q| cresce. Para verificar o efeito dessas diferengas na
estimativa de D,, usaremos o seguinte procedimento: primeiro, calculamos o coefi-
ciente angular da curva definida pelos valores de € tais que 1/€ é um nimero inteiro.
Chamaremos essas caixas de € tipo A. Em seguida, calculamos D, usando 8 valores
de € distribuidos de maneira aproximadamente uniforme ao longo do eixo log(e),

dentro desse intervalo. A essas caixas, chamaremos € tipo B.
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A inclinagdo da curva definida pelos simbolos ‘*’ (tipo A) na Figura 4.2, em
q =0, éigual a —Dy = —1, como esperado, independente da regiao €y, < € < €pax-
No entanto, devido as flutuacoes em 7, para os simbolos vazados (tipo B), essa in-
clinacao pode diferir de —Dy em até ADy = 0.15, dependendo do intervalo em ¢
considerado. Observe que essas pequenas flutuacoes sao significativamente amplifi-
cadas a medida em que o expoente g da equagao (4.5) cresce em valor absoluto, o
que explica as divergéncias cada vez maiores entre as inclinagoes das linhas cheias e

tracejadas na Figura 4.2.

Nas Figuras 4.3(a) e 4.3(b) mostramos como exemplo o espectro D, da série
(g) (cilindro de PVC, 6 = 29°), obtido a partir das inclinagdes das curvas M(e) x €
em diferentes intervalos €y, €max. A primeira figura se refere aos valores de € tipo
A, enquanto a segunda figura estd associada a oito valores de € tipo B para cada
intervalo. Escolhemos as regices 0.001 < e < 0.025 (tridngulos cheios), 0.008 < € <
0.125 (circulos) e 0.025 < € < 0.500 (simbolos ‘x’). Para a curva dos tridngulos,
a qual corresponde a situacdo mais préxima do limite ¢ — 0 na equagio (4.4),
podemos ver que D, ndo segue um decaimento monotonico com g; isto é, diferentes
valores de ¢ < 0 podem estar associados a um mesmo valor de D, para esse caso.
Observamos um comportamento semelhante nas séries (a), (b), (c), (d), (f), (h) e
(i). Por outro lado, a Figura 4.3(b) mostra que as flutuagdes em M,(e) no intervalo
0.025 < € < 0.500 estao associadas a uma incerteza de AD, = 0.12; em outras
palavras, Dy estimado com os simbolos ‘x’ é aproximadamente 0.88, um valor bem
diferente da dimensao do suporte Dy = d = 1.0. Um desvio AD, muito menor é
observado quando as caixas temporais estao no intervalo 0.008 < e¢ < 0.125, para o
qual ADy =2 0.0025 = Dy = 0.9975, uma estimativa bem mais proxima de Dy = 1.
Resultados nao muito diferentes sao obtidos com e, variando entre 0.005 e 0.010
e €max entre 0.060 e 0.200, dependendo da série.

Na Figura 4.4, mostramos para as nove séries de deslizamento da Figura 1.2,
as curvas D, x g obtidas no intervalo intermedidrio €min = 0.008 € €ma = 0.125.
Cada circulo vazio corresponde & média das inclinacoes de M, (¢) para as caixas tipo
A e tipo B (linhas cheias e tracejadas na Figura 4.2), enquanto as barras de erro sao
definidas como a diferenca entre essas inclinacoes. Como pode ser visto na figura,
h4 uma significativa diferenca entre as dimensoes generalizadas D,. Conseqiiente-
mente, a estrutura das séries de deslizamento é descrita por um conjunto infinito de

expoentes.
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(a) caixas € tipo A (b) caixas € tipo B

Figura 4.3: Espectro D, da série (g) (cilindro de PVC, 6 = 29°), calculado a partir
das inclinagdes de M,(e) em diferentes intervalos: 0.001 < e < 0.025 (triangulos),
0.008 < € < 0.125 (circulos) e 0.025 < e < 0.500 (simbolos ‘x’).

Para testar os resultados obtidos nesta secao para as séries de deslizamento,
calculamos o espectro D, para as nove séries sintéticas mencionadas na Se¢ao 3.1,
cada uma das quais com 1000 ‘deslizamentos’ variando aleatoriamente entre Ay, =
1.0mm e Apax = 250.0mm. Observe que, no limite 7" — oo, esses eventos tém
uma distribuicao de probabilidade uniforme ao longo do suporte. As linhas cheias
na Figura 4.5(a) mostram as curvas M,(€) X € correspondentes a uma realizagio
tipica dessas séries, para os mesmos valores de ¢ estudados na Figura 4.1 para
as séries de deslizamento. Como comparagao, mostramos em linhas tracejadas as
mesmas quantidades para uma série uniforme de 1000 deslizamentos de magnitude
A(t) = 100 mm. Esta série tem o espectro trivial D, = 1, como podemos verificar a
partir das equagoes (4.5) e (4.6).

Podemos observar nas Figuras 4.5(b) e 4.5(c) que a curva correspondente
ao limite ¢ — 0 esta associada a um espectro multifractal. Ou seja, caixas muito
pequenas “enxergam” as flutuagdes descontinuas de A(t) nessas séries. A medida
em que o intervalo de caixas assume valores maiores, no entanto, o comportamento
médio de m;(e) se aproxima de uma distribui¢do uniforme. Como conseqiiéncia, o
espectro dessas séries se aproxima da linha D, = 1 para valores de € crescentes. Por
outro lado, como discutimos acima para as séries de deslizamento, a Figura 4.5(c)
mostra que o efeito de tamanho finito para caixas muito grandes esta associado a
um desvio consideravel na estimativa do valor de d, calculado a partir da inclinacao

de My(g). Assim, calculamos o espectro D, na regido intermediaria do grafico dos
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Figura 4.4: Dimensoes generalizadas D, para as nove séries de deslizamento da
Figura 1.2, no regime R1. As barras de erro correspondem a diferenca entre as
inclinagbes das linhas cheia (para as caixas tipo A) e tracejada (para as caixas tipo
B), definidas de acordo com a Figura 4.2. As curvas mostradas nos graficos acima
foram obtidas com € no intervalo 0.008 < ¢ < 0.125.
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momentos, para todas as séries temporais estudadas nesta Tese.

Na Figura 4.6, mostramos as curvas D), x ¢ obtidas no intervalo 0.008 <
e < 0.125, para as nove séries sintéticas (linhas tracejadas indicadas pelas setas),
juntamente com o espectro das séries de deslizamento (linhas continuas) obtidas no
mesmo intervalo. As Figuras 4.6(a) e 4.6(b) correspondem as caixas € dos tipos A e
B, respectivamente. Como podemos ver nas figuras, o conjunto das curvas D, das
séries sintéticas ndo possui a forma sigméide reversa caracteristica do espectro das
séries de deslizamento. O comportamento médio das curvas tracejadas é o de uma
linha reta, a qual forma uma pequena inclina¢do com a linha horizontal D, = 1.
Quanto maior o comprimento 7" das séries sintéticas, mais baixa é a inclinagao
da linha, e mais préoximos de Dy = 1 sao os valores de D,. Para ilustrar esse fato,
mostramos com uma linha pontilhada nas Figuras 4.5(b) e 4.5(c), o espectro D, para
uma série sintética de comprimento 7' = 105, obtido com € entre 0.8% e 12.5% do
comprimento da série. Como podemos ver, as dimensoes D, sao bem mais proximas
de Dy = 1, em comparacao com o espectro das séries sintéticas de tamanho 7" = 103.

De particular interesse na Figura 4.6 é o desvio acentuado da curva represen-
tada pelos simbolos ‘X’ em relagao as outras curvas D, das séries de deslizamento,
para g < 0. A série correspondente a essa curva é a série (i) da Figura 1.2 (cilindro
de PVC, 6 = 30°). Podemos observar que esta série, a qual corresponde & inclinagao
mais préxima de ., tem um aspecto diferente das outras seqiiéncias no regime R1.
De fato, o deslizamento médio (\(t)) para a série (i) é 31.59 mm, enquanto que para
as outras séries, esta quantidade variou de 10.12mm a 18.46 mm. Essa diferenca,
no entanto, nao foi suficiente para distinguir a série (i) das outras seqiiéncias, pelo
método da contagem de caixas apresentado na Se¢ao 3.1, segundo o qual as séries
da Figura 1.2 tém todas o mesmo comportamento D(A) ~ In(1/)). Por outro lado,
a analise multifractal desta se¢ao indicou valores de D, bem maiores para a série
(i), em relacdo as outras séries, associados a ¢ < 0, embora nenhuma diferenga
qualitativa tenha sido apontada.

A medida em que ¢ varia na equagao (4.5), diferentes subconjuntos, os quais
estdo associados a indices o/ diferentes, se tornam dominantes. De (4.5), (4.3) e
(4.2), obtemos:

M, (€) = / do/ p(a)e T oo’ (4.7)

No limite € — 0, a integral acima é dominada pelo termo com o menor valor de

7' = qd’ — f(a/). Um minimo para 7’ ocorrerd quando

d

— g/ — f(d)]

< —0= ey =g (48)

do! o'=a(q)

o’'=a(q)
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Figura 4.5: As linhas cheias na Figura (a) mostram M,(€) x € para uma realizagio
tipica das séries sintéticas analisadas nesta Tese. As mesmas quantidades estao
mostradas para uma série uniforme (A(f) = 100 mm), representada pelas linhas

tracejadas. Para a série aleatéria, mostramos nas Figuras (b) e (c) o espectro D,
correspondente, obtido em diferentes intervalos €, < € < €nax (veja legenda da
Figura 4.3).
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(a) caixas € tipo A (b) caixas € tipo B

Figura 4.6: As curvas associadas aos simbolos correspondem ao espectro D, das
séries de deslizamento, enquanto as curvas tracejadas, indicadas pelas setas, repre-
sentam D, para as nove séries sintéticas de tamanho 7' = 10, mencionadas na Se¢ao
3.1. Para a Figura (a), usamos caixas de comprimentos At divisores de 7" = 1000,
no intervalo 0.8% < At/T < 12.5%, enquanto que na Figura (b), tomamos 8 valores
de € = At/T uniformemente distribuidos nesse intervalo. Observe que as dimensoes
D, para uma série aleatéria de tamanho 7' = 10° (linha pontilhada) sdo bem mais
préximas de d = 1, em relacao as séries sintéticas menores.

o, , e,
da)? [ga’ — f(a)] — >0= d(T,)Zf(a) o < 0. (4.9)

Por outro lado, da equagao (4.4), temos

D, = -+ laala) - f(a(@)) = - 7(a) (410)

Derivando a equagao (4.10) com relacao a ¢, e notando que

df(a(e) _ df da _ da
dq _dadq_qdq’

obtemos: p

o(q) = g,[Palg = 1)} (4.11)
Assim, conhecendo o espectro D,, as funcdes a(g) e f(g) podem ser encontradas
com as equagdes (4.11) e (4.10). Alternativamente, conhecendo f(«) e o espectro
de valores de «, D, pode ser encontrado também com (4.10). No entanto, para

encontrar o(g) na primeira situacao, é necessario antes ajustar a curva D, obtida de
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dados experimentais a uma fun¢fo suave, sobre a qual é aplicada a derivada (4.11).
Um método para calcular a fun¢ao f(«) diretamente, o qual pode ser prontamente
aplicado para a andlise de dados de experimentos reais, foi desenvolvido por Chhabra

e Jensen [63]. Vamos usi-lo para estudar as séries de deslizamento.

4.2 Método de Chhabra e Jensen para calcular a
funcao f(«)

O método de Chhabra e Jensen consiste em calcular as fungdes f(q) e a(g) a partir

da familia de medidas normalizadas 1(g), definida abaixo:

— [mz(ﬁ)]q ) (4.12)

Observe que para ¢ > 1, u(q) amplifica as regides mais singulares da medida m(e),
enquanto que para q < 1, x(q) acentua as regides menos singulares. Por outro lado,
quando ¢ = 1, temos y;(1,€) = m;(€), a medida original.

Chhabra e Jensen usaram um teorema de Billingsley, o qual relaciona a en-
tropia de Shannon de uma medida singular com a dimensdo de Hausdorff [63] do
suporte onde essa medida estd distribuida. Assim, a dimensao de Hausdorff, f(q),

da medida normalizada p(q) pode ser escrita como

f(q) = lim Zz i (qa 6)108[/%((1, 6)] (413)

€0 loge ’

Por outro lado, a funcdo «(q) é calculada a partir do valor médio do expoente

a; = log(m;)/log e com respeito a u(q):

a(q) — lim Zz M (qa e)log[mi(e)] ) (414)

€0 loge

As equagoes (4.13) e (4.14) relacionam uma dimensao de Hausdorff f com um expo-
ente de singularidade médio o, como funcées implicitas do parametro q. Podemos
mostrar? que essas equagoes estao conectadas com a defini¢do de D, em (4.4), através
da transformagéo de Legendre (4.10), isto é, f = g — 7 e a = d7/dq.

2Veja apéndice B.3

Tese de Mestrado - Departamento de Fisica - UFPE



4.2 Método de Chhabra e Jensen para calcular a func¢ao f(«) 74

Para obter f(q) e a(g), calculamos as inclinagoes das curvas Fj(e) x log(e) e
A,(e) x log(e), onde

Fo€) = 3 milg, ©)loglpi(a, o)) (4.15)

Ayle) = Z pi(q, €)log[mi(e)] (4.16)

sdo os numeradores que aparecem no lado direito das equagoes (4.13) e (4.14). Nas
Figuras 4.7 e 4.8, mostramos Fy(¢) x € e A,(¢) X €, respectivamente, obtidos com
o programa A.7, para as nove séries de deslizamento da Figura 1.2. Cada gréfico
contém quatro curvas, correspondendo a ¢ = 0,1,2 e 3. Como podemos ver nessas
figuras, as funcoes Fy(e) e A,(e) tendem a crescer logaritmicamente em um certo
intervalo de variacao em €. Esse crescimento, no entanto, é acompanhado de osci-
lacoes cada vez maiores a medida em que cresce o valor de g. Assim como fizemos na
Secao 4.1 para as dimensdes generalizadas, encontramos as fungoes f(g) e a(g) nesta
secdo a partir das inclinagbes das curvas Fy(e) e A,(€), estudando caixas dos tipos
A e B no intervalo intermedidrio 0.008 < e < 0.125. Vimos que o espectro D, nesse
intervalo revelou dimensdes generalizadas diferentes para diversos valores de ¢ entre
—10 e 10, dentro das incertezas associadas as diferencas entre as inclinacgoes para os
dois tipos de caixa. Observamos que as curvas D, x ¢ obtidas com a transformagao
de Legendre acima, a partir dos valores de f(q) e a(g), sdo exatamente as mesmas
da Figura 4.6, desde que sejam considerados para Fy(e) e A,(e) os mesmos valores
de €min € €max utilizados na andlise dos momentos M,(e).

No gréfico principal da Figura 4.9, mostramos as fung¢des f(q) e a(q) para
a série (c) (prisma de latdo, § = 18°), obtidas no intervalo intermedidrio 0.008 <
€ < 0.125, usando caixas dos tipos A e B. Na figura menor do lado superior direito,
mostramos a func¢do f(«) obtida a partir do gréfico f(q) x «a(q), isto é, para cada
valor de ¢, colocamos no eixo horizontal o valor de a(g) correspondente, e no eixo
vertical o valor de f(¢q). Podemos observar que a fun¢ao f(«) tem valor méximo
fmax = 1. Este valor corresponde a ¢ = 0. O lado direito da curva f(a) estd
associado a valores negativos de ¢, enquanto o lado esquerdo representa valores de
g positivos. O ponto no qual a reta f = « (linha tracejada) tangencia a curva f(«)
corresponde a ¢ = 1. Na Figura 4.10 mostramos as curvas f(«) obtidas para as
nove séries de deslizamento no regime R1. Para todas as curvas, variamos ¢ de —20
a 20, em passos Ag = 0.50. Os circulos vazios representam a média das inclinacoes
de F,(e) e A,(e) associadas as caixas do tipo A e do tipo B, enquanto as barras de
erro, mostradas para alguns valores de f(a), representam as diferencas entre essas

inclinagoes.
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Z Wlog[ p]

E=AUT

Figura 4.7: Curvas Fj(e) para as nove séries de deslizamento da Figura 1.2. Os
valores de ¢ correspondentes sao ¢ =0,1,2 e 3.
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z plogm]

E=AUT

Figura 4.8: Curvas A,(e) para as nove séries de deslizamento da Figura 1.2. Os
valores de ¢ correspondentes sao ¢ =0,1,2 e 3.
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(a) caixas € tipo A (b) caixas € tipo B

Figura 4.9: O grafico principal de cada figura mostra a(q) e f(g) para a série (c)
(prisma de latao, # = 18°). Essas curvas foram calculadas a partir das inclinagoes
do gréfico (c) das Figuras 4.7 e 4.8 no intervalo 0.008 < ¢ < 0.125. No lado superior
direito das Figuras (a) e (b) acima, mostramos a fun¢éo f(«) correspondente para
cada caso. Observe que essa curva é tangente a reta f(«) = « (linha tracejada).

Como comparagao, mostramos na Figura 4.11 as fung¢oes f(a) para as nove
séries sintéticas de tamanho 7" = 1000 (linhas tracejadas), juntamente com o espec-
tro f(«) para as nove séries de deslizamento (linhas continuas). Observe que, para
as séries de deslizamento, o méximo de f(«) (indicado pelo circulo cheio) corres-
ponde a o ~ 1.11. Este é o valor do expoente « que apresenta a maior dimensao
de Hausdorff f(a) (a dimensdo do suporte), sendo portanto o expoente dominante
na equagao (4.2). Por outro lado, as séries aleatérias tém o* ~ 1.00, de forma que a
massa escala trivialmente com o tamanho da caixa €, ao longo do suporte. A medida
em que aumentamos o tamanho T da série aleatéria, o espectro f(«) associado se
aproxima do ponto (1,1) (espectro da série uniforme), como podemos ver na Figu-
ra 4.11 para uma série sintética de tamanho T = 10°, representada pela pequena
mancha dentro do quadrado.

Neste capitulo, verificamos que as séries de deslizamento apresentam um
espectro multifractal associado a leis de escala nao-triviais com infinitos expoentes
D, e f(a) para a distribui¢do temporal da probabilidade de deslizamento. Uma
importante restricao que fizemos nos dois tipos de analise multifractal diz respeito
ao tamanho das caixas temporais € estudadas nas equagoes (4.4), (4.13) e (4.14). Nas
Figuras 4.1, 4.7 e 4.8, estudamos as inclinagoes das curvas M,(e), F,(e) e A,(e) no
limite em que € > 0, com € < 1, isto é, um intervalo intermedidrio de tamanhos da

caixa e, diferente do limite ¢ — 0 que aparece nas defini¢oes para D, e f(«). Observe

Tese de Mestrado - Departamento de Fisica - UFPE



78

4.2 Método de Chhabra e Jensen para calcular a func¢ao f(«)

T T T 1+ T T Tl o Tt T 1+ IR (; ol R T T
o (b) ° © - o
. B ®o @O i 5 00
405F o 405 3
_ i |
0 | ! | ! | ! | 1 | 0 | ! | ! | ! | ! | O | ? | ! | ! | ! |
04 08 12 16 2 04 08 12 16 2 04 08 12 16 2
1_| L (Ivool T T T 1_| T c')olo' 7T 1_| T (')ol T T
@ > - € . ° ® - -
L (;)O OO 4 - ° E - oo o
f(a)o.s— . HosF ¢ JosF  § 3 .
0 | I T T R 0 | I T I S 0 | .§ | T I S
04 08 12 16 2 04 08 12 16 2 04 08 12 16 2
1_| I c;olol L= l_l I Tl T T T T 1_|. L o'el L=
@ = °. DI ORI
L C‘)D o ] - : o g - j o
05 § i 4 o5} . -o5f * .
0 | I T I R 0 | I I‘i | 0 | I T I i
04 08 12 16 2 04 08 12 16 2 04 08 12 16 2

Figura 4.10: Curvas f(«) para as nove séries de deslizamento no regime R1, calcula-
das a partir das inclinaces das curvas F,(e) e A,(€) no intervalo 0.008 < e < 0.125.
As barras de erro estao associadas as flutuagoes dessas curvas para diferentes valores

de ¢, como discutido no texto.

Tese de Mestrado - Departamento de Fisica - UFPE



4.2 Método de Chhabra e Jensen para calcular a func¢ao f(«) 79

1+ 1+ :
f(a) | f(a) ¢
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(a) caixas € tipo A (b) caixas € tipo B

Figura 4.11: As curvas definidas pelos pequenos simbolos correspondem ao espectro
f () das séries de deslizamento, enquanto as linhas tracejadas representam f(«) para
as nove séries sintéticas de tamanho 7" = 103, mencionadas na Secdo 3.1. O circulo
cheio indica a coordenada (a*,1.0), onde o* ~ 1.11 é o valor de « correspondente ao
méximo da fun¢do f(«) para as séries de deslizamento. Para as séries sintéticas, a* ~
1.00 (indicado pelo quadrado). A mancha escura dentro do quadrado representa f(«)
para uma série sintética de tamanho 7" = 10°.

que o menor valor de € que podemos usar para as séries da Figura 1.2 é e =1/T =
1/1000 = 0.001. Uma maneira de calcular D, e f(«) diretamente, sem usar as figuras
mencionadas acima, seria substituir esse valor de € nas definigoes matemadticas (4.4),
(4.13) e (4.14). Os resultados para as séries de deslizamento estdo mostrados em
linhas continuas nas Figuras 4.12(a) e 4.12(b). Como comparagao, utilizamos esse
método para as nove séries aleatérias com 7" = 1000 (linhas tracejadas) e para uma
série randémica do mesmo tipo, com 7" = 100000 (linha pontilhada). Podemos ver
na figura, que as curvas D, e f(«) para as séries aleatérias tém um aspecto muito
diferente do esperado para uma distribuicao de probabilidade uniforme, isto é, da
linha D, = 1. Essa diferenca diminui, no entanto, com o tamanho da série. Em
particular, podemos ver que a regiao ¢ < 0 no grafico D, corresponde ao maior desvio
do espectro das séries aleatdrias, em relacao a D, = 1. Observe que para valores
de ¢ negativos, as caixas € onde m;(€) tem valores muito pequenos, contribuem
com parcelas extremamente grandes para a soma na equagao (4.5). Os resultados
das Figuras 4.12(a) e 4.12(b) mostram que, calculando-se D, e f(«) diretamente
das equagoes (4.4), (4.13) e (4.14), um espectro nao-trivial de dimensdes pode ser

obtido mesmo para uma medida distribuida com uma probabilidade uniforme (isto
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Figura 4.12: Curvas D, x ¢ (a) e f(a) (b) encontradas diretamente das equagoes
(4.4), (4.13) e (4.14), usando € = 1/T. As linhas cheias e tracejadas correspondem,
respectivamente, as séries de deslizamento e as séries aleatérias, de tamanho T = 103.
A linha pontilhada diz respeito a uma série randémica de tamanho 7" = 10°. Na
Figura (a), a linha tracejada indica o espectro D, da série uniforme (D, = 1),
enquanto na Figura (b) indicamos com uma linha reta a curva f(«) = a.
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é, pelo menos aproximadamente®) ao longo do suporte. Diante desse cendrio, a
andlise multifractal sobre dados experimentais, os quais em geral estdao associados a
uma amostragem finita, é feita usando um intervalo intermedidrio para e, através,
por exemplo, do grafico dos momentos M,(€) e/ou das fun¢oes Fy(e) e A,(e), como
estudado nas Sec¢oes 4.1 e 4.2 [62, 63, 64].

30s resultados para as séries aleatérias ndo devem em geral ser considerados para 1 realizacio em
particular, e sim para uma média sobre vdrias realizacdes (nesta Tese, consideramos 9 “amostras”,
para comparar com as 9 séries de deslizamento da Figura 1.2) [47].
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Capitulo 5

Conclusoes

O objetivo deste trabalho foi estudar diversos aspectos estatisticos relacionados a dis-
tribuicao temporal de deslizamentos de blocos sobre superficies rugosas inclinadas,
quando estas sao submetidas a pequenas perturbacoes controladas, de acordo com a
Figura 1.1. Estudos anteriores apontaram a existéncia de leis de escala nao-triviais
para a distribuicio espacial dos eventos, a qual seguia a relacio n(\) ~ A=(1*%) onde
n(A) é o nimero de deslizamentos com magnitude A, e b = 0.50 £ 0.05. Esta lei de
escala é reminiscente da lei de Gutenberg & Richter para os terremotos, como discu-
tido no Capitulo 1, sendo o expoente b, também, nao muito diferente do encontrado
no modelo de autémato celular para pilhas de areia, de Bak, Tang e Wiesenfeld.
No Capitulo 2, apresentamos uma analise sistematica da atividade de desli-
zamento préximo a um grande evento, no intuito de verificar efeitos de correlacao
temporal em uma mesoescala. Em particular, encontramos que a taxa com a qual os
eventos menores aparecem depois de um grande deslizamento segue a lei de poténcia
n(t) ~ t~P, reminiscente da lei de Omori para seqiiéncias de “aftershocks” de terre-
motos. No entanto, o expoente p encontrado para os deslizamentos tem um valor
anomalo p # 1.0, dependendo da série. Apesar do pequeno nimero de seqiiéncias
analisadas (trés, ao todo, seguindo os requisitos estabelecidos na Secdo 2.1), po-
demos observar na Tabela 2.2 que o valor de p, calculado com o zmgrace, aumenta
com o tamanho do cilindro e com a inclinacdo da calha, ndo dependendo no entanto,
da magnitude relativa dos “afterslidings’, nem do niimero de eventos na seqiiéncia.
Para estudar as oscilagoes em torno da lei de poténcia das Figuras 2.1, 2.2 e 2.3, pro-
curamos ajustar as curvas N(t) & equacdo (2.3), a qual incorpora a lei de poténcia
N(t) = kt'~P, corregoes log-periddicas do tipo kbt' ™ cos|w In(t)+¢|. Para encontrar
os parametros k,p,b,w e ¢, utilizamos o rmgrace, o qual forneceu resultados para
p e k nao muito diferentes dos apresentados na Tabela 2.2. A anadlise espectral das

oscilagoes residuais na Se¢ao 2.3, utilizando o periodograma de Lomb, indicou alta
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significancia para o sinal periédico associado a freqiiéncia w, em relagdo ao ruido,
para todas as seqiiéncias estudadas. A presenca de corregoes log-periddicas nos da-
dos, em torno de uma lei de escala pura, pode estar ligada a existéncia de uma razao
de escala preferida A\ = exp(w/27), a qual, por sua vez, pode representar restri¢oes
para a fisica do sistema.

Na Secao 2.4, apresentamos a andalise de uma sequéncia de pequenos desli-
zamentos antecedendo um grande evento. A Figura 2.17 mostra que o ajuste da
equagio (2.14) para a distribuigdo acumulada N (¢) descreve razoavelmente o com-
portamento da atividade precursora do grande deslizamento em ¢.. O significado do
ajuste (2.14) se baseia na analogia do grande evento como sendo um “ponto critico”,
o qual é precedido de uma acelera¢do no processo de dissipacao de energia. Embora
uma Unica seqliéncia tenha sido estudada, acreditamos que esta seja uma seqiiéncia
genuina de “foreslidings’, ao contrario das seqiiéncias analisadas na Sec¢ao 2.1, cujos
eventos estao situados entre dois grandes deslizamentos.

No Capitulo 3, estudamos varidveis estatisticas que sao fortemente depen-
dentes dos detalhes microscopicos das séries de deslizamento. Na Secao 3.1, inves-
tigamos como a atividade de deslizamento em um certo limiar de dissipagao A se
distribui ao longo do tempo, calculando a dimensdo do suporte dos deslizamentos
de magnitude > )\, para as séries no regime R1 (0 < (6, — 0)/6. < 0.36). De par-
ticular interesse é o colapso das curvas D(A/Apax) X A/Amax, mostradas na Figura
3.4 para todas as séries de deslizamento, independente da inclinacao da calha, da
geometria do bloco (cilindrica ou prismatica), e do tipo de material. O decaimento
logaritmico de (D(A/Amax)) mostrado na Figura 3.5, indicou caracteristicas intei-
ramente diferentes em relagao as séries aleatdrias com eventos descorrelacionados
(Figura 3.6), quanto a distribui¢do dos eventos em varios limiares de dissipagao.
Dessa forma, verificamos a existéncia de leis de escala nao-triviais para a distri-
buicdo temporal dos eventos nas séries de deslizamento no regime R1, em adicdo a
lei de escala N'(> \) ~ A7 (b = 0.50) para a distribuigdo espacial dos deslizamentos,
apresentada no Capitulo 1.

Por outro lado, o método da contagem de caixas aplicado ao suporte dos des-
lizamentos das séries no regime R2 (0.15 < (6. — 6) /6. < 0.45) revelou semelhancas
entre as geometrias do suporte dessas séries e dos conjuntos de Cantor triddico e
aleatorio, ambos de ordem 7. Tal comportamento foi verificado também com o
calculo da lacunaridade, apresentado na Secao 3.2. Na ultima se¢do do Capitulo 3,
apresentamos um estudo da susceptibilidade de deslizamento, definida pela equagao
(3.12), como fung¢ao do comprimento do cilindro de aluminio associado a cada uma

das séries no regime R2. Observamos que a susceptibilidade aumenta com o tama-
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nho do cilindro, isto é, a medida em que o comprimento L aumenta, menos batidas
do martelo sao necessarias, em média, para o cilindro deslizar. A Figura 3.14 mos-
tra que esse comportamento ndo pode ser explicado a partir do argumento de que
cilindros maiores estdo mais proximos do centro perturbador, isto é, do martelo,
uma vez que a taxa da atividade de deslizamento, dA;/dt, permanece essencialmen-
te constante ao longo da calha. Por outro lado, o expoente de escala ( =~ 0.56,
na relagao Ty (L) ~ L=¢ (Figura 3.12), tem um valor muito préximo do expoente
de rugosidade para superficies metdlicas, 0.50. Acreditamos que a observagao desse
comportamento podera contribuir para a compreensao do fenémeno de “stick-slip”,
o qual representa uma das mais intrigantes manifestacées do atrito entre superficies
deslizantes.

Finalmente, no Capitulo 4, apresentamos um estudo das propriedades multi-
fractais do suporte de dissipacao das séries no regime R1, calculando as dimensoes
generalizadas D, e usando o método de Chhabra e Jensen para calcular a fungao
f(a). Observamos que um nidmero infinito de expoentes D, sdo necessirios para
descrever a distribui¢do temporal dos deslizamentos. Os graficos (a) e (b) das Fi-
guras 4.6 e 4.11, mostram, por sua vez, uma grande diferenca entre o espectro D,
das séries de deslizamento e as dimensoes D, para as séries aleatérias. No entan-
to, especial atencao deve ser dispensada para a metodologia empregada no célculo
das funcoes D, e f(a), uma vez que a substituicao direta dos valores de A(t) (da-
dos experimentais) nas equacgoes (4.4), (4.13) e (4.14), pode fornecer um espectro
multifractal tipico, mesmo que esses eventos estejam associados a uma distribuicao
de probabilidade uniforme, como mostrado nas Figuras 4.12(a) e 4.12(b). Assim,
devido ao tamanho finito das séries temporais associadas aos dados experimentais,
a analise multifractal deve ser realizada a partir dos graficos dos momentos, como
na Figura 4.1, e/ou dos graficos das funcoes Fy(e) e A,(€) mostrados nas Figuras
4.7 e 4.8. Nesse caso, o calculo dos coeficientes angulares das curvas corresponden-
tes aos diferentes valores de ¢, deve ser realizado para uma regiao intermedidria de
tamanhos da caixa €, a qual estd associada a valores de At situados no intervalo
Atpmin K At < T, onde Atnin € a distancia entre dois eventos, e T' é o tamanho da

série.
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Apeéndice A

Programas (linguagem C)

Programa A.1 Para cada série temporal, este programa calcula o nimero de cor-
ridas, “ncorridas”, em que o bloco percorreu a calha. Para cada “corrida”, é deter-
minado também o niimero de deslizamentos associado, “neventos_corrida[corridal”.

t=tzero;
for(corrida=1;corrida<=neventos;corrida++)
neventos_corridalcorridal=0;

corrida=1;

while (t<=neventos)

{

if (lambda[t+1]+sum[t]>calha)

/* Esta linha verifica se a soma da magnitude do préximo desli-
zamento com a atividade acumulada atual, sum[t], resulta em
um valor maior que o tamanho da calha (calha=280 no regime R1
e calha = 2000-L no regime R2, onde L é o comprimento do
cilindro, em mm). Nesse caso, uma nova corrida se inicia. */

{
sum[t]=0;
fprintf (corridas,"%i\t%i\n",corrida,neventos_corridalcorrida]l);
corrida+=1;
neventos_corridalcorridal=0;
}
neventos_corridalcorridal+=1;
t+=1;
}

ncorridas=corrida;
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Programa A.2 Este programa conta o nimero minimo “ncaixas’ de caixas de
tamanho “box” necessarias para cobrir o suporte de deslizamentos em um limiar
de dissipacao “limiar”. O programa guarda no arquivo “saida” o nimero “ncaixas”
como funcao do tamanho da caixa, “box”, para varios valores de “limiar”. Observe
que o coeficiente de cada curva “ncaixas” X “box” da o negativo da dimensao de

capacidade, definida no Capitulo 3.

for(limiar=1.0;1limiar<10.0;1limiar+=3.0)
{
for(box=1; box<=total_de_batidas; box+=1)
{
ncaixas=0;
x=tzero;
while(x<=total_de_batidas)
{
while(lambda[x]-1imiar<0 && x<=total_de_batidas)
{
x+=1;
}
ncaixas+=1;
x+=box;
}
if (ncaixas!=0)
{
fprintf(saida,"%1f\t%i\n", (double)box/1000,ncaixas);
}
}
fprintf(saida,"\n");
}
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Programa A.3 Este programa divide os valores de x em “nbin” intervalos iguais,
na escala logaritmica. O arquivo de entrada deve constar de duas colunas: z e
y, onde x vai de “xmin” até “xmax”. O arquivo de saida contém os valores de
(z) e (y) mais barras de flutuagao definidas como a variancia dentro de cada bin.
Alternativamente, a coordenada = do n-ésimo bin pode ser definida como “anfang”
(o inicio do bin).
a=nbin+1;
b=log(xmax/xmin) ;
factor=exp((1/a)*b);
anfang=xmin;
/* xmin, xmax e nbin sdo pardmetros de entrada. 0 primeiro bin &
colocado com o inicio (anfang) em x=xmin. */
for(n=1;n<=nbin;n++)
{
N=0; X=0; Y=0; somax=0; somay=0; acumy=0; acumx=0; Dmax=0; Dmin=1;
step=anfang*factor; /* step indica o dltimo valor de x considerado
no n-ésimo bin */
for(t=1;t<=neventos;t++)

{
if (x[t]>=anfang && x[tl<step)
{
somay+=y[t]; somax+=x[t]; X+=1; Y+=1; N+=1;
}
}

mediax=somax/X; mediay=somay/Y;
for(t=1;t<=neventos;t++)
{
if (x[t]>=anfang && x[t]l<step)
{
acumx=acumx+pow ((x[t]-mediax),2);
acumy=acumy+pow ((y[t]-mediay),2) ;
Dmax=Dmax>=y[t]?Dmax:y[t]; Dmin=Dmin<=y[t]?Dmin:y[t];
}
}
sigmay=(pow((acumy/N),0.5)); sigmax=(pow((acumx/N),0.5));
/* sigma=acum/N;*/
sigmaUP=Dmax-mediay; sigmaDOWN=mediay-Dmin;
fprintf (bin, "41£\t%A1f\t%1f\t/%1f\n" ,mediax,mediay,sigmax,sigmay) ;
/* Para imprimir barras de flutuagdo somente para a coordenada vy,
podemos usar, fazendo x=anfang (inicio do bin):
- ver figura de D em fungdo do limiar no Capitulo 3 -
fprintf (bin,"%1£\t%1£f\t%1f\n",,anfang,mediay,sigmay); */
anfang=step;

}
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Programa A.4 Este programa gera séries temporais com 1000 deslizamentos de
comprimento A variando aleatoriamente de A\, = 1.0mm até A = 250.0 mm,
com uma precisao de 0.5 mm.

/* inserir no cabegalho; */

#include <time.h>

#include <sys/times.h>

/* inserir na definigdo de varidveis */
clock_t Ti,Tf;

/* rotina para gerar as séries: */

time (&Ti);
srandom(Ti) ;

for (t=1;t<=1000;t++)
{
lambda[t]=(double) ((random() %499) +2) ;
fprintf (random1000,"%1f\n",lambda[t]/2);
}
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Programa A.5 Este programa utiliza o método de Allain & Cloitre (1991) para

calcular a lacunaridade das séries de deslizamento.
for(r=1;r<=total_de_batidas;r+=1)
{
for(q=0;g<=neventos;q+=1)
n[ql=0;
M1=0;
M2=0;
Nr=total_de_batidas-r+1;
step=1;
while(step<=total_de_batidas-r+1)
{
q=0;
for (m=step;m<=step+r-1;m+=1)
{
if (lambda[m] !=0)
q+=1;
}
n[ql+=1;
step+=1;
}
for(g=0;q<=MAXB-2;q+=1)
{
plal=nlql/Nr;
Mi+=q*plq];
M2+=pow(q,2)*p[ql;
}
Lr=M2/pow(M1,2);
fprintf (lacunaridade,"%i\t%1f\n",r,Lr);

}
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Programa A.6 Este programa calcula os momentos M, (¢) para as séries de des-
lizamento no regime R1. A dimensao generalizada D, é encontrada dividindo-se
por ¢ — 1 o negativo do coeficiente angular da curva M,(e) x e correspondente. No
algoritimo abaixo, € =“normbox” e M,(¢) =“somaM”. A varidvel lambdaper[x| é
definida de tal forma que lambdaper[x] = lambda[x-T], para T < x < 27T'(“condigao
de contorno periédica”).

for (g=qmin;q<=gmax;q+=dq)
{
for (box=boxmin;box<=boxmax;box+=1)
{

for(i=tzero;i<neventos;i+=box) { M[i]=0 };

somaM=0; i=tzero;

while(i<neventos)

/* observe que se colocarmos i<=neventos, uma caixa de
tamanho = box serd colocada com inicio em i=neventos,
extrapolando a série. */

{
X=1i;
while (x<=(i+box-1))
{
M[i]+=lambdaper[x]/soma; x+=1;
}
i+=box;
}
for(t=tzero;t<neventos;t+=box)
{
somaM+=pow((M[t]), (double)q) ;
}
normbox=(double)box/neventos;
if (somaM>=1im)
{
fprintf (slopes,"%1f\t%.401f\n" ,normbox,somalM) ;
}
}
fprintf (slopes,"\n");
}
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Programa A.7 Este programa implementa o método de Chhabra e Jensen para
calcular a fungéo f(«) para as séries de deslizamento no regime R1. Para cada série,
o programa grava nos arquivos “Fq” e “Aq”, respectivamente, as funcbes Fy(e) e
A,(e), definidas nas equagoes (4.15) e (4.16). O coeficiente angular de cada curva
F,(e) (Aq4(€)) é definido como f(q) ((q))-

for(q=qmin;q<=qmax;q+=dq)

{
for (tamanho_da_caixa=boxmin;tamanho_da_caixa<=boxmax;
tamanho_da_caixa+=1)

{
sum=0;
for(k=tzero;k<total_de_batidas;k+=tamanho_da_caixa)
{
P[k]1=0; ulk]=0;
}

somaP=0; F=0; A=0;
L=(double)tamanho_da_caixa/total_de_batidas;
for(j=tzero; j<total_de_batidas; j+=tamanho_da_caixa)

{
X=]j;
while (x<=(j+tamanho_da_caixa-1))
{
P[jl+=lambdaper[x]; x+=1;
}
sum+=P[j];
}
for(j=tzero; j<total_de_batidas; j+=tamanho_da_caixa)
{
somaP+=pow((P[j]/sum),q) ;
}
for(i=tzero;i<total_de_batidas;i+=tamanho_da_caixa)
{

uli]=pow((P[i]/sum),q)/somaP;
F+=ul[i]*log(uli]); A+=ulil*log(P[i]/sum);
}
fprintf (Fq, "%1£\t%.401f\n" L ,F);
fprintf (Aq,"%1f\t%.401f\n" ,L,A);
}
fprintf(Fq,"\n");
fprintf(Aq,"\n");
}
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Apéndice B

Verificacoes matematicas

B.1 Lacunaridade

Para mostrar que £(r) > 1, basta mostrar que My(r) > [Mi(r)]”, ou equivalente-
mente, que My(r) — [M(r)]> > 0. A partir das equacdes (3.4a) e (3.4b), obtemos:

Zspsr [ZSPST] =

s=0 s=0
Zspsr—Zssp S, T Zsspsr )
s,8'=s $,8'#£s
Zs — ]—Zss'psr )
$,8'#£s
Zspsr 1—p sr]—Zsspsr r).
s,8'#s

Mas observe que

Assim, ficamos com: M,y (r) — [My(r)]* =

Zs p(s,r Zps T) Z ss'p(s,r)p(s'r) =

s'#s s,8'#£s
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Z 2 p(s,r)p(s',r) — Z ss'p(s,r)p(s',r) =

$,8'#s s,8'#s
S pls, 1) pls',r) [52 = 5] =
8,8'#£s
330 )l ) [ 5] =
s=0 s'=

1
ZZ (1 =05 )p(s',r)i[sz—ss'—s's+s’2]:

s=0 s'=

5 ZZ — 8,0) p(5,1) P, 7) [s — 81 2 0. (cqd)

s=0 s'=0
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B.2 Momento generalizado M, (e) 94

B.2 Momento generalizado M (e)

A equagao (4.4) esta definida para g # 1. Para estudar o caso ¢ = 1, vamos primeiro
escrever
m!=mmi! =mexp(Inm?!) = mexp[(qg — 1) Inm];

No limite de § — 0, podemos usar exp(d) =1+ 9, e entdo, paraq¢ — 1 (¢ — 1 <K 1),
obtemos:
m? =m[l+ (¢—1)Inm].

Substituindo este resultado na equagdo (4.5), ficamos com:
M,(e) = Zmi +(¢g-1) Zmi Inm,.
i i
Mas como ), m; = 1, temos, para ¢ — 1,

M,(e) :1+(q—1)2milnmi, qg— 1

7

A dimensao D; é chamada de dimensao de informagao [23].
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B.3 Transformacao de Legendre para as funcoes

f(q), a(q) e as dimensoes generalizadas D,

Vamos verificar que as fungoes f(q) e

a(q), definidas nas equagoes (4.13) e

(4.14),

se relacionam com as dimensoes generalizadas D, (equacdo (4.4)) através da trans-

formacdo 7 = qa(q) — f(q), o = dr/dg, onde 7(q) =

dT_
dg ~ >0 dg

log [>_, my (e

log(e) | )]}

Z exp {log

1
= lim

1
0 log(€) Zj mi(e

e—)O log

Zﬂz q, €)log [mi(e€)] = o

(g —1)D,.

[mi (6)]}] =

> exp {glog [m-(e)]}] -

) [Z exp {gqlog [m;(e)]} log [mi(e)]] =

im L 7m§(e) og |m;(e
- 1—>0 log(€) [; (Zj m;’-(e)) tog [mi( )]]

q).  (cqd.)

Tese de Mestrado - Departamento de

Fisica - UFPE



B.3 Transformacao de Legendre para as fungoes f(q), a(g) e as dimensoes
generalizadas D,

e—0 | log(e)

N I T SN S DR I0)
=1 ! ;Mz(% )1 g[ z( )] log(e) ]

1| ’ ’
= 11_1}3 Tog(© zz: wi(g, €) log [mi(€)] — log (; mk(e)>]

— lim 1 [ mg(G) o m{le —lo mqe
iy Z(ijg(e)>lg[ (o) 1g(; 1 ))]

| 4

S»Q

T B A O R ) NP L IO N E o W
= 1_>0 log(€) _; Zj mg(e) Zj mg.(e)l g (; i ))]

L1 [ mi() log[mi(9)] _ §~ mi(e) log S, mi (o)
o [ syl x,mie ]

4 %

1 mi(€) \ 1og |
i | () =[5t

1
P log(e)

Zui(q, e) log [ui(q,€)] = f(q).  (cad.)
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