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Resumo

Neste trabalho investigamos propriedades magnéticas e de transicdo metal-
isolante de duas cadeias quanticas quase unidimensionais bipartidas, AB, e ABC,
através do método de Lanczos, com condigao de contorno de energia minima entre
a periddica e a anti-periddica, e motivagao experimental em polimeros magnéticos
organicos e inorganicos. Estudamos o modelo de Hubbard em trés regimes distin-
tos: acoplamento Coulombiano fraco ou intermedidrio (U ~ t), forte (U >> t) e
infinito, onde ¢ é a amplitude de hopping. Para U ~ t e U = oo usamos cadeias com
até 15 sitios. No regime de forte acoplamento e em semi-preenchimento da banda
eletronica (p = 1) o hamiltoniano de Hubbard pode ser mapeado no hamiltoniano
de Heisenberg quantico, que possui um espaco de Hilbert muito menor que o de
Hubbard, o que possibilitou o estudo de sistemas com até trinta sitios.

Em semi-preenchimento o teorema de Lieb prevé que o estado fundamental do
hamiltoniano de Hubbard em cadeias bipartidas tem spin total igual a 1/2 por célula.
Verificamos este teorema nas duas cadeias e calculamos o spin total para todas as
possiveis dopagens, observando a presenca de ferrromagnetismo nao-saturado para
a cadeia AB, para densidades entre 2/3 e 1. Também evidenciamos a ordem fer-
rimagnética de longo alcance do estado fundamental de ambas as cadeias para o
modelo de Hubbard em semi-preenchimento e para o modelo de Heisenberg. En-
contramos as densidades de fases isolantes em ambas as cadeias, observando que o
gap de carga se anula linearmente com U para semi-preenchimento. Este resulta-
do contrasta com a previsao de singularidade essencial de Lieb e Wu para a cadeia
unidimensional linear e sugere que nas cadeias ABy e ABC a transi¢ao metal(U = 0)-

isolante(U # 0) é de natureza distinta e fortemente influenciada pela presenca de
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ordem ferrimagnética de longo alcance. Calculamos o gap de spin para dois esta-
dos excitados: um com uma unidade de spin abaixo do spin do estado fundamental
(AS = —1); outro com uma unidade acima (AS = +1). Observamos que a tendéncia
dos dois tipos de gap depende fortemente de U, principalmente para a cadeia AB,.
No limite de forte acoplamento encontramos uma excelente concordancia entre o
gap de spin com AS = —1 e a relagao de dispersao de um magnon livre. Para
o gap AS = +1, os resultados para a cadeia AB, concordam com varios estudos
da literatura para a cadeia spin-% /spin-1, a qual é equivalente & primeira quando
os spins dos sitios B estdo no estado tripleto (S = 1). Além disso, estudamos a
possibilidade de existéncia de ferromagnetismo saturado para U = oco. De acordo
com o teorema de Nagaoka, verificamos que para um buraco a cadeia AB, apresenta
ferromagnetismo saturado; enquanto que a ABC tem o spin degenerado para esta
dopagem e ferromagnetismo nao-saturado para dopagens maiores. Os resultados
sugerem que a cadeia AB, apresenta ferromagnetismo saturado até densidades de

buracos § ~ 0.25.
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Abstract

In this work we investigate magnetic properties and metal-insulator transition
of two bipartite quasi-unidimensional quantum chains, AB; and ABC, by using
the Lanczos method and boundary condition of minimum energy (periodic or anti-
periodic), and experimental motivation in organic and inorganic magnetic polymers.
We study the Hubbard model in three distinct regimes : weak or intermediate
coupling (U ~ t), strong coupling (U >> t) and infinite coupling, where ¢ is the
hopping amplitude. For U ~ t and U = oo we use chains up to 15 sites. In the
strong coupling regime and at half-filled of the band (p = 1) the Hubbard model
can be maped onto quantum Heisenberg model, so in this case it is possible to study
systems up to thirty sites.

At half-filling Lieb’s theorem predicts that the ground state of the Hubbard
Hamiltonian in bipartite chains has total spin equal to 1/2 per unit cell. We verify
this theorem for the two chains and calculate the total spin for all possible fillings,
observing the presence of non-saturated ferrromagnetism for the AB, chain for den-
sities between 2/3 and 1. We also examine the long-range ferrimagntic order of the
ground state in both chains for the Hubbard model at half-filling and for the Hei-
senberg model. We find the densities of insulating phases in both chains, observing
that the charge gap vanishes linearly with U for half-filling. This result contrasts
with the essential singularity of Lieb and Wu for the pure unidimensional chain and
suggests that in these chains (ABy and ABC) the metal(U = 0)-insulator(U # 0)
transistion has a distinct nature due to the presence of the long-range ferrimagnetic
order. We also calculate the spin gap for two excited states: one with a unit of spin

below the ground state (AS = —1); another one with a unit above (AS = +1). We
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vii

observe that the trend of the two types of gap depends strongly on U for chain AB,.
In the limit of strong coupling we find an excellent agreement between the spin gap
with AS = —1 and the dispersion relation for one-magnon. For the gap AS = +1,
the results for chain AB, agrees with some studies in the literature for the chain
spin—% /spin-1, which is equivalent to the first one when spins on sites B are in the
triplet state (S=1). Moreover, we study the possibility of occurrence of saturated
ferromagnetism for U = oo. In accordance with the Nagaoka’s theorem, we verify
that the chain AB, with one hole presents saturated ferromagnetism; for the ABC
the spin is degenerate for this filling while non-saturated ferromagnetism occurs
for higher hole concentration. These results suggest that the ABy chain presents

saturated ferromagnetism up to densities of holes § ~ 0.25.
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Capitulo 1

Introducao

Polimeros magnéticos sao compostos leves que apresentam ferromagnetismo
nao-saturado, podendo ser utilizados para a criacao de dispositivos magnéticos com
propriedades éticas e elétricas nao-convencionais; ou para o aperfeicoamento de tec-
nologias ja existentes [1]. Estes polimeros podem ser orgénicos [1, 3] ou inorganicos
[2]. Suas propriedades magnéticas estao diretamente relacionadas a topologia da
célula unitdria, responsavel por um nivel altamente degenerado no espectro ele-
tronico. Além disso, a cadeia da figura 1.2 atribuem-se as propriedades magnéticas
incomuns do composto Srg 73CuO, [4].

A cadeia polimérica da figura 1.2, que chamaremos “AB,”, é do tipo metal-
ligante, sendo obtida a partir de um monomero com quatro ligantes e um metal,
numa geometria quadrada planar. Algumas cadeias desse tipo sio PdS; e PtS3
formadas a partir dos compostos NayPdS, e NayPtS,, respectivamente [2]. Devido
a presenca do metal de transi¢do, Platina (Pt) e Palddio (Pd) nos compostos acima,

esta cadeia tem no modelo de Hubbard uma aproximacao natural para o estudo



R R R'

B A B A B A
1 1 I
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Figura 1.1: Polimero poly-BIPO e sua estrutura geométrica. Chamaremos esta

cadeia de ABC ao longo da dissertagdo. Ilustramos o estado fundamental ferri-
magnético.

0O—
0O

VARV

oo—

VARV

ANIVA

ANA

ANIA

T i i
Figura 1.2: Polimero do tipo metal-ligante que denominaremos AB,. Ilustramos o
estado fundamental ferrimagnético.
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de suas caracteristicas magnéticas e de transporte. O teorema de Lieb [5] prevé
que em semi-preenchimento , um elétron por sitio, o estado fundamental do siste-
ma serd ferrimagnético, como desejado. Este resultado também foi obtido através
de técnicas numéricas tais como Hartree-Fock (HF), diagonalizagao exata e Mon-
te Carlo quantico (QMC) [6]. A geometria da célula unitaria possibilita, além do
ferromagnetismo nao-saturado, ordenamento ferrimagnético de longo alcance. No
limite de forte acoplamento, U/t > 1, e em semi-preenchimento, o hamiltoniano
de Hubbard pode ser mapeado no modelo de Heisenberg quantico com interacoes
antiferromagnéticas, onde o modelo o nao linear quantico associado apresenta um
termo de Weiss-Zumino extra devido a topologia da célula unitaria [9, 10]. Através
de técnicas de Grupo de Renormalizacao e analise de escala, mostrou-se que esta
cadeia apresenta propriedades criticas de baixa temperatura similares aquelas da
cadeia unidimensional AB de Heisenberg, em concordancia com resultados expe-
rimentais do polimero orgénico p-NPNN [12]. Sobre a cadeia AB, existem ainda
resultados de invaridncia conforme [7], ondas de spin [11] e aproximacao de campo
médio [11]. Os efeitos do acoplamento elétron-fonon na formagao de densidades de
ondas de spin e de carga [24], e de frustragao entre os spins nos sitios B [13, 14, 15]
também foram investigados. Por outro lado, a cadeia AB, é equivalente a cadeia
de spins 1/2 e 1 alternados (cadeia spin-1/spin-1) no caso dos spins nos sitios B,
de uma mesma célula unitaria, estarem no estado tripleto, S=1. Esta cadeia foi
estudada por invariancia conforme [7], diagonalizagao exata [18, 20], density matriz
renormalization group (DMRG) [19, 20] e ondas de spin [17, 19, 18].

O polimero organico da figura 1.1, denominado cadeia “ABC” ao longo da dis-

sertacao, ¢ um composto do tipo poly-BIPO. Nesta cadeia, A e B sao atomos de

carbono m-conjugados e C representa um radical com um elétron descompensado
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provocando um spin residual. Para a descricao desses materiais, podemos adotar
o hamiltoniano de Hubbard ou um hamiltoniano de elétrons intinerantes entre os
atomos de carbono e um spin localizado no radical C [22]. Utilizando o ultimo mode-
lo encontramos estudos de interagao elétron-fonon [25], ondas de spin [26], enquanto
a termodinamica do modelo de Hubbard na cadeia ABC foi estudada pelo método
QMC [21]. Neste ultimo caso [21], foi suposto um grau menor de intinerancia e uma

maior repulsao para os elétrons residuais.

DOS (arb. units)

10 05 00 05 1.0 1.5

Figura 1.3: Densidade de estados para a cadeia AB,. A linha pontilhada é o resul-
tado tight-binding, U = 0: observe a presenca de uma banda localizada altamente
degenerada em € = 0. Na aproximacao HF para U = 2t e p = 1 os niveis localiza-
dos (indicados por uma seta) abrem um gap de energia proporcional a U, este gap

é responsavel pelo carater isolante do modelo neste regime. As energias estdo em
unidades de 21/2t.

Nossa motivacao inicial para este trabalho foi estender os resultados obtidos
por Macédo e colaboradores [6] através de diagonalizagio exata, HF e QMC para
a cadeia AB,, utilizando cadeias maiores e o0 método de Lanczos de diagonalizagao

exata. Para futuras referéncias, faremos uma breve exposicao dos resultados da Ref.
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Figura 1.4: (a) Spin médio por célula unitdria [tight binding (—), HF (O), e diagona-
lizagao exata (ED) (A)], e (b) energias por célula unitaria (eixo esquerdo) e energia
de Fermi (eixo direito), da cadeia ABo, para U = 2t, em funcdo da densidade de
elétrons. Spin local por célula calculado por ED indicado por ().

6]

Em banda semi-cheia para acoplamento intermediario, U ~ t, foi encontrada
uma ordem do tipo ferrimagnética com spin liquido médio igual a 1/2, em con-
cordancia com o teorema de Lieb [5]. A presenga da intera¢do abre um gap no
espectro de energia, como pode ser visto na Fig. 1.3, sendo este gap responsavel
pelo carater isolante da cadeia para U # 0.

Na regido 2/3 < p < 1 para U = 2t o calculo HF prevé que a regido é instavel

tendo sido necessario realizar uma construcao de Maxwell para corrigir a convexidade
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Figura 1.6: (a) Spin médio por célula unitéria: resultados de HF para U = 1000t
(O) e diagonalizagdo exata ED para U = 100t A. Spin local por célula calculado
por diagonalizagio exata indicado por (). (b) Energia por célula unitéria calculado
por HF (O) e ED (A).

da energia, veja as Figs. 1.4 e 1.5.

Para U >> t a energia do calculo HF apresenta um potencial quimico nulo
entre 1/3 e 2/3, veja a Fig. 1.6. Na mesma figura vemos que o spin por célula
decresce linearmente com a densidade. Entretanto, a diagonalizacao exata indica
que o ferromagnetismo de Nagaoka desaparece em p = 2/3.

Neste trabalho investigamos propriedades magnéticas e de transicdo metal-
isolante das cadeias quanticas ABy e ABC através do método de Lanczos, com

condicao de contorno de energia minima entre a periédica e a anti-periddica, e moti-
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vacao experimental em polimeros magnéticos organicos e inorganicos. Estudamos o
modelo de Hubbard em trés regimes distintos: acoplamento Coulombiano fraco ou
intermedidrio (U ~ t), forte (U >> t) e infinito, onde ¢t é a amplitude de hopping.
Para U ~ t e U = oo usamos cadeias com até 15 sitios.

No regime de forte acoplamento e em semi-preenchimento da banda eletronica
(p = 1) o hamiltoniano de Hubbard pode ser mapeado no hamiltoniano de Heisen-
berg quantico, que possui um espaco de Hilbert muito menor que o de Hubbard, o

que possibilitou o estudo de sistemas com até trinta sitios.
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Capitulo 2

O Modelo de Hubbard

2.1 Origens e hamiltoniano

Os estados de uma particula, a regra de Hund e o tratamento autoconsistente
da interacao entre elétrons, formam a base para uma descricao adequada de elétrons
na banda condutora de metais. Ao considerarmos a interacao através de um po-
tencial efetivo, desprezamos as correlacoes existentes nos movimentos eletronicos.
Nestes materiais a caracteristica predomiante é a intinerancia das particulas na rede
cristalina, o sistema é essencialmente metdlico. Em um regime oposto, encontram-se
os materiais isolantes e os elétrons-f das terras raras, em que o modelo mais ade-
quado é o de elétrons totalmente localizados, compativel com um comportamento
atomico. Para elétrons-d dos metais de transicao, verifica-se que existe uma forte
concentragao de carga nos nicleos, o que poderia indicar uma modelagem atomica
para esses materiais. Entretanto, fatos experiementais mostram que um modelo pu-

ramente atomico nao captura a maior parte do seu comportamento. Uma descricao



2.1 Origens e hamiltoniano 10

intermediaria entre os dois extremos, metal e isolante, faz-se necessaria. Hubbard
[28] e Gutzwiller [27] propuseram um modelo minimo, com correlagdes, que leva em
conta a competicao entre esses dois regimes.

Para N ions formando uma rede cristalina e produzindo um potencial periédico

Vier(Z) com N, elétrons, o hamiltoniano serd dado por:

H=Ho+V, (2.1)
onde
_R2 .
Hy = Z[%Vf + V()] (2.2)

7

cria a estrutura de bandas, sendo responsavel pelo carater metalico; e

y=ly @ (2.3
_2z'9éj |fi_fj" |

contém as correlagoes. Em seguida, exporemos as simplificagoes efetuadas de modo
a preservar o minimo de ingredientes para uma descri¢cao satisfatoria dos metais de
transicao.

Como ja dissemos, existe uma concentracao de carga nos atomos; desta forma,
podemos usar uma combinacdo de orbitais atémicos, {¢;(7) = ¢(F—R;),i=1... N},
que admitiremos ser de um sé tipo, como base para uma representacao do hamilto-
niano. Os orbitais atomicos em dtomos diferentes nao sao ortogonais, mas possuem
uma sobreposicao minima, neste regime, entre si.

Vamos considerar o modelo de Hubbard de uma banda, adequado quando a

superficie de Fermi é predominantemente gerada por elétrons de uma tinica banda de
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2.1 Origens e hamiltoniano 11

conducao e podemos desprezar aclopamentos entre bandas. Em segunda quantizagao

[32] o hamiltoniano acima é dado por:

H = Ztijcgacja-i_ Z Uijklc;fac;a,ckafcla, (24)
%,5,0 ijkl,o0’
onde
1 e € o
Uijk = 2 ¢; (Z)o; (Z/)M(ﬁk(y)(ﬁl(@dmdy (2.6)

e ¢io (c}) cria(destréi) uma particula no sitio i com componente de spin (atribuida
a diregao 2) %; sendo 0 = +1,—1 (ou o =7,]) um rétulo e fazendo i = 1. Estes
operadores obedecem as regras usuais de anticomutagao de férmions; {cs, ¢jor} =
0 e {co, c}a,} = 0;j050. Podemos ainda definir o operador niimero: n;, = cggcia,
que tem autovalor 1 se houver um elétron de spin ¢ no sitio i e 0 em caso contrario.

A primeira parte do hamiltoniano, Eq. (2.5), contém as integrais de hopping.
No limite atomico podemos reter apenas termos de primeiros-vizinhos: ¢;; = —t, se
i e j sao primeiros-vizinhos; e ¢;; = 0, em caso contrdrio, o que é chamado de limite
tight-binding.

A segunda parte do hamiltoniano, Eq. (2.6), contém trés termos de naturezas
distintas: diretos, U;jj; de troca(exchange), Uijij; e intrasitio, Usy. Os termos di-
retos sdo integrais sobre o médulo dos orbitais atomicos |¢;(Z)|?|#;(7)|?, os quais

acoplam flutuacoes de carga entre sitios. Os termos de troca podem gerar acopla-

mentos magnéticos efetivos entre sitios. Tanto os termos diretos, quanto os de troca
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2.1 Origens e hamiltoniano 12

podem ser excluidos em uma primeira aproximacao. Por fim, ficamos apenas com o
termo dominante, intrasitio, que definiremos por U;;; = U. Além disso, considera-
remos orbitais s que podem acomodar no maximo dois elétrons. O hamiltoniano de

Hubbard entao é definido por:

H=—t Z cgacjg + UZ"iT"iia (2.7)
(ixi),0 i

com (i, j) significando que a soma sé inclui termos de primeiros-vizinhos. Veja que
para U = 0 teremos uma estrutura de bandas com o sistema em estado metalico;
enquanto que para t = 0 os elétrons estao totalmente localizados, caracterizando
um isolante. Fica evidente a competicdo que existira para U e t diferentes de zero.
Apesar de sua simplicidade, o modelo de Hubbard sé possui solu¢ao exata em uma
dimenséo [30].

No limite de forte acoplamento, U >> ¢, e em semi-preenchimento, nimero
de elétrons igual ao nimero de sitios, Anderson [29] demonstrou por teoria de per-
turbagao de segunda ordem que 2.7 serd efetivamente dado pelo hamiltoniano de

Heisenberg antiferromagnético:

%efetivo =J Z S’; : gja

<t,j>

com J = 4t? /U, que é um hamiltoniano bem mais simples que o de Hubbard, embora

também seja exatamente solivel somente em uma dimensdo [31].
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2.2 Observaveis e Simetrias do modelo 13

2.2 Observaveis e Simetrias do modelo

O parametro mais fundamental do modelo é o niimero total de elétrons na rede,

que é o autovalor do operador

Ne = Z(an + nu).

K3

Podemos definir também uma densidade (= %) de ocupacao. O operador NN, comuta
com H e serd uma quantidade conservada. Além de N,, temos também as varidveis

de spin: O spin total do sistema é

S =(5%,58Y,5%), com
(8)? = (5°) + (") + (57)* e 8 = ) S, para a=xyz.

Em segunda quantizacao as componentes de spin sao representadas por

1
§% =D (mir —may),

1 _ 1 _
ST =555 +57) e Si=5 (S =57),
ou
o _ 1o i y_ Lo t
Sy = 5(%% + CuciT) e 5/ = Z(Cncii - CuciT)a
onde S;" (S;7) é o operador de levantamento(abaixamento), que aumenta(diminui)

S% de uma unidade [34].

O hamiltoniano é invariante por qualquer rotacao global no espago de spin, ou
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2.2 Observaveis e Simetrias do modelo 14

seja, [H,S? = 0 = [H, S%] para a = z,y, 2. Entretanto, as componentes de spin nio
comutam entre si. Desta forma, para diagonalizar o hamiltoniano devemos escolher
apenas uma das componentes; como de costume escolheremos a componente “z”. O
conjunto de observdveis que comutam para o modelo de Hubbard é {H, N,, 57, S?}.
Sendo m, S(S + 1) e E, autovalores de S*, S? e H, respectivamente , temos que
m=-=5,—-S+1,...,5—1, 5 serao os autovalores de S% para um dado S. Portanto,
qualquer auto-estado terd uma degenerescéncia (2S + 1). Para N, < N teremos
Mmbximo = S = %; ou S™* = N — Xe g6 N, > N. Com isso, os possiveis
autovalores de spin para um dado N, serdo S = 0,1,2,3, .., S™¥ se N, for par; ou
S=1/2,3/2,5/2,..,8m% se N, impar.

O espago de Hilbert do sistema é formado por todos os possiveis estados de

ocupagao da rede, ou seja,

1
{\annunngu Ce nNT”NJ,), com 5 Z(TL” — ’I’Lu) =S5%e Z(nn + nu) = Ne},
%

7

(2.8)

que é denominado “espaco de Fock”.

Os estados de uma particula sao construidos pela aplicacao do operador de
criacao, c}LU, no estado de vécuo, |0), que representa a auséncia total de particulas.
Estados de muitas particulas como em (2.8) sdo obtidos pela aplicacdo dos c;ra,
referentes aos n;, # 0, em |0).

Definindo N, = ), n;,, vemos facilmente que o niimero total de possiveis com-

binagdes, para N, e S* dados, (a dimensao do espago de Hilbert) sera

D(S%, N, N) = ——V° ok (2.9)
O NJ(N — Np)!NJI(N — N))! '
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2.2 Observaveis e Simetrias do modelo 15

Note que para uma rede com N sitios o subespaco de maior dimensao serd o de
N, = N (semi-preenchimento) e S* = S™" que para uma rede com um ntimero
par de sitios tem dimensao [N!/(N/2)!?]2. Observe que o espago de Hilbert tem um
crescimento exponencial com N. A abordagem adotada é calcular as quantidades
de interesse em sistemas pequenos e tentar extrapolar os resultados para o limite

termodinamico.

2.2.1 Simetria particula-buraco

A simetria particula-buraco possibilita descobrir as energias do sistema na re-
giao N, > N, conhececendo-se as energias para N, < N. Com isso, o esforco
computacional serd reduzido a metade. Como ja vimos, os estados do sistema sao
obtidos através da criacao de elétrons em |0), o estado de vacuo: esta é uma visao de
particulas. Na visdao de buracos, |0) representa o estado de méximo preenchimento.
Ja o estado de maximo preenchimento para elétrons, N, = 2N, representa o estado
de “vdcuo” para buracos, |0)(usaremos um “til” para distinguir as varidveis de bu-
racos). De uma maneira geral, o sistema pode ser descrito como composto por N,
elétrons ou N, = 2N — N, buracos. Quando criamos um buraco de spin 1 em \6),
S* passa de 0 para -1/2, consequentemente a transformacido que preserva S* entre
as representagoes sera c; _, — & . Sob esta transformagdo o hamiltoniano 2.7 serd

reescrito como

Hy=tY &6, +UD iy +UN = Ny) = He(—t,2N = N,) = U(N = N,).

ijo i
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2.2 Observaveis e Simetrias do modelo 16

Note, portanto, que
E(t,N,) = E(—t,2N — N,) —U(N — N,), (2.10)

pois U(N — N,) é diagonal para qualquer estado no subespaco de N, elétrons. Isto
implica que H.(—t,2N — N,) tem os mesmos auto-estados de H, = H(t, Ne). Veja
que o tnico entrave para o cdlculo direto das energias acima de semi-preenchimento
é a troca de t por —t em 2.10. Isto pode ser resolvido com uma simples modificacao

na transformacgao particula-buraco. Para isso vamos precisar definir redes bipartidas:

Definigao 2.2.1. Uma rede bipartida é aquela que pode ser separada em dois con-
Juntos A e B disjuntos de modo que t;; # 0 sei € Aeje€ B,oui€ Beje Ay e

ti; = 0 se 1 e j pertecerem ao mesmo subconjunto.

Exemplos de redes bipartidas sao a quadrada e a cibica; veja também que as
cadeias AB, e ABC sao bipartidas: na primeira, os sitios A e B compoem as sub-
redes distintas; enquanto que na segunda, sao os conjuntos AC e B. Numa rede

bipartida vamos fazer a seguinte modificagao na transformagao particula-buraco:

Ci—o — ¢l ,sei€A;

10

Ci o — —a ,se i€ B.

10

Com esta transformacao, temos que —tcjgcja — —t&;fgéjg; deste modo, 2.10 se reduz

E(t,N,) = E(t,2N — N,) = U(N = N,), (2.11)

como desejavamos.
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2.3 Pseudo-spin

Além de comutar com S%, S, 5%, 5% e N, o hamiltoniano de Hubbard numa rede

bipartida também comuta com os operadores:

J: = LN, - N);
_ NPT
Jr = Zis(l)ciTCip

J = (J+)T
onde
—1, se 1 € A;
s(1) =
1, se i € B.

J*,JT e J sao as componentes de um operador denominado pseudo-spin.

Os operadores S*, St e S~ sdo geradores do grupo SU(2). Da mesma manei-
ra, J*,J* e J~ também geram o grupo SU(2). Yang e Zhang [35] mostraram que
o grupo de simetrias do hamiltoniano de Hubbard numa rede bipartida é o grupo
SO(4) = SU(2) x SU(2)/Zs. Korepin e colaboradores demonstraram que a solugao
original da cadeia unidimensional [30] nao contém todos os auto-estados do hamilto-
niano, mas que usando as propriedades do grupo SO(4) é possivel estender a solugio
original e obter a solu¢do completa do modelo de Hubbard unidimendional [36].

Os operadores de pseudo-spin estao diretamente ligados a transformagao particula-

buraco parcial, definida por

Cit = Cits

iy — S(Z)EL
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2.4 Teoremas sobre o estado fundamental 18

Sob esta transformacao, é facil ver que o termo de hopping nao é afetado, que o
termo Coulombiano originalmente repulsivo tranforma-se em atrativo (U — —U) e
que o hamiltoniano ganha um termo extra constante (UN;). Nas varidveis trans-
formadas o hamiltoniano também comuta com as suas componentes de spin, reali-
zando a transformagao inversa, para voltarmos as varidveis originais, encontraremos
as componentes de pseudo-spin. Da mesma maneira, realizando a transformacao
particula-buraco parcial nas componentes de spin encontraremos as de pseudo-spin

das variaveis transformadas.

2.4 Teoremas sobre o estado fundamental

A magnetizacao do sistema é determinada pelo valor de S. O sistema sera
ferromagnético, de uma forma geral, se o spin total do sistema aumenta proporcio-
nalmente ao tamanho da rede. Se o spin total do estado fundamental for exatamente
igual ao maximo valor possivel, o sistema exibe o que se denomina de ferromagne-
tismo saturado. Se o spin total for o menor possivel (S = 0 ou 1/2), temos du-
as possibilidades: paramagnetismo ou antiferromagnetismo. No primeiro caso nao
existe ordem de longo alcance entre os spins de sitios distintos; no segundo, o spins
possuem um ordenamento tipo Néel [33](T{1)1-..).

Os teoremas sobre o modelo de Hubbard se referem exatamente ao spin total
do estado fundamental.

O primeiro teorema é o de Lieb-Mattis [37]. A sua consequéncia mais importante

¢ a impossibilidade de cadeias lineares apresentarem ferromagnetismo:

Teorema 2.1. Considere o modelo de Hubbard numa cadeia linear com condi¢ies
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de contorno livres. Assuma também que U; € finito e t;; finito para i e j primeiros-

vizinhos e nulo em caso contrdrio. Desta maneira, teremos que

para qualquer S possivel.

Em outras palavras, o teorema é valido para sistemas que possuam hopping
exclusivamente entre primeiros-vizinhos, inclusive para o caso em que a interagao
coulombiana seja nao-homogénea ao longo da cadeia. Vemos entao que a energia
para um numero fixo de elétrons aumenta com o aumento do spin total. Conseqiien-
temente o estado fundamental terd o menor spin total possivel, S = 0, se N, par;
ou S =1/2, se N, impar.

Talvez o teorema mais importante sobre o modelo de Hubbard seja o teorema

de Lieb [5]:

Teorema 2.2. Considere o modelo de Hubbard numa rede bipartida. Seja Ny o
numero de sitios da sub-rede A e N o numero de sitios da sub-rede B. Assuma
U > 0 e finito. Em semi-preenchimento (N, = N) o estado fundamental € unico e

possui spin total dado por
_ |N4— Np|

S 5 ,

a menos da degenerescéncia em S*.

Veja que o teorema de Lieb nao apresenta restricoes para a repulsao coulombia-
na, é independente da dimensao e nao depende das condicoes de contorno do sistema,
sendo valido para redes macroscépicas. Portanto, para U > 0 e N4 # Np, o sistema

exibira ferromagnetismo nao-saturado, chama-se este estado de ferrimagnético. Por
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outro lado, se Ny = Np o estado fundamental é singleto, S = 0. Nas redes qua-
drada e cibica o estado fundamental é singleto. Nas cadeias ABy; e ABC o estado
fundamental tem S = N/6 e é ferrimagnético.

O estado fundamental de modelos de elétrons intinerantes possuem uma tendéncia
natural para terem caracteristicas antiferromagnéticas. O teorema de Nagaoka
(39, 40] é vélido no regime de U = oo, ou U suficientemente grande, em que esta
tendéncia natural pode ser revertida. Nesta situacao, a dupla ocupacao por elétrons

de spins opostos é excluida e o hamiltoniano se reduz a

H=—t Z C;'Lacja(l — o)1 — nj—0).
<t,j>0
Nagaoka demonstrou que existe uma classe de sistemas em que o estado funda-

mental é ferromagnético saturado:

Teorema 2.3. O estado fundamental do modelo de Hubbard com U = oo numa rede
bipartida com N, = N — 1 elétrons é aquele de mazimo spin, S = N/2, a menos
da desgenerescéncia trivial de spin; e desde que a condi¢do de conectividade seja

satisfeita.

A condic¢ao de conectividade requer que partindo de qualquer configuragao ele-
tronica e movendo o buraco pela rede, através de hoppings nao-nulos, possamos
gerar qualquer outra configuracao possivel. Esta condicao é satisfeita pela maio-
ria das redes em duas e trés dimensoes. Note que a cadeia ABC nao satisfaz esta
condi¢ao: movendo um buraco, jamais conseguiremos inverter o spin de qualquer
sitio do tipo C, s6 existe um unico caminho para entrar e sair do sitio, Fig. 2.1,
desta forma todos os estados que difiram entre si pela inversao de spins nos sitios

C nao estao conectados pelo hamiltoniano. No caso da cadeia AB,, ha mais de um
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O = Buraco

Figura 2.1: Veja que pelo movimento de um buraco nao é possivel inverter o spin
de qualquer sitio do tipo C.

caminho para entrar e sair de qualquer sitio. Desta maneira, na cadeia ABC, o
ferromagnetismo saturado para um buraco é totalmente excluido; ja a cadeia AB,
apresenta esta caracteristica, evidenciada por Macédo e colaboradores [6] através de
cdlculo Hartree-Fock e diagonalizagdo exata para uma cadeia de duas células. Um
problema fundamental é descobrir se o ferromagnetismo saturado permanece para
densidades finitas de buracos [41].

Para o modelo de Heisenberg, Lieb e Mattis [38] mostraram que

Teorema 2.4. O spin total do estado fundamental de uma rede bipartida com J > 0
é

S =S4 — Sgl,

onde

SA:ZSi GSB:ZSZ',

1€EA i€B
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com s; sendo o spin do sitio 1.

No caso de cadeias bipartidas de spin 1/2 o spin do estado fundamental serd
S = |Ns — Ng|/2, resultado idéntico ao do Teorema 2.2. Cadeias unidimensionais
com spins alternados diferentes, s4 e sg, terdo um estado fundamental com S =

N|SA—SB|/2.
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Capitulo 3

Teoria de grupos

A teoria de grupos [42, 43, 44] é um ramo da matemadtica que é utilizado em
diversas ciéncias. Neste trabalho estamos interessados no grupo de simetrias do
hamiltoniano. Um grupo de simetrias, G, é definido como o conjunto das transfor-
magoes que levam o hamiltoniano nele mesmo, ou seja, H é invariante pela operacao
de qualquer elemento R do grupo G. As operacgoes podem ser rotacoes, reflexoes e
translagoes. Existem dois pontos de vista que podem ser adotados: o ativo, em que a
funcao ou o estado sofre a transformacao; e o passivo, em que a operacao é realizada
sobre a base. E claro que as duas possibilidades sao equivalentes. Adotaremos o
ponto de vista ativo.

Para que um conjunto de operagoes forme um grupo, é preciso que satisfagam
as seguintes regras:

1. Um produto esta definido: dados dois elementos, R; e Ry, denotaremos o
produto deles por R; - Ry. Com respeito aos grupos de simetria, R; - Ry representa

que R, é realizada antes de R;.

23
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2. O produto de dois elementos do grupo também deve pertencer a ele: R;-Ry =
R3; € G. Para operagoes de simetria, é 6bvio que esta regra é obedecida.

3. O grupo deve conter um elemento que seja a identidade, F, isto é, £ - R =
R - E = R. A operacao de simetria que leva o sistema nele mesmo é claramente um
membro do grupo.

4. O produto deve ser associativo:R; - (Ry - R3) = (Ry - Ry) - R3. Apesar de
nao ser evidente que as operacoes de simetria obedecam esta relagao, afirmamos que
sim.

5. O inverso de cada elemento também deve ser um membro. Se uma tranfor-
macao R leva o hamiltoniano nele mesmo, é claro que sua inversa também o fara.
A operacdo inversa de R é denotada por R~! e satisfaz R-R"'=R'-R=E.

Existe uma vasta notagao bem estabelecida para operacoes de simetria. Discu-
tiremos apenas as que serao necessarias: denotaremos reflexdes por o e rotacoes de
um angulo QW“ por Cy. Tomaremos como exemplo o grupo de simetria do triangulo
equilatero, que possui seis operagoes de simetria: 3 reflexoes, 01,09 € 03; 2 rotacoes,
Cs e C3%; e aidentidade E. Na tabela de multiplicagio estdo colocados os resultados

de todos os produtos possiveis dentro do grupo. Para o tridangulo temos

E |o o0y o3 Cs C??
o | E C3 C2 o9 o3
g, |C2 E C3 o3 oy
03 Cg Cg E g1 09
03 03 01 09 C§ E

Cg 09 03 g1 E 03

Veja que os elementos nao comutam, por exemplo, o1 - 09 = C3 e 09 - 07 = C3.

Existem grupos especiais em que todos os elementos comutam: estes sao chamados
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de grupos abelianos.

Uma defini¢do muito importante é a de classe: dois elementos, A e B, pertencem
A mesma classe se existe um terceiro, R, tal que R+ A- R™! = B. As classes aglu-
tinam transformacgoes de uma mesma natureza. A identidade por si s6 define uma
classe para todos os grupos de simetria. O triangulo equildtero possui trés classes:

{E},{C3,C2},{01,09,03}. Note a semelhanca dos elementos de cada classe.

3.1 Teoria das representacoes

A teoria das representacoes faz a ligacao da teoria de grupos com a realidade
quantificavel das grandezas fisicas. A tabela de multiplicacdo define por inteiro
um grupo de simetria. Como representacao dos grupos de simetria, usaremos um
conjunto de matrizes que possuam a mesma tabela de multiplicacdo do grupo; este
conjunto de matrizes, conseqiientemente, também definird um grupo. Cada conjunto
de matrizes que possuem a mesma tabela de multiplicacao forma uma representagao
distinta do grupo. Vamos denotar a matriz associada a R por D(R), sendo D;;(R)

53
1

o elemento na linha e na coluna “j” desta matriz. O produto associado ao grupo

das matrizes de uma representacao é o produto matricial:

se R3 = R1 . R2 = DZ](R?,) = ZDzk(Rl)Dk](RQ)
k

E 6bvio que todas as matrizes de uma representacao devem ter a mesma dimensao.
As matrizes de operagoes de simetria diferentes nao precisam necessariamente serem

diferentes. Inclusive, existe uma representacao comum a todos os grupos de simetria
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em que todas as operagoes sao representadas pelo niimero 1, esta representacao é
chamada de representacao unidade.
Matrizes unitarias, UT = U~!, realizam uma rotacdo em um vetor coluna. E

facil ver que matrizes unitarias satisfazem a relacao
UT)y =Y UpiUkj = 63,
k

ou seja, as colunas destas matrizes sao vetores ortonormais entre si. Da mesma
forma, com UU' = 1, encontraremos que suas linhas também compdem um conjunto
ortonormal de vetores.

O caractere de uma operagao R, x(R), numa representacao é definido pelo trago

da matriz que o representa:
X(R) = tr(D(R)) = Y _ Dis(R).

Uma transformagao unitdria em D(R) é definida por UD(R)UT = D'(R). Notamos
que uma importante propriedade do caractere é a sua invariancia por uma tranfor-

macao unitaria:

Para a representacao de grupos, usaremos matrizes unitarias.

Se realizarmos uma transformacao unitdria numa matriz unitaria, a matriz re-
sultante também serd unitdria. Se realizarmos uma mesma transformacao unitdria
sobre todas as matrizes D(R) de uma representacao, geraremos para cada elemento
uma nova matriz de modo que o novo conjunto de matrizes possui a mesma tabela

de multiplicacao, ou seja, criamos uma nova representagao para o grupo:
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D(R,)D(R;) = D(Rs)
UD(R,)D(R,)U' = UD(R;)U!

UD(R)U'UD(R))U" = D'(Rs)

D'(R,)D'(Ry) = D'(Rs).

Diz-se, entao, que D'(R) e D(R) sdo representages equivalentes. Desta maneira,
o caractere de uma operacao serd independente da representacao; além do qué, por
definicao, dentro de uma classe todos os elementos possuem o mesmo caractere.
Se D'(R) e D?(R) sao duas representagoes, entdo é ficil ver que a representacio
D3(R) dada por
D'(R) 0
0 D?(R)

também o serd. Costuma-se dizer que D?(R) estd numa forma bloco diagonal. Se
uma representacao, ou qualquer de suas equivalentes, tiver esta forma, diz-se que
a representacdo é redutivel. D3 é a soma direta de D' e D?: D3 = D' @ D?. Se
uma representacdo nao tiver a forma acima, nem puder ser reduzida a esta forma
por uma transformacao unitdria, a representagao é chamada de irredutivel. De uma
forma geral, se uma representacgdo irredutivel 7 aparece a; vezes numa representacao

e se o grupo de simetria possuir NV representagoes irredutiveis, entao:
D = a1D1 (&) a2D2 D G3D3 D ... CLN_lDN_l D CLNDN

O grupo do triangulo possui trés representacoes irredutiveis:
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E 01 (op) 03 Cs C?
Iy 1 1 1 1 1 1
Iy 1 -1 -1 -1 1 1
o) [ao] 8] [re] [44] [4e2

of Loo] ] Lea] L] Lo

onde I'y, ' e I'3 denotam as diferentes representacoes irredutiveis.

Qualquer conjunto completo de estados, completo no sentido de que ao reali-
zarmos uma operacao de simetria sobre um dos estados, o resultado serd uma com-
binagao linear de todos os estados, pode ser usado para gerar uma representagao do
grupo de simetria. Seja {|¢;),7 =1... N} um conjunto completo de estados, entao,

se realizarmos uma operacao de simetria sobre um deles, econtraremos
Rl¢r) = E Dik|¢i)-
i

Se operarmos desta maneira sobre todos os estados e com todas as operagoes de
simetria, veremos que geramos uma representacgao.

Para vermos que estas matrizes formam uma representacdo, basta demonstrar-
mos que possuem a mesma tabela de multiplicagao do grupo de simetria. Sejam

Rl, R2 [§] R3 tais que R1 . R2 = R3, entao

Rylor) = ZDik(R2)|¢z’>
Ry - Roly) = ZDM(RQ)DH(RI)W=ZDM(R1)DM(R2)|¢I>.

il
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Mas,
Rs|ér) = > Di(Rs)|¢r),
l

portanto

Dy (Rs) = Z Dyi(R,) D (Ry),

confirmando que estas matrizes formam uma representacao para o grupo de simetria.
Se o hamiltoniano do sistema de interesse for invariante pelo grupo de simetria
g, entao

RHR' =H = [R,H] =0.

Se |¥) for um auto-estado de H com autovalor E, a relagdo de comutagao implica
que

H(R|V)) = E(R[T)),

ou seja, R|¥) possui o mesmo autovalor, para qualquerR € G. J4 que, em uma dada
representacao irredutivel, seus estados transformam-se uns nos outros, o auto-estado
que pertence aquele subespaco serda degenerado com multiplicidade igual a dimensao
da representacao.

A relagdo de ortogonalidade:

Z D((Jz% (R)D((lj’)ﬂ’ (R) = _5aa’5ﬁﬂ’5ij (31)

L.
REG !

é um dos mais importantes teoremas da teoria de representagoes. Nela, h é o niimero

de elementos de G,o superescrito em D diferencia as representacoes e [; é a dimensao

da i-ésima representacdao. Uma importante conseqiiéncia é a relacao
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Y F=h, (3.2)

que serve de teste para vermos se construimos o nimero correto, nas dimensoes
corretas, das representacoes irredutiveis de um dado grupo de simetrias. No caso do
triangulo, veja que a relagao é satisfeita, (1) + (1)? + (2)2 =6 .

Construir as representacoes nao ¢ indispensavel para a maioria das aplicagoes.
Como ja vimos, o caractere é idéntico para todos os componentes de uma dada classe
e as classes agrupam elementos semelhantes. Em vez das representacdes, usa-se, com

mais freqiiéncia, a tabela de caracteres:

E 30 2C
r,|1 1 1
Ty |1 -1 1
;02 0 -1

onde 3o indica que a classe é de reflexdes; enquanto que 2C', de rotagoes. Deno-
taremos o caractere de um elemento de simetria na representagao irredutivel ¢ por
X(i)(R). Podemos encontrar uma relagao equivalente a de ortogonalidade para os

caracteres. De fato, sendo
(R (R) =37 D" (R)DY)(R),
Im
teremos, apos somar em R € G:

ST RXO®R) =Y 1> DY (R)DY),(R)].

Reg lm RegG

Dissertacao de Mestrado - Departamento de Fisica - UFPE



3.1 Teoria das representacoes 31

Usando 3.1,

. - h
Z X(z)*(R)X(])(R) = Z Zéijélm = héij,
m

Reg
ja que para a i-ésima representacao, [ coincide com m [; vezes. Finalmente, se
denotarmos por g. o nimero de elementos na classe ¢, a ultima relacao pode ser

reescrita na forma
Zg XX = . (3:3)

Pode-se demonstrar que o numero de classes de um grupo é igual ao nimero de
representagoes irredutiveis. Este resultado e a Eq. (3.2) nos possibilita encontrar as
dimensoes e o nimero de representacoes irredutiveis. Por exemplo, para o triangulo,
0s Unicos inteiros que satisfazem as duas condi¢oes mencionadas sao 1, 1 e 2.

O nosso interesse principal na teoria de grupos é o de reduzir o tamanho das
matrizes a serem diagonalizadas usando as simetrias do hamiltoniano. Vamos mos-
trar que na base das representacgoes irredutiveis, o hamiltoniano adquire uma forma
bloco-diagonal. Primeiro, lembrando que numa representacdo redutivel uma repre-
sentacao irredutivel : pode aparecer a; vezes, denotaremos o estado n da base para
a 1-ésima representacao irredutivel de dimensao /; na vez p por |@/J;m). Mostraremos
agora que devido a invariancia de H por qualquer R € G, na base das representacoes
irredutiveis, o hamiltoniano sé possui elementos de matriz nao-nulos dentro de uma

mesma representagao irredutivel, com

e, desde que [H, R] = 0,
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R(H|yy,) = HRI%’;n)
= Z Dln H‘w;)l
R(H[yy,)) = ZDM )(HIY))- (3:5)

Vamos encontrar os elementos de matriz de H pela condicao de invariancia, H =

R'HR:
(Upu| H|¥d) = Uy RIHRIYI,,).

Substituindo o complexo conjugado de 3.4 e 3.5 no lado direito, encontramos

CHLITAEDY ZD‘Z (R) (| Haoy)-

I=1 k=1

Somando sobre todos os R € G, teremos

Wy M) = D (Wl HIG3) D DL (R)D)(R),

Ik REG

e usando 3.1:

<;n‘%|w2m> = Z< |,H‘qu> 5115lk6nm

lk

. . 1
(Upn| H V) = Z—Z M)

Portanto, o hamiltoniano terd elementos de matriz ndo-nulos somente entre estados
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da mesma representacao irredutivel e entre os mesmos estados. E ainda, paran = m,
sendo o lado direito independente de m, teremos, devido ao lado esquerdo:

l;
> (W M) = 1k [H ),
=1

logo

ou seja, a matriz estd numa forma bloco-diagonal. A matriz terd um nimero de blo-
cos igual ao nimero de representagoes irredutiveis e cada bloco terd uma dimensao
igual a dim(T;) - a;. Desta maneira, para encontrarmos os autovalores de H bas-
ta diagonalizarmos cada bloco separadamente. Por fim, para alcancarmos o nosso
objetivo, basta sabermos a base das representacoes irredutiveis de G.

Vamos mostrar a seguir que é possivel construir um operador capaz de projetar
qualquer estado no subespaco de uma dada representacgao irredutivel. Neste trabalho
estamos interessados em grupos abelianos com um elemento que gera todos os outros.
Neste caso, o numero de classes é igual ao nimero de elementos no grupo e, da
Eq. (3.2), vemos que todas as representac¢oes sao unidimensionais, com o caractere

coincidindo com a representacao. Aplicando
> X(R)R
R

em qualquer estado [¢*), e observando que s6 necessitamos de dois indices porque
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34

as repesentacoes sao unidimensionais, teremos

ZX’B* )Ry = ZXﬂ* R)[yf")
= ZX'B* R)[yr")

= aﬁhhbl )a

onde usamos a Eq. (3.3) na tltima etapa. Portanto,

= Y X (R)R

ReG

projeta qualquer estado no subespago da representagao irredutivel o de G.
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Capitulo 4

Cadeias AB, ABs e ABC com U=0

Como veremos, as idéias da teoria de grupos podem facilitar em muito a dia-
gonalizacdo do hamiltoniano. No limite U=0, podemos diagonalizar facilmente as
cadeias. Os estados de N, elétrons sao encontrados a partir dos estados de uma

particula, simplesmente obedecendo ao principio de exclusao de Pauli.

4.1 Cadeia AB

A simetria de translagdo de redes cristalinas se confude com sua prépria defini¢ao. A
quantidade conservada para esta simetria é o momento total do sistema. O sistema
mais simples é a cadeia “AB”, que é uma rede estritamente unidimensional, com
espacamento a = 1 entre os sitios. O hamiltoniano de um elétron para uma cadeia

de N sitios é v

H= —tZ(C}CH—l + el

i=1

35
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sendo o rétulo de spin irrelevante para uma particula. O operador de translacao 7

translada os estados do sistema por um parametro de rede:

7"¢z> = |¢i+1>-

No limite termodinamico e desprezando efeitos de superficie, ou seja, no volume,

qualquer poténcia de 7 comuta com H:
[7',H] =0,

para 1=0,1,2,.... Na tentativa de preservar a simetria translacional em sistemas
finitos, impoe-se as chamadas condi¢des de contorno ciclicas. As condigoes de con-

torno ciclicas transformam uma linha de N sitios em um anel, de modo que

T|¢N) = eiw‘(ﬁl)a

com o hamiltoniano reescrito na forma

N-1
H=-—t Z(C}CZ‘_H[ + cZTHcZ-) —t(e™¥cley + eeliey),
i=1
de modo que H comuta com 7 e H! = H, simulando o limite termodinamico. A
escolha da fase v é, obviamente, arbitraria. As escolhas mais comuns sao ¥ = 0,
condicoes periddicas de contorno ; e ¥ = m, condigoes anti-periddicas de contorno.

3 ..., 7N~} satisfaz todas as regras de um

Veja que o conjunto G = {E, 7,72,
grupo. Além disso, todos os elementos comutam entre si, ou seja, o grupo é abeliano

de ordem N. Desta maneira, G possui N classes e, por conseguinte, N represen-
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tagoes irredutiveis unidimensionais, de acordo com 3.2. Ja que as representacoes sao
.d. . . t . .d t ~ D l _ l
unidimensionais, os caracteres coincidem com as representagoes D(7°) = x(7°).

Para qualquer estado de ocupagao de um elétron, teremos

m™|gi) = €|¢y)

N — ¢ e, j4 que precisamos de N representacoes distintas,

, ou seja, (V) = (x(7))
vemos que x(7) = ei%Tn”%, comn = {1,2,...,N—1}. Asrepresentagoes dos outros

elementos podem ser facilmente geradas a partir de x(7):

S 2mn _‘q/)_ .
X(1') = (x(7)) = CF R = ¥,
com k = %, oy %, iy %, e Q(NZQI)” + %, que sdo os possiveis momentos para
uma particula na cadeia.
A partir da base {|¢1), |¢2), ..., |¢n)}, podemos gerar uma base com momento

“k” pela aplicacao do projetor 3.1, que possui a seguinte propriedade:

Pt = Z ekt (4.1)
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N-1
Pk — Ze—zkl,rl—l—l

=0

N-1
— 6zk:§ :e—zk(l—l—l)TH-l
=0

N-1
— ezk:§ :G_Zkl’?'l,
=0

ou seja,
7P* = ¢ Pk, (4.2)

Com esta simetria, as energias de um elétron podem ser facilmente obtidas.
Existem N possiveis sitios para a ocupacao eletronica. Entretanto, note que apli-
cando 4.1 nestes estados, eles diferem uns dos outros apenas por uma fase, ou seja, os
subespacos de momento “k” sao unidimensionais. Isto é esperado, ja que o espaco de
Hilbert é N-dimensional e temos N possiveis representacoes irredutiveis. Aplicando

‘H em qualquer |¢;) obtemos
H|pi) = —t(|div1) + |di_1)), que em termos de 7 pode ser escrito como

H=—t(r+771).

Ja que os subespacos sao unidimensionais, H tera um tunico elemento em cada um

deles, que é a energia €(k) para o momento “k”. Usando 4.1 e a propriedade 4.2,
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teremos:
HP* = —t(rP*+77'P)
HPF = —t(e* +e )Pk
B Y 2m Y 4T 2IN—-1)r o
e(k) = —2tcos(k), onde k = NN + NN + N N + N

Para condigoes de contorno periddicas, as energias serao encontradas na regiao

€ = [—2t,2t] com largura 4¢ . Usualmente, os momentos ficam restritos a primeira
zona de Brillouin, £ = (—m,... , 7], ou seja, com k = 2“7”, n é inteiro e assumird

valores no intervalo (—N/2, N/2|.
Para realizar o calculo de médias no limite termodinamico, N — oo, devemos

definir uma densidade de estados D(e):

D(e) =2 5(e — e(k)).

k

No limite N — oo podemos transformar a soma em uma integral,

D(e) = 2/07r 2NGR 5 ¢ _ e(k))

2

= o [ S5 gt — ) Mas T = ousin) = VI~ AP, g

d(e —€(k)), ou

2N 1
N 7/ k) T e
2N

1
D(G) = 7 (2t)2—€2’

com a largura de banda sendo 4¢. Vale ressaltar que neste limite todos os contornos

recaem no periédico. Na figura 4.1 representamos a energia e a densidade de estados
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40 2

300 — 1- B
— [ —~
» =< o R
[ w

100+ - 1- a

fo ! | | | | 2 ! !
2 1 0 1 > -1 -0.5 0 0.5 1
€ k/Tt

Figura 4.1: Densidade de estados e energia para uma cadeia linear.

de uma cadeia linear.

4.2 Cadeia AB,

Para uma cadeia deste tipo com N sitios, teremos N/3 células. Os estados
de uma particula serdo rotulados pelo tipo de sitio (A, By, By) e pelo indice da
célula. Com isso, os possiveis estados serao {|A4;), |Bi,),|B2),? =1...(N/3)}. O
hamiltoniano de uma particula nesta cadeia é

N/3
H=-t Z[AL—l(Bl,i—f—l + Byiy1 + B+ By;) + Hcl,

i=1
com H.c. significando um termo que é o Hermitiano conjugado do primeiro e iden-
. N _
tificando 3 + 1= 1.
Uma simetria caracteristica desta cadeia é a da troca de B; por B,, que de-
notaremos por 7. E facil ver que [#, 7] = 0. Duas trocas consecutivas trazem um

estado & sua situacdo original, portanto 72 = E, que nos leva a 7 = 7~ !. Desta
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maneira, {7, F'} formam um grupo de ordem 2. O grupo é abeliano e possui duas
representacoes irredutiveis unidimensionais. x(7?) = 1 = () = 1. A represen-
tagao irredutivel com y(7) = 1 tem paridade par pela troca; enquanto que a com

x(m) = —1 tem paridade impar. De 3.1 o projetor serd

Pf=1+n,

e as bases para as representacoes irredutiveis impares serao

POI4) = 0
POIBy;) = |Big) — [Ba); e

Portanto, para a simetria impar a base ortonormal serd {%(\BM) — |Bay)) =
|—4),i=1... %} Aplicando 4.2 a esses estados veremos que todos possuem energia

nula:

H|-,5) = (Al + A (B, + Bay)l—, )
1
E[(A;r'—kl + Ahjo) — (Al + A)j0)]
H|—,j) = o.

Para uma cadeia de N sitios podemos formar N/3 estados impares, portanto a
energia nula possui uma degerescéncia de, pelo menos, % estados. Os outros 2N/3
estados devem possuir simetria par.

Repetindo o mesmo procedimento, veremos que a base adequada para o subes-

paco de simetria par serd {|A;), 75(|Bi;i) +[Bsy)),i=1... 2 }. Vamos agora mudar
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o rotulo desses estados para

I+,7) = |A@+1)2) se j é impar; e
[+,7) = J5(IBujj2) + [Ba,jy2)) se j é par,

comj=1,2,...,2%

Com essas definigoes, teremos

H|A;) = —t(|Bix) + [Big)) — t(|Bi—1,1) + |Bi1,2))
H|+,2i —1) = —V2t(|+,26) + |+,2i — 2)), portanto
H+,5) = —V2(+,5+1)+[+,7— 1),

se j é impar. Além disso,

1
H—=(|BL) +|Boi)) = —t—=(214) +2/4inr))

—
V2
H|+,2i) = —V2(+,2i — 1) + |+, 2i + 1)), ou seja,

H+,5) = —V2(+,5+1)+[+7-1)),

se j é par. Portanto, nesta base, H possui a mesma representacao do hamiltoniano

de uma cadeia linear com 2N/3 sitios e com um hopping de /2t:
M+ ) = =V20( 4,5 + 1) + [+,5 — 1)).

Tudo o que foi feito para a cadeia AB pode ser repetido aqui fazendo t — /2t e
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40 3
27 ]
300- 1 1
17 —
_17 _
100- 1 .
4 -27 1
Il Il
00— 1 0 T 2 33 1 0 I 2
€ k

Figura 4.2: Densidade de estados e energia da cadeia ABs.

N — % O espectro de energia dos auto-estados pares pela troca sera
e(k) = —2V2t cos k,
— ¥ _2r Y _4nm (2 2((2N/3)=1)m (4
onde £k = 3N/3) ZN/3 T aN/3 3N/ T 2N/3 0 2n/3 T anga

Note que, com condicoes periddicas de contorno, se N for par o nivel de energia
nula tera dois orbitais além dos de simetria impar, n = % en = % Ja se o
contorno for antiperiédico, em ¢ = 0 s6 existem orbitais de simetria impar para
N par. Juntando as energias dos dois subespacos e realizando a transformacao

adequada em 4.3, encontraremos a densidade de estados no limite termodinamico:

2N 2 1

D(e) = d(e) + —
3 T /4(W2t)? — &

O espacamento entre dois orbitais impares é a distancia entre duas células que

denotaremos por b. A distancia entre dois orbitais pares é b/2. A primeira zona de

Brillouin é a regido (—m /b, 7/b]. Os momentos fora desta regido devem ser deslocados
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para dentro dela. Com k = mwn/(N/3) para [n| > N/6 — ¢ > 0, ou seja, cada
k dentro da primeira zona de Brillouin possui dois valores, um positivo e outro
negativo: ¢ = +24/(2)tcos (mn/(N/3)), com n € (—N/6,N/6]. A densidade de
estados e a energia estao representadas na figura 4.2. Note que existe uma banda

localizada além da banda dispersiva da cadeia linear.
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4.3 Cadeia ABC

Infelizmente, esta cadeia nao possui a simetria de troca da ABy. Primeiramente,

vejamos a estrutura da matriz Hamiltoniana na mesma base da cadeia AB, trocando

B; por B e B, por ("

H|A;) = —t|Bi) —t|Bi_1) = —t(1+77")|By),
H|B;) = —t[A;) —t|Ai1) —tCy) = —t(1 +7)[A;) —t|Cy) e (4.3)
H|Ci) = —t[By).

O operador de translacdo 7 translada as células inteiras, ou seja, 7|A;) = |A;11), 0

mesmo valendo para |B;) e |C;). Podemos criar trés estados com momento linear k:

[Py = PFA),
[x) = P¥[Bi) e
k) = PHC)

Aplicando P* nas equacdes de 4.3 e usando 4.2, encontraremos:

Hlve) = —t(l+e ™)),
Hlyy) = —t(1+e®)) —tlyy) e
HlyE) = —tley).
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3 3
2.5 B 2 /—\ _
2F 4 1t B
= =olL ]
= = ,
b 4 b B
0.5- R 2k \/ _

Il Il Il Il L Il I
03 2 1 0 1 2 3 3z 2 0 2 4
€ k

Figura 4.3: Densidade de estados e energia da cadeia ABC.

A matriz do hamiltoniano serd:

0 tl+e ) 0
t(1+ ™) 0 —t
0 —t 0

Resolvendo a equagao secular, encontramos as energias de um elétron:

eB(k) = +ty/1+ (2cos (k/2))?, 2 estados;

€ =0, X 3 estados,

onde k = ]2\}7; + N/3, comn=0. g — 1. Note que o cosseno dentro da raiz é um

termo idéntico 3 energia de uma cadeia linear com 2 sitios; j4 a unidade, representa,
a correcao na energia devida aos sitios C. Os estados de energia nula sao do tipo

|A4;) — (]Ci)+|Ci—1))- Este termo é o responsavel pela banda localizada nesta cadeia.
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A densidade de estados é

D(e) = ?5(6) +23 b — dDE) +23 (e — ()

e(F)\ 1 (+) _ .
2N 2N d , em e)(k) =¢€, see>0;
D = Mo+ 20 ¢ Vo) "
3 3m —(dedk )7L, em €7 (k) =€, se € < 0;
2N 2N 2|e|
D = —90 SR

onde fizemos t = 1. Na figura 4.3 estao representadas a energia e a densidade de

estados da cadeia ABC.
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O algoritmo de Lanczos

Como ja vimos, mesmo considerando todas as simetrias possiveis, teremos que
diagonalizar hamiltonianos em espacos de Hilbert que crescem exponencialmente
com o nimero de sitios da rede. J4 que as simetrias crescem linearmente com
o numero de sitios, precisaremos de um método numérico que, a um sé tempo,
utilize o minimo de memoria da maquina, apresente uma convergéncia rapida e seja
suficientemente preciso para o estado fundamental. O algoritmo de Lanczos [45]
¢ um método iterativo que satisfaz brilhantemente todos esses requisitos. Como
veremos, o método s6 requer que trés estados fiquem armazenados na memoria,
a convergencia das menores energias ¢ maxima e a precisao pode ser ajustada a
precisao de maquina. Por isso, o algoritmo de Lanczos é o método numérico mais
utilizado para o cédlculo exato do estado fundamental de sistemas finitos.

O algoritmo representa, de fato, uma mudanca de base para o hamiltoniano
d-dimensional. Esta base, {|0),[1),...,|d—1)} é gerada a partir de um estado arbi-

trario |0), com (0|0) = 1. Na base dos auto-estados de H , {|€o), |€1), |€2), ... ,|€a)},
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com €y < €; < €5... € imaginando que nao haja degenerescéncia, teremos

0) = aile:).
i
No estado H"|0), quanto maior for “n” (a ordem da iteracdo), maior serd o peso
dos auto-estados de maior energia em sua composi¢do. Depois de algumas poucas
iteracOes as menores energias estarao completamente perdidas. A fim de contornar

este problema, definimos um estado, |1), como uma combinacao linear de #|0) e |0):
1
1) = Z-(#H[0) + a|0)),
A

onde f3; é a constante de normalizacdo; e « seja tal que (1|1),

= ﬁiz(mo + o® + 20(H)o),

é minimo. Com (H™); = (i|H"|i), o valor de « para o qual (1|1) é minimo serd

d
iy = o
20+ 2a(H)y = 0
a = —(H)y = ap, portanto
1y = é(%|0)—(’i—t)0|0>),com 82 dado por (5.1)

|ﬁ1|2 = (712>o—a§-

Escolheremos 1 € R, de modo quef; = /(H)3 — a3 = (0|H|1). Veja que se decom-

Dissertacao de Mestrado - Departamento de Fisica - UFPE



a0

pormos |1) nos auto-estados de H,

1) = el = Hle

i

fica evidente que nao estamos privilegiando nenhuma das energias.
Agora, a nova base ja possui dois estados ortogonais {|0), [1)}, pois (1/0) = 0,
como podemos observar facilmente. Continuando o processo, o préximo estado sera

dado pela combinacao
1

B

com f e ay sendo tais que (2/2) é minimo:

2) (H[1) = af1) = BI0)),

(202) = - ((H2) — 288 — o + )

1B)?
= Bi;
0(22) =0=4q a = (Hi1=ae
B = (21H[1),
onde B também foi escolhido Real. Portanto,
1
2) = E((H_ (H)1)11) = £:10)), (5.2)

com (2|]1) = 0 = (2|0). A base tem agora os estados {|0),|1),|2)}. Seguindo o

mesmo procedimento, |3) serd

1

|3>=E

((H = (H)2)[2) = B2|1) + 7(0)).

Dissertacao de Mestrado - Departamento de Fisica - UFPE



o1

A parte de (3|3) que dependente de v é

@mw>=|é¢m%mwwmm+ﬂwmw
- éFMV+VWWM+WMHM%

mas, de 5.2, teremos

mmm=éwmmn—m@—&%» (5.3)

Podemos, ainda, reescrever 5.1 como
H|0) = Bi[1) + o |0),
de forma que

(1[H?[0) = Bi(H)1 + ao(1|H]0)

= fiog + opfs-
Lembrando que H é Hermitiano, ' = #, e que, portanto, o; € R, obtemos
<0|H2|1> = fioun + Broy.

Substituindo este resultado em 5.3 encontraremos que (0|H[2) = 0 = (3|3)(y) =
2y = v = 0 minimiza (3|3). Desta maneira, |3) serd uma combinagdo apenas de

|1) e |2). Pode-se mostrar por indugao que o vetor da i-ésima iteracao sé dependerd
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dos dois vetores que o antecedem e a dependéncia serd

iy = %((’H —a; 1)|i— 1) = B;_1]i — 2)), com coeficientes (5.4)

o = (i|H]) e
Bi = (i—1H[5).

(5.5)

O processo termina quando a base cobrir todo o espaco de Hilbert. Na base de

Lanczos, o hamiltoniano serd representado por uma matriz tridiagonal:

(a0 B0 0 0 0 0 0 )
Bi a1 B 0O 0 O 0
0 B, as Bs 0 0 ... 0
0 0 B3 a3 B4 O 0

\ 0 0 0 .o 0

Uma das vantagens do algoritmo é a economia de meméria ja& mencionada: sé é

preciso reter |i — 1), H|i—1) e |i —2). Na i-ésima itera¢do, o hamiltoniano terd uma
representacao tridiagonal de dimensao 7 + 1 com polinémio caracteristico p;(z). E

facil ver que existe uma relacao de recorréncia para esses polindomios:

pz(x) = (SU - Oéi)Pz'—1($) - /BZ-QPi—z(ﬂU)a

com isso, se nos passos ¢ — 1 e ¢ — 2 a menor energia for igual, dentro da precisao
desejada, ou seja, p;—1(€9) = 0 = pi—2(€p), entdo € também serd a menor raiz de p; e

de todos os polinomios seguintes. Desta maneira, se estivermos interessados apenas
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no estado fundamental, basta gerarmos a base até que a menor energia da matriz
nos dois ultimos passos tenha convergido para um tnico valor. O grande mérito
do algoritmo é que independentemente da dimensao do espaco de Hilbert, a menor
energia convergird apés um nimero relativamente pequeno de iteracoes (tipicamente
algumas dezenas de iteracoes).

Além da energia, com os polinomios podemos calcular os auto-estados de H.

Para tanto, note que

0) = po(H)|0);
1
1) = E(H—ao)lo)

= ()0

2 = 5 ((—a)i)—Al0)
— 5, (= 0 00) = Bm(30) )
= 511ﬁ2p2(7'l)|0);

N ;
i) = szoﬁkpz(ﬂ)\o),

com po(H) = 1. A componente do auto-estado de energia €; na dire¢do de |i) serd
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N S
(¢jli) = (;IHzﬂﬂkpz(”H)IO)

1
= mpi(emeﬂo%

teremos todas as componentes proporcionais a (0le;), ou seja, o auto-estado ndo

normalizado é

d—1
&) = ;HZ As (€5)[7)-

Note, entretanto, que se a energia tiver convergido no passo dy, todos os po-
lindémios com ¢ > dy serdo nulos. Portanto, quando a menor energia convergir, ndo
precisaremos de mais nenhum estado da base para sabermos o estado fundamental.
Um problema técnico na implementacao do método é a perda de ortogonalidade da
base, devido a erros de arredodamento. Isto nao representa um grande obstaculo,
ja que nao afeta a convergéncia das auto-energias. Estes erros podem levar a du-
plicacao de autovalores da matriz tridiagonal, devendo-se ter cuidado quando se
desejar obter o espectro completo. Neste caso, existem algoritmos que realizam
uma reortogonalizacao seletiva da base.

Existe um algoritmo denominado “Lanczos modificado 2x2” [46] em que s sdo
utilizados os dois primeiros estados, |0) e |1). Diagonaliza-se a matriz 2x2. O
seu autovetor de menor energia serd o novo |0) e o processo serd reiniciado. Este
algoritmo é muito lento e aconselhamos fortemente que nao seja adotado, a nao ser
para fins didédticos: independentemente do método, devido ao tamanho do espaco

de Hilbert, existem detalhes técnicos comuns que complicam a sua implementacao.
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As vantagens do Lanczos 2x2, sao que, a cada passo, o autovetor de menor energia
da matriz 2x2 estd mais proximo do auto-estado de H e que s6 é necessario guardar
dois estados na memdria da maquina. Encontramos ainda na literatura o “Lanczos
modificado 4x4”[47], onde sdo usados apenas quatro vetores da base de Lanczos,
com procedimento similar ao do 2x2. O algoritmo de Lanczos também pode ser

usado para o célculo de propriedades termodinamicas[48].

Dissertacao de Mestrado - Departamento de Fisica - UFPE



Capitulo 6

Resultados

Neste capitulo apresentaremos e discutiremos nossos resultados numeéricos ob-
tidos com o algoritmo de Lanczos para os modelos de Hubbard e Heisenberg nas
cadeias ABy e ABC (cadeias AB; e ABC de Hubbard e Heisenberg, respectivamen-
te). No caso do modelo de Hubbard estudaremos os regimes de repulsao Coulom-
biana fraca ou da ordem da integral de hopping (U ~ t), forte (U >> t), ou limite
Heisenberg, e U = 0o, ou limite Nagaoka.

Para U ~ t ou U = o0, comparamos nossos resultados com os de Macédo
e colaboradores [6] onde o modelo de Hubbard na cadeia AB, foi estudado pelos
métodos Hartree-Fock (HF), diagonaliza¢ao exata e Monte Carlo quantico (QMC).
Os resultados da cadeia ABy de Heisenberg foram comparados com os de Vitoriano
e colaboradores [11], que estudaram esta cadeia na aproximacao de ondas de spin
livres. Além disso, como sugerido por Malvezzi e Alcaraz [7], a cadeia ABy de Hei-
senberg é equivalente (para o caso dos spins nos sitios B de uma mesma célula no

estado tripleto, S=1) & cadeia unidimensional de spins alternados 1/2 e 1 (cadeia
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spin-% /spin-1), que ja foi analisada por véarios métodos distintos: invariancia confor-
me (7], Density matriz Renormalization Group (DMRG) [19], diagonalizagao exata
[18, 20], QMC [18] e ondas de spin [17, 18, 19], com resultados que também serao
comparados aos nossos. Em particular, utilizaremos o fato de que os modos disper-
sivos acustico e 6tico nas cadeias AB; de Heisenberg e spin—% /spin-1 sdo idénticos.
Salientamos, entretanto, que na cadeia ABy de Heisenberg ha também um modo
otico nao dispersivo com gap coincidente com o gap do ramo 6tico dispersivo em
k=0 [11].

Os resultados foram obtidos tendo como critério de convergéncia uma diferenca
de 1072 entre os valores da energia do estado fundamental calculados em dois passos
consecutivos do algoritmo de Lanczos. Com isso essa energia possui uma margem
de erro de 107!, Para o modelo de Heisenberg, analisamos cadeias com até 30
sitios; para o modelo de Hubbard cadeias até 15 sitios. A diagonalizagdo da maior
cadeia dos dois modelos foi possivel gragas ao uso da simetria de translacao. Para
o modelo de Hubbard adotamos a condi¢ao de contorno de menor energia entre a
periddica e a antiperiddica, sendo esta escolha crucial para obtermos uma melhor
convergéncia para o limite termodindmico [49]. Com este critério todas as grandezas
analisadas adquiriram um comportamento monotonico em funcao do tamanho da
cadeia. No modelo de Heisenberg adotamos condic¢oes de contorno periédicas. Em
todos os regimes, estudamos a energia, o spin total, o ordenamento magnético e as
excitagoes magnéticas. Para U ~ t também analisamos as excitacoes de carga. A
unidade de energia para o modelo de Heisenberg é J = 4t?/U; enquanto que para
U~telU = oo, a unidade de energia é t. Além disso, N, = N/3 é o nimero de

células unitarias da cadeia.
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6.1 Energia e Spin total

Na Fig. 6.1 vemos que a energia por sitio da cadeia AB, de Heisenberg converge
rapidamente, convergéncia esta até a quinta casa decimal ja para N, = 9. Com
N, = 10 a energia por sitio encontrada é —0.4846983.J. A Ref. [14] (1996) encontra
—0.485.J por diagonalizacao exata e a Ref. [15] (1997), —0.48470J por DMRG.
Enquanto que na Ref. [19] o valor obtido por DMRG é —0.72704J para a cadeia
% /spin-1. Como o nimero de sitios desta cadeia é 2/3 do da AB,, para compararmos,
precisamos multiplicar este valor por 2/3: 2(—0.72704) = —0.48469. Na Fig. 6.2
vemos que a energia por sitio converge mais rapidamente para cadeia ABC. Nesta
cadeia, encontramos que a energia por sitio para N, = 10 é —0.399826.J, um valor
menor que o da AB,, visto que o nimero de ligagoes é menor.

O Spin total é previsto pelo teorema de Lieb-Mattis , Teorema 2.4, sendo igual

a S = N./2 para as duas cadeias.

_0.484 T T T T T T =

-0.485

E/N

-0.487

-0.488 ‘ ! ‘ ! ‘ ! ‘ ! ‘ ! ‘
0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

1/ N,

Figura 6.1: Energia por sitio para a cadeia AB, de Heisenberg em func¢io de 1/N..
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-0.3998

| | | | | |
0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

1/N,

Figura 6.2: Energia por sitio para a cadeia ABC de Heisenberg em fungdo de 1/N..

Para U = 2, a energia por célula da cadeia AB, de Hubbard, Fig. 6.3, apresenta
um comportamento linear na regido 2/3 < p < 1. O célculo HF da Ref. [6], veja a
Fig. 1.4, obtém uma energia por célula ~ —2.93t em p = 2/3 e & —2.45t em p = 1.
A energia por célula calculada em p = 2/3 para 15 sitios foi —2.982890t; e em p = 1,
—2.587175t. Na Ref. [6], veja a Fig. 1.5, esta regiao é instdvel, tendo sido necessério
realizar uma construcdo de Maxwell para regularizar a concavidade da energia por
célula e obter um comportamento linear na regiao. Pela Fig. 6.3 vemos que a
energia por célula tem o mesmo comportamento, porém a regiao é estavel. Essa
caracteristica da energia implica que o potencial quimico, u = de/0ON,, é constante
e que a compressibilidade de carga, k=1 = p?0u/0dp, diverge, indicando que os niveis
localizados funcionam como um reservatério de particulas. Por outro lado, como
mostra a Fig. 6.4, a cadeia ABC nao apresenta o mesmo comportamento; porém,
assim como no caso do Heisenberg, a convergéncia é mais rapida e a energia ¢ maior.
Salientamos que para N par (impar), a condi¢do de menor energia é a antiperiddica

(periédica) na regidao em questao (2/3 < p < 1) para as duas cadeias. Para p < 2/3
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a condicao de contorno de menor energia coincide com aquela que também minimiza

o spin total, de acordo com o teorema de Lieb-Mattis [37].

O" ' T T : T “ T
-1k i
= | 1
Z 2 i -
LIJ | | L | |
I 0.7 0.8 0.9 1 &
2
N
Br aa 6 sitios ]
©—< 9 sitios
[ wv+v 12 sitios 7
c-© 15 sitios
0 0.2 0.4 o 0.6 0.8 1

Figura 6.3: Energia por célula para a cadeia ABy de Hubbard com U = 2. Des-
tacamos a regido de densidades 2/3 < p < 1 que apresenta um comportamento
linear.

Para U = 0, devido ao nivel com degenerescéncia N/3 em € = 0, o spin total
do sistema ¢ degenerado, com valores 0(1/2),1(3/2),--- , (N, — 2¥)/2, para N, par
(impar), na regidao 2/3 < p < 1, ja que todos os niveis de um elétron com energia € <
0 estao preenchidos. O teorema de Lieb, Teorema 2.2, demonstra que o acoplamento
coulombiano consegue quebrar esta degenerescéncia, privilegiando o spin total igual
a N/6 (N./2), para p = 1 e U # 0, o que é confirmado em ambas as cadeias.
Além disso, na cadeia AB, para U = 2 vemos pela Fig. 6.5 que o acoplamento
também quebra a degenerescéncia em toda a regido 2/3 < p < 1, escolhendo o
estado de maximo spin para os elétrons no nivel localizado, ou seja, o sistema é
ferromagnético ndo-saturado atingindo um estado paramagnético em p = 2/3, cuja

caracteriz¢ao microscépica exige uma andlise adicional cuidadosa.
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F &4 6 sitios
o5 ¢°9 sitios

: v 12 sitios
r  ©—© 15 sitios

I

L | L | L | L | L
o) 02 0.4 0.6 0.8 1
p

Figura 6.4: Energia por célula para a cadeia ABC de Hubbard para U = 2. Desta-
camos a regiao de densidades 2/3 < p < 1, que apresenta um comportamento muito
préximo do linear; note a convergéncia dos resultados para N > 9.

0.5 : : : : : : 5
I 446 sitios 1
- 9 sitios
0.4 o< 12 sitios B
|l ©©15 sitios |
o - J
=
— F N A J
N 2or i
L 2 R R J
¥ ® /X P
0_1* // \\\, \'y/ —
| \\\ // ~ s A
\ v 4 \ \
0.2 0.4 0.6 0.8 1
P

Figura 6.5: Spin por célula da cadeia AB, de Hubbard na regidao p <1 e U = 2.

Para a cadeia ABC de Hubbard, Fig. 6.6, a analise nao é simples, visto que
apenas para o caso do maior tamanho analisado (N, = 5) e com 1 buraco (p = 1/N)

o sistema possui os elétrons no nivel localizado alinhados. Para todas as outras
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6.1 Energia e Spin total
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Figura 6.7: Energia por célula para a cadeia AB; de Hubbard para U = co. Desta-

camos a curva para 5 células

dopagens o spin do sistema é minimo, o que exige sistemas maiores para uma melhor

previsao do comportamento da cadeia ABC de Hubbard para outras densidades de

ocupacao da banda localizada.
Para a cadeia ABy de Hubbard e U = 1000¢, o calculo HF prevé que na regiao

Dissertacao de Mestrado - Departamento de Fisica - UFPE



6.1 Energia e Spin total 63
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Figura 6.8: Energia por célula para a cadeia ABC de Hubbard para U = cc.

1.5

a-A 6 sitios 4

- <9 sitios E
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Figura 6.9: Spin por célula na cadeia AB, de Hubbard para U = cc.

1/3 < p < 2/3 (Fig. 1.6) a energia por célula unitdria é constante. Para U = oo,
nossos resultados, Fig. 6.7, mostram esta tendéncia, embora para confirmar ou
refutar esta previsao € preciso aumentar o tamanho do sistema. A energia por

célula da cadeia ABC de Hubbard, Fig. 6.8, é mais suave em todas as dopagens.
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Figura 6.10: Spin por célula na cadeia ABC de Hubbard para U = oc.

Para a cadeia AB, de Hubbard, que satisfaz o teorema de Nagaoka com condigoes
de contorno periddicas (que é a condicdo de menor energia), existe uma diferenca
fundamental dos resultados obtidos com o calculo HF: este prevé spin maximo, para
todos os valores de p, Fig. 1.6. Nossos resultados, Fig. 6.9, apresentam spin maximo
apenas para 9/12 < p < 14/15. Além disso, vislumbramos a possibilidade de
que esta cadeia apresente ferromagnetismo saturado até uma densidade de buracos
d ~ 3/12 = 1/4, passando por uma regiao de ferromagnetismo nao-saturado até
tornar-se paramagnética em p = 2/3. Devemos observar que recente estudo [41],
usando o método Monte Carlo quantico variacional, prevé que o modelo de Hubbard
bidimensional em U = oo exibe ferromagnetismo saturado para uma densidade de
buracos § ~ 0.28 — 0.30, com polarizacao parcial em § ~ 0.40 e transicao para uma
fase paramagnética em maiores dopagens. O spin total da cadeia ABC, Fig. 6.10,
que nao satisfaz o teorema de Nagaoka, veja o Teorema 2.3, é degenerado para 1
buraco, apresentando algumas densidades com ocorréncia de ferromagnetismo nao-

saturado.
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Na Ref. [50] os autores também calculam o spin total para as duas cadeias com
12 sitios e com condic¢oes de contorno periddicas (PBC) e antiperiédicas (APBC)
e U = o0. Seus resultados para os dois contornos sao idénticos aos nossos para os
sistemas dopados, a saber: Na cadeia ABy com um nimero de buracos par e PBC
o spin total é nulo, sendo este um estado espiral, que é um estado com um pico no
fator de estrutura magnético em k = 27 /N,; para APBC o estado é ferromagnético
saturado. Com um ntumero impar de buracos, PBC = ferromagnetismo saturado,
enquanto que APBC = estado espiral. Em p = 2/3 o estado é singleto. Pelo
nosso critério, para uma visao correta do limite termodindmico devemos adotar o
estado de menor energia, isto acaba excluindo todos os estados espirais. Veja que na
Fig. 6.9 a densidade p = 11/15 é ferromagnética nao saturada indicando uma fase
intermediaria entre a ferromagnética saturada e o estado singleto, o que evidencia a
possibilidade de uma transicao continua para o estado paramagnético em sistemas

macroscopicos.
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6.2 Excitacoes de carga

O gap de carga é uma medida do espectro de excitacao de carga, ou seja, do

custo de adicionar ou retirar particulas do sistema [30]:

A, = Ey(N, + 1) + Ex(N, — 1) — 2Ex(N,). (6.1)

quando extrapolado para o limite termodinamico, um valor nao-nulo indica um
estado isolante; enquanto que um valor nulo indica um estado metalico.

A cadeia unidimensional é metélica para p # 1 e isolante em p = 1; além disso,
em p = 1 ndo existe uma transicao metal-isolante com U # 0. O gap de carga é

dado por [30]:

4

=) (6.2)

1 o
A, = —/ dz(2* — 1)cosech(
Ui

Para U << 1 a Eq. 6.2 se reduz a

VT

™

A, ~ ( )e T, (6.3)
enquanto que para U >> 1,

Ao~ U. (6.4)

Como ja vimos, as duas cadeias apresentam uma banda dispersiva abaixo da locali-
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zada, para populagoes de elétrons que preencham parcialmente esta banda, espera-se
que, como no caso unidimensional, o comportamento seja metalico, por isso, vamos
analisar a regiao 2/3 > p > 1. Como ji vimos, Fig. 6.3, o comportamento da

energia por célula nesta regiao pode ser expresso por uma equagao linear:

Ex En(2N) 2
=13 -z 6.5
Nc NC + a(p 3)7 ( )

onde « deve ser independente do nuimero de sitios, j4 que a inclinagao é a mesma
para vdarios tamanhos, mas depende de U, o = o(U). Com isso, a energia serd dada

por

En(N,) = EN(gN) + a(U)(%Ne -

Ne

Ex(N) = A+a(U)5

onde A s6 depende de N. Com a expressao acima podemos ver facilmente que
A, = 0 para todas as dopagens com U = 2.

Em p = 1 usamos a simetria particula-buraco, Eq. 2.11, para obter a energia

de N + 1 elétrons:
En(N+1)=ENy(N-1)+U, (6.6)

com isso, fazendo N, = N na Eq. 6.1 e substituindo Ex(N + 1) pela Eq. 6.6,

encontramos
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A, = —QO‘:())U) + U, (6.7)

Na Fig. 6.11 mostramos o gap de carga em p = 1 para a cadeia ABy. Note
que para U < 2, este se anula linearmente com U, seguindo uma mesma reta com
coeficiente angular ~ .51 para todos os tamanhos analisados. Desta forma, da Eq.
6.7, vemos que «(U) = ¢U para U < 2, com, da Eq. 6.7, 1 — %c ~ .51, ou seja,
¢ & .7T4. Por regressao linear, para 15 sitios, na regido p > 2/3 e U = 2, encontramos
um coeficiente ~ 1.49 =~ .75x2. Vemos entdao que , embora A, ~ U para U >> t
(Fig. 6.11), como na cadeia unidimensional de Hubbard, Eq. 6.4, o comportamento
para U — 0 é também linear em U, desviando fortemente da previsao da Eq. 6.3.
Este comportamento sugere uma transi¢dio metal (U = 0)- isolante (U # 0) de
natureza distinta e fortemente influenciada pela presenca da ordem ferrimagnética
de longo alcance, o que serd explorado no futuro.

Para calcularmos o gap de carga na densidade 2/3 precisamos de um ponto fora
da regiao analisada. De acordo com a Fig. 6.12, este gap também deve ser nulo para
cadeias maiores.

A cadeia ABC nao possui a mesma caracteristica da AB, e infelizmente existem
apenas duas densidades presentes em todos os tamanhos do sistema: p = % ep=1.
Apesar disso, da Fig. 6.4 vemos que ja existe uma convergéncia muito boa para
N, > 3, portanto nao se esperam mudancas drasticas para tamanhos maiores. Veja
na Fig. 6.13 que existem duas densidades isolantes: p = 2/3, devido ao gap entre
a banda dispersiva mais baixa e a banda localizada (veja a Fig. 4.3(b)); e p = 1.
Entre esses dois pontos o gap é pequeno e deve se anular para tamanhos maiores,

a menos do ponto p = 5/6 que apresenta um crescimento, apesar de ser pequeno.
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Figura 6.11: Gap de carga para a cadeia ABy de Hubbard com p = 1para0 < U < 10
e varios tamanhos do sistema. Em destaque: a regiao 0 < U < 2.5; e 50 < U < 100
para 12 sitios.
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Figura 6.12: Gap de carga em funcao do tamanho sistema: Cadeia ABy de Hubbard,
p=2/3eU =2

Pela Fig. 6.4 vemos que nesta densidade a derivada da energia por célula sofre uma

mudanca, isto implica em um gap ndo-nulo no limite termodindmico, de modo que
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esta densidade exige um tratamento mais refinado.
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Figura 6.13: Gap de carga para 2/3 < p < 1 e varios tamanhos do sistema: Cadeia
ABC de Hubbard para U=2.
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Figura 6.14: Gap de carga para a cadeia ABC de Hubbard com p = 1 para 0 <
U < 10 e varios tamanhos do sistema. Em destaque: a regiao 0 < U < 2.5; e
50 < U < 100 para 12 sitios.

A Fig. 6.14 mostra que o gap também se anula linearmente com U em p = 1.
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Isto sugere que este comportamento deve ser uma caracteristica geral de sistemas

bipartidos com N4 # Ng, ou seja, com bandas localizadas.
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6.3 Ordem magnética e correlacgoes.

A modulacao dos spins ao longo da cadeia é medida pelo fator de estrutura

magnético [51]:

]_ - - . _$
F(k) = N Z<Sz‘ . §,yetk @), (6.8)
€ g

que é a transformada de Fourier das funcoes de correlacao spin-spin. A distancia
entre sitios, z; — x;, € a distancia topoldgica, ou seja, definimos a unidade de medida
como sendo a distancia entre dois sitios primeiros-vizinhos, o nimero de ligacoes
entre dois sitios quaisquer serd x; — x;.

Para que um sistema tenha ordem ferromagnética de longo alcance, F'(0) de-
ve ser de ordem N, ou seja, F'(0) deve crescer linearmente com N; j& a ordem
antiferromagnética de longo alcance se caracteriza por F'(m) com ordem N. O ferri-
magnetismo exige que ambos, F'(0) e F(7), sejam de ordem N.

Tian e colaboradores [52] demonstraram que o estado fundamental do modelo
de Heisenberg para uma cadeia bipartida com nimero de sitios distintos nas sub-
redes é ferrimagnético. A ordem ferromagnética é facil de ser obtida pelo teorema

de Lieb-Mattis , Teorema 2.4,

=
=
I
W
Uy

)/
(

2N,)

>| =
> =

+1)

= Ele

(6.9)
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Veja que o comportamento do fator de estrutura magnético para as duas cadeias,
Figs. 6.15 e 6.16, confirma a ordem ferrimagnética de ambas. Nas Figs. 6.17 e 6.18

apresentamos as correlacoes de spin:

1 .
S(l) ﬁl Z <Sz : Sj>5l,|f¢—fj )
(3,j)€ESR

onde

N, = E 01,2

(i,j)ESR

e SR é o conjunto de sitios da sub-rede de interesse. Note as correlagoes ferro-
magnéticas e antiferromagnéticas de longo alcance. Além disso, as fungoes de cor-
relacdo de ambas as cadeias podem ser ajustadas pela expressdo: a + be "¢, onde
a exibe a ordem de longo alcance e a saturacdo magnética a 17" = 0, enquanto &
mede as correlacoes de flutuacoes de spin no estado fundamental. Para correlacoes
ferromagnéticas (sitios AA e sitios BB) encontramos £ =~ 1.43, enquanto £ ~ 1.09
para correlagoes antiferromagnéticas (sitios AB). Estes resultados sao compativeis
com os encontrados por DMRG , ¢ < 2, para a cadeia spin—%/spin—l da Ref. [19],
lembrando que na Ref. [19] a unidade de distancia é o dobro da nossa.

A susceptibilidade magnética com momento e freqiiéncia nulas estd relacionada

com o fator de estrutura magnético em k=0 por [51]:

x(k =0) = BF(0), (6.10)

e proximo de 7" = 0 o comprimento de correlacdo e a susceptibilidade divergem
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segundo

& ~ T, (6.11)

X ~ T7. (6.12)
Como o sistema ¢ finito & ~ N, e podemos obter das equacgoes acima
J
X~ Nv. (6.13)

Substituindo este resultado na Eq. 6.10, obtemos

N
N¥ ~ == N3, (6.14)

visto que F(0) é de ordem N. Com isso, encontramos a seguinte relacdo para os

expoentes:
vy—v=1. (6.15)

Pela Ref. [9] estes expoentes foram calculados por grupo de renormalizacio e sdo
v =1 e v = 2, mostrando que a relagao 6.15 é compativel com esses resultados.
Para o modelo de Hubbard em p = 1, Tian e colaboradores [53] demonstraram
que as duas ordens estdo presentes em cadeias bipartidas com N4 # Ng, sendo
F(m) > F(0), como no modelo Heisenberg ji apresentado. Pelo teorema de Lieb,
Teorema 2.2, por uma dedugdo semelhante & da Eq. 6.9 é facil ver que F'(0) é de
ordem N. As Figs. 6.19 e 6.20 mostram claramente a predominancia das correlacoes

antiferromagnéticas nas duas cadeias. Nas Figs. 6.21 e 6.22 também podemos
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0] 0.5

Figura 6.15: Fator de estrutura magnético para a cadeia ABy de Heisenberg para
até 9 células.

Figura 6.16: Fator de estrutura magnético para a cadeia ABC de Heisenberg para
até 9 células.

observar a presenca das duas ordens de longo alcance.

Em p = 2/3 o fator de estrutura magnético, Figs. 6.23 e 6.24, apresenta um
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Figura 6.17: Correlagdoes magnéticas em uma subrede AB da cadeia ABy de Heisen-
berg com N, = 9.

Figura 6.18: Correlacdes magnéticas nas sub-redes AB e AC da cadeia ABC de
Heisenberg com N, = 9.

pico, nao muito acentuado, em k£ = 7 que nao cresce com o tamanho do sistema,
indicando que as correlacoes sao predominantemente antiferromagnéticas de curto

alcance, embora outros vetores de onda também se sobressaiam, e as cadeias estao

Dissertacao de Mestrado - Departamento de Fisica - UFPE



6.3 Ordem magnética e correlagoes. 7

[ e O T & ‘ A4 6 sitios
- [GBFm ] o 9 sitios
L - . v 12 sitios

g ] c-© 15 sitios

U=2.

‘\ T ‘\ i ‘

rC Ny a4 6 sitios
- *x—x F(0) A &< 9 sitios
v 12 sitios
c-© 15 sitios

Figura 6.20: Fator de estrutura magnético da cadeia ABC de Hubbard para p =1
elU =2.

num regime paramagnético.
Por fim, a Fig. 6.25 mostra o fator de estrutura magnético para U = oo com

1 buraco. Note que, apesar do ferromagnetismo saturado, o pico em k£ = 7 ainda
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0.6

0.4

Figura 6.21: Correlagoes magnéticas em uma sub-rede AB da cadeia AB; de Hub-
bard para p =1, U = 2 e 15 sitios.
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Figura 6.22: Correlacoes magnéticas nas sub-redes AB e AC da cadeia ABC de
Hubbard para p =1, U = 2 e 15 sitios.

existe e cresce com N. Isto é, temos uma cadeia efetiva alternada de spins 1/2 e 1

com correlagoes ferromagnéticas, manifestando um comportamento ferrimagnético.
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Figura 6.23: Fator de estrutura magnético da cadeia AB, de Hubbard para p = 2/3
elU=2.
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Figura 6.24: Fator de estrutura magnético da cadeia ABC de Hubbard para p = 2/3
elU=2.

6.4 Excitacoes magnéticas

[1552]

A valor esperado de S? (onde “i” é o rétulo de um sitio) no estado fundamental
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6 " T " T " T
‘ ‘ ‘ &4 6 sitios
o9 sitios

v 12 sitios
c—© 15 sitios

Figura 6.25: Fator de estrutura magnético para a cadeia AB; de Hubbard para
U = oo com 1 buraco.

da cadeia AB5 de Heisenberg, ou da spin—% /spin-1 equivalente, foram calculadas nas
Refs. [16, 17, 18, 19, 11]. Os valores encontrados por DMRG em [16] foram (S%) =
0.396 e (S%) = —0.292 em concordancia com nossos valores: (S%) = 0.396231 e
(S%) = —0.292462, para uma cadeia AB, de Heisenberg com 27 sitios. Ja a cadeia
ABC de Heisenberg tem (S%) = 0.374082, (S%) = —0.256683 e (S%) = 0.382601,
também para 27 sitios. A Fig. 6.26 mostra a evolugao de S* com U para a cadeia
AB, de Hubbard com 15 sitios: para U ~ 30 as flutuagdes sdo (S%) = —0.2756
e (S%) = 0.3878. Também calculamos esta evolugdo na cadeia ABC, Fig. 6.27,
encontrando (S%) = 0.3720, (S%) = —0.2538 e (S%) = 0.3818. Vemos que em relacao
a U, a convergéncia da cadeia ABC também é mais rapida. Todas as grandezas foram
calculadas no subespaco S* = N/6.

As Refs. [17, 18, 11] mostram que existem excita¢oes sem gap para estados com
S =S, — 1 e excitacoes com gap para estados com S = S; + 1 na cadeia AB, de

Heisenberg, onde S, = spin total do estado fundamental. A primeira excitagao é do
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Figura 6.26: Evolucdo da média de S* com U na cadeia AB,

sitios.
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Figura 6.27: Evolucao da média de S* com U na cadeia ABC

sitios.

tipo ferromagnética (S < Sy) e definiremos o seu gap por:
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com p = 1 para 15

com p = 1 para 15
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Ag_ = FE(S,—1)— E(S,); (6.16)

ja a segunda excitagao é do tipo antiferromagnética (S > S,) e definiremos seu gap

por:
Agy = E(S, +1) — E(S,). (6.17)

Mostramos na Fig. 6.28 Ag, para as duas cadeias em fun¢do de 1/N,.. Nosso
valor para a cadeia AB, foi 1.75907. Para a cadeia spin—% /spin-1, Yamamoto e cola-
boradores [18], usando diagonalizacao exata, estimam que Ag, = 1.75914 no limite
termodindmico, em boa concordancia com a andlise de ondas de spin interagentes
[17], Agy = 1.7744. Observamos que as andlises de ondas de spin livres [19, 11] para
as cadeias AB, de Heisenberg e da spin-% /spin-1 encontram Ag, = 1, enquanto que
por DMRG seu valor é 1.2795. Para a cadeia ABC de Heisenberg, encontramos
Agy = 1.4188, um valor menor que o da cadeia AB,. Entretanto, como veremos,
a sua existéncia no modelo de Hubbard com U = 2 é mais clara do que na cadeia
AB..

Na Fig. 6.29 mostramos o gap ferromagnético para as duas cadeias de Heisen-
berg. Para a cadeia AB, o seu comportamento derivado na aproximacao de ondas
de spin livres [11] mostra uma menor discrepancia com a diagonalizagao exata que o
gap antiferromagnético, resultado também encontrado na Ref. [18]. A cadeia ABC
de Heisenberg também evidencia que este gap deve ser nulo no limite termodinamico.
Na mesma figura mostramos os resultados para o modelo de Hubbard com U = 100t,
¢

onde fizemos uma mudanca de escala na energia, ja que adotamos J/t = % =1. Na
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Figura 6.28: Ag, para as duas cadeias de Heisenberg.

N, 2 3 4 Y 6 7 8 9 10
Ondas de spin | 1 | 0.823 | 0.618 | 0.470 | 0.366 | 0.292 | 0.237 | 0.196 | 0.164
Diag. exata | 1| 0.874 | 0.631 | 0.463 | 0.351 | 0.273 | 0.218 | 0.178 | 0.147
Desvio(%) 01]-6.201|-210| 1.5 6.5 6.51 8.0 9.2 10.4

Tabela 6.1: Tabela comparativa entre os resultados para a energia do primeiro
excitado calculado por ondas de spin livres [11] e diagonalizagio exata

tabela 6.1 relacionamos os nossos resultados e os da aproximacao de ondas de spin
livres da Ref. [11]: observe que para N, < 4 a previsao de ondas de spin encontra
um valor menor para a energia da excitagao, enquanto que para N, > 5 a energia
menor ¢é a da diagonalizacao exata. Além disso, note que a diferenca relativa entre
os dois métodos varia de ~ 6% a ~ 10%.

Recentemente Tian [54] mostrou que os modelos de Hubbard (com p = 1) e de
Heisenberg em cadeias bipartidas com N4 # Np devem apresentar uma excitacao
ferromagnética sem gap no limite Termodinamico. Para o modelo de Heisenberg ji

vimos que isto realmente ocorre.
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Figura 6.29: Ag_ para o hamiltoniano de Heisenberg com J = 1 e de Hubbard
com U = 100 das cadeias ABy; e ABC. Mostramos também a menor energia de um
magnon livre para 1/N, = 0...0.5 na cadeia ABy (Ref. [11]).
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Figura 6.30: Ag_ das cadeias ABC e AB, em funcédo de 1/N, para U=2 com p =1,
considerando os dois primeiros estados excitados.

Na cadeia AB, de Hubbard para U = 2 esta tarefa se mostrou um pouco mais

complicada, Fig. 6.30. Para os tamanhos de sistemas utilizados, a primeira excita¢do
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Figura 6.31: Ag, das duas cadeias em fung¢ao de 1/N, para U=2 com p = 1.

do sistema apresenta um pequeno crescimento com o tamanho da cadeia, apesar de
seu valor ser pequeno. Entretanto, o segundo estado excitado mostra claramente
uma tendéncia a ter um gap nulo no limite termodinamico. Na cadeia ABC de
Hubbard para U = 2, o gap do primeiro estado excitado também tende a se anular.

Também calculamos Ag, para as duas cadeias, Fig. 6.31. Na cadeia ABC
de Hubbard, este gap apresenta um comportamento semelhante ao encontrado na
cadeia de Heisenberg , veja a Fig. 6.28. Entretanto, na cadeia ABy; de Hubbard para
U = 2 a tendéncia é que este gap também seja nulo, mostrando um comportamento

distinto da cadeia AB, de Heisenberg, Fig. 6.29.
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Capitulo 7

Conclusoes

Neste trabalho estudamos as cadeias quanticas AB, e ABC de Hubbard com
motivacao experimental em compostos organicos e inorganicos. Estudamos as ca-
deias em trés regimes distintos: U ~ ¢, U >> t e U = oco. Para U >> t e em
semi-preenchimento o hamiltoniano de Hubbard pode ser mapeado no hamiltonia-
no de Heisenberg quantico; quando os elétrons nos sitios B de uma mesma célula
unitdria encontram-se num estado tripleto, S = 1, a cadeia ABy de Heisenberg é
equivalente & cadeia spin—% /spin-1. Para as cadeias de Hubbard obtivemos o esta-
do fundamental para condicoes de contorno periédicas e antiperiddicas, escolhendo
aquela de menor energia. Sob este critério, todas as grandezas adquiriram um com-
portamento monotonico com o tamanho da cadeia. Para as cadeias de Heisenberg
usamos condicoes periédicas de contorno.

Calculamos a energia do estado fundamental das cadeias AB; e ABC de Hei-
senberg e encontramos uma boa concordancia com os resultados ja publicados para

a cadeia spin—% /spin-1. Para a cadeia ABC encontramos uma energia maior que a
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da AB,, porém com a convergéncia mais rapida para o limite termodindmico. Em
ambos os casos o spin total é o previsto pelo teorema de Lieb-Mattis.

No caso das cadeias AB, e ABC de Hubbard para U ~ t, calculamos a energia e o
spin total em todas as dopagens disponiveis, tendo em vista os tamanhos utilizados.
Para 2/3 < p < 1 vimos que o spin total por célula decresce uniformemente de
1/2, em p = 1, de acordo com o teorema de Lieb, para 0, em p = 2/3; para
p < 2/3 o spin total é minimo, sugerindo um comportamento préximo daquele
observado na cadeia linear. No caso da cadeia ABC o spin total é minino em todas
as densidades diferentes de p = 1, onde o spin por célula é 1/2, excetuando-se o caso
da densidade p = 14/15 no maior tamanho estudado (5 células), onde o spin total
por célula é 2/5. Para U = oo, a cadeia ABy apresenta ferromagnetismo saturado
até uma densidade de buracos § ~ 0.25 com o spin decrescendo até se anular em
d ~ 1/3, resultados préximos aos valores da rede bidimensional. Neste regime a
cadeia ABC nao apresenta um comportamento estavel, tendo pontos paramagnéticos
e de ferromagnetismo nao-saturado. Estes resultados mostram que, fora de banda
semi-cheia, a ocorréncia de ferromagnetismo saturado (U = oc) ou néo-saturado
(U ~ t) é muito mais robusta no caso da topologia ABy. Nesta topologia, para
dopagens p > 2/3 a polarizagdo da banda degenerada é bem mais estdvel a presenca
de buracos que no caso da cadeia ABC.

Calculamos as excitagoes de carga das cadeias ABy e ABC de Hubbard (U ~ t) e
encontramos que a cadeia AB, é isolante em p = 1, com o gap de carga se anulando
linearmente com U. Na cadeia ABC duas densidades sao claramente isolantes:
p =2/3 e p =1, sendo possivel que a densidade p = 5/6 também o seja. O gap
de carga em p = 1 também se anula linearmente com U, suscitando a idéia de que

esta caracteristica esteja diretamente ligada a banda localizada de cadeias bipartidas
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com N, # Npg. Este resultado contrasta com a previsao de singularidade essencial
de Lieb-Wu para a cadeia unidimensional linear e sugere que nas cadeias AB; e
ABC a transicao metal (U = 0)-isolante (U # 0) é de natureza distinta e fortemente
influenciada pela presenca de ordem ferrimagnética de longo alcance.

Evidenciamos a ordem ferrimagnética de longo alcance para p = 1 em ambas as
cadeias através do fator de estrutura magnético e das fungoes de correlagdo spin-spin
para os modelos de Hubbard e Heisenberg. Mostramos também que na densidade
p = 2/3 as correlagoes sao predominantemente antiferromagnéticas de curto alcance,
com picos no fator de estrutura magnético para outros vetores de onda.

Finalmente, calculamos o gap de spin entre o estado fundamental e o estado
excitado com spin S = S, —1 (Ag_) e o gap para o estado excitado com S = S, +1
(Asy), onde Sy é o spin do estado fundamental. Encontramos que Ag_ é nulo e Ag,
é finito no limite termodinamico para ambas as cadeias de Heisenberg. Para a cadeia
AB, os valores de Ag, e de Ag_ encontrados estao em excelente concordancia com
previsoes analiticas e numéricas da literatura. Para a cadeia ABC de Hubbard em
semi-preenchimento os dois tipos de gap tem o mesmo comportamento qualitativo
da cadeia ABC de Heisenberg. Por outro lado, para a cadeia AB; de Hubbard
em semi-preenchimento a andlise é mais complexa, embora os resultados sugiram
que Ag_ também é nulo para sistemas macroscépicos. Contrastando com o limite
Heisenberg, encontramos que Ag, tende a se anular no limite termodinamico para
U =2t

Os resultados descritos acima exemplificam de forma explicita a complexidade
e riqueza dos sistemas eletronicos correlacionados. Um melhor entendimento de
algumas das propriedades fisicas investigadas exigird analise mais detalhada em

futuro préximo.
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