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Introducao

O principal objetivo deste trabalho é apresentar a teoria dos Sistemas Hamiltonianos
Integraveis e aplica-lo ao estudo de dois problemas bésicos que servem como introducao
a literatura geral. Sao eles, o fluxo geodésico no elipséide e o problema mecanico de
Neumann. Além disso, veremos que H.Knéer, usando a aplicagao de Gauss do elipséide
na esfera unitaria, mostrou que existe uma equivaléncia entre os dois problemas mecanicos.

Usamos como principais referéncias os textos [1], [2], [6], [7] e [8].

A tese é organizada da seguinte forma: No capitulo 1 apresentaremos alguns conceitos
bésicos de mecanica hamiltoniana e lagrangeana sobre uma variedade e mostraremos a
correspondéncia que existe entre sistemas mecanicos hamiltonianos e lagrangeanos. A
seguir estudaremos um pouco de principio variacional e da teoria classica dos sistemas
hamiltonianos integraveis através do estudo das fungoes geradoras e da teoria de Hamilton-

Jacobi.

No capitulo 2, estudaremos um pouco da teoria dos grupos de Lie que sao de suma
importancia no estudo de sistemas hamiltonianos com simetria e apresentaremos uma
maneira de construir integrais de movimento para um sistema hamiltoniano através da

aplicacao momento.

No capitulo 3, daremos algumas defini¢coes basicas sobre a teoria geométrica dos sis-
temas hamiltonianos integraveis e demonstraremos um dos resultados mais importantes
dessa teoria, o teorema de Arnold-Liouville que caracteriza o espaco de fases de um sistema

integravel.



No capitulo 4, aplicamos a teoria dos sistemas hamiltonianos integraveis ao estudo do

fluxo geodésico no elipsdide e do problema mecanico de Neumann.

Recife, 14 de fevereiro de 2003.



Capitulo 1

Nocoes basicas de mecanica
hamiltoniana e lagrangeana

Nesse capitulo definiremos os conceitos basicos para o estudo dos dois principais pon-
tos de vista da mecanica, o Hamiltoniana e o Lagrangeano. Mostraremos que apesar
de importantes por razoes diferentes (a mecéanica hamiltoniana tem seu principio funda-
mentado no conceito de energia e seu principio de conservagao; enquanto que a mecanica
lagrangeana se fundamenta no principio variacional), existe uma correspondéncia natu-
ral entre os sistemas hamiltonianos e lagrangeanos de um problema mecanico através da
transformada de Legendre. Além disso, apresentaremos a teoria cldssica dos sistemas in-
tegraveis. Algumas relagoes e propriedades envolvendo formas diferencidveis e campo de
vetores e que sao necessarias para uma leitura desse capitulo podem ser encontradas na

referéncia [7], pag. 126-128.

1.1 Variedades simpléticas

Definigao 1.1.1 Uma variedade simplética é um par (P,Q)) onde P é uma variedade
diferencidvel conexa de dimensao finita e 2 € uma 2-forma fechada e nao degenerada
sobre P.



Exemplos:

a) Considere R*" com coordenadas (¢q,p); q,p € R". Defina uma 2-forma € por

Q(v1,v2) = v{Juy onde J = ( _OI ([) e I é a matriz identidade n x n. A forma () é

claramente nao degenerada e o par (R*",Q) é uma variedade simplética.

b) O cilindro S! x R com coordenadas (,r) é uma variedade simplética com a forma
Q=diNdr.

c) A esfera S? de raio r com coordenadas (6, ) é uma variedade simplética com a

forma Q = r2senfdf A dp.

d) O toro T? com coordenadas perfodicas (6, ) ¢ uma variedade simplética com a

forma Q2 = df A dp.

e) T*@, o fibrado cotangente de uma variedade @), é sempre uma variedade simplética
(ver secao 1.5). Quando @ é o espago de configuragdo de um sistema mecanico, T*@Q) é

chamado espaco de fases.

O préximo resultado nos informa que localmente todas as variedades simpléticas sao

equivalentes.

Teorema 1.1.2 (Teorema de Darboux) Seja (P, Q) uma variedade simplética. Entdo
em uma vizinhanga apropriada de cada z € P, existe um sistema de coordenadas locais

tal que 2 € constante.

Demonstragao Usando coordenadas locais podemos assumir P = F e z = 0 € F, onde

E é um espaco vetorial de dimensao finita. Seja €2; a forma constante igual a ©(0). Seja
Qy =0, —Q

e defina

Q :=Q+1tQy, para 0<t<1.



Dai,

0:(0) = Q(0) + t(0)

¢ uma forma bilinear nao degenerada para cada t. Logo, como o conjunto dos isomorfismos
lineares de £ em E* é aberto e o intervalo [0, 1] é compacto, existe uma vizinhanga de 0
tal que §; é nao degenerada para todo t € [0, 1]. Podemos assumir que essa vizinhanga é
uma bola de tal forma que, pelo lema de Poincaré, existe uma 1-forma « tal que 2y = da
nessa bola. Substituindo a por o — a(0) podemos assumir a(0) = 0. Desde que §2; é ndo
degenerada, nos podemos definir um campo de vetores suave dependente do tempo X; por
ix, S = —a isto é, Qu(2)(X;,®) = —a. Desde que a(0) = 0, temos X;(0) = 0 e da teoria
de existéncia local para equagoes diferenciais existe uma bola em que o fluxo de X; estd
definido ao menos para um pequeno intervalo de tempo. Seja F; o fluxo de X; passando
por Fy = id. Usando a formula da derivada de Lie para campo de vetores dependentes do

tempo, temos

d * * * d

a(Ft Qt) — Ft (ogxtQt) —|— Ft EQt
= Ff(dix, % + ix,dQ:) + F;Qy
= Frdix,Q + FQy

= Fr(d(—a)+ Q) = 0.

Portanto, 7€)y = FjQy = (2 e deste modo F} fornece uma transformagao de coordenadas

da forma €2 na forma constante €2;. =

Corolario 1.1.3 Se (P, Q) € uma variedade simplética, entio P tem dimensdo par e em

uma vizinhanca de z € P existem coordenadas locais (qy, ..., Gn, 1, - Dn) tal que

i=1
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Demonstracao Ver [1]. m
Corolario 1.1.4 Toda variedade simplética de dimensao 2n € orientdvel.

Demonstragao Seja (P, (2) uma variedade simplética. Pelo coroldrio anterior temos que,

em coordenadas locais (qi, ..., ¢n, P1s s Pn),

=1

Definamos a 2n forma
(_ 1) n(n2—1)
A=-—""—"—QAN..NQ (n vezes). (1.1)
n!
Pela expressao de 2 em coordenadas, temos

A=dg N...Ndg, Ndpy A ... A\ dpy,

Dai, definimos uma forma volume sobre P. Logo, P é uma variedade orientavel. m

1.2 Transformacoes simpléticas

Definigao 1.2.1 Sejam (Py,€) e (P, ) variedades simpléticas. Uma aplica¢io de
classe C'*°

QOIP1—>P2

¢ chamada simplética (ou candnica) se
0y =
ou seja, se para cada z € Py e todo v,w € T, P, temos a sequinte identidade:

0 (2)(v,w) = Qa(p(2))(Tep(v), Top(w))

onde T, € a derivada de p em z.

11



Definicao 1.2.2 Quando a transformagao simplética é um difeomorfismo, ela é chamada

Simplectomorfismo.

Agora, vamos caracterizar todas as transformagoes simpléticas lineares. Para isso,
sejam P; = P, = R?" e ) = )y = Q definida como no exemplo (a) se¢do 1.1 e A : R* —
R2?" uma aplicacao linear. Por definicao, A é simplética se e somente se A*Q) = Q. Isto

significa que dados vy, v, € R?" temos

A Q=0 — (A*Q>(’U1,’UQ) = Q(’Ul, UQ)
Q(Avy, Avy) = Qv1,v9) <= (Avl)TJ(Avg) = UITJVQ
vlT ATJAvy = vl Juy <= ATJA=]

0 I
onde J = ( I 0
somente se ATJA = J.

). Portanto, a aplicacao linear A : R?" — R?" ¢ simplética se e

Teorema 1.2.3 Uma transformacao canonica entre variedades simpléticas de mesma di-
mensao preserva o volume induzido pela forma simplética via (1.1) e é um difeomorfismo

local.

Demonstracao Sejam (P, );) e (P, )y) variedades simpléticas de mesma dimensao. Se
a aplicagao
@ P1 — Pg

¢é canonica, a propriedade
PraAf) =g ane's

implica que

onde
AN=dgy N... Ndg, Ndpy A ... A\ dp,,

isto é,  preserva a forma volume e consequentemente seu determinante Jacobiano é 1.

Deste modo, pelo teorema da funcao inversa, ¢ é um difeomorfismo local. m
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1.3 Sistemas hamiltonianos

Nessa secao, introduziremos as nogoes basicas que fundamentam a mecanica hamilto-

niana conservativa sobre uma variedade simplética.

Definigao 1.3.1 Seja (P, ) uma variedade simplética. Um campo de vetores X sobre P
¢ chamado hamiltoniano se existe uma funcao H : P — R tal que 1x$) = dH, isto é, para
todo v € T, P, temos

Q(2)(X(z),v) =dH(2).v

Neste caso, escrevemos X = Xy. O conjunto de todos os campos de vetores hamiltonianos

sobre P é denotado por X ggm (P).

Definicao 1.3.2 As equacoes de Hamilton sao definidas como as equagoes de evolucao

Se P tem dimensao 2n, as equagoes de Hamilton em coordenadas canonicas sao

—_— = 1 = L n
dt apza PRERE)
dt = aqi, 1=1,...,Nn.

Definigao 1.3.3 Definiremos um sistema hamiltoniano como sendo a terna (P,Q, Xpg).

Definicao 1.3.4 Um campo de vetores X é chamado localmente hamiltoniano se ix{) é
fechada.

A exigeéncia de que ix§2 seja fechada na definicao anterior é equivalente a £x2 = 0,

onde £x{) denota a derivada de Lie de €2 ao longo de X, visto que
£xQ = ixdQ + dixQ = dixS.
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Assim, se X é localmente hamiltoniano, segue do lema de Poincaré que existe localmente
uma funcao H tal que ix{) = dH, assim localmente X = Xy, e desta maneira a termi-

nologia é consistente.

Exemplo: (Um campo localmente hamiltoniano que nao é hamiltoniano)
Considere o 2-toro T? com coordenadas periodicas 6 ¢ ¢. Entao Q = df A dp é uma
forma simplética sobre T?. Identificando o espaco tangente de T? com R? seja, para duas
constantes a e b nao nulas,

0 0

X(6,0) = az; + b

entao

’ZxQ = (Zxdx) A\ dgp —do N (Zxdgﬁ)
= adf — bdyp

que é fechada. Segue que X é localmente hamiltoniano. Mas todo campo de vetores
localmente hamiltoniano que nao se anula sobre uma variedade simplética compacta nao
pode ser hamiltoniano. De fato, se X = Xy para algum H entao, desde que H tem um
ponto critico sobre a variedade, X correspondentemente tem um zero. Logo, o campo de

vetores X nao pode ser hamiltoniano.

O proéximo resultado sobre campo de vetores hamiltonianos nos mostra que seu fluxo

consiste de uma familia de transformagoes simpléticas.

Proposicao 1.3.5 O fluro p; de um campo de vetores X consiste de uma familia de
transformagcoes simpléticas (isto é, para cada t temos ¢;Q) = Q) se e somente se X €

localmente hamiltoniano.

Demonstracao Se ¢; é o fluxo do campo de vetores X, temos a seguinte relagao

d k *
%@tﬁ = @ £x82

Assim,

X é localmente hamiltoniano <= £x{) = 0 <= ¢, é transformacao simplética. m

14



Agora veremos que uma importante propriedade da funcao hamiltoniana é que ela

permanece constante ao longo do fluxo de seu campo.

Teorema 1.3.6 (Conservagao de Energia) Se ¢; € o fluzo de um campo de vetores

Xy sobre uma variedade simplética P, entao H o oy = H.

Demonstracao Se Xy é Hamiltoniano com fluxo ¢;, pela regra da cadeia, temos que

L Hp(2) = dH (=) Xnle2))

dt
= QXp(p(2)), Xu(pe(2)))
=0

Logo, H o s é constanteem te Hoyp, = H. m

O proéximo resultado destaca a importancia da estrutura simplética no estudo de sis-
temas hamiltonianos. Essa estrutura simplifica a troca de varidveis num campo de vetores
hamiltoniano visto que o novo campo hamiltoniano obtido com essa troca de variaveis é

induzido pela funcao hamiltoniana obtida nas novas variaveis.

Proposicao 1.3.7 Um difeomorfismo ¢ : Pi — P, entre variedades simpléticas é simplético
se e somente se satisfaz *Xg = Xpo, para toda funcio H : U — R (tal que Xy estd

definido) onde U é um subconjunto aberto de Ps.

Demonstragao Sejam §2; e {25 as formas simpléticas sobre P, e P, respectivamente. Para

todo v € T, P, temos a seguinte relacao

0(2)(Xaop(2),v) = d(H op)(z)v
= dH(p(2))De(z)v (1.2)
= D(0(2))(Xu(p(2)), De(2)v).

Suponha que ¢ é simplética. Isso implica que
D (2)Xhop(2),v) = Qa(0(2))(Dp(2)X oy (2), Dp(2)v). (1.3)

15



Subtraindo (1.3) e (1.2) temos
Q3(0(2)) (Dp(2)Xprog (2) = Xu(p(2)), Dp(2)v) = 0, para todo v € T. Py,
donde
Dp(2)Xpop(2) = Xnu(p(2)). (1.4)

Portanto

(p*XH = XHoap'

Reciprocamente, assuma que vale (1.4). Isso implica por (1.2) que

D (2)(Xnop(2),0) = Da(@(2))(De(2)Xnop(2), De(2)0),

como a escolha do campo é arbitraria, concluimos que
*
(2 QQ = Ql.

Portanto, ¢ é simplética. m

1.4 Colchete de Poisson

Um fato importante no estudo dos sistemas hamiltonianos é que podemos munir
com uma estrutura de algebra de Lie o conjunto das fungoes hamiltonianas. Ou seja,
podemos definir uma operacao entre essas fungoes que satisfaz bilinearidade, antisimetria

e a identidade de Jacobi.

Definicao 1.4.1 Definimos F(P) = conjunto das fungoes diferencidveis sobre P.

Definigao 1.4.2 O colchete de Poisson de duas funcgoes F,G € F(P) € definido por
{F,G}(2) = QXp(2),Xg(2)).

16



Em coordenadas candnicas (qi, ..., Gn, P1; -+, Pn), t€mMos

" OF 0G  OF 0G
F = — .
{ ’ G} Z 0q; Op; Opi aQi)

(

Proposicao 1.4.3 Um difeomorfismo ¢ : P, — Py é simplético se e somente se
e {F, G}t ={¢"F,¢"G}

para toda funcio F,G :U — R, onde U € um subconjunto aberto arbitrdrio de Ps.

Demonstracao Usaremos a identidade ¢*(£xF) = £,-x(¢*F). Assim,

O {F, G} = " (£xF) = Loxo (@' F) e {@"F, "G} = £xg,, (¢ F).

Consequentemente, ¢ preserva o colchete de Poisson se e somente se p*Xg = Xgo, para

toda funcao G : P — R. Logo, pela proposicao 1.3.7, ¢ preserva o colchete de Poisson se

e somente se ¢ ¢é simplética. m

Proposicao 1.4.4 Se ¢, € o fluro de um campo de vetores Hamiltoniano (ou de um

campo de vetores localmente Hamiltoniano) Xy, entdo
P AF G =i F v G)

para toda F,G € F(P) (ou restrita a um aberto se o fluxo nao estd definido em toda parte)

Demonstracao Segue das proposigoes (1.3.5) e (1.4.3). =

Corolario 1.4.5 Vale a sequinte identidade de derivagao

Xu({F,G}) = {Xu(F),G} + {F,Xu(G)}

onde Xy (F) = £x, F € a derivada de F na dire¢io de Xpg.

17



Demonstracao Diferenciaremos a identidade
pi{F, G} = {piF, G}
em relacao a t em ¢t = 0, onde ¢; é o fluxo de Xp.

Diferenciando o lado esquerdo obtemos

% t=0<g0:{F’ GH(z) = d{F, GKZ)(% t:ogot('z))

= Xu({F,G})(2).

Para calcular o lado direito, primeiro notemos que

d d
)| Kr() o) = L] 0E)Kr(:),0)
= 2| _aw@ine)
= dXy[F|(2)

= Q(2)Xxyr)(2), 0)-

Assim, ]
21l Keorr =Xy
Portanto,
d e d
at t:(){(ptF’ 0iGHz) = I tZOQ(ZXXgo;F(Z);X@G(Z))
(

= Q2)Xxur(2), Xa(2)) + Q2)(Xr(2), Xxyie)(2))
= {XulF],G}(2) +{F, Xu[G]}(2). =

Proposicao 1.4.6 As fungoes de F(P) formam uma dlgebra de Lie com o colchete de

Poisson.

Demonstracao Desde que o colchete de Poisson é R-bilinear e antisimétrico por definicao,

basta mostrarmos que vale a identidade de Jacobi. Da identidade
{F,G} = ix,QUXg) = dF (Xg) = Xg(F)

18



e pelo corolario anterior temos

{{F, G}7H} = XH({F7 G}>
= {Xu(F), G} +{FXu(G)}
= {{FuH}?G}+{F7{G>H}}'

que ¢ a identidade de Jacobi. =

Definicao 1.4.7 Definiremos X(P) = conjunto dos campos de vetores diferencidveis so-
bre P.

Proposicao 1.4.8 O conjunto dos campos de vetores hamiltonianos Xgam(P) € uma
subalgebra de Lie de X(P). De fato, [Xp,Xg] = —X(pay.

Demonstracao Basta mostrar a ultima identidade acima:

Xp, Xgl(H) = XpXg(H) —XeXp(H)
= Xp({H,G}) = Xa({H, F})
= {#,G} Fy - {{H, F}, G}
= —{HA{F.G}}
= Xppey(H). =

Proposicao 1.4.9 Seja ¢, o fluzo de Xy e F € F(P), entao,

d

E(Fosﬂt) ={Fop,Hop}={F H}oy.

Demonstracao Da identidade {F, G} = X5 (F) e da regra da cadeia,

%( Fog) = dF(i(2)) Xu(pi(2) = {F, H}(gi(2))

Desde que ¢; é simplética, temos que
{F,H}(pi(2)) ={F oy, Hopi}(z). m
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Definigio 1.4.10 Chamaremos a equagio ' = {F,H} = Q(Xp,Xy) de equacio do

movimento na forma do colchete de Poisson.

Defini¢ao 1.4.11 Uma func¢ao F € F(P) € chamada de integral de movimento de um

campo de vetores X se F' é constante ao longo de qualquer curva integral desse campo.

O proximo resultado caracteriza uma integral de movimento de um campo de vetores

hamiltoniano Xy atraves do colchete de Poisson.

Corolario 1.4.12 Uma fung¢dio F € F(P) € uma constante de movimento para o campo

de vetores Xy se e somente se {F,H} = 0.

Demonstracao F' é uma constante de movimento <= %(Fo 0) =0« {F,G} =0.m

1.5 O fibrado cotangente

1.5.1 O caso linear

Sabemos que se W é um espaco vetorial de dimensao finita, entao T"W = W x W*.

Definicao 1.5.1 Chamaremos de 1-forma canonica a 1-forma ©, definida sobre W x W*

da sequinte maneira:

@(w@)(u, ﬂ) =< o,u >

Definicao 1.5.2 Chamaremos de 2-forma canonica a 2-forma 2 definida por
Qo) ((u, B), (v,7)) =< v,u>— < B0 > (1.5)
onde (w, ) € W x W* € o ponto base, u,v € W e 3,y € W*.

20



A préxima proposigao mostra que a 2-forma canodnica é exata.

Proposicao 1.5.3 A 2-forma Q definida por (1.5) pode ser escrita como Q@ = ). dg; \dp;
em coordenadas qi, ...,q, em W e correspondentes coordenadas duais pi,...,p, em W*. A

1-forma canonica associada € dada por
© = Xipidg;

Além disso, Q2 = —dO.

Demonstragao Se (qi, ..., ¢n, D1, ---, Pn) s80 coordenadas em W x W*  entao

o 9 0 b
Oq" " 0¢n Op1’ 7 Opa,

denota a base induzida para T(y,.(T*W) e (dqi, ..., dq,, dp, ..., dp,) denota a base dual
associada de T(,, ., (T"W). Escreva

0 0
(u, B) = (Ejuja_qj’ Ejﬁj@)
‘ 0 0
(v,7) = (Ejvja_qj’zﬂja_pj)
Dali,

(dgi N dpi) (w,e)((u, B), (v,7)) = (dg ® dp; — dp; @ dg;)((u, 3), (v,7))
= dgi(u, B)dp;(v,7) — dpi(u, B)dg;(v, )
= uYi — Biv;.

Com isso,
Qw,e) (1, B), (v,7)) =< v,u > — < ,v >= Tju;y; — fiv;.
Logo,
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Da mesma forma,

(Pidi) (w,a) (u, B) = aidg;(u, B) = a;.u;

O(w,a) (U, B) =< a,u >= 3;a5u;.

Comparando, temos que
O = X;p;dg;.

Portanto,

Além disso, como a matriz que representa () nessas coordenadas é a matriz J, €2 é nao

degenerada. m

1.5.2 O caso nao linear

Definicao 1.5.4 Seja Q uma variedade. Definimos 2 = —dO, onde © é uma 1-forma
sobre T*@Q) definida por

Op(v) =< B, Tryv >
onde f € T*Q, v € TE(T*Q), 5 : T*Q — Q € a projecio e Ty, : T(T*Q) — TQ € a

aplicagao tangente de (.

A proposigao 1.5.3 mostra que (T*@Q, 2 = —df) é uma variedade simplética. De fato,
em coordenadas locais com (w,a) € U x W*, onde U é aberto em W e (u,3), (v,7) €
W x W* a 2-forma §2 = —df é dada por

Q(w,a)((u, ﬁ)? (U77)) = V(U) - ﬁ(v)
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1.5.3 Levantamento cotangente

Definicao 1.5.5 Dados duas variedades ) e S e um difeomorfismo f :Q — S, o levan-
tamento cotangente
T f:T"S = T"Q
de f ¢é definido por
<T"flog),v >=< a, (T fv) >
onde as € TXS, v € T,Q e s = f(q).

Denotando por 7y : T"Q) — Q e 75 : TS — S as projegoes canonicas dos fibrados
cotangentes, a definicao anterior pode ser representada pelo seguinte diagrama:

T f

"Q <— T*S

Q—7L g

O importante dessa definicao é que T* f por construcao é uma transformacao simplética.

Isto é verificado na seguinte proposigao:

Proposicao 1.5.6 Um difeomorfismo ¢ : T*S — T*Q) preserva as 1-formas canonicas
Os e O¢g sobre T*S e T*(Q), respectivamente, se e somente se ¢ € o levantamento cotan-

gente T* f de algum difeomorfismo f :Q — S.

Demonstracao Primeiro suponha que f : ) — S é um difeomorfismo. Entao para
BeT*SeveTs(T*S), temos que
(T7f)OQ)sv = (OQ)r=s3) TT"f(v)
= <T°f(B), TrnyoTT"f)v >
= <B,T(forgoT"f)uv >
= < pB,Trgv>
= (©g)g.v

23



desde que fomg o T f = 7.

Reciprocamente, suponha que ¢,0¢ = Og, isto é,

< @(B), T (g 0 p)(v) >=< f,Tmg(v) > (1.6)

para todo 3 € T*S e v € T3(T*S). Como ¢ é um difeomorfismo, a imagem de Tj(77, o @)

é Tﬂ-z)(so(/g))Q, deste modo 5 = 0 em (1.6) implica que ¢(0) = 0. Argumentando de maneira

1

similar para ¢~ em lugar de ¢, concluimos que ¢ restrito a se¢ao zero S de T*S é um

difeomorfismo sobre a se¢ao zero ) de T*(@). Defina
f:Q—=S

por f = <p_1]Q. Vamos mostrar que ¢ preserva fibra ou, equivalentemente, que f o TG =

75 0 L. Para isso vamos usar o seguinte lema:

Lema 1.5.7 Defina o fluzo FtQ sobre T*(Q) por FtQ(a) = c'a e seja Vi o campo de vetores

por ele gerado. Entao,

< @Q, VQ >= (), va@Q = @Q, iVQQQ = —@Q. (17)

Demonstragao Como FtQ preserva fibra, V; deve ser tangente as fibras e daf, 7T, g, © Vo =
0. Isto implica por ©,(v) =< 3, Ty v > que < Oq, Vo >=0.
Para provar a segunda férmula, note que (), o FtQ =m5. Sejaa € T;Q,v € T,(T*Q) e O,

denotando O¢ calculado em «, temos que
(FQ)©)at = Opop TFR(v)
= < F?(a),(TnyoTE?)(v) >
= <eéa,T(no FP)(v) >
= e <o, Try(v) >
= ¢'O,v

Isto é,
(F)"0q = ¢'0q.
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Tomando a derivada em relacao a t em t = 0 obtemos a segunda féormula. Finalmente,

as primeiras duas formulas implicam que
iVQQQ = —iVQd@Q = £VQ@Q + din@Q = —@Q. ]

Agora, continuaremos a prova da proposicao 1.5.6.

Note que por (1.7) temos

i voSls = iy g
= " (i, Q)
= —¢"Oq
— _Og

= iy,

como §)g ¢ nao degenerada temos que ¢*Vy = Vs. Dai ¢ comuta com os fluxos FtQ e 7,

isto é, para todo 5 € T*S nos temos p(e'3) = e'p(3). Fazendo t — —oo nessa igualdade
obtemos (¢ o w§)(5) = (7@ o p)(0), desde que €' — 7&(B) e elp(B) — (ﬂ'z) o v)((8))

quando t — —oo. Dal,
THoWY =(@oms, ou fowgzﬂgogp*l.

Finalmente, mostraremos que 7% f = ¢. Para § € T*S,v € T3(T*S), temos

<T°f(B),T(rgop)(v)> = <B,T(fomgop)(v)>
= < pB,Trg(v) >
= (©g)s.v
= (¢"Oq)s-v
= (©0)e) Tsp(v)
= < (), Ts(mgop)(v) >

que nos mostra que T* f = ¢, desde que a imagem de Tﬁ(wé ow) é todo o espago tangente
de (w0 ¢)(8)) em Q.
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1.6 Sistemas lagrangeanos

Nesta segao falaremos de forma breve sobre a teoria que fundamenta a mecanica la-
grangeana. Veremos que mesmo formulada sobre um ponto de vista independente daquele

da mecanica hamiltoniana, existe uma correspondéncia entre os dois sistemas.

1.6.1 A transformada de Legendre

Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita e 6 : V' — T'V* uma forma linear sobre
V. Entao 6 determina uma aplicacao £ : V' — V* definida da seguinte forma: para cada
v €V, 0, é uma forma linear sobre T,(V'); como existe uma identificagdo natural, ¢, de
T,V com V (dependendo somente da estrutura de espaco vetorial), temos que 6, o £~}
¢ um funcional linear sobre V, isto é, um elemento de V* e o denotaremos por L(v).
Suponhamos agora que £ ¢ um difeomorfismo. Entao a aplicacao inversa £L7!: V* — V
também vem de uma forma sobre V*. De fato, para cada v* € V*, L7} (v*) € V é uma
forma linear sobre V* e portanto pode ser vista como uma forma linear sobre T (V*)
por conta da identificagao de T,«(V*) com V*. Dai, £L7(v*) determina um elemento de
T (V*) para cada v* € V*, isto é, L~! determina uma forma 6* sobre V*. Claramente

pela construcao feita £7!: V* — V é determinada por 6*.

Se df = 0 entao df#* = 0. De fato, seja ey, ..., e, uma base de V e dqq, ..., dg, a base
dual associada de V* e sejam ¢ = (q1, ..., ¢n) € V ep = (p1,...,pn) € V* tais que L(q) = p.
Se 0 = >, 0;dg; entao L(q1,...,qn) = (61(q1,--,qn), -, 0n(q1, ..., qn)) € desta maneira, se
0 = dL, a aplicacao L é dada por

£t es0) = (G 1) e 01 0) (19
Agora, seja H uma funcao definida sobre V* por

H(p) =<p, L (p) > —L(L(p))

ou
Hpi, ooy pn) = Zipiqi — L(q1, -+, qn) (1.9)
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onde em (1.9), os ¢is sao vistos como fungao dos pis via L7

Assim,
oL
dH (p1, .-, pn) = Ziqidp; + Xipidg; — Eia_qd%
e por (1.8)
oL
an (q17 M qn) - pl(qu M Q’n)
com 1isso,

dH (p1, s Pn) = Zigqidp;
e desta maneira,
0" = dH.

Agora, seja () uma variedade diferenciavel e L : T'() — R uma funcao diferencidvel.
Para cada ponto ¢ € @, T;Q) é um espago vetorial e assim, pela construgao acima, L|7,q

induz uma aplicacao FL, : T;(Q) — T;(Q). Com isso, teremos uma aplicagao
FL:TQ — T"Q tal que FL|p,q=TFL,
estd aplicacao é chamada transformada de Legendre (correspondente a L).

Se qi, ..., ¢n sao coordenadas locais em uma vizinhanca U C (), entao nos podemos in-
troduzir coordenadas (q1, ..., @n, 1, ---, Gn) €M Wél(U) C TQ. As coordenadas sao definidas
por

4:(v) = ¢i(m(v))

e os ¢;'s sao determinados por

v = szz'(v)(@q)w(v%

De forma analéga, sobre T*@Q temos coordenadas locais (g1, ..., Gn, P1, ---, Pn) Onde 08 p; ’s

sao dados por
0" = Xipi(07)(dgs) r+(6+)-
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Em termos dessas coordenadas a transformacao FL é dada por

¢ =¢q;oFL

e
oL
i oFL = —
pie dq;

onde L = L(q1, -oos Gns Gy -, Gn)-

Se FL é uma aplicacao regular, a fungao L é chamada lagrangeano reqular e no caso de
FL ser um difeomorfismo a funcao L é chamada lagrangeano hiperregular. Neste caso,
para todo v € TQ, a aplicagdao FL~! vem de uma fungao H. Aqui H é dada por (1.9) e

depende da escolha de v.

1.6.2 Formulacao lagrangeana

Definicao 1.6.1 Sejam © a 1-forma simplética canonica de T*Q e 2 a 2-forma simplética
canonica de T*Q. Usando a transformada de Legendre FL podemos obter uma 1-forma

Or e uma 2-forma fechada 0, sobre T'Q) definidas da sequinte maneira
O,=FL'©0 e Q,=FLQ.

Chamaremos O de 1-forma lagrangeana e €2, de 2-forma lagrangeana.

Além disso, como d comuta com o pull-back, temos

Qp =—dOy.

Proposicao 1.6.2 Sejam @ uma variedade e L € F(Q). Entio L é um lagrangeano
reqular se e somente se FL € um difeomorfismo local, se e somente se 2, € uma forma

simplética sobre TQ).

Demonstracao Devido ao teorema 1.2.3, é suficiente mostrarmos que L ¢ lagrangiano

regular <= L é um difeomorfismo local. De fato,

L é regular <= T,FL é sobrejetiva, para todo q € T'Q)
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< T,FL é um isomor fismo, para todo q € T'Q)

Logo, pelo teorema da funcao inversa, concluimos que L é regular <= FL é um difeo-

morfismo local. =

Definicao 1.6.3 Dado L : TQQ — R, a acao de L € a aplicagao A : TQ) — R definida
por A(v) =FL(v)v e a energia de L é E = A — L.

Em coordenadas locais,
Alg i) = d oL .
4,49;) = 4iw.~ = Pidi,
94

) 0L )
E(q,4;) = Gigg ~ L(q, ¢).

Definicao 1.6.4 Um campo de vetores lagrangeano para L é um campo de vetores Xpg
sobre T'Q) tal que Qp(Xg, o) = dE.

Os campos de vetores lagrangeanos possuem a propriedade especial de serem equagoes
de segunda ordem. Uma das grandes diferencas entre a formulacao hamiltoniana e la-

grangeana € que equacoes de segunda ordem sao possiveis sobre T'(), mas nao sobre T%().

Definicao 1.6.5 Uma equacdo de sequnda ordem sobre uma variedade (Q € um campo de
vetores X sobre T'Q tal que Ty, o X € a identidade sobre TQ.

Dai, se X é uma equacao de segunda ordem sobre () temos o seguinte diagrama comutativo:

TTQ

Txq X

TQ identidade TQ

o\ /x

TTQ

A proxima proposicao caracteriza as equagoes de segunda ordem através de suas curvas

integrais.
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Proposicao 1.6.6 Seja X um campo de vetores sobre T'Q). Entao X € uma equacao de
sequnda ordem sobre () se e somente se para toda curva integral ¢ : I — TQ de X,

(mgoc) =c.

Demonstracao Para cada w € T(Q) existe uma curva ¢ : I — T em w tal que

d(t) = X(e(t)), para todo t € I. Dali,
Tr, 0 X € a identidade <= Ty, oc(t) = c(t)
Mas,

Trgod(t) = Tr,oTe(t, 1),

= T(mgoc)(t1),
= (mgoc)(t).

Logo, X é uma equagdo de segunda ordem se e somente se (mg o ¢)’ = ¢, para toda curva
integral c: [ — TQ de X. =

Definicao 1.6.7 Sec: I — TQ é uma curva integral de um campo de vetores X sobre
TQ, chamaremos a aplica¢ao mgoc: I — Q) uma curva integral de base de X. De forma
andloga, se X € um campo de vetores sobre T*Q) e c: 1 — T*Q) € uma curva integral de

X entao a aplicagao w0 c: I — Q) € chamada uma curva integral de base de X.

Dai, um campo de vetores X é uma equacgao de segunda ordem sobre () se e somente
se para toda curva integral ¢ de X, ¢ é igual a derivada de sua curva integral de base. O
proximo resultado fornece um critério simples para equacoes de segunda ordem em termo

de coordenadas locais.

Proposicao 1.6.8 Seja X € X(TQ) e (U,p) uma carta de Q com o(U) = U C R™.

Suponha que a representacdo local de X tem a forma
X, : U xR" — U xR"xR"xR"
(u'ye) — X, e)= (e, X (v, e), Xo(u'e))
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Entao X € uma equacao de seqgunda ordem se e somente se, para toda carta, Xi(u',e) = e

para todo e € R™.

Demonstragao Consideremos a carta (U, ¢) com ¢(U) = U’. Desta forma, temos que

(mQ)y : U' xR — U’

(u,e) —

(T

TQ

Jo U XR"xR"xR" — U’ xR"
(Ul,€,€1,€2) — (ul761)-
Mas,

(Try)p 0 X, = identidade se Ty, o X = identidade <= X,(u',e) =c. m

Teorema 1.6.9 Sejam Xg um campo de vetores para L : TQ — R (nao necessaria-
mente reqular). Assuma que Xg € uma equacdo de seqgunda ordem. Em uma carta U X E,

se (u(t),v(t)) € uma curva integral de Xg, ela satisfaz a equagdo de Lagrange

{ %u(t) = o(t)

para todo w € E. Em coordenadas locais elas sao equivalentes as equagoes classicas de

Euler-Lagrange
d 0L oL

a(aqz‘) B dq;

Demonstracao Ver [1]. =

1.6.3 Relacao entre a formulacao lagrangeana e hamiltoniana

Como comentado no inicio do capitulo, existe uma identificagdo entre os sistemas

lagrangeano e hamiltoniano atraves da transformada de Legendre. O interessante dessa
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identificagao é que em termos praticos ela se resume a uma mudanca de coordenadas
entre os dois sistemas mecanicos. Nao entraremos em detalhe sobre as demonstragoes dos

resultados que iremos apresentar. Para isso, recomendamos a referéncia [1].

A transicao da formulacao lagrangeana para a hamiltoniana é dada como segue:

Teorema 1.6.10 Seja L um Lagrangeano hiperreqular sobre Q) e seja H = E o (FL)™! :
Q) — R, onde E € a energia de L. Entio Xg e Xy sao FL-relacionados, isto €,
(FL).Xg =Xy e as curvas integrais de Xg sao aplicadas por FL nas curvas integrais de

Xpy. Além disso, Xg e Xy tem a mesma curva integral de base.

Usando a notagao em coordenadas (1.9), verifica-se que a transformacao FIL converte
as equacoes de Lagrange nas equacoes de Hamilton. Para fazer a construcao reversa

precisamos dos seguintes resultados:

Proposigao 1.6.11 Seja L um lagrangeano hiperreqular sobre Q e seja H = Eo (FL)™!,
onde E ¢ a energia de L. Entao ©(Xg) = Ao (FL)™!, onde A ¢ a agio de L, ¢ © € a

1-forma canénica.

Corolario 1.6.12 Seja L um lagrangeano hiperreqular sobre Q e ©;, = FL*©. Entao
A=0r(Xg), onde E ¢ a energia e A a agao de L.

Essa tltima proposicao diz que podemos obter L se conhecemos FL e E. Se H €
F(T*Q), pela construgao feita na segao (1.6.1), temos FH : T*Q — T**Q) ~ T'Q). Desta

forma, podemos fazer agora a transicao para a formulagao lagrangeana.

Proposicao 1.6.13 Seja H € F(T*Q). Entao FH € um difeomorfismo local se e somente

se F2H ¢ nao degenerada. Neste caso, diremos que H ¢é um hamiltoniano regular.

Definigao 1.6.14 A agao de H € F(T*Q) serd definida por G = O(Xp).
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Definicao 1.6.15 Uma funcao H € T*(Q é chamada hamiltoniano hiperregular se a
aplicacao FH : T*(Q) — T'Q ¢ um difeomorfismo.

Proposicao 1.6.16 Seja H um hamiltoniano hiperreqular sobre T*(). Defina EE = H o
(FH)™', A=Go(FH)™' e L = A— E. Entao L é um lagrangeano hiperregular sobre
TQ. De fato, FL = (FH)™'.

O resultado inverso da proposicao 1.6.16 é:

Proposigao 1.6.17 Seja L um lagrangeano hiperregular sobre TQ e seja H = Eo(FL)™.
Entao H é um Hamiltoniano hiperreqular e FH = (FL)™ .

Teorema 1.6.18 FEzxiste uma correspondéncia bijetiva entre o lagrangeano hiperreqular L
sobre T'Q) e o hamiltoniano hiperreqular H sobre T*(Q) da sequinte forma: H é construido
de L como no teorema 1.6.10 e L € construido de H como na proposicao 1.6.16. Além

disso, os sequintes diagramas comutam:

TFH
Xu T TXE
R FH I

™Q TQ R
G/4FH\4 i lE

R R

1.7 Principio variacional
Definicao 1.7.1 Seja QQ uma variedade e L : T(Q) — R um lagrangeano reqular. Fize os
pontos q1 e go em Q e um intervalo [a,b] e seja

Qlq1, g2, [a,b]) = {c: [a,b] — R | ¢ é uma curva C* com c(a) = q1 e c(b) = ¢}
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chamado o espaco das curvas de ¢, a qo. Definimos a aplicag¢do

b
T Qg0 [a,b) > R por J(c) = / L(e(t), et))dt.
O conjunto Q(qi, g2, [a,b]) é uma variedade C* de dimensao infinita.

Proposicao 1.7.2 O espaco tangente da variedade Q(qi, gz, [a,b]) em um ponto, isto é

uma curva ¢ € Q(qi1, g2, [a,b]), € dado como seque:
T.Q(q1, g2, [a,b]) = {v : [a,b] — TQ | v éuma aplicacao C*, mgov = c e v(a) = v(b) = 0}

onde 7o : T'Q) — @ denota a projecao canonica.

Demonstracao O espaco tangente de uma variedade consiste de todos os vetores tan-
gentes a curvas na variedade. Assim, considere uma curva ¢y € Q(q1, g2, [a,b]) com ¢y = c.
Desta forma um vetor tangente é dado por

dC>\
d\ =

V=

Mas, ¢, (t) para cada t é uma curva passando por ¢y(t) = ¢(t) dai, v é um vetor tangente
a @ no ponto c(t). Assim, v(t) € T @, isto é, mg ov = c. Além disso, as restrigoes

cx(a) = q1 e ¢cx(b) = ¢ induzem v(a) = 0 e v(b) = 0 e v é uma aplicagao de classe C?. =

Proposicao 1.7.3 O funcional J(c f L(c ))dt € diferencidvel e sua diferencial,

em coordenadas locais, é dada por
oL d 8L
= v;dt
Jv= / Z 8(]@ dt aqz

onde, em coordenadas locais, c(t) = (q1(t), ..., qu(t)) e v(t) = (v1(t), ..., v,(1)).
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dC)\
d\
co = c¢. Pela regra da cadeia,

um vetor tangente a curva ¢y € Q(q1, e, [a,b]) com
A=0

Demonstracao Seja v =

dJ(C,\)‘
d\  Ix=0
d [° .
-/ Liex(t), éx(®)dt] . (1.10)

dJ(c)v =

Diferenciando (1.10) sobre o sinal da integral e usando coordenadas locais temos que

b
dJ(c)v = / Z(g—ivi—l— g—éjz}i)dt.

)

Mas, integrando por partes,

b(’)L,dt OL b /b d 0L "
5= Ui = 7 Ul — A Ui
o 04 0¢ la J, dtOg
b
d oL
= — [ —Zudt
. dtog

Definigao 1.7.4 Dizemos que uma curva ¢ € Qqi,qe,[a,b]) € um extremal do fun-
cional J : Qq1,q2,a,b]) — R se dJ(c) = 0, ou seja, se dJ(c).v = 0, para todo v €
TCQ((ha q2, [CL, b])

Classicamente, a condi¢do dJ(c¢) = 0 é denotada por 5f;L(c(t),c'(t))dt =0. O

proximo resultado é de grande importancia no estudo do cédlculo das variagoes.

Teorema 1.7.5 (Principio variacional de Hamilton) Seja L um lagrangeano regu-

lar sobre TQ. A curva ¢ € Q(q1,qo, [a,b]) € uma curva integral de base do campo de
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vetores Xg (campo de vetores lagrangeano para L), isto é, satisfaz (em coordenadas lo-

cais) as equagoes de Lagrange

i(aL) 0L
se e somente se é um extremal do funcional J : Q(q1, g2, [a,b]) — R onde, em coordenadas
ZOCCI,Z.S, C(t) = (ql (t)7 ES) Qn<t))

Demonstracao A condi¢ao d.J(c¢) = 0 significa que dJ(c¢).v = 0 paratodo v € T.Q(q1, g2, [a, b])

e isto ocorre se e somente se

4oL, oL
dt 04" 9g;

desde que v é arbitrério, v(a) = v(b) = 0 e o integrando é continuo." m

A versao do teorema acima para sistemas hamiltonianos é o seguinte:

Teorema 1.7.6 (Principio variacional de Hamilton no espaco de fases) Considere
a variedade configuracional Q e o hamiltoniano H : T*Q) — R. A curva (q1, ..., @n, D1y s Pn)

em T*Q) satisfaz as equagoes de Hamilton se e somente se

b
5/ [ZszQl - H(Ql? <oy dn, P1, 7p7l)]dt =0

Demonstracao Ver [7]. m

1.8 Funcoes geradoras

Considere um difeomorfismo simplético ¢ : T*Q)y — T2 descrito pelas fungoes

pbi = pi(Qj,Sj) , i = Ti(Qjasj) (1-11)

1Esse resultado segue do lema: Se f(t) é uma fungdo continua sobre [a,b], entdo f; f@®)gt)dt =0
para toda funcdo g € C*, com g(a) = g(b) = 0 se e somente se f = 0.
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onde (¢;,p;) e (sj,7;) sao coordenadas cotangentes sobre 7%(); e T*(Q2, respectivamente.

Em outras palavras, assuma que nos temos uma aplicacao

T: Ql X QQ —>T*Q1 X T*QQ

cuja imagem ¢ o grafico de ¢. Seja ©; a 1-forma sobre T*(Q); e ©, a 1-forma sobre T%(Q)s.

Pela definicao de simplectomorfismo,

d(©1 — ') =0
isto implica por (1.11) que

Yi(pidg; — rids;)

é fechada. Da mesma forma, I'*(©; — O3) é fechada. Esta condigdo é mantida (e implica

localmente pelo lema de Poincaré) se I'*(©; — O) é exata, isto é,
['"(©; —©y) =dS (1.12)

para uma funcao S(g, s). Em coordenadas (1.12) escreve-se

oS oS
da: — r-ds; = —dag; + ——ds.
p’L ql T’L SZ aql Qz+ 881 SZ?
que é equivalente a
oS oS
; = , = ——. 1.13
P= 5 r 2, (1.13)

Nos chamaremos S de func¢ao geradora para a transformagao canonica . Naturalmente,

presupor uma outra relacdo em (1.11) nos leva a uma conclusao diferente em (1.13).

Em geral considere um difeomorfismo ¢ : P, — P, onde (Py,$y), (P, ;) sdo var-
iedades simpléticas, e denote o grafico de ¢ por I'(¢) C P; X P5. Seja i, : I'(¢) — Py x Py
a inclusao e seja 2 = i€ — 13, onde m; : P, X P, — P; é a projecao . Primeiro verifi-
caremos que ¢ € simplética se e somente se 7.} = 0. De fato, desde que 7 04, = pom

sobre T'(¢), segue que
Q2 = (mi[r)) (1 — 9" Q)

37



e daf 4,0 = 0 se e somente se o é simplética pois, m|r(,) ¢ injetiva.

Agora suponhamos a escolha de uma l-forma © tal que = —dO. Entao 7,2 =

—di,© = 0, deste modo localmente sobre ['(p) existe uma fungao S :I'(¢) — R tal que
7,0 = dS.
Isto define a fungao geradora da transformacao canodnica .

Desde que T'(p) é difeomorfo a P; e também a P,, podemos olhar S como uma fungao
de Pyou P,. Se P, = T*(Q), e P, = T*(Q3, podemos igualmente olhar (ao menos localmente)
S como definida sobre )7 x (). Nesse caminho, a construcao geral de fungoes geradoras

reduz-se ao caso das equagoes (1.13).

Exemplo: Seja f : P, — P, com coordenadas canonicas (Q1, ..., Qn, P1,...,P,) e

(q1y -y Gny D1, ---, Pn) SObre Pp e Py, respectivamente, e considere
61 =Y PdQ:, ©y=> pidy:.
i i
Entao escrevendo

f(Ql? (ERE) Qna Pla 7PTL) - <q17 <oy Qn, P1, 7p'n,)

e tomando S como fungao de (qi, ..., @n, @1, -, Qn), a relagao ;O = —dS se escreve
oS
04 0Q;
Agora, seja
f:R* — R?
dada por

Q = (==)"sen(2mq)
P = (%)1/2005(27@).

Entao f é simplética fora de p = 0, isto é, dP N dQ = dp A dq e podemos escolher
1
S(g,Q) = —5wQcotg(2mq).
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Dai, S gera uma transformagao canonica que leva o hamiltoniano do oscilador harmonico
H(Q,P) = 3(P? + w?@?*) no hamiltoniano H*(q,p) = (5)p cujas curvas integrais sao

facilmente encontradas.

1.9 Teoria de Hamilton-Jacobi

Na secao anterior estudamos um pouco de fungoes geradoras de transformagoes
canonicas; agora tentaremos fazer uma conexao das mesmas com o fluxo do sistema
hamiltoniano via a equacao de Hamilton-Jacobi. Para isso, comecaremos com o principio

variacional

5/ L(gs(t), d (£))dt = 0 (1.14)

e observamos que se a derivada total em relagao ao tempo de uma funcao é adicionada a
L, a condigao (1.14) nao se altera, desde que a funcao tenha valor fixo em t = a e t = b.

Se S(q,qo,t — to) é uma fungao de ¢, gy € Q, podemos trocar L por

— s os . 08
L::L—E:L—a—qii—a (1.15)
sem alterar (1.14). Isto é consistente com o fato de que as equagoes de Euler-Lagrange
para % sao satisfeitas, de forma que as equacgoes de Euler-Lagrange para L e L — %
também sao satisfeitas (dizemos que % ¢ um lagrangeano nulo). O momento para L é
oL
P B,
enquanto que para L é
D; = gi (1.16)
O hamiltoniano para L é H = p,¢; — L e por (1.15) e (1.16), temos
— oS
H=H+ e (1.17)
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O novo hamiltoniano assumird uma forma bem simples se exigirmos que H = constante
e p = 0. Notemos que p = 0 significa p; = g—f_, que é uma das equagoes definindo uma
T

funcao geradora. Dai, (1.17) se escreve

H( % ﬁ) + % = constante
oo g 9g,) ot

que é a equacao de Hamilton-Jacobi.

Nosso objetivo agora é encontrar uma transformacao simplética ¢ tal que o novo
hamiltoniano esteja totalmente em equilibrio, isto é, H o ¢ = E = constante, deste
modo @; e P; podem ser tratadas como constantes de integracao para H o . O proximo

resultado resume a situacao.

Teorema 1.9.1 Seja P = T*(Q) com a estrutura simplética 2 = —dO. Seja Xy um campo
de vetores hamiltoniano sobre P, e seja S : () — R. Entao as sequintes condigoes sao
equivalentes:

(i) Para toda curva c(t) em @Q satisfazendo
(t) = Trg X (dS(c(t)))
a curva t — dS(c(t)) € uma curva integral de Xpg.
(ii) S satisfaz a equacao de Hamilton-Jacobi H o dS = E, isto é,

oS

Demonstracao Assuma (ii) e seja p(t) = dS(c(t)), onde ¢(t) satisfaz a equagao estabele-

cida. Entao, pela regra da cadeia,

p'(t) = TdS(c(t)).c(t)
= TdS(c(t)).T%XH(CZS(CU)))
— T(dS o Té).XH(dS(C(t)))

Agora usaremos a seguinte identidade simplética:
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Lema 1.9.2 Em T*(Q) temos, para toda fung¢ao S : () — R,

QUT(dS o75H).v,w) = Qv,w —T(dS o 75).w)

Com isso, para todo w € Ty, P,

QT (dS o75) Xu(p(t), w) = QXu(p(t)), w) — Q2Xu(p(t),T(dS o 75).w)
= QXp(p(t)),w) — dH(p(t))TdS(p(t))w. O

Mas, do fato que dH (p(t))T'dS(p(t)) = d(H o dS)(p(t)) e assumindo (ii) temos

T(dS o 75) X (p(t) = Xu(p(t)). (1.18)

De forma analoga, mostra-se que (i) = (i7). =

1.9.1 O problema do oscilador harmonico como um exemplo do
método de Hamilton-Jacobi

Tentaremos ilustrar como funciona em coordenadas a técnica de Hamilton-Jacobi para
resolver o movimento de um sistema mecanico. Para isso, trabalharemos o problema

simples de um oscilador Harmonico unidimensional. O Hamiltoniano é

1 k
H=—p*+m’w?q) = E, ondew=1]—.
2m m
Primeiro obtemos a equagao de Hamilton-Jacobi para S fazendo p = 88—‘2 e substituindo
no Hamiltoniano. Com isso,

() )+ 5o o

como a dependéncia explicita de S em relagao a t esta envolvida somente no tltimo termo,

uma solucao de (1.19) pode ser expressa na forma
S(q,a,t) =W(q,a) — at
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onde « é uma constante de integracao. Com esta escolha de solucao o tempo pode ser
eliminado da equagao (1.19)
(2= = Q. 1.20
2m [( dq ) tmwg ] « (1.20)

A constante de integragao v é desta maneira identificada com a energia total E. Isto é

verificado diretamente da equagao (1.19) e da relagao

08
- L H=
6t+ 0

que se reduz para
H=a.

Da equagao (1.20) temos que

ow
—_—= \/2moz — m2w?q?,

dq

2,42
W:\/2ma/\/1— M9 g
2a
mw2q?
S = V2ma 1— 501 dq — at.

Como desejamos nao S mas sim suas derivadas parciais. A solugdo para ¢ surge da

e integrando chegamos a

Com isso,

equacao
d
5= oS _|m / q _y
Oa 2ce 1 mw?2q?
V' T2

e integrando temos

mw? )

2a

q=1/ 7532 sen|w(t + B)]
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t+p3=— arcsen(q
w

Logo,




que é uma solugao familiar de um oscilador harmonico. A solugao para o momento p pode

ser obtida por

_os _ow
 dq  Oq

P = \/2moc — m2w?q?

= 2ma(l — sen2w(t + 3))
= V2ma cosw(t+ ).

Para terminarmos, as constantes « e 3 devem estar conectadas com as condigoes iniciais

qo € po € o tempo t = 0. Como

R 2 2 2
a—Qm(p + m wq°)

temos que, nas condigoes iniciais,

2ma = pi + m*w’q.

Da mesma forma,
sen w(t + ) q
tgwit+p0) = ———= = mw-
guwit+5) cos w(t + ) p
e nas condigoes iniciais obtemos

4o
tgw = mw—.
Po

Assim, a fungao S é a geradora de uma transformagao canonica para uma nova coordenada
que mede o angulo de fase do oscilador e um novo momento canonico identificado como

a energia total do sistema.
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Capitulo 2

Introducao aos grupos de Lie

2.1 Grupos de Lie

Definicao 2.1.1 Um Grupo de Lie ¢ uma variedade diferencidvel G que possui uma
estrutura de grupo consistente com sua estrutura de variedade do ponto de vista que a

multiplicagao de grupo

pw:GxG — G

(g;h) —  gh
e a aplicacao inversao
I1:G — G
g = g

sao aplicacoes diferencidveis.

Definicao 2.1.2 Definiremos as aplica¢oes
Ly:G — G , R,:G — G
h = gh g — gh

e as chamaremos de translacao a esquerda e translacao a direita, respectivamente.
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Algumas propriedades das translagoes:

L. Lgl © ng = Lg1g2 ) Rhl © Rh2 = Rhghﬁ
2. Se e € G é o elemento identidade de G, entao L., = R, = id;
3. (Ly) " =Ly . (Rp)™"=Ry;

De 1, 2 e 3 concluimos que L, e R), sao difeomorfismos.
4. Lyo Ry, = Ryo Ly;

5. TynLy-1 0TyLy =Ty(Ly1 0 Ly) = id, ou seja, Tj,L, é um isomorfismo.
Exemplos:

a) Todo espago vetorial V' é um grupo de Lie abeliano com operagoes:
w:GxGq@ — G , I:G — G
plzy) = w4y I(z) = —=

Este grupo de Lie é chamado grupo vetorial.

b) GL(n,R) = {¢ | ¢ : R* — R™ é um isomorfismo linear} é um grupo de Lie de

dimensao n?, chamado grupo linear.

Dada uma carta de G, podemos construir um atlas sobre um grupo de Lie G usando
a translagao a esquerda (ou a direita). Suponha, por exemplo, que (U, ) é uma carta no

ponto e € G, e que ¢ : U — V. Defina uma carta (Uy, ¢,) no ponto g € G escrevendo
Ug = Ly(U) ={Lgh | h € U}
e definindo

pg=¢poLly1:U;, — V
h— olg'h).

O conjunto das cartas {(Uy, ¢,)} forma um atlas de G e a diferenciabilidade das aplicagoes

de transicao
Pg1 0 Qg =00 Ly, 007 1 0a(Ug NU,) — ¢1(Uy, NUy,)

45



segue da diferenciabilidade da multiplicagao e inversao de Grupo.

2.1.1 Campo de vetores invariantes

Definicao 2.1.3 Um campo de vetores X sobre G é chamado invariante a esquerda se

para todo g € G' nos temos L; X = X, isto €, se
(ThLg) X (h) = X(gh)

para todo h € GG.

Denotaremos por X(G) o conjunto de todos os campos de vetores sobre G, X.(G) o
conjunto de todos os campos de vetores invariantes a esquerda sobre G e Xz(G) o conjunto

de todos os campos de vetores invariantes a direita sobre G.

Proposigao 2.1.4 O conjunto X1(G) € uma subdlgebra de Lie de X(G).

Demonstracao Dados X,Y € X, (G) e g € G temos que
LIX, Y] = [LIX, Y] = [X,Y]

e com isso, [X,Y] € X.(Q).
Logo, X1(G) é uma subalgebra de Lie de X(G). =

Definicao 2.1.5 Dado & € T.G, definiremos o campo de vetores X¢ sobre G por

Xg(g) = TeLg(f)‘

Proposicao 2.1.6 X¢ ¢ um campo de vetores invariante a esquerda.
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Demonstracao Dados £ € T.G e g, h € G temos que

Xe(gh) = TeLgn(§)
= Te(Lgo Ly)(§)
= ThLy(TeLn(€))
= ThLy(Xe(h)).

Logo, X¢ ¢ um campo invariante a esquerda. m
Proposigao 2.1.7 Os espagos vetoriais X,(G) e T.(G) sao isomorfos.

Demonstracao Consideremos as aplicacoes lineares

le : %L(G) — T.G ) X — X<e>
gbg : TeG I }:L(G) s 5'—> Xg

Como
P1(d2(8)) = ¢1(Xe) = Xe(e) =& e ¢2(d1(X)) = 92(X(e)) = Xx( = X
temos que
¢ro¢y =idre € ¢20d1=idxy(c)

Logo, ¢1 e ¢ definem um isomorfismo linear entre X.,(G) e T.(G).

Portanto, X (G) e T.(G) sao espagos vetoriais isomorfos. m

2.1.2 A Aalgebra de Lie de um grupo de Lie

Definicao 2.1.8 Definiremos o colchete de Lie sobre T.G por
(€] = [Xe, Xy](e)
onde £,m € T.G.
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Com esse colchete, o espaco tangente T.G torna-se uma algebra de Lie. Dizemos entao

que definimos um colchete em T.G via extensao a esquerda. Notemos que,
[Xe, Xo] = Xig ),
para todo &, € T.G.

Definicao 2.1.9 O espago vetorial T.G com essa estrutura de dlgebra de Lie € chamado

a algebra de Lie de G. Denotaremos essa dlgebra por g.

Exemplo:

A dlgebra de Lie de GL(n,R), denotada por gl(n), é o espago vetorial das trans-

formagoes de R, L(R™ R™), com o colchete comutador
[A, B] = AB — BA.

Para mostrar isso, vamos calcular o colchete. Primeiro, notemos que para todo & €
L(R",R™)

X¢:GL(n,R) — L(R",R")
A —  AE

é um campo de vetores invariante a esquerda sobre GL(n,R). De fato, para todo B €
GL(n,R), a aplicacao
Lg:GL(n,R) — GL(n,R)

definida por Lg(A) = BA é uma aplicagao linear e
Xe(Lp(A)) = BAE = TuLpXe(A).
Portanto, pela formula local
(X, Y](z) = DY (x).X(x) — DX (2).Y(x)
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temos que
[57 77] = [X§> Xﬂ] (I)
— DX,(1).XelD) ~ DX(1).X, (1)
= &n—n8
desde que DX, (I).X¢(I) = £.n pela linearidade de X, (A) = An em A.

2.1.3 Subgrupos a um parametro e a aplicagao exponencial

Sabemos que se X¢ ¢ o campo de vetores invariante a esquerda correspondente a § € g

entao existe uma unica curva integral 7¢ : R — G de X, passando pela identidade e,
isto 6, 1¢(0) = e e 7 (t) = Xe(7e(t))-

Definigao 2.1.10 A aplicagdo exp : g — G definida por exp(§) = v¢(1), € chamada a

aplicacao exponencial da dlgebra de Lie g em G.

Exemplos:

a) Seja G = V um grupo vetorial, isto é, V' é um espago vetorial e a operagao de grupo
¢ a adicao de vetores. Entao g =V eexp: V — V é a aplicagao identidade definida por

exp(v) = v para todo v € V.
b) Seja G = GL(n,R) e g = L(R™,R™). Para todo A € L(R",R"), a aplicagao
Y4 : R — GL(n,R)
definida por o
t— .2; z;—'Az
é um subgrupo a um parametro, pois -
74(0) = 1

Yalt) = Z =1 AT = ya(t)A.
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Portanto, a aplicacao exponencial é dada por
exp: L(R",R") — GL(n,R)
A (1) :ZW = e
i=0
Definicao 2.1.11 Seja v: R — G uma curva satisfazendo
Y(s+1t) =~(s)y(t) paratodo s,t € R

Chamaremos a curva vy de subgrupo a um parametro de G.

Proposicao 2.1.12 Seja vy : R — G um subgrupo a um parametro continuo de G, entao

v € suave e y(t) = exp(tf) para algum & € g e para todo t € R.

Demonstracao Ver [7]. m

2.1.4 Homomorfismo de grupos

Definicao 2.1.13 Um homomorfismo f : G — H entre grupos de Lie G ¢ H é uma
aplicagao diferencidvel tal que para todo g,h € G, f(gh) = f(g)f(h).

Definicao 2.1.14 Dados os campos de vetores X e'Y e um difeomorfismo f : G — H.

Diremos que X e Y sao f-relacionados se satisfazem a identidade
fiX =Y.
onde X e TG eY € TH.
Proposicao 2.1.15 Seja G e H grupos de Lie com dlgebras de Lie g e by, respectivamente.

Se f: G — H € um homomorfismo entre grupos de Lie entao T.f : ¢ — b € um

homomorfismo entre dlgebras de Lie, isto €,

(Tef1&m)) = [Tef(€), Tef(n)]
para todo £,m € g. Além disso, f oexpg =expyol.f.
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Demonstracao Desde que f ¢ um homomorfismo, fo Ly = Ly o f. Dai, Tf o TL, =
TLyg) oTf donde temos que

Xr.10(f(9)) = Ty f(Xe(9))

isto ¢, os campos de vetores X¢ e X7, 7 sao f-relacionados. Segue que os campos de

vetores [X¢, Xy e [ X1, 5(e), X1, p(] também sao f-relacionados para todo &, € g. Dali,

Tof([&m) = (Tfo[Xe, Xy))(e)
= (X1, X1 p](€)
= [T (&), T.f(n)]

onde e =eg ee=ey = f(e).

Isso implica que T, f é um isomorfismo de dlgebras de lie. Fixando £ € g, notemos que

a:t +— f(exp(;(ft))
Bt — expg(tT.f(€))

sao subgrupos a um parametro de H. Além disso,

o/ (0) =T f(§) = #(0).

Desde que « e [ sao subgrupos a um parametro de H, elas satisfazem a mesma edo de
primeira ordem, e pelo teorema de existéncia e unicidade, a(t) = [((t). para todo t € R

Em particular,
flexpat) = expu(Tef(£))

paratodo{ €g. =

Corolario 2.1.16 Sejam f1, fo : G — H homomorfismos entre grupos de Lie e suponha
que G € conexo. SeT,f1 =T,fy entao f1 = fo.

Demonstracao Seja (U, ) uma carta candénica em e € G e U = U, entdo, pela

proposigao (2.1.15), para a = exp(§) € U temos que
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fila) = fi(exp(§))
= exp(T.fi(a))
= exp(T. fo(a))
= fao(a).

Desde que U gera G e f1, fo sao homomorfismos, f; = fo. =

Definicao 2.1.17 Para todo g € G, considere a aplicacao

I,:G — G
h +w— I,(h) =ghg™".

Chamaremos essa aplicacao de automorfismo interno associado a g. Claramente, 1, é

diferencidvel e € um homomorfismo pois,

Ig(hk) = ghkg_l = ghg_lgk?g_l = Ig(h)jg(k)-

Definicao 2.1.18 Chamaremos de aplicacao adjunta associada a g a sequinte aplica¢ao
Ady,:g — 9

§ — Ady(§) =T1,()

Definicao 2.1.19 Da mesma forma, chamaremos de aplicacao coadjunta associada com

g a aplicacao

Ady g — g
< Ady(n), £ > = <n,Ady(§) >

onde g* € o dual da dlgebra de Lie de G.
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Lema 2.1.20 Para todo { €gege G

exp(Ady&) = glexp&)g".

Demonstracao Considere o diagrama

TI,

—_—

g g
empi iewp
1

G—=G

Desde que I, ¢ um homomorfismo, temos que o diagrama é comutativo entao, para § €

g,9 € G, temos que
gexp(§)g~" = exp(Ady€)

como desejado. m

2.1.5 Subgrupos de Lie
Definicao 2.1.21 Um subgrupo de Lie H de um grupo de Lie G € um subgrupo de G

que € também uma subvariedade imersa de G. Se H é uma subvariedade de G, entao H

¢ chamado uwm subgrupo de Lie regular.

Teorema 2.1.22 Se H ¢ um subgrupo fechado de um grupo de Lie G, entao H é uma

subvariedade de G e em particular H € um subgrupo de Lie reqular de G.

Demonstracao Ver [3]. =

Teorema 2.1.23 Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g, e seja b uma subdlgebra

de Lie de g. Entao existe um subgrupo de Lie conexo H de G cuja dlgebra de Lie € b.

Demonstracao Ver [3]. m
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2.1.6 Quocientes

Seja H um subgrupo fechado de um grupo de Lie G. Denotaremos por G/H o conjunto

de todas as classes laterais a esquerda, isto é, a colegao {gH | g € G}.

Teorema 2.1.24 Seja m# : G — G/H a projecao definida por w(g) = gH. FEuiste
uma unica estrutura de variedade diferencidvel sobre G/H tal que a projecio m € uma

submersao.

Demonstracao Ver [1]. =

2.2 Alguns grupos de Lie classicos

2.2.1 O grupo linear real, GL(n,R)

Definicao 2.2.1 Chamaremos de grupo linear real o conjunto

GL(n,R) = {A € L(R",R")|det(A) # 0}.

E importante destacarmos que GL(n,R) é aberto em L(R",R") (e desta forma é nao
compacto), que sua algebra de Lie é gl(n,R) com o colchete comutador e que a aplicagao

determinante

det : GL(n,R) — R

aplica GL(n,R) sobre duas componentes conexas de R — {0} e, com isso, GL(n,R) é ndo

conexo. Defina
GLT(n,R) :=={A € Gl(n,R) | det(A) >0} e GL™ (n,R) :={A € Gl(n,R) | det(A) < 0}.

Podemos resumir a discursao na seguinte proposicao.
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Proposigao 2.2.2 O grupo GL(n,R) é um grupo de Lie n? dimensional ndo compacto,

desconezo e cuja dlgebra de Lie gl(n,R) consiste de todas as matrizes n xn com o colchete
[A, Bl = AB — BA.

O grupo GL(n,R) tem duas componentes conexas. A saber, GLT(n,R) e GL™(n,R).

Demonstracao Ver [7]. =

2.2.2 O grupo linear real especial, SL(n,R)

Considere a aplicacao determinante
det : L(R",R") — R
e o grupo linear real
GL(n,R) = {A € L(R",R")|det(A) # 0}.
Notemos que R — {0} é um grupo multiplicativo e que
det : GL(n,R) — R — {0}

¢ um homomorfismo de grupos de Lie desde que det(AB) = det(A)det(B).

Lema 2.2.3 A aplicacdo det : L(R",R") — R é C*, e sua derivada é dada por

Ddet(A)B = detA.traco(A™' B).

Demonstragao Primeiro observemos que

det(A+ AB) = det(A.(I + ) A"'B))
= det(A).det(I + NA™'B)
= det(A).(1+ MracoA™'B + ... + \'tracoA ' B)
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Assim,

d
D A)B = — A B
det(A) Y /\Zodet( + AB))

= det(A)(tracoA™' B + 2MtracoA ' B + ... + n\" tracoA ™' B)|x—o
= det(A).tracoA™'B. =

Definicao 2.2.4 Definiremos o grupo linear real especial por

SL(n,R) = {Ae€ GL(n,R)|det(A) =1}
= det™'(1).

2.2.3 O grupo ortogonal, O(n)

Considere em R™ o produto interno canonico

n
<y >= Ty
=1

onde x = (x1,...,x,) € R" y = (y1, ..., yn) € R™. Relembrando, uma matriz A é ortogonal

se e somente se
AAT = I =< Az, Ay >=<z,y > || Az || = || = ||

para todo z,y € R™.

Definicao 2.2.5 Definimos o grupo ortogonal como sendo o conjunto

O(n) :={A € L(R",R") | A € ortogonal}.

Proposicao 2.2.6 A dlgebra de Lie o(n) de O(n) € o espago das matrizes anti-simétricas

n X n com o colchete

[A, B] = AB — BA.

Demonstracao ver [7|. =
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2.2.4 O grupo ortogonal especial, SO(n)

Definicao 2.2.7 Definimos o grupo ortogonal especial como sendo o conjunto

SO(n) = O(n)NSL(n,R)
= {Ae€O(n)|detA =1}

Vamos destacar dois grupos ortogonais interessantes.
Grupo de rotagoes no plano, SO(2)

Consideremos o conjunto S' = {z € R? | ||z|| = 1} parametrizado pelo angulo polar
6,0 < 6 < 27. Para cada 6 € [0, 27|, seja

Ay = ( costl —senb ) '

senf  cosb

A matriz Ay representa uma rotacao de angulo 6 no sentido anti-horéario e além disso,
Ap € SO(2) pois, Ag. A} = 1.
a b

Agora, seja A € SO(2) e assuma que A = ( - d ) Por definicao, A.AT = I e isso

implica que
A+ =1 +d* =1, ac+bd=0.

Donde, temos que existe § € [0, 27] tal que
a=d=cost, b= —senfl, c = send.
Portanto,
A cos —senb
—\ senf cosO ’
Assim, concluimos que o conjunto SO(2) é o conjunto das rotagoes no plano e podemos
identifica-lo como um grupo de Lie de S*.

A &lgebra de Lie de SO(3)
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Agora mostraremos que a algebra de Lie de SO(3) é isomorfa a algebra de Lie de
(R3, x), onde x denota o produto vetorial usual. Para isso definiremos o isomorfismo

entre algebras de Lie,

Ti(s0(3).[]) — (R x)

A — A
0 —as Q9
onde A = as 0 —a; |, A= (a1,as a3) e mostraremos que
—as aq 0
—_— o~

[A,B]=[A,B|=AxB paratodo A, B € s0(3).

Primeiro observemos que um elemento da algebra de Lie de SO(3) é uma matriz anti-
simétrica. Dai, um vetor tangente A na identidade do grupo deve satisfazer a condicao

AT = — A. Tsso segue se tomarmos uma curva
~v:J — SO(3)

com v(0) = I, 4(0) = A. Essa curva satisfaz v(t)? - y(t) = I; diferenciando e calculando

em t = 0 temos
A0 - 7(0) +4(0)" - 4(0) =0 = AT + A =0 = AT = —A.

Agora, para

0 —V3 V2
A= v 0 —vu | €50(3)
—U2 (%1 0
0 —Ws Wa
B = w3 0 —w | €s0(3)
— W3 (5] 0
temos
[A,B] = AB-— BA
0 VW1 — V1W2a V3W1 — V1W3
= — VW1 + VW2 0 V3Wo — VW3 € 50(3).
—V3W1 + VW3  —U3Ws + VaWs 0
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Além disso,

E = (01,02,1/3) X (w17w27w3)

o)
X

= (Uzw3 — U3Wsg, V3W1 — V1W3, V1W2 — Uzwl)-

—

LOgO, [A, B] = (UQU)g — V3W2, V3W1 — V1W3, V1Wo — Ugwl) = A x B.

2.3 Acao de grupos de Lie

Definicao 2.3.1 Seja M uma variedade diferencidvel. Uma acao do grupo de Lie G

sobre M ¢ uma aplicacao diferencidvel ® : G x M — M tal que:
i) ®(e,x) =z para todo x € M;

ii) ®(g, P(h,x)) = ®(gh,z) para todo g,h € M e x € M.

Exemplos:

a) Se H é um subgrupo de um grupo de Lie G, entdo ® : H x G — G definida por
®(h,g) = hg é uma acao de H sobre G.

b) O circulo unitdrio no plano complexo S' = {z € C | ||z|| = 1} é um grupo de Lie
abeliano com a operacdo de multiplicaciao. O espaco tangente T,S' é paralelo ao eixo
imaginario, e nos identificaremos R com 7T.S' por t — 2wit. Desde modo, a aplicacao

exponencial é dada por

exp: R — S!

t —s 627T’Lt

eerp (1) =Z.
O grupo S! age sobre C? com
d:S'xC* — C?
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definida por ®(e¥, (21, 20)) = (21, e %2). As condigoes
7,) @(1,(21,2’2)) = 1.(21,22)

i) P (e’ (21,2))) = ®(e”, (P2, e 2))

= (eiww) 21, e 00 %)

= CID(ei(HB), (21, 22))
mostram que ® é uma acao.

Agora, para todo g € G seja ®, : M — M definida por ®,(z) = ®(g, ) temos que:
de i) @, = idys e de ii) Py, = Py 0 Py Isto nos dé que (P,)~! = ®,-1 donde concluimos

que a aplicacao ®, ¢ um difeomorfismo.

Definigao 2.3.2 Seja ® uma a¢ao de G em M. Para todo x € M, a érbita (ou ®-6rbita)
de x € definida por

G o= {®,(x) | g € G}.
Definicao 2.3.3 Uma ac¢ao é chamada:

i) Transitiva se possui somente uma orbita ou, de forma equivalente, se para todo

x,y € M existe um g € M tal que g-x = y;
i1) Efetiva se ®, = idy; implica g = e; isto é, g — P, € injetiva;
i11) Livre se ndo possui pontos fizos, isto €, ®,(x) = x implica que g = e ou, de forma
equivalente, se para cada v € M, g — ®4(z) € injetiva.
Definicao 2.3.4 Sejam ® : G x M — M uma a¢do e x € M. O conjunto
G, ={9eG| P =z}
¢ chamado grupo de isotropia de ® em .
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Notemos que uma acao é livre se G, = {e} para todo = € M, e que toda agao livre
¢é efetiva. De forma natural uma acao ¢ de um grupo G sobre uma variedade M define
uma relagao de equivaléncia dada da seguinte forma: Dados z,y € M, diremos que z ~ y
se existe um g € G tal que g-z =y, isto ése x € G -y (e dal y € G - x). Denotaremos a
classe do elemento = por [z] e chamaremos o conjunto M/G = {[z] | x € M}, das classe

de equivaléncia, de espaco das orbitas.

Agora, consideremos a aplicacao

™M — M/G

z — G-z

Vamos munir M /G com uma estrutura topolégica dada pela topologia quociente definindo
um conjunto U € M/G como sendo aberto em M/G se e somente se 7' (U) é aberto em
Q. Essa topologia em geral nao torna M /G um espago de Hausdorff. Para mais detalhes

ver [1].

O préximo resultado nos da uma condigao para que o espaco M /G seja de Hausdorff.

Proposicao 2.3.5 Seja ® : G x M — M wuma acdao de um grupo de Lie G e seja
R={(m,®,m) e M xM| (g,m) € GXxM}. Se R é um subconjunto fechado de M x M,
entao a topologia quociente de M /G é Hausdorff.

Demonstracao Ver [1]. =

Um caminho natural a seguir é o de tentarmos garantir que o espago das érbitas M /G
possui uma estrutura de variedade diferenciavel e uma condicao necessaria e suficiente

para isso ¢ dada pelo seguinte resultado:

Teorema 2.3.6 Se G age sobre M ¢ R = {(m,®,m) € M x M | (g9,m) € G x M}.
Entao R é uma subvariedade fechada de M x M se e somente se M /G tem uma estrutura

de variedade diferencidvel tal que m: M — M/G € uma submersao.
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Demonstracao Ver [1]. m

Corolario 2.3.7 Seja H um subgrupo fechado de um grupo de Lie G. Se ® : HxG — G
¢ definida por ®(h,g) = hg, entao G/H é uma variedade diferencidvel e m: G — G/H

é uma submersao.
Demonstracao Ver [1]. m

Definicao 2.3.8 Uma acao ® : G x M — M ¢é chamada propria se e somente a
aplicacio ® : G x M — M x M definida por ®(g,z) = (x, (g, x)) € pripria, isto é, se
K C M x M ¢ compacto, entao (I~>_1(K) ¢ compacto. FEquivalentemente, se x, converge

em M e &, x, converge em M, entdo g, tem uma subsequéncia convergente em G.

Desde que G, = ®_'(z) e a aplicagao @, : G — M definida por ®,(g) = ®(g,x) é
continua, G, é um subgrupo fechado de GG e portanto é uma subvariedade diferenciavel.
Se a agao é prépria entdo G, é compacto. Como @,(gh) = &, 0 &px = @,z para todo
h € G,, ¥, induz uma aplicacio @, : G/G, — G-z C M, definida por @m(ng) = d .

Esta aplicagdo ¢ injetiva porque se ®,x = ®,z, entao g 'h € G, isto é, G, = hG,.
Corolario 2.3.9 Se ® : G x M — M ¢é wma acio e v € M, entdo ®, : G/G, —
G-x C M € uma imersao. Se ® € propria, a orbita G - x € uma subvariedade fechada de
M e ®, é um difeomorfismo.

Demonstracao Ver [1]. m

Corolario 2.3.10 Se ® ¢ uma agao transitiva de G sobre M, entdo para todo v € M,
G-z =M e teremos M =45 G/G,.

Demonstracao Ver [1]. m
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Definicao 2.3.11 No caso do coroldrio acima, a variedade M é chamada espaco ho-

mogeneo.

Proposicao 2.3.12 Se ®: Gx M — M € uma agao livre e propria, entao M /G € uma

variedade diferencidvel e m: M — M/G € uma submersao.
Demonstracao Ver [1]. m

Definicao 2.3.13 Suponha que ® : G x M — M € uma acdo sobre M. Se & € T.G,
entio a aplicagio ®¢ : R x M — M definida por ®4(t, z) = ®(exp(tf), x) é uma R-agdo
sobre M, isto é, ®¢ é um fluzo sobre M. O correspondente campo de vetores sobre M

dado por

() = S (eap(t€), o)l o

¢ chamado o gerador infinitesimal da ac¢ao correspondente a €.

Antes de passarmos a um exemplo, considere a defini¢ao:

Definigao 2.3.14 Seja ® : GXT.G — T.G definida por ®(g,n) = Adyn = T.(R,~1Lg)n,
entdo ® € uma agao chamada acao adjunta de G sobre T,G.
Exemplos:

a) Considere a acao adjunta de G sobre T.G. Se £ € T,G entao temos que &7,¢ = adg,

onde

ad: T.G xT.G — T.,G
&n) = ad§n) = I[&n]

De fato, seja ¢;(g) = g.exp(t§) = Rewp(te)g, 0 fluxo de X¢. Entao

€0 = [Xe, Xyl(e)
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d

= %T@(e)@txn(ﬁbt(@)ﬂtzo

d

= %Tew(t@ Rexp(_tg)Xn (exp(té)) ‘t=0
d

= ETexp(tf) Rexp(—t&)TeLewp(tf) n | t=0
d

= ETB (Lexp(tg) Rexp(—tf) )T/ | t=0-

Portanto
d

§TEG(77> - EAdexp(tf)T”t:O - [5, 77] = adgn

Corolario 2.3.15 Seja ® : G x M — M uma ac¢ao sobre M. Para todo g € G e
&neT.G temos

D) (Ady&)n = 16 e

i) [&ar, ] = —[& M)

Demonstracao Ver [1]. m

Definigao 2.3.16 Sejam M e N variedades e G um grupo de Lie. Sejam ® e ¥ acoes de
G sobre M e N, respectivamente, e f : M — N uma aplicacdo diferencidvel. Dizemos

que f € equivariante com respeito a essas agoes se para todo g € G,
fod,=V,0f
1sto €, o sequinte diagrama comuta.

f

*)N

M
égl \Ij.‘]
M /

HN

Proposicao 2.3.17 Seja f : M — N uma func¢ao equivariante com respeito as agoes

® e U de G sobre M e N, respectivamente. Entao para todo & € g,
Tfolm=&nof
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onde &y e En denotam os geradores infinitesimais de M e N, respectivamente, associados

com &; em outras palavras, o sequinte diagrama comuta:

!

M——N
fMJ/ éN
s

HN

Demonstragao Pela equivariancia,

J o @eapte) = Yeupie) © f-

Diferenciando com respeito a t em ¢t = 0 e usando a regra da cadeia temos

d d
Tfo (E@ewp(tg)h:o) - (%‘I’exp(tg)’tzo) of

istoé, Tfo&ly=Evof m

2.4 A aplicagcao momento
Definigao 2.4.1 Seja (P,Q2) uma variedade simplética conexa e ® : G x P — P uma
acao simplética do grupo de Lie G sobre P; isto €, para cada g € G, a aplicagdo

o,:P — P

z = (g7
¢ simplética. Diremos que uma aplicacao
J P — g*a

onde g* ¢ o dual da algebra de Lie de G, ¢ uma aplicagao momento para essa a¢ao se
para todo £ € g,

~

dJ(§) = 1, $
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onde J(€) : P — R ¢ definida por J(€)(z) = J(z) - € e £p € o gerador infinitesimal da

acao correspondente a €. Em outras palavras, J é uma aplicacao momento se
Ly = &p

para todo £ € g.

O préximo resultado é de fundamental importancia para o estudo de um sistema
hamiltoniano integravel com simetria, pois, nos mostra uma maneira de construir integrais

primeiras para o sistema.

Teorema 2.4.2 Seja ® uma ag¢ao simplética de G sobre (P,Q) com aplicagdo momento
J. Suponha que H : P — R € invariante pela acdo, isto €,
H(x) = H(®4(x)) paratodox € P,geCG
entao J € uma integral para Xpg; isto €, se Fy; € o fluro de Xg,
J(Fi(z)) = I(z)

Demonstragao Desde que, por hipotése, H é invariante temos que H(Peppue)r) = H(x)

para todo £ € g. Diferenciando em ¢ = 0 obtemos

dH (z) - &p(x) = 0

isto é,

ij@H =0.
Assim,

{H,J(€)} =0
Com isso,

JE)(F(x) =3(©)()  para todo &.



Portanto,

J(F(2))(§) = I(x)(§)  para todo &.
Logo, J(Fy(x)) = J(z). =

Exemplos: Vamos calcular a aplicagdao momento para a agao de SO(3) sobre R3

®:50(3) xR* — R?
(Ayz) +— A-x.

Seja a acao
®,:R° — R
qg — A-q.

onde A € SO(3) e ¢ € R%. O levantamento da acdo ao fibrado cotangente T*R? pode ser

visualizado pelo seguinte diagrama:

*P

(T*® 7)1
(¢,p) € T*R? Do) g 5 (Ag, Ap)

| |

g€ R3 24 LR35 Ag
onde T*® 4(q,p) = (A~1q, ATp). Portanto,

(T"®4)""(q,p) = (Aq, (A")'p) = (Aq, Ap)
desde que A € SO(3). Calculando o levantamento da a¢ao obtemos

T*® 41 : SO3) x T"R* — T*R?
(A, (q,p)) +— (Ag, Ap).

Agora, calculemos o gerador infinitesimal da acao correspondente a um elemento A da

algebra de Lie:

Erera(2) (exp(At)) - z

~ dtli=o
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onde z = (p,q) € T*R? e A € s0(3).

Com isso, podemos calcular J(A):

QErers, ®)(q,p) = dI(A) (g, p)
onde &peps = (flq, flp) e ) =dg A dp. Assim,

. - oI (A
Aq-dp—Ap-dq:%-dqu—-dp

~—

Escrevendo

Ja.p) A = J(A)q.p)=(Axq)p

= (gxp)A=(axp)-A

Obtemos que
J(g.p) =g xp.
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Capitulo 3

Sistemas hamiltonianos integraveis

3.1 Definicoes basicas

Definigao 3.1.1 Seja (P,2) uma variedade simplética, H € F(P) uma fun¢do hamil-
toniana e fi = H, fo, ..., fr constantes de movimento. O conjunto { fi,..., fx} € dito em

involugao se {fi, fi} =0 para todo 1 <i,j <k.

Definigao 3.1.2 Sejam fi, ..., fr como na defini¢ao anterior. O conjunto {fi,..., fr} €
dito ser independente se o conjunto dos pontos de criticos da funcio F : P — R¥
definida por F(p) = (f1(p), ..., fe(p)) tem medida zero em P. Denotaremos esse conjunto
por o(F) ={p € P | dfi(p), ..., dfx(p) sao linearmente dependentes}.

Definigao 3.1.3 Um sistema hamiltoniano (P,Q,Xy), onde dim(P) = 2n é chamado
integravel (ou completamente integrével) se possui n constantes de movimento indepen-

dentes e em involucao.

Definicao 3.1.4 Seja w € R™ um vetor fizo e considere o fluxo F; : R™ — R"™ definido
por Fi(v) = v + tw. Denote a proje¢do canoénica por © : R* — RF x T % ¢ seja
0 RF x TvF — RF x T"F 0 4inico fluro satisfazendo mo F, = ¢, om. O fluro o, €

chamado fluxo tipo-translacao definido por Fj.
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Pela definicao, escrevemos

(1, ooy Thoy Okt 1y oy On) = (1 +twr, ooy g+ twp, Op 1 +twp 1 (mod 1), ..., 0, +tw,(mod 1))
onde w = (wy,...,w,) € R", x1, ..., € R, e Op41,...,0, € S' sdo coordenadas (varidveis
angulares) sobre o toro T" % = S! x ... x S! (n — k vezes).

Definigao 3.1.5 Se k =0 o fluxo é chamado condicionalmente periodico.

Nesse caso, @y : T" — T" e se 04, ..., 8,, sao fungoes coordenadas sobre T", temos que
0i(pr(z)) = 0;(z) + twi(mod 1), 1<i<n

onde z € T", t € R e os w;’s sao chamados de frequéncia do fluzo.

3.2 O teorema de Arnold-Liouville

Teorema 3.2.1 Sejam (P,Q,Xy) um sistema hamiltoniano, fi = H, fo,...fn € F(P)

constantes de movimento independentes e em involucao e n = %dim(P). Defina a fungao

F:P — R"
p = F(p)=(filp); - fulp))

e considere o conjunto de nivel
I.={peP| F(p)=c, c=(c1,....,c,) € R" ¢ constante}.

Suponhamos que I. N o(F) = @ e que cada um dos campos de vetores hamiltonianos

Xy |1, 1 <i<n seja completo. Entao,

(1) 1. € uma variedade diferencidvel, invariante para toda fungdo fi, ..., fn, isto €, toda

curva integral de Xy, comecando em um ponto de 1. permanece em I..
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(ii) Cada componente conexa da variedade I, é difeomorfa ao cilindro R* x T % ¢
se a variedade 1. é compacta e conexa, entao ela é difeomorfa ao toro n-dimensional
T" =S x ... x SL.

(732) O fluzo de fase com a fungdo de Hamilton H, em cada componente conexa de I,
é conjugado com um fluxo tipo-translacao. Se I. é compacta e conexa o fluro conjugado

¢ condicionalmente periodico.

Demonstracao Para provar (i) observemos que o conjunto {dfi(p),...,dfn(p)} ¢é lin-
earmente independente para todo p € I., pois, I. N o(F) = @. Com isso, a matriz
T,F = (dfi(p), ..., df(p))" é sobrejetiva para todo p € I. e portanto, ¢ € R" é um valor
regular da fungao F. Logo, I, = F~1(c) é uma variedade diferenciavel de dimensao n.

Agora provaremos que I, é invariante para toda fi, ..., f,. Primeiramente, seja ¢! o fluxo

do campo de vetores Xy,. Como, por hipétese, {f;, f;} = 0 temos que

d

1D () = dfi(eD) ()X, (21 (p) = {fis 3} (] (p)) = 0

assim f;(¢]) = fi(p) ao longo do tempo, para todo p € I, e, portanto, I, é invariante pelo
fluxo de Xy,.

Agora provaremos o ftem (ii). Consideremos I uma componente conexa de I,
Afirmacgao 1 Os fluzos ©i e ¢} comutam para todo i,j =1,....n.

Demonstragao Com efeito, dados os campos de vetores Xy, e Xy, temos que

X Xpl(f) = XXy () = X (Xp (1)
= Xn({f. fi}) =Xy ({f, fi})
= {rnr iy ={rrk it
= —{fAf fit}
= X (/).
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Como, por hipotese, {f;, f;} = 0 para todo i, j, isto implica que [Xy,, Xy,] = 0 para todo

1, 7. Com isso, temos

d j)* ((Qog)*xfz)(p) — Xfi (p) ((90§+t0>*xfi)<p) - Xfi (p)

e X, — i —
g\ Xp)| = lim t—tg % P
= A EOW)] = el o ()R

= LD (@)= = £, (%)

= [ij7 (@go)*xﬁ] = [(@go)*xfjv (90g0)*xfz]
= (¢1,) Xy, Xp] = 0.

Portanto, (¢])*X;, ndo depende de t e com isso, (¢])*X;, = (¢])* X, = X, para todo
t=0
t. Logo,

pi=plop op <= giopl =¢loy,. O
Desde que os fluxos ¢! comutam, podemos definir uma agao
d:R"x [0 — "

D((t1, ..., tn), ) = (o), 07, © ... 0 @} ) ()

com o € 1%, (t1,...,t,) € R" e R" é considerado como um grupo de Lie com estrutura

aditiva.
Afirmagao 2 A acdo ® € transitiva.

Demonstragao Como ®(R", o) ¢ fechado e conexo em I?. Basta mostrar que a aplicacao
P(e, ) : R" — [ é aberta. De fato, se ey, ..., e, denotam a base canonica de R™ temos
que

d
Tod(e, ) - e; = E@i(a) =Xy, (@)

e pela independéncia dos vetores X;,, a aplicagao To®P(e, o) : R* — T,10 é um isomor-

fismo e dai ®(e, ) é um difeomorfismo local numa vizinhanca de 0 € R". Com isso,
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P(e, ) : R" — [? ¢ uma aplicacao aberta, donde ®(R", o) é aberto e consequentemente

O(R",a) = I?. Logo, a acao é transitiva. [

Desde que @ : R" x [0 — I? é transitiva, pelo corolario 2.3.10, a variedade 10 é
difeomorfa ao espago homogéneo R™/H, onde H ¢ o subgrupo de isotropia de um elemento

arbitrdrio ag € I2, isto é,
H = {(tl, ,tn) e R" | (I)((tl, ...7tn),Oé0) = Oé()}.
Desde que dim I? = n, devemos ter dim H = 0, isto é, H ¢ um subgrupo discreto de R™.

Afirmacao 3 H € gerado por k vetores (0 < k < n) linearmente independentes sobre R,

ai,...,ay; isto €,

H={velR"|v= Zmiai, m; € Z}.

i=k+1

Demonstragao Ver [2]. O
Pelo corolério 2.3.10 existe um difeomorfismo h : R"/H — I definido por
h([tl, ceey tn]) = (I)((tl, ceey tn), Oéo)

onde [ty,....,t,] € R"/H. Agora, sejam ay,...,a; vetores de R™ tais que o conjunto

{ai, ..., ax, agy1, ..., a, } forma uma base de R™. Defina o isomorfismo

T:R*" — R"

a; +— Ta; =e;
onde os vetores ey, ..., e, formam a base canonica de R". Desta forma,
T(H)={(0,..,0)} x Z"* c R"
e com isso, a aplicacao T" induz um difeomorfismo
T:R"/H — R"/{(0,...,0)} x Z"* = RF x T"*
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definido por T([z]) = [Tz]. Ou seja, o seguinte diagrama comuta:

R" R™

| T |

Rn/HHT-Rk % r]rnfk

Assim, a aplicacdo T o h™! I9 — R* x T"% ¢ um difeomorfismo. Portanto, cada
componente conexa de I, é difeomorfa ao cilindro R¥ x T"* ¢ se a variedade I. for
compacta e conexa ela é difeomorfa ao toro n-dimensional T".

Finalizaremos com a prova do item (ii7). Primeiro, observemos que o difeomorfismo

hoT=:RF x T"* — 9 define o seguinte diagrama comutativo

RE % Tn—kqi)Rn/HL)]g

wtl lxt lSDHIg

Rk X Tn_krj?Rn/H?IS

com os fluxos X; = h~'o 90“13 oh, Y, = To X; o Tﬁl, onde
X([tr, . tn]) = (W1 o) (P((t1, ... tn), ap))
= Ko ®((t+t1,ta, ..., tn), o)
= [t+ty,ta, ..., tn].
Considere o fluxo F; : R" — R", Fy(v) = v+ tTe;. O fluxo 9oy = ToX, 0T é o0 fluxo
tipo-translacao (definido por F}) conjugado com o fluxo ¢;. De fato,
(Prom)(ty,..ty) = (ToX,oT Fonm)(ty,....tn)
= (ToXomyoT YHty,....t)
= (ToX)[ys, s yn]
= To Tt + Y1, Y2, ey Yn)
= mwoT(tey + (Y1, -, Yn))
= 7w(tTer + (t1,...,tn))
= (moF)(t1,...,t,).
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Assim, fica definido sobre cada componente conexa de I, um fluxo tipo-translacao. Se a
variedade I. é compacta e conexa, 1, ¢ um fluxo condicionalmente periodico conjugado

com o fluxo ¢} do campo de vetores Hamiltoniano Xy.

Com isso, encerramos a demonstracao do teorema de Arnold-Liouville. m

3.3 Variaveis de acao-angulo

A construcao das variaveis de acao-angulo que sera feita nessa se¢ao pode ser encontrada
no livro do Abraham e Marsden (referéncia [1]). Uma outra referéncia ¢ o livro do Arnold

(referéncia [2]).

Primeiramente, vamos considerar o espaco vetorial simplético R?"® com coordenadas
canonicas (qi, ..., qn, D1, ---, Pn) € cujos vetores estao identificados pela seguinte relagao de
equivaléncia

(¢,p) ~(d,p) <= q=d ep—p € L
O espago quociente R?"/ ~ = R™ x T" herda de maneira natural uma estrutura simplética
de R?" via a projecao canonica. Seguindo esse caminho, consideremos a variedade simplética
B" xR™ onde B™ C R™ é uma bola aberta de R", e introduzamos coordenadas canonicas
(I1, .., In, 01, ..., o) tais que I; = q;, com ¢; em B"™ e p; = p;(mod 1), i = 1,...,n. Dire-
mos que um hamiltoniano H possui coordenadas de agao-angulo ([y, ..., I, 1, ..., on) em
B™ x T™ se H nao depende das variaveis 1, ..., (o, € nesse caso, as equacoes de Hamilton

sao dadas por

L=0 , ¢= = wi(ly, ..., I)

0L
e as aplicacoes I; : B™ x T"™ — R sao constantes de movimento para Xy.

Definicao 3.3.1 Um Hamiltoniano H € F(P) sobre uma variedade simplética (P,<Q)
admite coordenadas de agao-angulo (I, ..., Iy, 01, ..., 0n) em algum aberto U C P, se:
(1) existe um difeomorfismo simplético ¢ : U — B™ x T";
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(it) Hoy~! € F(B" x T") admite coordenadas de agao-angulo (I, ) (como acima), isto

€, o campo de vetores hamiltoniano V.Xg = Xpgoy—1 tem a forma

= 0Hov) 9
Vel = = 121 ol; oyt

e, com 1ss0, as equacoes de hamilton sao dadas por

L =0
-1
o; = —({XHO;[?) =w;(l,..., I,)

Agora passaremos a construcao das coordenadas de acao-angulo sobre uma variedade
simplética (P, 2) de dimensao 2n onde sdo dados um hamiltoniano H e n integrais de
movimento, f; = H, fs, ..., f, independentes e em involucao. Trabalharemos em um aberto
de R?*", dominio de uma carta simplética de (P, )) cujas coordenadas locais sao denotadas
POT 1y ey Gy P1s ---, Pn- Seja U C R™ um conjunto aberto tal que todo ¢ € U é valor regular
da fungao da fungao F = (fy,..., f) e consideremos que F~! ¢ difeomorfo a U x T".
Vamos passar a construgao de um difeomorfismo simplético ¢ : F~1(U) — B™ x T".
Localmente, a forma simplética €2 = X7 ,dg; Adp; é exata, (! = —dO, onde © = X' | p;dg;.
Seja [, 2 T = S! x ... x S!, e denote por 71(c), ..., 7n(c) 0s n ciclos fundamentais de I,

correspondendo aos n fatores de S'. Defina A = (A1, ..., \,) : U — R™ por

onde i. : I, — P é a inclus@o canonica. Vemos que \;(c) é a integral de uma 1-forma
© sobre o ciclo \;(¢) e depende somente da fronteira de A;(c). Assumiremos que A é um
difeomorfismo sobre a sua imagem e definiremos a aplicacao Ao F': F~1(U) — \(U) tal
que A(U) = B" C R” (fazendo uma escolha adequada de U); desta forma, obtemos parte
do difeomorfismo desejado. Passaremos a construgao de uma aplicacao I' que junto com
Ao F nos dard tal difeomorfismo. Primeiramente, vamos mostrar que %(0) € Q'(I.) é
uma 1-forma fechada. Por hipétese, os campos de vetores hamiltonianos Xy, ..., Xy, sao

linearmente independentes em cada ponto de P. Dali, X, (q,p), ..., Xy, (¢, p) formam uma
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base de T{,) 1. e ¢ suficiente mostrar que

d(i:(0))(Xy,

Ic7ij IC):O7 1<27j<n

Mas, de fato,

d(i(©)) (X,

1) = 1(dO)(Xy,
= =0 QX |, Xy,
= —Q(Xfi,ij)oic
= —{fi.f;}oi.=0.

I ij |Ic)
1.)

Ic7ij

Agora, pela hipétese de independéncia das funcoes f;, 1 < i < n a matriz (0f;/0p;) tem
determinante diferente de zero e daf fixando (¢?,...,¢%), a equacao F(q,p) — A\"*(I) = 0,
para I fixo, pode ser resolvido para p em uma vizinhanca de ¢°, usando o teorema da

funcao implicita, e dai nessa vizinhanga temos uma funcao p = p(q, I). Definamos

(a,p) .
S(q. 1) :/( 1?—1(1)(@)

a°,p%)
onde a integral é calculada sobre uma curva ligando os pontos (¢°,p") e (¢,p) e que se

encontra no toro Iy-1(;). Como i;,l(l)(@) ¢ fechada, a integral nao depende da curva se

(q,p) é tomado préximo de (¢°, p°).

Defina a aplicagao I' = (T'y,...,T',) : F~(U) — T" por

0S(q,I)

Fi ) =T a7 .
(q p) ol I=(MoF)(q,p)

Claramente, I'; sdo fungdes de multi-valores. A variagao de I'; sobre os ciclos v (A7 (1))

¢é dada por

. as .
]{ d(Ly0iy-1r) = j{ (57 i)
M (A1(1) w9

7/
- S
Ol J -1(ry)

7




0 / .
= iy-11(©)
Ol Jo iy

) -
R TAR

tal que mod 1, os I';’s estao bem definidos e com isso determinam coordenadas angulares

sobre o toro.

Defina agora 1) = (Ao F') x I' : F~1(U) — B™ x T" e considere que essa aplicagao é

bijetiva (localmente isso é verificado por construc¢ao). Notemos que

para isso, fixemos I e observemos que sobre o toro I -1(j), a aplicacdo S(q,I) pode ser

escrita como

(@.p) ™
S(g, 1) = / > pidg;
(¢%p°)

i=1
q

= constante + i(q, 1)dg;

Z/qop(q )dg

tomando como curva de integracao a uniao de dois segmentos

(¢°1°),(¢° (g, 1)) e (d°p(q,1)),(q;p)

temos entao as relagoes

Portanto, S é a funcao geradora da aplicagao ¢ : (¢,p) — (I,¢), ¢ = ' e dai ¥ é
simplética. Como uma aplicacao simplética é um difeomorfismo local e, além disso, 1)
é bijetiva, temos que ¢ é um difeomorfismo global. Logo, a condi¢ao (i) da definigao é

satisfeita.

Para mostrarmos que o hamiltoniano H nao depende da coordenada de angulo ¢,
lembremos que
O(H o)

= dIzX oh—1
90, (Xrop-1)
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= d(\oF)(Xy)oy™!
= (d\ioTF)(Xg) o™}

e que

= —({H, f1},...{H, f.})
— O

que nos da a condigao (7i) da defini¢ao.
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Capitulo 4

O fluxo geodésico no elipsdide e o
problema mecanico de Neumann

Dois dos exemplos mais notaveis de sistemas integraveis sao o fluxo geodésico no
elipsdide e o problema mecanico de C.Neumann. Ambos podem ser abordados a partir do
ponto de vista classico da equacao de Hamilton-Jacobi. Mais recentemente K.Uhlenbeck
([8]) demonstrou a existéncia de integrais involutivas algébricas para o problema do fluxo
geodésico. H.Knoer, usando a aplicacao de Gauss do elipsdide na esfera unitaria, mostrou

a equivaléncia dos dois problemas.

4.1 Sistemas hamiltonianos com vinculo

Consideremos sobre a variedade simplética R?" (com a forma simplética canonica e o
colchete de Poisson definidos como na se¢ao 1.1) funcgoes diferencidveis Gy : R*™ — R,

1 =1,2,...,2r. Vamos analisar o seguinte conjunto:

M = {.T S RQH ’ Gl(I) =..= GQT(Z’) = 0}

Lema 4.1.1 Se dGq,...,dGs, sdo linearmente independentes sobre M entao, M € uma

subvariedade diferencidvel de R*" de dimensdo 2n — 2r.
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Demonstragao Defina a fungao G = (Gy,...,Gy,) : R*™ — R*. A fun¢io G ¢ difer-
enciavel e além disso,

TpG - (dGl, ceey dGQT)T

é sobrejetiva para todo p € M. Portanto, 0 € R?" é um valor regular da funcao G. Logo,

M = G7'0} é uma subvariedade de dimensao 2n — 2r. =

Lema 4.1.2 A variedade M € simplética se e somente se det({G;, Gi})jr=1
M.

or 7 0 sobre

-----

Demonstracao Assuma que M é simpletica e suponha que a matriz ({G;, G }) é singular

em x € M, entao existem numeros reais aq, ..., as. nao todos nulos, tal que
< VG, I 1a,VGE) >= S ap{G,Gi} =0
para todo j. Ou seja, o vetor v = J(227,a,VGy) # 0 é tangente a M em z. Entao,
Qu,v) =< u, JJ (X ,axVGL)) >= — < u, Y34, VG},) >= 0,

para todo vetor u € T, M. Dali, () é degenerada sobre M, o que é uma contradicao. Agora,
suponha que para algum 0 # v € T, M, Q(u,v) =< u,Jv >= 0 para todo u € T, M, entao
Ju = Zi;lakVGk com a; # 0 para algum k. Entao,

{Gj, Zirzlaka} =<< VG],J(EirzlakVGk) >= - < VGJ',U >= 0.
Isto implica que det({G;, G})jk=1,. 2 = 0. Contradigao. m

Agora, suponhamos sobre R?® um campo de vetores hamiltoniano Xz. Uma pergunta
natural que surge ¢ a seguinte: A restricao de Xy a variedade simplética M constitue um
campo de vetores tangentes a M7 Em geral isso nao acontece, pois, a condi¢cao que nos

da a tangencia do campo em M

XHGj:{ijH}:O paraj:1727“'72r

81



nem sempre ¢ satisfeita. Nosso objetivo agora, serd tentar definir um campo de vetores
sobre R?" cuja restricao a variedade simplética M seja um campo de vetores tangentes a

M. Considere o campo de vetores
2r
Xp =) N(@)Xe,, (4.1)
j=1

onde os A; sao determinados de modo que o campo de vetores seja tangente a M, ou seja,

para todo k =1,2,...,2r
2r
{H.Gi} =) M{G;, G} =0
j=1

e como det({G;, Gy})jk=1,.2- # 0 em M, os \; = A\;(z) s@o definidos de forma tnica em
M.

Lema 4.1.3 O campo de vetores (4.1) € induzido pela fungao hamiltoniana

2r
H*=H-Y )\G;.
j=1

Demonstracao Ver [4]. m

Assim, o campo de vetores (4.1) é dado por
2r
X =Xy — Y AXe,
j=1

Definicao 4.1.4 Chamaremos o campo de vetores Xy« de campo de vetores vinculado a

variedade simplética M e a terna (M, Qnr, Xg+) de sistema vinculado.
Uma outra pergunta que surge naturalmente é: Se H define um sistema integravel

em R?" entao H* define um sistema integravel em M? Novamente, em geral isso nao

acontece. Mas, tentaremos entao descrever uma situacao especial onde esse caso ocorre.
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Assuma que Xy ¢é integravel com integrais Fi, Fy, ..., F;, independentes e em involugao.

Assuma que a variedade M é dada por
Fi,..,F. =0, Gi,....,G, =0
onde Gy, ..., G, sao funcgoes satisfazendo
det({F;, Gj})ij=1,.r 70 (4.2)

e, com isso, M é uma variedade simplética. O novo hamiltoniano é dado por

H* = H =Y (NFj+ 11;Gy)

i=1
onde

0={H",F} = Zﬂj{GjaFk} —= 1= ... = py =0

j=1

sobre M por (4.2). Portanto, podemos tomar
H*=H - )\F
j=1

onde os A; s@o definidos por {H*, G} =0 (k =1, ...,r) e, dai, o campo vinculado é dado

por

Xpe =Xy — > NXp,.

j=1

Lema 4.1.5 As fungoes Fi|yr sao integrais primeiras do sistema vinculado.

Demonstragao De fato,
{Fi, H'} = {Fi, H} — ZX{F}, F}}.
Assim, como as fungoes Fy|y estao em involugao, temos
{Fy, H'} = 0.
Logo, as fungoes Fy|ys sdo integrais primeiras do sistema vinculado. m
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4.2 O fluxo geodésico no elipséide

Passaremos agora ao estudo do fluxo geodésico no elipsdide. Para isso, consideraremos
o sistema que formula esse problema como um sistema vinculado do sistema mecanico da
particula livre em R?". Preliminarmente, considere a matriz diagonal com entradas reais

A = diag(ag, ...,a,) onde 0 < ag < a1 < ... < ay,.

Definigao 4.2.1 Definimos Qx(x,y) =< (A — X)7'z,y > onde r,y € R"™, A € R ¢
A 7é a;, 1= 1, ., n.

Definicao 4.2.2 Chamaremos de familia de quddricas confocais em R uma familia de
quddricas definida por Qx(z) = Qx(z,z) = 1. E imediato que:

(1) se A < ag entao Qx(x) =1 define um elipsdide;

(17) se A > ag entdo Qx(x) =1 define um hiperboldide.

Na verdade, o que se observa é que para valores convenientes de A, a expressao Q(z) =
1 define n + 1-tipos diferentes de quadricas confocais. A existéncia de tais quadricas é

assegurada pelo seguinte resultado:

Lema 4.2.3 Seja x = (zg, ..., z,) € R"™ com I yz; # 0. Entao existem n+ 1-quddricas

confocais diferentes passando por x, uma em cada intervalo (a;,a;+1), i =0, ...,n.

Demonstragao Defina a funcao Fj(z) = 1 — Q,(x), para algum = € R"! fixo. Para
cada intervalo (a;,a;11), F' é uma fungao continua em \ e além disso,

lim Fy(r)=-00 e lim Fy(z) = +o0.

+
A—a; )\—>ai+1

Portanto, a fungao F)\(z) possui uma raiz em cada intervalo (a;, a;11) e concluimos que ex-

istem n+1-quadricas confocais diferentes passando por , uma em cada intervalo (a;, a;41).
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Um fato interessante é que essas n + 1 quadricas confocais se intersectam no ponto x

ortogonalmente. De fato, o proximo resultado mostra que se uma linha reta tangencia n

quadricas confocais, a mesma tem n vetores normais associados a ela. Esses vetores sao

claramente todos ortogonais entre si.

Lema 4.2.4 Ser é uma reta tangente a duas quddricas confocais Qx,(x) =1 e Qy,(x) =1

distintas, entao os vetores normais a essas quddricas nos pontos de tangéncia sao ortog-

onais.

Demonstracio Seja r : u + tv a reta tangente a ambas as quidricas e M) = u + tyv,

e)

A condicdo de tangéncia nos pontos 2 e z?) é dada por

<VQA1( )v>

Nosso objetivo é mostrar que < VQ,, (2

< VQu (M), VQy ) > = 42

4 xgl)x
Y (aZ—)\l
- @

- @Gt
e

— (= 12)Qn, ("

= 0. m

0 e <VQu(x®?)v>=0.

) VQM(
) (

)

D) >=0. De fato,

az - )\2)

@)

1), .(2)

7

7

) -

7’0))

T T )
a; — Az

2®) = Q2 2™))

M v+ tov) — sz(

Q)\Q (SL’(Q)) + (t2 - t1>Q>\1 (SE(

= u+tyv os pontos de tangéncia de r com @y, () = 1 e Q,,(z) = 1, respectivamente.

— tyv + t1v, 2?))

1)70)_

Agora passaremos a formulacdo do problema do fluxo geodésico no elipséide. As

equacoes diferenciais que definem o fluxo geodésico no elipsdide sao dadas por:

dx

-~ = —vA 'z

dt?
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onde v ¢é determinado por

-

= <A'ii>+< Atz i>
= <Alii>-v<Alz, Az >
donde o
< Alg i >
< A-lg A-ly >

14

4.2.1 Formulacao hamiltoniana

Para passar ao sistema Hamiltoniano que formula o problema, vincularemos a particula
2
[yl

livre de energia H = ao fibrado tangente do elipséide. Os vinculos sao

Gi(z) =< A'z2>—-1=0 e Gyz)=<A'z,y>=0
e o Hamiltoniano do sistema vinculado é dado por
H = Syl ~ MG () ~ XaGal)
onde A\; e Ay sdo determinados a partir de {H*,G1} =0e {H*, Gy} = 0.

1 <Ay y> N — < A7lxy >
2< A g, A1l > 2T Ay Al >

Afirmacao 4 )\ =

Demonstracao De fato, como

H .G
0= {H*’ Gl} = {H> Gl} - )\I{Glu Gl} - )\Q{G2, G1} e )\2 = —u
{G17G2}

H .G
0= {H*,G2} = {H, GQ} — )\1{G1,G2} — /\Q{GQ,GZ} < )\1 = Q’
{GlyGQ}

86



e, além disso, sabendo que

0G10Gy G, 0G, s
{Gl,GQ} = or ay ay Oz =2. <A 'z, ATz >

0H 0G, 0H 0G, 1
H - gEYn OHOYL 5 oy
OH 0G, OH 0G4 1
H = —————=-1.<A .
1 <Alyy> o he — < A7lw,y > .
2< Ay, Az > 7T < Alp Al >

Com isso, nosso Hamiltoniano pode ser escrito na seguinte forma:

Chegamos ao resultado Ay = —

* 1 —_
H* = Iyl + §®(a,y) = 5 < ANy >

onde pu = [[A7 || 72, @g(z,y) = (< A7lz,x > —1)(< Ay, y >)— < A7'w,y >2. Mas,
como o termo < A7z, y > e todas as suas derivadas anulam-se sobre o fibrado tangente
do elipséide podemos considerar como nosso Hamiltoniano a funcgao

1 %
H*=Z|ly||> + £ .
Syl + £ @o(a, )

Assim, o sistema vinculado é dado por

de _ OH* __
a — oy Y

d OH* -1 -1
SE s = U< ATy y>ATx

que é equivalente a (4.3). Para comegarmos a andlise do campo de vetores Xpy+ =
%XH + £Xs,, observemos que os campos de vetores Xy e £Xg, sao independentes pois,

{lIly|I*, @0} = 0. Portanto, discutiremos os dois campos separadamente. O primeiro é

descrito por

L OH _

=5 =y
. _oH _
y= 8:1:_0

e seu fluxo é dado pela aplicagao ¢i(x,y) = (z + ty,y). O segundo campo de vetores é
descrito por
& = p®oy

y = _,LLCDO:E
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4.2.2 Construcao das integrais de movimento

Agora faremos a construgao das integrais de movimento do campo de vetores £Xg,,

utilizando o fluxo de linhas tangentes a familia de quadricas confocais com o elipsdide.
Definigao 4.2.5 Definimos ®@,(z,y) := (1—Qx(x))Qx(y) + Q3 (x,y), para todo x,y € R".

Lema 4.2.6 O conjunto {y € R" | ®y(z,y) = 0} representa o cone de retas passando

pelo ponto x que sao tangentes a quddrica QQy.

Demonstracao Com efeito, dada uma reta r : x 4 ty, a mesma sera tangente a quadrica

Q) se e somente se existe t € R tal que

Oxz+ty,z+ty)=1 e Qiz+ty,y) =0.

Como
Qx(z +ty, = + ty) = Qu(z, z) + 2tQx(, y) + *Qu(y, y)
e
Qx(r +ty,y) = Qx(z,y) +tO\(y, )
temos que
= — Q)\(xa y)
Q)\(yv y)
e, além disso,
. Q)\(-’L',y) Qi(i,y) _
Q)x(xwr) ZQ/\(y,y) Qk(xay) + Qi(y’y)Q/\(yay) -

donde
(1 —Qa(z,2)Qx(y) + Q3(z,y) = 0.
Logo, ®)(z,y) =0. m

(xjyk - xkyj)Q
ar — aj

o Frlz,
Lema 4.2.7 ®)(z,y) => ,_, M, onde Fy.(z,y) = yj + >tk
. —
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Demonstracao Com efeito,

2

azy) = (1_Zn:ajxi A)<Zn:akyi A> ’ <Zn:a?gj%>2

j=1 k=1 j=1
n 2 2,2

- - (e )
k=1 ak o )\ j,k <a-7 - A) (ak - )\) j,k (a] - )\) (a’k - )\)

_ zn: Yi _ Z xiy% — LY TkYk

_ ~ u _ Z 1 (xfyi — YiYiTkYk xf?/i - %?/j%%)
— ap — A i O a; — A ap — A

_ Xn: Vi _ Z 1 (37;2341% — LY TEYk n 37%%2 - xjijkyk>
— arp — A j’k#kak—aj a; — A a; — A

_ zn: Vi 3 1 (zye — 2xy)?
—~ ay — A T ap — a; a; — A
o~ U . Z 1 (zpyy — )’
N ap — A ap — G; a — A
=1 ik j#k J

X i —X 45 2
_ i Y+ 2 = k%k—(ijk)
N ap — A

k=1

F
Portanto, ®,(z,y) = ZZzl L’z) "
ap —

Lema 4.2.8 As fungoes Fi(x,y), k =1,...,n estao em involugdo, ou seja, {Fy, F;} =0,
k,g=1,..,n.

Demonstracao Ver [4]. m

Logo, as fungoes Fy(x,y) sao integrais de movimento do campo de vetores Xp«.
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4.3 O problema mecanico de Neumann

O sistema em questao descreve o movimento de um ponto material sobre a esfera
St ={qeR" | |l =1}

sob a influéncia de um potencial quadratico U(q) = % < Aq,q > onde A = diag(aqg, ..., a,).

As equagbes de movimento do sistema sao dadas por

2
W= —Aq+ g

=< Aq,q> —|q|?

Mostraremos que esse sistema é integravel. Primeiro, estenderemos o sistema para R*"
considerando o sistema formado pelo movimento de um ponto material sobre a influéncia

1

do potencial U(q) = 5 < Agq,q >. As equagoes sao obtidas vinculando o campo de vetores

Xy, com

1 1

ao fibrado tangente de S ! e é suficiente mostrar que esse sistema ¢ integravel. Para isso,

primeiro vamos expandir a funcao racional

Dx(p,q) = (1= Qx(p)Qx(q) + Q3(p.q)

em A = 0o. Fazendo \ = % e expandindo obtemos

p
Qilpa) = <—71,04>

p
aw —1
= —w<p(l+aw+d*w*+..),q¢>

= w< ,q >

= —(w<p,q>+w® <ap,q> +o(w?))
dai,

®i(p,q) = (1+w|pl*+w* <ap,p>+o(w®))(—wl|q|* —w® < aq,q > —o(w?®)) +

1
w
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+ (w<p,g>+w’ <ap,q>+ow’))’

= —w||ql]® — w® < aq,q > —w?||p|*|lq]* + w® < p,q >* +o(w?).

Portanto,
D(pq) = —lall* — 5 (2H(a.p) +ol5) (4.9
= —= - = o(—=). .
AP, q A q 22 q,p 23
F
Agora, expandindo ®y(p,q) = >, _, k(. q) em \ = 0o temos:
ap —
1< 1 < 1
2rpa) = =3 D Fsp.a) = 35 D anFilp.q) + o(55)
k=1 k=1
L, e 1< 1
= —XHPH abv 2 arFr(p, q) + O(F)' (4.5)

Assim, de (4.4) e (4.5) concluimos que

1 n
H(g,p) =5 D axFi(p. ).
k=1

Logo, pelo lema (4.2.8), as fungdes F(p, ¢) estao em involugao e, com isso, sao as desejadas

integrais do sistema de Neumann.

4.4 Conexao entre o sistema de Neumann e o fluxo
geodésico no elipsdide via a aplicacao normal de
Gauss

Nesta secdo, mostraremos que o fluxo geodésico sobre o elipséide < A7lq, g >=1 ¢
o problema de Neumann sao relativamente fechados no sentido que as solugoes do fluxo
geodésico podem ser levadas em solugoes do problema de Neumann. Para isso, usaremos

a aplicacao normal de Gauss

9:Q — s



onde r = [|[A7 || 7L

Comecaremos fazendo uma reparametrizacao no tempo pela mudanca de variavel s =

(t). Com isso,

dx

z dit
i
T
= zlay) "
= ol - (53)
1 d*x U dx
- wa (a)
1 /d?z  Yde
- @ va)

substituindo na equagao (4.3) obtemos

i=—vp?A e + %x

Escolhendo 9 (t) tal que v =1esupondo B=Ateb= f, a equagao toma a forma

i = —Brtbi, b=b{t) =2 (4.6)
(0
< Bz.x > < Bz, Bz >
L 4.4.1 S B =lentio —————=1leb=2—""1"—""",
ema e < :L‘,:U> ena0<Bx7Bx> e <BI,B$>

Demonstragao Primeiro, derivando duas vezes a expressao < Bz, r >= 1 temos
< Bz, >+ < Bx,& >=0.

Por (4.6)
< Bz, >+ < Bx,—Bx +bx >=0
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dai,
0=<Bi&,2>+b< Bzr,©t > — < Br,Br >=< Bt,& > — < Bx, Bx >

e, com isso,
< Bz,x >

< Bx,Bxr >

Da mesma forma, derivando (4.7) temos

0 = <B%,z2>-—<DBz,Bx >
= < —-Brx+bzt,Bx >— < Bz, Bx >

= — < Bx,Bi>+b<x, Bt >— < Bx,Bx >.

Donde,

< Bx,Bx > _< Bx,Bt > .
<&, Bi> < Bz, Br>

b =

(4.7)

Teorema 4.4.2 A aplicagio normal de Gauss g : Qo — S" ! leva solucdes de (4.6)

satisfazendo
< Br,x>=1, < Br,x>=0 < Bz, >=< Bzr,Bx >
em solucoes do problema de Neumann
j=—-Bq+vq, v=<Bqgq>—q|’

satisfazendo
lgli* =1, <g¢.¢>=0, Wo(g,q) =

onde Wy € obtido de @y trocando-se A~ por B.

Demonstracao Diferenciando ¢ = rBx temos
q=rBx+rBx = rB(a:—{— —.:1:)
r
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e por (4.6)
¢ = rBx+rBx+rBx+rBx
= iBx+2rBt + rB(—Bx + bi)
= —Bq+ (2 +1b)Bi + —q.
r
1 _ < Bz, Bxr > r <B#,Bxr> b

— = = = T = = 27+ b = 0.
| Bl | B [|? r | B ||? 2

§=—Bq+—q
r
que é nossa equagao diferencial desejada.
A aplicagao (z, %) — (g, ¢) definida por
q=rBx

; # < B Br>
j=iBr+rBi =rB(i+la), =S 02
¢=rbrvtrbr=r x—i—rx r < Bx, Bx >

é uma extensao da aplicacao de Gauss ao fibrado tangente do elipséide Qy. m

4.5 Solucao do problema de Neumann usando as equacoes
de Hamilton-Jacobi

Agora mostraremos a integrabilidade do sistema de Neumann usando o metédo da
separacao das variaveis na equacao de Hamilton-Jacobi. Para isso, faremos uma escolha

apropriada de coordenadas, que sao definidas como segue.

Definigao 4.5.1 Dados ag < a3 < ... < a, e x = (T, X1, ..., %), U'_yz, # 0. Defina

uj = u;(x) como solugoes da equagao

z": T, [1- (2 —w)
o T [[—o(z—av)
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onde 0s u; intercalam os a, como seque

ag < U < ap < ... <Up < ap.

Vamos considerar U(z) = [[}_; (2 — u;) e A(2) = [[;_o(z — a,). Para z = u;(z) temos

I2

Zzzo — =0

Z — Qy
n_2 _
Zuxy—l?

dal, os u;j(x) podem ser vistos como coordenadas sobre a esfera. z = u; define a intersecao

da esfera com uma familia de cones confocais.

Da expressao acima podemos escrever 22 em termos de u;, calculando o residuo em

Z = Gy,

T, = (4.8)
Lema 4.5.2 O conjunto {uy,...,u,} forma um sistema ortogonal de coordenadas.

Demonstragao Tomando o logaritmo de (4.8) temos que
In(z?) = In(U(a,)) —In(A'(a,))

B Zln(au — u;) — In(A'(ay))

derivando obtemos

n

2x,dx, du;
2 - — .
x2 =~y
n
2dx,, _ du;
T, — q, — U,

J=1

Queremos calcular ¥, dx, ® dz,:
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Z dzr, ® dx,

observemos que

Portanto,

Z dr, ® dx, =

Z(”xl, du; >®<n& du; >
2 uj —a, ,12ui—al,

v ji= i=
z,
4 ; (”Z — ) (ui — au)duj N dui)
1 1
(;; uj — U <uZ —a, uj — al,)duj @ dui)

s <z S e LILLT
zgu]_ul U; — Ay » U; — Ay J !

Y
Yt

duz & du;

dul ® du,

1U(u
Z 4A(< ))aluz®aluZ [

%

Agora, queremos escrever o hamiltoniano do problema de Neumann em termos das

novas variaveis {u; }. Para isso, vamos escrever as férmulas da energia cinética e potencial

do problema nessas coordenadas.
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Lema 4.5.3 Nas novas coordenadas,

1

T = 52;;1%%2.
1 n n

Demonstracao Ver [6]. m

Introduzindo as varidveis canonicamente conjugadas v; por

or

V; = —
J )
an

o Hamiltoniano se escreve

n

1 -1,2
H:T+V:§jzl(gj v — ).

Dai, as equacoes de movimento sao dadas por
U; = ij , Vi = —Hu

J

e a equacao de Hamilton-Jacobi
08
H(u, —) = constante.
ou

Na verdade queremos uma solugao S = S(u,n), dependendo de n = (1,

S
H(u5e) =m
Dai, a transformagao candnica (u,v) — (&, n) definida por
L5 oS
I 0uj ’ I 077]

leva o hamiltoniano em H = n; e as equacoes diferenciais em
§=0n , 1;=0.
Para isso, faremos uma separacao de varidveis na equacao (4.11).
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4.5.1 Separacgao das variaveis

No problema, a equacao de Hamilton-Jacobi assume a forma
. 05\?
~1
Z (g- (—) - uj> = 2. (4.12)
= J 8Uj

Para resolver essa equagao usaremos as identidades

Lema 4.5.4 Se P(z) = miz" ' + 192" 2 + ... + 1, € um polinémio entio

n
J

— P(u;) ~
;U%u»‘m ’ ;U%uj)‘;“f

Demonstracao Considere a funcao

P(z) m _ 2P(z) —mU(z)
U(z) =z 2U(2)

f(z) = (4.13)

Como os coeficientes lideres de zP(z) e mU(z) sdo ambos 7;, segue que o numerador de

H(i)) onde grau(H) =n+1 >

grau(G) 4+ 2 e os polos de f(z) sdo 0,uy, us, ..., u,. Seja Cr o circulo de raio R centrado

(4.13) é de grau n — 1 (no méximo). Logo f é da forma

. . ) C

na origem. Para |z| suficientemente grande (digamos |z| > R) temos |f(2)| < o com
z

C constante. Podemos supor, também, que Cr contém no seu interior as singularidades

de f, entao

f(z)dz‘ — ) / " F(Re®)iRe®do
0

.

27

< / F(Re®)| R
0
C 2T

< —R|[ a0
=t

B 2nC

- ==
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Dai,

fo dz‘ — 0 quando R — co. Logo, fc (2)dz = 0. Assim,

Z

d =
— U’( 27r U (2) 27T -

Analogamente, mostra-se a segunda relacao. m
A equagao (4.12) é reescrita:

> (~4g () ~w) =2

J=1

fazendo 95
B; = —4A(u;)
J <8u]>

temos

3 (g ) =

n 1 .
> Ty B~ v —2P(w;) = 0.
j=1 J
Podemos resolver a equacao acima colocando cada termo identicamente igual a zero:

Bj —u} —2P(u;) = —4A(uj)(%> —u? —2P(uj) = 0.
j

Fazendo
Q(z) = 2"+ 2m2" "t + ...+ 2n,

a equagao ¢ separada em

( a5 )2 _ Q)
Ou, -

1y Q)
- EZ/ “Am ¢

e é resolvida por
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Assim, encontramos explicitamente a funcao geradora que nos fornece a transformacao
de coordenadas (u,v) — (&,7) e leva o sistema de equagoes diferenciais do nosso hamil-

toniano inicial no sistema de equacgoes diferenciais completamente integravel
§ =05
n; =0

mostrando a integrabilidade do problema de C.Neumann.
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