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RESUMO

A medida que a necessidade por informagdo, juntamente com mnovas ferramentas
computacionais, aumenta com o passar dos anos, o armazenamento de dados se torna mais e
mais importante. O processo de gravagcdo magnética usando codigos corretores de erros vem
se constituindo em uma boa solucdo para fazer com que sistemas se tornem bastante
confiaveis e eficientes. O foco desta dissertacdo estd em como se obter esta eficiéncia e
confiabilidade em sistemas de gravagcdo magnética usando c6digos corretores de erros.

Esta dissertacdo esta dividida em duas partes. A primeira trata da preservacao dos
dados contra problemas tipicos em gravagao magnética. A confiabilidade ¢ obtida pelo uso de
um eficiente codigo matricial com entrelacamento simples, ou seja, uma dimensao entrelacada
(coluna) e um codigo corretor de erros aleatorios ou um codigo corretor de surtos de erros
sendo usado para codificagdo das linhas do referido codigo. Este método ¢ proposto para
melhorar significativamente o desempenho na corre¢cao de manchas de erros por meio do uso
apropriado de redundancia de dados. Este método incorpora simplicidade e eficiéncia,
conseqiientemente resultando em sistemas mais simples e robustos.

A segunda parte trata de criptossistemas de chave secreta usando codigos corretores de
erros. E realizada uma revisio tedrica do assunto juntamente com a exposi¢do de uma nova
proposta de uso de cddigos matriciais com entrelacamento simples. Este sistema simplificado
¢ uma adaptagdo de criptossistemas conhecidos e tem por objetivo possibilitar a sistemas de

gravacao magnética a capacidade de protecdo dos dados contra “ataques inimigos”.



ABSTRACT

As the need for data explodes with the passage of time as well as the demand for more
computing power, data storage becomes more and more important. Magnetic recording using
error correcting codes has turned out to be a good solution to make highly reliable and
efficient systems. The focus of this dissertation is on how to achieve data reliability and
efficiency using Error Correcting Codes for Magnetic Recording.

This dissertation consists of two parts. The first one deals with data preservation
against typical magnetic recording issues. Reliability is achieved by using efficient Array
Codes with simple interleaving, i.e., one dimension interleaved (the column) and random
error correcting codes or burst-error correcting codes used in codeword lines. This method is
proposed to improve the performance of patch error correction significantly through the
proper use of data redundancy. This method gathers simplicity and efficiency, thus resulting
in robust systems.

The second part deals with private key cryptosystems using error correcting codes.
This subject is going to have its theory revisited along with the explanation about a new idea
of using Simple Interleaving Array Codes. This comprehensive system is an adaptation of
known cryptosystems and it aims to allow magnetic storage data protection against “enemy

attacks”.



Introducao
Motivacao

Este ¢ o tempo da Informagdo. A informacdo ¢ gerada, processada, transmitida e guardada
em varias formas: texto, imagem, video e em multimidia. Como a necessidade por dados
aumenta exponencialmente com o tempo e aumenta a capacidade de computacao, a guarda ou
transmissao de dados se torna mais e mais importante. Da computagdo cientifica a transagdes
de negobcios, os dados sdo a parte mais importante. Como guarda-los ou transmiti-los de modo
confiavel e eficiente ¢ uma preocupagdo essencial, que € o foco desta dissertagao.

Armazenar dados em midia magnética tem sido uma das preocupacdes de pequenas a
grandes corporacdes, preocupadas e ansiosas por manter dados preservados contra agdes do
tempo e do ambiente. J4 hd algum tempo as empresas vem investindo em técnicas de
gravagdo de dados na forma magnética, para tornar este processo o mais confiavel possivel.
Uma das técnicas, que sera alvo deste trabalho, consiste na inser¢do de codigos corretores de
erros no processo de gravagao dos dados, a fim de que possam ser recuperados mesmo diante
de problemas como falhas de gravagdo, por parte do dispositivo de gravagdo magnética
(cabeca de gravacdo), ou, até mesmo, relacionados com a durabilidade das fitas magnéticas
utilizadas neste processo.

A preocupacao desta dissertagdo ¢ mostrar, de uma maneira simplificada, como uma
técnica de correg¢do de erros pode ser empregada para eliminar e/ou reduzir erros de gravacao
magnética.

Além disso existe uma vertente na area de comunicagdo que trata de assegurar que os
dados gravados e/ou transmitidos estejam seguros contra ataques de “inimigos”, empregando
técnicas de Criptografia. Particularmente, o emprego de cddigos corretores de erros para
cifragem de dados, serd alvo deste trabalho, sempre com o intuito de utilizar estas técnicas

para gravagao magnética.
Codigos Corretores de Erros para Gravacio Magnética

A informacao digital sobre a fita magnética ¢ geralmente gravada em alguns canais paralelos

a direcdo de movimento da fita. Uma simples cabeca de leitura-escrita ¢ usualmente associada



a cada canal, e algumas cabecas 1éem ou escrevem simultaneamente em intervalos discretos
sobre os canais. A informagdo ¢ dividida em blocos, similar a matrizes bidimensionais, gracas
aos intervalos (gaps) introduzidos em todos os canais. Estes blocos ou matrizes retangulares
sao formados por colunas, representadas pelos canais e por linhas que correspondem aos
digitos que passam simultaneamente sob as cabecas de leitura-escrita.

Sistemas de gravacdo de fita magnética sofrem de erros causados pelo mecanismo,
similar aqueles encontrados em sistemas de discos Opticos € magnéticos (ou seja, defeitos de
material e contaminagdo de superficie). Adicionalmente, a flexibilidade da fita magnética
pode gerar o seu proprio conjunto de problemas ( ex.: inser¢ao de digitos devido a estiramento
da fita magnética) e também a falha do circuito de leitura-escrita, associado com algum canal,
pode resultar em surtos de erros na coluna correspondente .

Em muitos sistemas digitais, como foi mencionado, os dados na fita magnética sdo
organizados em trilhas paralelas, que ocupam o seu comprimento. Por exemplo, o sistema de
gravagdo magnética IBM 3420 [32] usa 9 trilhas de dados sobre uma fita de /2 polegada. Dada
a organizacdo e a direcdo com que a fita se move, contaminantes (sujeiras) tendem a
corromper uma trilha ou um pequeno numero de trilhas adjacentes durante o processo de
leitura. Em quase todos os sistemas de controle de erro para gravagao magnética, as palavras-
codigo sdo definidas verticalmente (ao longo das trilhas), fornecendo uma forma de
entrelagamento. A perda de uma ou duas trilhas entdo requer a correcdo de somente um ou
dois simbolos por palavra-codigo.

E usual o emprego de codigos corretores de erros matriciais devido a forma como os
dados sdo gravados sobre a fita e também devido a sua simplicidade de codificacdo e
decodificagao.

Além disso ¢ comum o emprego, como mencionado, de entrelagamento, que permite
ao codigo corretor de erros a capacidade de corre¢do de erros em um formato bidimensional,
conhecido por mancha de erros ( patch ou cluster de erros). No sistema IBM 3420, o processo
de gravacdo de dados ja incorpora um certo grau de entrelacamento e evita, conseqiientemente

que um surto de erros, at¢ um dado comprimento, possa afetar os dados lidos.



Principais Contribuicoes da Dissertacao

E introduzida uma forma de entrelagamento unidimensional em um codigo matricial em vez
do emprego de entrelacamento bidimensional de blocos, que permite a correcdo ndo sé de
surtos de erros como também de manchas de erros bidimensionais. O sistema proposto se

mostra bastante simples e eficiente no combate a manchas de erros do tipo compacto.

Além do uso de codigos matriciais entrelacados na gravacdo de dados, sera também
dado enfoque a utilizacdo de criptografia para salvaguardar os dados gravados contra acdo de
“inimigos”. Neste criptossistema proposto nesta dissertagdo se da é€nfase a utilizagdo de cifras

de chave secreta baseadas em codigos matriciais corretores de erros.



Organizacao

Esta dissertacdo encontra-se dividida em seis capitulos e quatro apéndices, cujas breves

descri¢des encontram-se a seguir.

Capitulo 1 Este capitulo traz uma revisao da teoria de c6digos matriciais (array codes) com

énfase em codigos para a correcao de manchas de erros.

Capitulo 2 Este capitulo traz uma revisdo da teoria de entrelacamento com énfase em
entrelacadores de blocos e sua contribuicdo para a correcdo de surtos de erros

bidimensionais.

Capitulo 3 Neste capitulo ¢ estudada a técnica de implementagdo de codigos matriciais com
entrelacamento unidimensional e com linhas codificadas por codigos corretores de erros
aleatorios. Esta técnica mostra-se eficiente na corre¢do de manchas de erros compactas,
que serdo definidas com base na distancia de Lee. Este tipo de mancha possui um papel
importante na concepcao deste trabalho. Serdo apresentados teoremas e definigdes sobre

0s principais parametros, a fim de garantir o perfeito entrelacamento.

Capitulo 4 Neste capitulo ¢ estudada a técnica de implementacao de cddigos matriciais com
entrelacamento unidimensional e com linhas codificadas por cddigos corretores de
surtos de erros.. Esta técnica diferencia-se daquela apresentada no capitulo 3, pelo fato
de usar uma matriz de transforma¢do linear propria e ter como resultado um
entrelacamento unidimensional que garante uma capacidade maior de corregdo de erros,
visto que os codigos corretores de surtos de erros, neste caso, sdo mais eficazes do que
os codigos corretores de erros aleatorios. Além disso, as defini¢des e os teoremas serdo

ligeiramente modificados a fim de garantir o perfeito entrelagamento.

Capitulo 5 Neste capitulo ¢ estudada a técnica de criptografia de chave secreta usando
codigos corretores de erros matriciais (array codes) com entrelagamento
unidimensional. Também ¢ realizado um breve histérico sobre a evolugao da técnica e

sobre os principais ataques de “inimigos”, com especial aten¢cdo ao ataque de Al Jabri



[49,50]. A técnica de permutacdo adaptativa [48] e sua contribuicdo para proteger o
criptosistema contra o ataque de Al Jabri ¢ discutida e também faz parte da proposta

deste trabalho.

Capitulo 6 Neste capitulo sao mostrados exemplos de como esta técnica de cédigos matriciais

com entrelagamento unidimensional pode ser implementada na pratica.

Capitulo 7 Neste capitulo faz-se um resumo dos avangos obtidos e sdo apontadas sugestdes

para direcionamento de pesquisas posteriores.

Apéndice I Compreende a revisdo da teoria de codigos corretores de erros aleatorios dos
tipos BCH e Reed Solomon, que podem ser utilizados na codificagdo das linhas da

palavra-cédigo do cédigo matricial, por serem codigos de maxima distancia (MDS).

Apéndice II E exibida uma tabela contendo diversos valores do pardmetro £’ da matriz de
transformagdo linear, em fun¢do do niimero de linhas, n;, do cédigo matricial. Esta
tabela ¢ fruto de um programa de computador, desenvolvido com base nas definigdes e

teoremas propostos no capitulo 3.

Apéndice III Neste apéndice ¢ apresentada uma breve revisdo sobre a teoria de codigos

corretores de erros.

Apéndice IV Neste apéndice ¢ apresentada uma lista dos simbolos empregados no texto.
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Capitulo 1

Codigos Matriciais

1.1 Introducao

Estruturas de cddigos corretores de erros em duas dimensdes ocorrem freqiientemente em
sistemas automaticos de computacao. Algumas vezes as duas dimensdes sao fisicas, como em
gravacdo magnética. Na maior parte das vezes as duas dimensdes sdo conceituais, como em
matrizes numéricas, ou quando uma estrutura em duas dimensdes for imposta por um
programador. Par-a propoésitos de corre¢do e deteccdo de erros, a redundancia pode ser
incorporada a uma estrutura matricial (array) de digitos binarios, pela imposi¢ao de certas
restricdes sobre grupos especificos de digitos.

Segundo Farrell [1], codigos corretores de erros na forma matricial (array codes) sao
codigos lineares que podem ser de dois tipos: de bloco ou convolucionais. Basicamente
podem ser construidos a partir de algum coédigo de paridade simples (single parity check ou
SPC) ou de outros tipos de codigos, montados em duas ou mais diregdes ou dimensdes
geométricas, sendo dada énfase a codigos simples, de baixa complexidade, nos métodos de
codificacdo e decodificagdo. Os cddigos matriciais, portanto, possuem como caracteristicas
principais de projeto a simplicidade e a flexibilidade. Além disso, por serem relativamente
simples, possuem decodificacdo répida. Por estas razdes, os cddigos matriciais tém sido
usados em um grande niimero de aplicagdes para as quais estas propriedades sdo altamente
desejaveis, particularmente no caso em que os simbolos de informagdo aparecem em padrdes
geométricos (e.g., fitas, cartdes, discos, circuitos integrados, etc). Os dois principais campos
de aplicagdo s3o em sistemas de comunicacdo e em sistemas de armazenamento de
informacao.

Como este trabalho de dissertagdo aborda técnicas de corre¢do de erros em gravacao
magnética, ¢ mister que se faca um resumo sobre codigos matriciais, visto que O processo

fisico de grava¢do gera uma estrutura que lembra uma matriz de dados ou arranjo



bidimensional. Sobre esta matriz sera introduzida redundancia para correcao de erros,
formando assim o que se designa de cddigo matricial. A seguir serd feito um resumo sobre as

principais técnicas de constru¢ao de coédigos matriciais.
1.2 Revisao da Teoria de Codigos Matriciais

Basicamente existem duas modalidades de cddigos matriciais: codigos matriciais de blocos e
codigos matriciais convolucionais. Em face desta dissertagcdo ser desenvolvida sobre codigos
matriciais de blocos sera dada é€nfase a este assunto e, em particular, a codigos matriciais para
correcdo de surtos de erros bidimensionais ou em células, também chamados de manchas
(clusters ou patches de erros).

O codigo matricial pode ser usado para corre¢do de erros aleatorios, para correcao de
erros em surto em uma dimensao e também para a corre¢do de erros em duas dimensoes,

chamados de patches ou clusters.

1.2.1 Cédigos matriciais de blocos para correcao de erros aleatorios

1.2.11 Codigo corretor de erros unidimensional com digito de paridade tunico (SPC-

Single Parity Check)

Este tipo de codigo corretor de erros, como ilustrado na Figura 1.1, forma um codigo
(n, n-1, 2) = (k+1, k, 2). A paridade pode ser par ou impar; a paridade par faz com que o
codigo seja linear e ¢ mais conveniente matematicamente, mas a paridade impar algumas
vezes ¢ usada para melhorar a sincronizagdo ¢ as caracteristicas espectrais do codigo. Na
Figura 1.1, o digito de paridade ¢ colocado ao final do bloco, para que a palavra-cddigo tenha
uma forma sistematica. Contudo o digito de paridade pode ser colocado em qualquer posi¢ao
conveniente na palavra; o inico requisito ¢ que a palavra tenha peso par. Este tipo de codigo
pode detectar qualquer nimero impar de erros na palavra-co6digo, ou pode corrigir um simples

apagamento.

A

Comprimento do bloco n

v

A
\ 4

k = n-1 digitos de informacao

Digito de
Paridade



Figura 1.1: Codigo corretor de erros unidimensional com unico digito de paridade (SPC).
A seguir sdo mostradas, como exemplo, matrizes geradoras de codigos SPC com

palavras dispostas nas dire¢des horizontal e vertical, respectivamente.

1001
G, =|0101
0011

Esta matriz tem como linhas (dire¢do horizontal) as palavras de um codigo SPC com

trés digitos de informagdo. O comprimento do bloco ¢ igual a quatro.

Para um codigo SPC com palavras na dire¢do vertical, com comprimento de bloco

igual a quatro, idéntico ao do caso anterior, tem-se a seguinte matriz geradora:

100
010
001
111

G, =

1.2.1.2  Cddigo corretor de erros bidimensional com digitos de paridade nas linhas e

nas colunas (RAC - Row and Column Code)

Este tipo de codigo matricial é exibido na Figura 1.2, o qual consiste essencialmente de um
codigo matricial com paridade simples nas linhas e nas colunas, também chamado de dupla-
coordenada, bidirecional, ou cédigo de palavra cruzada. Este cddigo matricial pode ter
formato quadrado ou retangular, e tem pardmetros (n11,(n1-1)(n2-1),4), ou seja, ((k1+1)(ky+1),
kiky, 4). Conseqiientemente os parametros deste codigo matricial sdo gerados dos produtos
dos correspondentes parametros das componentes dos codigos SPC e sua matriz geradora € o
produto Kroenecker [22] das matrizes geradoras de codigos SPC. Em particular, a distancia
minima de Hamming deste tipo de codigo matricial ¢ d=2x2=4, o que explica a sua
capacidade de corrigir um erro (as correspondentes paridades de linha e coluna falham) e
detectar duplo erro, ou até trés erros (pelo menos um digito de paridade de linha e um digito

de paridade de coluna falham). Este codigo matricial pode detectar todos os outros padroes de



erro, exceto aqueles que sao palavras-codigo (i.e, que tém peso par em ambas as dimensoes).
Alternativamente, pode corrigir até trés apagamentos aleatorios.

Para um dado valor de n=nn,, a taxa R = k/n = k;k»/n ¢ maximizada quando k;=k, = k
e n; = ny = ny (codigo matricial com formato quadrado) [54]. A remogao do digito de paridade
sobre os digitos de paridade (check-on-checks) reduz a distancia do codigo de quatro para trés.
Neste caso, a correcdo de um erro ainda € possivel, essencialmente porque os digitos de
paridade de linha e coluna formam um conjunto de duas equacdes de verificacdo de paridade
sobre cada digito de informagdo do cédigo matricial. Estas duas equagdes de paridade sdo
ortogonais [51] e permitem a corre¢do de um erro por meio da técnica de decodificagdo por
logica de maioria (ambos os digitos de paridade associados a um dado digito de informagao
devem falhar se este digito falhar). Usando a decodificacdo por logica de maioria, J testes de

equacdes de paridade ortogonais permitem a corre¢do de J/2 digitos errados.

n;
A - R 1
A > i
k> R
|
D
" A
! D
E
ki DIGITOS DE INFORMACAO L
I
N
H
A
v
1
v
~
PARIDADE DE COLUNAS

PARIDADE SOBRE PARIDADE

Figura 1.2: Cédigo corretor de erros bidimensional com digitos de paridade nas linhas e nas

colunas (RAC —Row and Column Code).



Exemplos:

Seja a seguinte palavra-codigo do codigo matricial RAC (25,16,4):

0O|1]{0]1]0
1|1]0]1][1
0/0{0]0|O0
I1j{1}]1]1]0
o111 ]1¢f1
a) Demonstragdo de corre¢do de um unico erro
'
0O/1{0]1]0
L{1]0]1](1
0/1{0]0|0
I1{1]1]1]0
0|11 ]1F¢f1

Neste caso as duas equagdes de paridade, de linha e coluna, que verificam o digito errado,

falham e por isto torna-se possivel localiza-lo e corrigi-lo.

b) Demonstracao de deteccao de dois erros

b

0j1]0(1]0
—» | 1|11 |11
—» (0]1]0]0]O0
Ij1|1(1]0
O 1|1 1}1

Neste caso quatro equagdes de paridade falham e nao ¢ possivel a localizacao dos dois

erros com exatidao, devido a ambigiiidade da localizag¢do das possiveis posigdes erradas.



¢) Demonstracao de deteccao de trés erros

Vv

O0j1]0(1]0
11 (11| 19—
0100 | 0s—
1{1]1(0]0
O 1|1 1}1

Acima de trés erros nem sempre ¢ possivel identificar a presenca de todos eles, para

isto basta que um numero par de erros se concentre em uma mesma linha ou mesma coluna.

1.2.1.3 Caédigos matriciais com digitos de paridade ortogonais

Este método utiliza outros caminhos ao longo do arranjo para o célculo de digitos de paridade
como linhas, colunas e diagonais. A Figura 1.3 mostra um c6digo matricial com uma matriz
de digitos 5x5, com seis conjuntos de testes de paridade ortogonal: As paridades das linhas e
das colunas, das duas diagonais principais ¢ das duas direcdes que se orientam pelo
movimento de pegas denominadas cavalos em jogo de xadrez”. O codigo € capaz de corrigir
até trés erros aleatorios, ou seis apagamentos aleatdrios e tem os seguintes parametros: n =25
+10+18 +26 = 79, k = 25, d=7. Genericamente, para um codigo matricial de k;xk, digitos de
informacao, ha dois conjuntos de k; + k; —1 diagonais principais, quatro conjuntos de k; +
2(k2-1) no sentido da diagonal formada pelo “movimento de cavalo”, quatro conjuntos de k;

+ 3(k2-1) no sentido do “movimento do cavalo um-trés”, etc [1]. A redundancia deste tipo de

codigo cresce muito mais rapidamente do que a sua correspondente capacidade de correcdo.



Diagonal

Horizontal

Movimento do cavalo no jogo de Xadrez

Vertical

Figura 1.3: Ilustracdo do método de construcdo de cddigo matricial 5x5 com digitos de

paridade diagonais.

Exemplo: Para uma matriz 5x5 tem-se:

a) Indicagdo dos 10 digitos de paridade Horizontal e Vertical

R R R

b



b) Indicacdo dos 18 digitos de paridade nas diagonais principais
&\\\\\

SNOPSASASOTN

¢) Indicagdo do calculo dos digitos de paridade nas diagonais ao longo do caminho de uma

peca cavalo do jogo de xadrez

Observagao:

e Nesta ilustracao aparece apenas a metade das diagonais usando o caminho do “movimento
de cavalo”. O total corresponde a 26 (vinte e seis).

e As 13 (treze) diagonais sdo indicadas pela numeracao (de 1 a 13) e pelas areas de mesma

COr.

1.2.2 Codigos matriciais de bloco para correcio de erros em surto

Nos codigos matriciais considerados até agora, para a corre¢do de erros aleatorios, a ordem

em que os digitos de informacao e de paridade da matriz codificada sdo lidos para o canal ndo

¢ importante, exceto talvez se um codigo sistematico for requerido. O codigo com digitos de



paridade em linha e coluna (RAC), por exemplo, pode ser lido por linha ou por coluna (ndo-
sistemdtico) ou pelos digitos de informag¢do (linhas ou colunas) seguidos pelos digitos de
paridade de linha e coluna (sistematico). No caso de controle de erros em surto (burst), a

ordem da leitura € crucial na determinagdo das propriedades dos codigos matriciais.

1.2.2.1 Codigo matricial com tnico digito de paridade e com entrelacamento

Qualquer padrio de surto singelo de erros (single burst) de comprimento b em um bloco pode
ser detectado por meio de cddigos SPC com entrelagamento de ordem b. Conseqiientemente
um codigo matricial com digito de paridade por linha, com pardmetros (n;n,, ni(n>-1), 2),
mostrado na Figura 1.4, ¢ um c6digo matricial 6timo capaz de detectar padrdes com um unico
surto de erros, ou corrigir um Unico apagamento, para comprimento de surtos de erros b <n;
[1], uma vez que os digitos do codigo sdo lidos por colunas consecutivas, na ordem mostrada

na referida Figura.

< kg =ny -1 >
1 n1+1 2n1+1
P
A
2 n;+2 fz
D
k1= nj A
3 n;+3 D
E
n; 2111
v

Figura 1.4: Codigo matricial para detecg¢@o de erros em surto.



1.2.2.2 Codigo matricial para correcio de surtos de erros em linhas da matriz (RBC -

Row Burst Correcting Code)

Por extensdo dos conceitos anteriores, a correcao de erros em surto requer dois conjuntos
ortogonais de digitos de paridade, ambos ortogonais ao processo de leitura, isto ¢, ortogonais
a direcdo do surto de erros. A Figura 1.5 mostra um arranjo de um codigo matricial com
paridades vertical e diagonal e leitura horizontal. Este cddigo apesar de corrigir todos os
padrdes de erros, com um Unico surto de erros por palavra, de comprimento b <i [1], torna-se
inconveniente por haver uma linha de paridade com comprimento de i + j —/ digitos de

paridade diagonal, enquanto que as outras linhas possuem comprimento de apenas j digitos.

i+j-1 digitos de paridade diagonal

’ .
. ’
’ .
. ’
’
. ’

’

,
R4 4 ’’
’’ ’’
‘/‘ ’’ .

R s ’ ’ ’

’ 0 ’ . .

. . ,
,

’

B R

1
! .
: 4
1

|

.’ .Sy

RS Ol

< J >
J digitos de paridade vertical

Figura 1.5: Digitos de paridade ortogonais para correcdo de padrdes com um unico surto de

erros por palavra.

Exemplo desta técnica:



Digitos de paridade

diagonal —» 1 0 0 1 0
1 0 0
0 1 1

Digitos de paridade 1 0 0

vertical . 5 . 2

Ao juntar as diagonais na forma de digitos de paridade helicoidal obtém-se o cddigo
da Figura 1.6. Este é um codigo matricial com parametros (n;n,, kik,, b)=((i+2)j, ij, b), sendo
i <Jj, que ¢ capaz de corrigir um surto de erros confinado a uma das i+2 linhas do cddigo ou,

alternativamente, de corrigir dois surtos de apagamento (erasure burst), em diferentes linhas

[1].

_._\__
N
R
JUEIREN
N,
N

A I B |
d

(CCCC (

0 O O O O O

<+«—— jcolunas ———»

’

Figura 1.6: Cédigo matricial para corre¢do de surtos de erros em linhas (RBC) usando digitos

de paridade helicoidais.



Exemplo desta técnica:

00| 1T |1]1
1 0/0]0
O(1(1(11]0 : . . .
Digitos de paridade diagonais
0O(1|1|1]|1 |«
Digitos de paridade verticais
111|100 |«

Observa-se que nesta ilustracdo ¢ mostrada a técnica de determinacao dos digitos de

paridade diagonais.

Neste tipo de montagem a capacidade de corre¢do de erros em surto pode ser definida
como: Se i, ¢ a razao de j para i, sdo suficientemente grandes, entdo b < j-1 (uma vez que dois
surtos de comprimento j podem ter a mesma sindrome). Quando i = j, entdo 2 < b < j-1, para
j > 2 [1]. Decodificar este tipo de cddigo matricial de forma que possa fazer a corre¢ao do
surto de erros na linha, consiste em alinhar, ciclicamente, os padrdes de sindrome vertical e
diagonal e entdo corrigir aqueles digitos de informacdo para os quais ambos os digitos de
paridade falharam.

Exemplo:

Codigo matricial original:

N o1
1 xJo|o]o
ol1[1]1]0
0|1|1|1]1
1{1]1]1]0

Cédigo matricial com surto de erros com comprimento quatro, na terceira linha:

0jo0|1|1]1
1{110[00
Linha com surtodeerros __ [ 1 | 0 | 0 | 0 | O
o(1 (111
1 /11|10




Calculo das Sindromes:

Sindrome Vertical: S,=11110
Sindrome Diagonal: S; =11 0 1 1 (Calculado usando apenas as trés

primeiras linhas e a linha da paridade diagonal).

Neste caso a Sy precisa ser movimentada ciclicamente para a direita por duas vezes a
fim de ficar igual a S,. Logo, para corrigir o erro em surto, deve-se adicionar o valor de S, a
linha 2 (lembrando que neste exemplo existem as linhas 0, 1, 2, 3 e 4, observadas de cima

para baixo). Desta forma o c6digo matricial corrigido se torna:

001 |1]1
11110100
Oj1|1(1]0
011 (1]1
1/1]1]1/0

Importante:

a) Observa-se que para o exemplo anterior a capacidade de correcdo ¢ de no maximo um
surto de erros de comprimento quatro (equivalente a j-1), uma vez que as sindromes
horizontal e diagonal, caso o comprimento do surto de erros seja cinco (igual a j), ficam

todas “1”, impossibilitando a identificagcdo da linha erronea;

b) Este tipo de constru¢do possibilita também a recuperacdo de digitos apagados, como

exemplificado a seguir.

X1 | X2 |X3|%x4] 0

yi|Y2|ys| 1 |ya




Nesta palavra de um codigo matricial, os digitos identificados por Xi, X2, X3, X4, V1, Y2, ¥3

e y4 estdo apagados. Pode-se usar a seguinte técnica de corre¢dao do apagamento:

e Recupera-se y4 e x4 pela sindrome vertical;

e Recupera-se x3 pela sindrome diagonal;

e Uma vez recuperado x3, recupera-se y; pela sindrome vertical;
e Uma vez recuperado y3, recupera-se x, pela sindrome diagonal;
e Uma vez recuperado x,, recupera-se y; pela sindrome vertical,
e Uma vez recuperado y,, recupera-se X; pela sindrome diagonal;

e Recupera-se y; pela sindrome vertical.

Portanto ¢ capaz de recuperar digitos apagados em até duas linhas horizontais, desde que
o comprimento do surto de apagamento, de pelo menos uma linha, seja menor ou no maximo

igual a j-1.

Quando o cédigo matricial é representado por uma matriz quadrada i x i entdo este tipo de

codigo para correcao de surtos de erros em linhas (RBC - Row-Burst Correction Code) pode
ser rearranjado como mostra a Figura 1.7. Nesta ilustracao, i=5 e, portanto, b < 4.

Dado que a ordem de leitura dos digitos ainda ¢ feita por linhas, estendendo-se até a
coluna de paridade no lado direito, o valor de b < j-1 permanece o mesmo de um codigo nao

modificado [1].

1121314]5N

61781910 Digitos de paridade
1112|1314 15 >das diagonais

1617181920

2122|2324 25

N /)
e

Digitos de paridade das colunas

J

Em que os digitos de paridade das diagonais correspondem a:



5 ¢ digito de paridade para 9, 13, 17, ¢ 21
10 ¢ digito de paridade para 1, 14, 18 e 22
15 ¢ digito de paridade para 2, 6, 19 e 23
20 ¢ digito de paridade para 3,7, 11 ¢ 24
25 ¢ digito de paridade para 4, 8,12 ¢ 16

Figura 1.7: Codigo matricial quadrado (5 x 5) para correcdo de surtos de erros em linha

(RBC) rearranjado.

Exemplo desta técnica:

1 0 1 0 1 0 1 0 1 1

0 1 0 1 0 0 1 0 1 0

1 0 1 1 0 1 0 1 1 0

1 0 1 1 0 1 0 1 1 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Codigo matricial sem erros Coédigo matricial com surto de erros na linha 1

Célculo das sindromes da palavra-codigo atingida por erros:

Sindrome vertical: S,=11110

Sindrome diagonal: S;=1111 0 (lida de baixo para cima).

Comparando-se S, com S; vé-se que as duas s3o iguais, logo basta corrigir a primeira linha

porS,=11110.

1.2.2.3 Codigo matricial para correcio de surtos de erros nas diagonais (DBC -

Diagonal Burst Correcting Code)

Se a leitura do codigo na Figura 1.7 ¢ modificada para um padrao de leitura diagonal,
conforme a Figura 1.8, o resultado ¢ um codigo de correcdo de linhas e colunas (RAC)

quadrado com leitura diagonal, capaz de corrigir um surto de erros por palavra, ou ainda



duplo surto de apagamento, os quais sao confinados a um padrao diagonal. Usando a notagdo
que foi adotada anteriormente, este codigo matricial ¢ para correcdo de surtos de erros na
diagonal (DBC - Diagonal-burst-correcting code ou Phased-burst correcting code) e tem
pardmetros (n;nz, kiks, b)=( n,’, (n, —1)* , b < n, —1). Colunas consistindo de digitos de
informagao e digitos de paridade vertical podem ser adicionadas a este cddigo para produzir

um codigo com caracteristicas (n;n,, (n;-1)(ny-1), b <n;—1) [1].

111213 |14 |15
1617181920
2122|2324 |25

116111621

2212 17 (1217

1812313 | 8 |13 > Digitos de Paridade de
linha

141191244 | 9

10[15(20125| 5

/
N
Y
Digitos de Paridade de Coluna
(b)

Figura 1.8: (a) Codigo matricial para corre¢do de surtos de erros nas linhas (RBC);
(b) Codigo matricial para correcdo de surtos de erros nas diagonais (DBC), com

leitura diagonal.

Dada a importancia dos codigos matriciais de correcdo de surtos de erros nas diagonais
(DBC - Diagonal Burst Correcting Code) sera feita a seguir uma descricdo com mais detalhes
de algumas classes destes codigos para a corre¢do de um surto de erros por palavra e, ao final,

serdo descritas outras classes usadas para corre¢do de multiplos surtos de erros.



Seja um codigo matricial binario n; x n, (n2>n;), no qual cada linha e coluna tém peso
par (c6digo matricial para correcdo de linhas e colunas - RAC). A leitura diagonal comega do
topo no lado esquerdo, caminha pela diagonal principal, “pula” para diagonal s (1< 5 < n, —1)

e continua até a ultima diagonal ser lida. Um exemplo, para s = 3 ¢ dado na Figura 1.9.

«—s=3—

T 1|25 7 13 19
2|26 8 14 20
=6 21 3|27 9 15
22 4 |28 10 16
l 23 5129 11 17
18 24 6 |30 12
n) 211

v

A

Figura 1.9 — Cédigo matricial 6x11, com parametro s = 3, para corre¢do de surtos de erros nas

diagonais (DBC — Diagonal Burst Correcting Code).

Os parametros n; e s tém que ser primos entre si, a fim de que todos os digitos da
palavra-codigo sejam lidos uma tUnica vez. Codigos com esta construgdo podem corrigir um
surto de erros por palavra, com comprimento b< n;. O valor exato de b ¢ funcdo de n;, n; € s.
Primeiramente, estes codigos foram estudados por Gilbert [15] que usou s = n;, e
conseqiientemente n; e n, tinham que ser primos entre si. Neste modelo, os cddigos eram

ciclicos, com polindmio gerador dado por:

g(x)=x"=-D" -D/(x-1).

O maximo comprimento para o surto de erros, b, que o codigo de Gilbert podia
corrigir foi somente descoberto para alguns casos, até que Zhang e Wolf [2] determinaram b
de maneira exata. Eles descobriram que b < n;-s,se 1 <s<n;-1,oub <n;se n;<s <ny-l.
Eles também foram capazes de determinar o valor de s que d4 o maximo valor de b para

qualquer combinagao particular de valores n; € n,.



Exemplo: n;=6,n,=11es=3 (1 <5< n;-1), logo b <n;-s=3

1 (2549 7 |31 (551337611943
4412 26|50 8 |32]56|14|38|62|20
21 (45|13 |27|51| 9 [33|57|15|39|63
64122146 | 4 |28 52 ]10|34|58|16]|40
41165231475 (29|53 |11|35]59]|17
18 426624 |48| 6 30|54 |12 36|60

Calculo das sindromes:

Sindrome horizontal: S,=111000
Sindrome vertical: S$,=11100000000.

Neste caso o erro pode ser corrigido uma vez que ndo existe nenhuma perturbacao nas
sindromes vertical e horizontal. Observa-se que tanto a sindrome vertical quanto a horizontal

indicam a presenca de trés erros.Os casos seguintes t€m comportamento similar:

1 2549 7 |31 551337 61|19 43
441 2 12650 8 |32|56|14|38|62|20
21145 3 |27|51| 9 |33|57|15|39]63
6412246 4 |28 (5211034 |58 (16|40
4116523475 29|53 |11|35|59 |17
181421662448 | 5 | 30|54 | 12|36 |60

Calculo das sindromes:

Sindrome horizontal: S§,=000 111
Sindrome vertical: S$,=00011100000



1 125149 7 |31|55]|13|37|61|19 |43
4412 26|50 8 325614386220
21 (45| 3 |27 (51| 9 [33|57|15|39|63
64122146 | 4 |28 52 ]10|34|58|16|40
41165231475 (29|53 |11|35]59]|17
18 4266 |24 |48| 6 [ 30|54 |12 36|60

Calculo das sindromes:

Sindrome horizontal: S,=100 011
Sindrome vertical: S$,=00011100000

J& no exemplo a seguir, com surto de erros de comprimento, b, igual a quatro, torna-se

impossivel a correcao:

1 125149 7 |31 |55|13|37|61|19]43
441 2 12650 8 |32|56|14|38|62|20
21 (45| 3 |27 |51 9 [33|57|15|39|63
64122146 4 |28 52|10|34|58|16]|40
4116523475 (29|53 (1135|5917
18 426624 |48| 6 |30 |54 |12 36|60

Calculo das sindromes:

Sindrome horizontal: S,=100 111
Sindrome vertical: S$,=00001100000

Deve-se observar que, neste caso, enquanto a sindrome horizontal acusa a presenca de
quatro erros, a vertical indica duas posi¢des erradas, uma vez que perde a informacao de erro

na coluna em que estdo os digitos 4 e 7. Neste caso, ndo seria possivel a correcao.

Exemplo:



n=6,n,=1les=1(1<s< n;-1),logo b <n;-s=5

1 |7 [13]19(25|31(37[{43|49|55]61
62| 2| 8 14/120|26(32 38|44 (50|56
5716313 19 [15]21(27]33(39]45]51
52158164 4 |10]16]22|28|34|40|46
47153159165 5 |11 |17]23 29|35 |4l
421485416066 6 | 12|18 |24 |30 |36

Calculo das sindromes:

Sindrome horizontal: S,=110 111

Sindrome vertical: S5,=01111100000
Observa-se que tanto a sindrome vertical quanto a horizontal indicam a presenca de
cinco erros (comprimento do surto de erros igual a cinco). Neste caso, o erro pode ser

corrigido, uma vez que ndo existe nenhuma perturbagdo nas sindromes vertical e horizontal.

Supde-se um surto de erros de comprimento igual a seis, mostrado a seguir:

1|7 [13]19(25|31(37[43|49|55]61
62| 2| 8 14/120|26(32 38|44 (50|56
5S7T16313 19 [15]21(27]33(39]45]51
52158164 4 |10]16]22|28|34|40]46
47153159165 5 |11 |17]23 29|35 |4l
42 148 |54 160 66| 6 | 12|18 |24 |30|36

Calculo das sindromes:

Sindrome horizontal: S,=111 111

Sindrome vertical: $,=011011000000



Vide que neste caso a sindrome vertical ¢ prejudicada na coluna onde estdao os digitos

4 e 9. Neste caso ndo seria possivel a corregao.

Exemplo:

n=6,n=11es=7(n;<s< ny-1),logo b <n;=6

1 1493113614325 7 |55]|37|19
201 2 |50(32|14|62|44|26| 8 | 56|38
39121 3 |51 |33|15(63|45|27|9 |57
581401221 4 |52(34 16|64 |46 |28 |10
11159141235 |53|35|17]65|47]|29
3011260 (42124 | 6 [54|36| 18|66 |48

Calculo das sindromes:

Sindrome horizontal: S,=111 111

Sindrome vertical: S,=00011101110

Neste caso o erro pode ser corrigido uma vez que ndo existe nenhuma perturbacao nas
sindromes vertical e horizontal.Estas sdo perfeitamente definidas. Diferentemente do caso a

seguir.

200 2 |50(32(14|62|44 (26| 8 | 56|38
391211 3 |51(33]15(63[45(27] 9 |57
5814022 4 |52|34(16|64|46 (28|10
1159|4123 |5 |53(35|17|65(47]|29
3011216042124 ] 6 |54 |36| 18|66 |48

Calculo das sindromes:

Sindrome horizontal: S,=111 011
Sindrome vertical: S, =00011101111



Vide que neste caso a sindrome horizontal ¢ prejudicada na linha onde estao os digitos

4 e 10. Neste caso ndo seria possivel a correcao.

O caso s=1, que foi ilustrado anteriormente, foi bastante investigado por Farrel e
Hopkins [16,17]. Independentemente, Campello de Souza [18] e Blaum [3] provaram que b =

n;—1 paran,>2n;-3.

Supde-se o seguinte exemplo, para s=1 e surto de erros de comprimento 7;-1 = 5, com erros

nas posigoes 1 e 5:

1|7 |13[19]|25]|31|37
3812 |8 (14202632
331391319 |15]2127
28 134(140| 4 | 10| 16|22
231293541 |5 |11]17
181241303642 | 6 | 12

As sindromes vertical e horizontal sdo:

$»=100010
S$,=1000100.

Estas mesmas sindromes poderiam ser geradas caso houvesse um surto de erros de

comprimento trés, como mostra a ilustragcdo a seguir.

1|7 (13]19]25|31]|37
381218 114]20]26]32
331391319 |15]2127
28 134(140| 4 | 10| 16|22
23 129(35(41| 5 |11]17
181241303642 | 6 | 12

Calculo das sindromes:
S, =100010
S$,=1000100.



Logo, comprova-se que ndo ¢ possivel corrigir um surto de erros de comprimento
cinco, uma vez que ndo ¢ atendida a condicdo n, > 2n;-3, demonstrada pelos autores

anteriormente mencionados.

Ha muitas maneiras de decodificar estes codigos. O método mais simples € descrito
por Mério Blaum [3] (artigo “A Class of Burst Error Correcting Array Code”, nas equagdes
(9), (10) e (11)) e consiste em se definir cada posicdo das sindromes como sendo uma

determinada posi¢cdo no codigo matricial. Vide o exemplo a seguir.

117 1311925313743 49556l
622 | 8 |14]20]26|32|38|44 |50 56
571633 |9 |15]21(27|33]39 45|51
52158164 4 |10]16]22|28|34|40]46
471531591655 |11 |17 2329|3541
42 148 54160 66| 6 | 12|18 |24 |30 |36

Calculo das sindromes:

Sindrome horizontal: S,=110111
Sindrome vertical: S,=01111100000.

Neste exemplo a sindrome horizontal estaria representando as posicdes das linhas (i),
enquanto a sindrome vertical representa as posi¢cdes das colunas (j), logo os valores das

posigdes seriam:




Logo as posig¢des (i,j) que representam a solucao do problema (para os quais os digitos

na sindrome valem um) sao:

Solugdo: (0,1), (1,2), (3,3), (4,4) e (5,5)

Outro exemplo:

62| 2| 8 14/120|26(32 38|44 (50|56
571633 |9 |15]21(27|33]39 45|51
52158164 4 | 10]16]22|28|34|40|46
47153159165 5 |11 |17 (2329|354l
42 148 |54 160 66| 6 | 12|18 |24 |30|36

Calculo das sindromes:

Sindrome horizontal: S,=010100
Sindrome vertical: S,=00110000000

S0 1]0]10]0O0

Solugao: (1,2) e (3,3).



A seguir ¢ descrito um outro algoritmo que pode ser usado para a correcdo de erros em

surto neste tipo de cddigo matricial.

Seja

f(,j) =i+ (j-i)(n;) +1 mod (n;ny).

O valor de f{i,j) representa cada posicao no coédigo matricial, e

dw = | fi1,j1) — f(i2j2) | +1 mod (nny).

O parametro d,, representa a distancia entre as posi¢des da matriz (i;,j;) € (i2,/>).

Exemplo:

0,00 | (0,1) | (0,2) | (0,3) | (0,4) | (0,5 | (0,6) | (0,7) | (0,8) | (0,9 | (0,10)

(1,00 | (L) | (L2) | (1,3 | (L4 | (L,S | (1L,6) | (1,7) | (1,8 | (1,9) | (1,10)

20 | @) | 22 | @3 | 24 | 25 | 260 | 27 | 2,8 | (2,9 | (2,10

GO | G | 32| B3| B4 | B35 | Bo6) | BT | (3% | 39 | @310

40 | 41) | 42) | 43) | 44 | 45 | 46) | 47 | 48 | (49 | 410

5,00 | 5.1 | 52) | 53) | 54) | (55 | (5.6) | (5.7) | (58) | (5.9) | (5,10)

Isto gera a seguinte matriz com os valores de f{7,j)

62| 2| 8 [14120(26(32 38|44 (50|56
5716313 19 [15]21(27]33(39]45]51
52158164 4 | 10]16]22|28|34|40|46
47153159165 5 |11 |17]23 29|35 |4l
421485416066 6 | 12|18 |24 |30 |36




Detalhamento do algoritmo:

Tomando, por exemplo, o Gltimo caso analisado, tem-se

1|7 (13]19(25|31(37[{43|49|55]61
62| 2| 8 14/120(26(32 38|44 (50|56
571633 |9 |15]21(27|33]39 45|51
52158164 4 | 10]16]22|28|34|40|46
47153 |159165| 5 |11 |17]23 29|35 |4l
42148 |54 16066 | 6 | 12|18 |24|30 |36

Sindrome horizontal: S,=010100
S,=00000011000.

Sindrome vertical:

Entdo, pode-se identificar as possiveis posi¢cdes em que ocorreram os erros em funcao

dos “1” nas sindromes vertical e horizontal, como exibido a seguir.

1Sy
010
1|1
210
311
410
510

0

10

Por esta representacdo existem dois erros (peso das sindromes) que podem estar

localizados nas posi¢des (1,6) com (3,7) ou (1,7) com (3,6). O processo de decodificacao se

resume ao calculo da menor distancia entre os pontos que tem que ser menor do que n;-1 =5

(neste caso). Entao



Distancia entre os pontos (1,6) e (3,7):

dyy = | £(1,6) — f(3,7)| +1 = [32-28| + 1 = 5.

Distancia entre os pontos (1,7) e (3,6):

d,=|1(1,7) - f(3,6)) + 1 =| 38 22 | +1 = 17 > 5. Logo pela regra da menor distancia a

solucdo seria corrigir as posi¢des (1,6) e (3,7).

Seja a seguinte situagao:

1|7 (1311925313743 |49|55]6l
62| 2 | 8 1420|2632 38|44 (50|56
571633 |9 |15]21(27|33]39 45|51
52158164 4 10|16 22|28 |34|40 |46
4715359165 | 5 |11 | 17|23 29|35 |4l
42148 |54 160 66| 6 | 12|18 |24 |30 |36

Sindrome horizontal: S§,=110111
Sindrome vertical: S,=01111100000

Existem varias combinagdes possiveis (todas as que estdo hachuradas na matriz acima),
porém apenas uma atende a condi¢do de menor distancia. Caso contrario, ndo ¢ possivel a

correcao do surto de erros. O processo de corregdo teria a seguinte seqiiéncia:

a) Inicialmente, ap6s o cdlculo das sindromes do codigo matricial, verifica-se que ambas
possuem o0 mesmo peso e este € inferior ou no méximo igual a n;-1. Se estas condigdes
iniciais sdo atendidas é possivel a corre¢do do surto de erros e passa-se para O

procedimento seguinte.



b) Em seguida, com base nas sindromes, isola-se as posi¢des validas, como mostrado a

seguir:

01

1|1

2 | X

31

41

51
X1t [1][1]1[xX[xX[xX][X][X
01234567 ][8]9]10

Portanto as posi¢des validas sao:

1) Paraas linhas (i): 0,1, 3,4,5
2) Paraas colunas (j): 1,2, 3,4, 5

011
1|1
2 | X
311
41
511

X1 XXX

o1 (2|34 |5]6|7|8]|9]10

c) Elege-se uma das posigdes da parte superior do arranjo como sendo parte do surto de
erros, por exemplo: i = 0 e j=1. Neste caso o campo de possiveis erros passa a ser o

seguinte.



0] 1
1|1
2 | X
3] 1
4 1
511

X111 1111 X[ X[X]X]|X
o|1rj12|1314 516789110

A partir dai procura-se na linha subseqiiente (neste caso i=1) a posi¢cdo que apresenta a
menor distancia (menor ou igual que cinco, para este exemplo). Lembrando que neste caso
uma vez fixado este ponto de origem, a coluna j=1 ndo faz parte do grupo de posigdes a ser
testado.

Caso ndo se encontre nenhum ponto, dentre estes mostrados na representagao anterior, que
tenha distancia inferior a maxima permitida, este possivel erro ¢ descartado e parte-se para a
proxima coluna na linha =0 e repete-se o procedimento descrito. Caso ao final, ndo se
encontre a solucdo, pode-se afirmar que ndo é possivel a corregdo do surto de erros (pelo
menos por este método).

Demonstra-se que, para este exemplo, a posicao (1,2) ¢ a solucdo, pois apresenta a menor
distdncia em relacdo a posi¢ao (0,1) de valor igual a um, como se pode ver na equagdo a

seguir.
dn=110,1)-1f(1,2)| +1 =|7-8| + 1 =2 < 5 (=n,-1)

Uma vez encontrado este segundo ponto, a drea de possiveis erros passa a ser:

0] 1

1|1

2 | X

3] 1

41

511
X111 X1 XXX
0] 1]2 7181910




d) Neste caso, fixa-se i=3 e testa-se as posi¢des (3,3), (3,4) e (3,5) em relagdo aos ultimas
posicdes consideradas com erros. Neste exemplo, a posicao (3,3) é a que apresenta menor

distancia:

dp = £(1,2) — £(3,3)] +1 = [8-4| + 1 =5 < 5 (=n;-1).
dp = £(0,1) — £(3,3)] +1 = [7-4| + 1 =4 < 5 (=n;-1).

Uma vez encontrado este terceiro ponto, a area de possiveis erros passa a ser:

011

11

2 [ X

31

411

511
X111 X | X|x[x
o123 [4[5[6[7]8]9]10

e) Neste caso, fixa-se i=4 ¢ testa-se as posi¢oes (4,4) e (4,5) em relagdo aos ultimos erros
considerados validos. Neste exemplo a resposta seria a posicao (4,4) que apresenta a

menor distancia:
dn=113,3)—1(4,4)| +1 =|4-5|+ 1 =2 <5 (=n;-1).

dp = | £(1,2) — f(4,4)] +1 = [8-5| + 1 =4 < 5 (=n;-1).
dp = | £(0,1) - f(4,4)] +1 = [7-5| + 1 =3 < 5 (=n;-1).

Uma vez encontrado este quarto ponto, a area de possiveis erros passa a ser:



01
11
2 [ X
31
411
511 .

Portanto, fica restrita exclusivamente a posicao (5,5). Neste caso para se confirmar que
atende ao requisito de distancia maxima, executa-se o seguinte calculo em relagdo a todos os

erros encontrados:

dp=|£(0,1) — £(5,5)| +1 = [7-6| + 1 =2 < 5 (=n;-1).
dp=|£(1,2) - £(5,5)| +1 = [8-6| + 1 =3 < 5 (=n,-1).
dy=|1(3,3) - £(5,5)| +1 = [4-6] + 1 =3 < 5 (=n,-1).
dy=| f(4,4) — £(5,5)| +1 = |5-6| + 1 =2 < 5 (=n,-1).

Portanto, a solugdo para o surto de erros, com base neste algoritmo, seria formada

pelas posi¢des (0,1), (1,2), (3,3), (4,4) e (5,5).

O caso s = n,-1 (abreviado s = -1) ¢ interessante porque ¢ um dos dois valores de s que
permitem b =n; [5]. E demonstrado que para s= -1, b=n; se n, > 2n; + 1. Pode-se utilizar um
algoritmo de decodificacao rapido e simples. O nimero de digitos de paridade ¢ de n-k = 3n;

quando n; =2n; + 1.

Exemplos da construgao s = -1:

0 72|166|60|54|48|4236/30(24(18|12] 6
711 7316761554943 3731251913
141 8 |2 [74]68|62|56|50|44|38|32]26]20
211519 | 3 |75]|69|63|57|51|45|39|33]|27
2812211610 4 |76 |70 |64 |58 |52 |46|40 |34
35129123 |17 11| 5 |77]71]65|59|53|47 |41




Sindrome horizontal: S,=10000 1
Sindrome vertical: S,=00001000 01000

Pode-se, para corrigir o surto de erros, utilizar o mesmo algoritmo descrito
anteriormente. Primeiramente observa-se que o peso das sindromes ¢ o mesmo e corresponde

a dois, indicando a existéncia de dois erros, que podem ser:

0 ]72|166|60|54|48|4236/30(24(18|12] 6
711 (173[67|61|55[49|43|37|31|25]|19]|13
1418 |2 |74|68|62|56|50|44 |38 |32|26]20
2111519 | 3 [75|169 |63 |57|51(45|39|33]27
2822|1610 4 |76|70|64|58|52|46|40 |34
35029123 17 | 11| 5 |77 |71 |65 |59 |53 |47 |4l

ou

141 8 | 2 [74]68|62|56|50|44|38|32]26]20
2111519 | 3 [75|169 |63 |57|51(45|39|33]27
2822|1610 4 |76|70|64|58|52|46|40 |34
35129123 |17 (11| 5 |77 |71|65|59|53|47 |41

A solucdo recai naquele par que oferece a menor distdncia. Neste caso no par
representado pelas posicdes 54 e 59. Observa-se que neste caso a distancia vale seis (menor

ou igual a n;) e, portanto esta dentro do limite aceitavel de corregdo deste codigo.

Pode-se calcular as posi¢des da seguinte forma:

Jij) = i+ (i)(n1) mod (r2m2)



Também pode-se chegar ao mesmo resultado e de forma muito mais simples usando o

método descrito por Blaum [3], ou seja:

Sp | 110100 0]1

Solugao: (0,4) e (5.9).

O casos=-2, a exemplo do casos=-1, também permite b= n; [4], desde que

np=4ut+v+2en,=6u+2v+5 u>1ev=>0,massendo v diferente de 1.

Exemplo desta técnica:

u=lev=0,entdon;=6en,=11,

0 [30]60|24|54|18|48|12|42| 6 |36
37| 1 |316125(55(19|49 |13 43| 7
8 [38] 2 (32|62]26[56|20|50(|14 |44
4519 |39 3 |33|163 |27 57|21 51|15
16 (46|10 40| 4 |34 |64 |28 |58 (22|52
531174711 41| 5 [35/65(29|59|23




Exemplo de decodificacao:

Supde-se erros nas posigdes 27 e 30, indicando surto de comprimento quatro

0 [30]60|24|54|18|48|12|42| 6 |36
3701 3116125551949 |1343| 7
8 [38] 2 (32|62]26[56|20|50|14 |44
4519 |39 3 |33|163 (27|57 |21 |51]15
16 146 |10 40| 4 |34 |64 |28 |58 (22|52
5317|4711 41| 5 [35/65(29(59|23

Calculo das Sindromes:

Sindrome horizontal: S, =100100
Sindrome vertical: S,=01000010000

Baseando-se no método de Blaum [3], chega-se seguinte solugao:

Sp | 1100|1100

Solugdo: (0,1) e (3,6).



Para a correcao de ¢ surtos de erros pode-se usar um cddigo matricial binario n; x n;
(n2 > n;), cujas linhas consistem de palavras-codigo de um codigo (n2, k», d=2¢) e colunas com
paridade par (i.e., as colunas tem como parametros de codigo (n;, n;-1, 2)), perfazendo um
codigo matricial com parametros (n;n,, kikz, d) = (nin,, (n;-1)k,, 4¢). A leitura diagonal e o
parametro s sdo usados também neste caso. Daniel [19,20] desenvolveu cédigos matriciais
deste tipo com parametros =2 e s=1. Estes cddigos foram construidos heuristicamente, por
manipulagdo da matriz de verificacdo de paridade do codigo estendido de Hamming, para
assegurar correcao de duplo surto de erros. Em muitos casos b = n;-1 foi conseguido, mas em
alguns casos somente b= n; —2 foi possivel, porque n, era muito pequeno. Estes codigos
foram todos capazes de detec¢do de tnico surto de erros de comprimento b= 2n;-1.

Estes codigos matriciais foram efetivamente generalizados por Blaum [5] que provou
que, com o pardmetro s = 1, o cddigo matricial definido no pardgrafo anterior pode corrigir
até ¢ surtos de erros de comprimento menor ou igual a n;-1 se n, > 2#(n;-2) +1. Também foi
demonstrado em [5] que para s = -1 o cddigo pode corrigir até ¢ surtos de erros de
comprimento menor ou igual a n; se ny > 2tn; + 1. Em ambos os casos, as linhas sdo
constituidas de palavras-codigo de distancia 2.

O processo de decodificacdo foi descrito em [5], usando um algoritmo, que consistia
em calcular as sindromes de cada linha. Caso o peso da sindrome de determinada linha fosse
menor do que ¢ entdo o cddigo de linha poderia corrigir, caso contrario, ou seja, se o peso da
sindrome da linha fosse igual a ¢, teria que ser utilizado um algoritmo mais complexo, que
consistia em identificar uma seqiiéncia de zeros (gap) livre de erros na sindrome das colunas,

localizar a coluna seguinte a seqii€éncia e corrigi-la, conforme descrito nos exemplos a seguir.

Exemplos: para /=2

1 [ 5]913]17]21(25]29]33
3412 ]6 |10]14|18|22]26]30
31 (35|13 |7 |11|15]19 23|27
28 132|364 | 8 |12]|16]20]|24

Neste caso, observa-se que a primeira linha apresentara sindrome de peso dois (igual a
f) e, portanto, ndo ¢ possivel corrigir pelo codigo de linha. A sindrome das colunas, que ¢

designada de sindrome vertical, S,, ¢ dada por:



Posicao 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Sy 1 0 0 1 0 0 0 0 0

Observa-se que o maior vazio (gap) ocorre entre as posi¢cdes 5 a 9. Pelo algoritmo,
deve-se escolher a posicdo subseqiiente a ultima coordenada deste gap para correcdo, ou seja,
posicdo 1. Logo, deve-se corrigir a posi¢ao indicada pela linha 1 e coluna 1. Corrigindo esta
posicdo, na linha 1 fica apenas um erro, no simbolo 5, e portanto ¢ possivel a correg¢do pelo

codigo de linha. O cédigo matricial fica assim representado:

159 |13]17|21]25|29]33
34126 |10]14|18|22|26]30
3113513 |7 |11|15|19]23]|27
28 132|364 | 8 |12]|16[20]|24

Passa-se para a proxima linha e calcula-se novamente a sua sindrome. Neste caso,
verifica-se que possui erro de peso dois e que, portanto, o cddigo de linha ndo consegue

corrigir. Parte-se novamente para o calculo da sindrome vertical, mostrada a seguir:

Posicao 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Sy 0 1 0 1 0 0 0 0 0

Vé-se que a maior seqiiéncia de zeros consecutivos, vistos ciclicamente, finda na
posicdo 1. Portanto a posicao (2,2), que corresponde ao simbolo 2 no c6digo matricial, devera
ser corrigida. Uma vez corrigido este simbolo, o cddigo de linha corrige o simbolo 6 ¢ o

codigo matricial fica da seguinte forma:

34126 |10]14|18|22]26]30
3113513 |7 |11|15|19]23]|27
28132364 | 8 |12]|16]20]|24




Neste caso,

Posicao 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Sy 0 0 1 1 0 0 0 0 0

A seqiiéncia de zeros consecutivos finda na posicdo 2. Portanto, deve-se corrigir a
posicdo indicada pela linha 3 e pela coluna 3, que corresponde ao simbolo 3. Em seguida,
fechando a seqiiéncia de decodificagdo, o codigo de linha corrige a posicao representada pelo

simbolo 7.

Outro exemplo:

3426 (1014|1822 26|30
31353 |7 |11|15]19]|23]27
281321364 | 8 |12]|16]20]|24

Neste caso, observa-se que a primeira linha também apresenta sindrome de peso dois

(igual a ?) e, portanto, ndo ¢ possivel corrigir pelo coédigo de linha. A sindrome vertical, S,, €

dada por:
Posigado 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Sy 0 1 1 0 0 0 0 1 1

Observa-se que a mais longa seqiliéncia de zeros consecutivos ocorre entre as posi¢oes
4 e 7. Pelo algoritmo, deve-se escolher a posi¢ao subseqiiente a ultima coordenada deste gap,
ou seja, posicdo 8. Logo, deve-se corrigir a posi¢do indicada pela linha 1 e coluna 8
(representada pelo simbolo 29). Corrigindo esta posi¢do, na linha 1 fica apenas um erro, no
simbolo 1, e portanto ¢ possivel a corre¢do pelo codigo de linha. A palavra do codigo

matricial fica assim representada:



3412 |6 |10]14|18|22]26]|30
31353 |7 (11]|15]19 23|27
28132364 | 8 |12]|16]20]|24

Passa-se para a linha subsequente e calcula-se novamente a sua sindrome. Neste caso,
verifica-se que possui erro de peso dois e que, portanto, o cddigo de linha ndo consegue

corrigir. Parte-se entdo para o calculo da sindrome vertical, mostrada a seguir:

Posicao 1 2 3 4 5 6 7 8 9
S, 1 1 1 0 0 0 0 0 1

Vé-se que o maior gap (visto ciclicamente) finda na posi¢ao 8. Logo a posi¢do (2,9),
representada pelo simbolo 30 devera ser corrigida. Uma vez corrigido este simbolo o codigo

de linha corrige o simbolo 2 e o cédigo matricial fica da seguinte forma:

1|59 |13]17|21]25|29]33
34126 |10]14|18|22]26]30
31353 |7 |11|15]19]23]27
28132136 4 | 8 |12]16|20|24

Para este caso,

Posicao 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Sy 1 0 1 0 0 0 0 0 0

O gap finda na posi¢do 9. Portanto, deve-se corrigir a posi¢ao indicada pela linha 3 e
coluna 1, que corresponde ao simbolo 31. Em seguida, fechando a sequéncia de

decodificagdo, o codigo de linha corrige a posigdo representada pelo simbolo 3.

Problema:



1 [5]9 [13]17]21(25]29]33
341216 |10]14|18|22]26]30
31 (35|13 | 7 |11|15]19 23|27
2813236 4| 8 |12]|16|20]|24

Pelo método demonstrado por Blaum [5] é necessaria a identificagdo na sindrome
vertical de um gap com comprimento maior ou igual a n; (nesta ilustracdo n;=4) posigoes,

livres de erro. Neste caso, observa-se que a sindrome vertical fica igual a:

Posi¢ao 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Sy 1 0 0 0 0 0 1 0 0

Portanto o gap inicia na posi¢do 2 e finda na posi¢do 6, tendo comprimento igual a
cinco. No entanto, este gap ndo ¢ livre de erro, uma vez que os erros nas posicoes 13 e 4
geraram um zero na posi¢do 4. Se for usado o algoritmo anteriormente mostrado, sera
introduzido mais um erro na posi¢ao 25 (correspondente a linha 1 e coluna 7) e quando for
recalculada a sindrome horizontal da linha se descobrird que o peso € trés e portanto maior
que =2. Logo este tipo de surto de erros de comprimento 7; nao podera ser corrigido por este

tipo de codigo matricial. A seguir ¢ apresentado mais um exemplo:

159 (131721 (25]|29]33
34126 |10]14]18|22]26]30
3113513 | 7 |11 |15|19]|23]|27
28 132|364 | 8 |12]|16]20]|24

Posicao 1 2 3 4 5 6 7 8 9
S, 1 0 0 0 1 0 0 0 0

Neste caso, 0 maior gap inicia-se na posicdo 6 e finda na posicao 9. A correcdo dos
erros, pelo uso do método exposto, € plenamente exeqiiivel e funcional, como ja foi ilustrado

nos exemplos anteriores.



Uma outra técnica geral para a construcao de codigos matriciais para correcdo de
multiplos surtos de erros (multiple-burst-correcting array codes) ¢ baseada no uso de codigos
de linha para corre¢do de f-erros e codigos para as colunas com um unico digito de paridade
(SPC code). Este tipo de codigo matricial ira corrigir até 2¢ surtos de erros. Isto deve-se as
propriedades do produto dos cddigos matriciais: Se o codigo da linha tem uma distancia para
correcao de surtos de erros de d = 2¢+1, entdo o codigo matricial gerado terd uma distancia
d =2.(2t +1) = 4t +2, ou seja, o codigo matricial pode corrigir até (4¢ + 1)/2 = 2¢ surtos de
erros de comprimento b. O codigo da linha pode ser, por si proprio, um cddigo matricial,
sendo que neste caso resulta num codigo de trés dimensdes.

Bridwell e Wolf [21] estudaram as propriedades de corregao de multiplos surtos de
erros para codigos de duas dimensdes, construidos a partir de codigos usados nas linhas e nas
colunas (ndo necessariamente ciclicos) com parametros (n, k, d) = (n, ki, dppr) €

(n, k, d) = (ny, k2, dpp2). Neste caso, o processo de leitura diagonal de Gilbert [15] foi usado.

1.2.3 Codigos matriciais de bloco para correcao de surtos de erros em duas dimensdes

(Clusters ou patches de erros)

Surtos de erros em duas dimensdes (clusters ou patches) ocorrem em aplicagdes como
transmissdes digitais, processamento digital de sinais ou sistemas de armazenamento, nas
quais se deseja que os dados sejam formatados em duas dimensdes (por exemplo, fita
magnética, etc.). Codigos matriciais sdo adequados para corrigir erros em estruturas de dados
de duas dimensdes.

A forma mais simples de cddigo para correcao de surto bidimensional de erros (single
cluster) ¢ o codigo matricial de digitos de paridade para as linhas e colunas (RAC-row and
column code) entrelagado. Um surto de erros bidimensional (cluster) bxb; = 1, x I, de & erros,
1 <¢< lpz, em um codigo matricial de parametros (k; + [,) (k> + [,), com uma estrutura
matricial de informacgdo k; X k,, pode ser corrigido por entrelagamento de linhas e colunas, por
uma profundidade /,. Os surtos de erros bidimensionais na maioria das vezes sdo retangulares
e neste caso a profundidade de entrelagamento seré distinta para linhas e colunas.

Codigos matriciais entrelagcados por linhas em uma profundidade /,, podem ser usados
para corrigir um surto de erros bidimensional de /, x I, erros, com ¢ erros, 1 < &£ < ,>. O

entrelagamento de colunas também ¢ possivel.



Cddigos matriciais do tipo corretor de surtos de erros nas suas linhas (RBC — row
burst correcting code) ou corretor de surtos de erros nas suas diagonais (DBC — diagonal
burst correcting code) também podem ser utilizados. Estes codigos sdo mais eficientes do que
os codigos RAC entrelagados. Um exemplo de codigo matricial para corre¢do de surtos de
erros bidimensionais usando esta técnica foi desenvolvido por Blaum e Farrell [9] cuja
descri¢do ¢ dada a seguir.

Estes codigos matriciais com 7, linhas e n, colunas sdo capazes de corrigir um surto de
erros bidimensional na forma retangular de dimensdes bixb; = b;xb;, de ¢ erros, em que 1< ¢
< b; b,. As linhas e colunas deste cddigo matricial tém paridade par (tipo SPC - single parity
check).

A codificacdo e a decodificagdo deste tipo de codigo matricial envolve operagdes de
logica boolena X-OR e deslocamentos ciclicos de vetores binarios.

Supde-se que se deseja corrigir um surto de erros bidimensional de tamanho maximo
b; x b, em um codigo matricial n; x n. Este surto de erros bidimensional ¢ visto ciclicamente
em ambas as diregdes, ou seja, o codigo matricial tem a topologia de um tordide. Por
exemplo, se n; = n, = 6, os seguintes surtos de erros bidimensionais tem tamanho de no

maximo 2 x 3:

Seja n; > 2b;b, — by, ny > 2b;b, e supde-se que b; divida n; e b, divida n,. Se for
denotada por p uma rotagdo do vetor para a direita, por exemplo, sejao vetoru=0101 0,
entdo p(u) =0 0 1 0 1. Conseqiientemente p’ representa ¢ rotagdes do vetor para a direita ao
passo que p“ representa g rotagdes para a esquerda, sendo ¢ > 0. Se u é um vetor vertical, p?
representa g rotagdes para baixo. Seja <u>, representando um Unico inteiro x, 0 < x < v-1, tal

que k= u(mod v).



A informacdo ¢ armazenada em uma estrutura matricial 4.; de dimensdes (n;-1)x(n,-1). O
primeiro passo ¢ codifica-lo em um arranjo 4 de dimensdes n;xn,, usando paridade par para
as linhas e colunas.

No passo a seguir para cada linha »; de 4, 0 <i <n; — 1, aplica-se uma rotagao pb2<i>"1 .
Representa-se por 4, o arranjo obtido desta forma. Em seguida, deve-se aplicar a cada coluna

1<)7b,

¢ide 4., 0 <j < mn, -1, a rotagdo pb . Representa-se por A, o arranjo obtido desta
operacdo, completando a codificagdo. Farrell e Blaum [9] provaram que atendidas as
condi¢des n; > 2b;b; — by, ny > 2b;b, e supondo que b; divida n; e b, divida n;, este tipo de

codigo € capaz de corrigir um surto de erros bidimensionais do tamanho b;x b;.

Exemplo: Sejab; =2 e b,=3,entdon; 210 e n,> 12. Adotando-se para este exemplo

n; =10 e n,= 12, entdo (observa-se que b, divide n; e b, divide ny).

dp | A | a2 | a3 | A4 | A5 | A6 | A7 | Ag | A9 | Aj0 | A11

bo | by | by | bs|bs|bs|bs|bs|bg|bg|big|bi

Co|C1 | C|C3 | C4|C5|Cs| C7|C8 | Co|Ci0]Cr1

do |di|da|d3|ds|ds|deg|dy|ds|do|dio|dis

€ | €1 | €2 | €3 | €| €5 | C | €7 | €| € |Cl10]|C11

fo|fi || 6K || 5] ||| fH]|fo]fn

g0 | 81|22 |8 | 8|8 |8 | 8| & | & |80 811
ho | hy [ hy | hs | hy | hs | he | hy | hg | ho [hio|hy

Io | 11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 110 | 111

Jo L Jv [ J2 1 J3 | Jalds | de | d7 s | o |Jio]Ju

Geragao de 4,-

. . . ~ b 1 . -
Para cada linha 7, de 4, 0 < i < n; — 1, aplica-se uma rotagdo p >~ " = p 2. Entdo



Linha (7) <> Numero de
rotacoes

0 0 0

1 1 3

2 0 0

3 1 3

4 0 0

5 1 3

6 0 0

7 1 3

8 0 0

9 1 3

Logo a matriz 4, sera:

Qo | 41 | a2 | a3 | a4 | A5 | A6 | A7 | Ag | A9 | Aj0 | A1l
bg | bio|bii | bo | by | by | b3 | bs|bs|bs| bs|bg
Co| Cr | C|C3|Cq|C5|Cs| C7|C8 | Co|Ci0]|C11
do |dig|dii|do|di|da|d;|ds|ds|ds]|dy]|ds
€ | €1 | €2 | €3 | €| €5 | C | €7 | €| € |Cl10]|C11
fo |fio|fu|fo|fi || K| &L |f5|f|f|f
g0 | 81| 22| 8|84 |8 |8 |8 |8 |8 |8uol8i
ho [ hio|hii| ho | hy | hy [ hs | hsy | hs | he | hy | hg
lp | 1p [ 1|13 [ 1a |15 | G | 17 | i | 1o | 110 | i1
Jo | Jwo|Ju | Jo | Jv | J2|Js | Ja|ds |6 | J7 ]| Js




Geracao de Aj:

Aplicar a cada coluna ¢; de 4,, 0 <j < n,— 1, a rotagdo prI = 2
Coluna (j) <j>3 Numero de
rotacoes

0 0 0

1 1 2

2 2 4

3 0 0

4 1 2

5 2 4

6 0 0

7 1 2

8 2 4

9 0 0

10 1 2

11 2 4

Logo a matriz A4, fica:

a | 11 | g |a |14 | g |8 |17 | g |a |lio|&n
bo | Jio [hir [ bo | ji | ha | b3 | ja | hs | be | j7 | hs
Co|a |1y |c3|as|is |Ce|ar| g |cColag]li
do |bio|jin|do| by |j2|ds|ba|js|ds|br]|]s
€ | C1 | a | €3 | C4| a5 | C | C7 | aAg | € | Cio| a1l
fo [dio|bi| fo |di|by| f3 | ds|bs| fs|ds|bs
go € | C2| 83| C|C5 |8 | C7|C8| B9 |Cr0|Cr1
ho | fio | dir|ho | fi | da | h3| fs | d5s | he | 7 | ds
o | g€ |13 | @ |€ |1 |g |€|do|gi0|€mn
Jo |hiwo|fir | jo | hi | ©2|js | ha|f5]|js|hs|Ts




Exemplo de erros que podem ser corrigidos:

ao | 11 | S |a3 |14 |85 |a |17 |8 |as|lio|8n
by | jio [hir [ bo | ji | ha | b3 | ja | hs|bs| j7 | hs

Co|a |1y |c3|as|is|cCe|ay|ig|cColagp]ln
do |bio|Jjin|do|bi|j2|ds|ba]|]js|ds]|br]]Js

€ | C1 | a2 | C3 | €4 | A5 | € | C7 | ag | ©9 | Cio | A1l
fo |dio|bii| fo |di|by| f5|ds|bs|fs|ds|bs
g [ €1 | C2 | 83| C4 | C5| & | €| Cs| 8 |Cr0|Cr1
ho [fio|dii|ho | fi | da|hs | f4 |ds | he| £7 | ds
o | g |€e |13 |g|€| 16| g |€s| io|g0|€Emn
Jo |hio|fin| jo | hi| f2|js | ha| 5| Js|hs|Ts

Ap6s o desentrelacamento:

Qo | 41 | a2 | a3 | A4 | A5 | A6 | A7 | Ag | A9 | Aj0 | A1l
by | bi [ bz | b3 [ bs | bs|bs|bs|bg|by|big|bn
Co | Cr | C | C3| €| C5|C6|C7|C8 | Co|Cio]Cr1
do |dy|dy|d3|ds|ds|dg|dy|ds|do|dio]|dis
€ | €1 | C | €3 | €| €5 | C | C7 | €| €9 |Ci0|Cr1
fo|fi | L ||| 5| f| || f|fio|fn
g0 | 81| &2 |8 | 8|8 |8 | 8 | 8| 8 |8io0|811
ho | hy | hy [ hs | hs | hs | he | hy | hg | hy | hio | hy
lp |11 | 1o |13 | 14 |15 | 16 | 17 | 13 | 19 | 110 | 111
Jo | Ju | J2 | J3 | da|ds|Je|J7|Js|Jo|Juo|n




Outros exemplos de erro:

a | 1y g | a3 14 g5 | a6 17 g8 | a9 110 11

b9 le hll bO jl h2 b3 j4 hS b6 j7 h8

Co|lay|Ir|c3|as|1s |[Cs|ay|1g |Co|ajlln

do [bio|jin | do|bi | jo|ds|bs|]s|ds]|b7]|]s

€ | €1 | A | C3 | C4 | a5 | C | C7 | aAg | € |Cio| A1

g0 | €1 | C2 | 8| € |C5| L | €7 | Cg| & |€C10]C11

ho [fio|dii|ho | fi | da|hs| f4s |ds|he| £7 | ds

Io [ g | € |13 |g|€e |16 |g7| €| 1o |Liol|eCn

Jo [hio| fir | jo |hi | 2] js |ha| f5 |6 | hy| £

ou

a [ i1 || a3 |14 |8 |a |17 | g |a |10]|8n

bg | jio [hit|bo | ji | ha{bs|js|hs|bes| j7|hs

Co|lay| i |c3|as|is |Ce|ay|ig | Co|ajlln

do [bio|jii|do|[bi|J2|ds|bs|Js|ds|br] s

€ | C1 | a2 | €3 | C4 | a5 | C | C7 | aAg | € | Cio| a1l
fo [dio|bii| fo |di|by| f3|ds|bs]| fs|ds|bs
o | €1 | C2| & | C4 | C5 |8 | C7|C| 8 |C10]Ci11

ho [fio|dii|ho | fi | da|hs | f4 |ds | he| £7 | ds

in g1 | € i3 g4 | €5 i6 g7 | €8 19 £g10 | €11

jo |hwo| fir | jo | hi | £ | J3 | ha| f5 | js | hy | fs

Observa-se que em todos os casos acima o erro ¢ espalhado, apds o desentrelacamento,
um para cada linha do cédigo matricial. Portanto, se houver um cddigo de linha que seja
capaz de corrigir um erro, o surto de erros bidimensional mostrado no exemplo anterior
deverd ser totalmente corrigido. Outra possibilidade ¢ usar o método de decodificagao

apresentado pelos autores citados [9].



Capitulo 2

Entrelacamento

2.1 Introducao

Neste capitulo serdo abordadas duas formas de utiliza¢do de entrelacamento. A primeira delas
se refere a transmissdo de dados em canais susceptiveis a surtos de erros (bursty channel) e a
segunda aplicacdo refere-se ao armazenamento de dados em estruturas, nas quais eles estdo
organizados em duas dimensdes, como ¢ o caso de sistemas de gravagao magnética, que €

objeto desta dissertacdo.

Um entrelagador ¢ um dispositivo que reordena uma seqiiéncia de simbolos de uma
forma deterministica. Associado ao entrelacador estd um desentrelacador, o qual ¢ um
dispositivo que converte a seqliéncia reordenada para a sua forma original. Entrelagadores e
desentrelagadores tém uma variedade de aplicagdes em criptografia e em tecnologia de

comunicagao.

Em muitas das aplicagdes em tecnologia de comunicagdo o entrelagamento ¢ usado
conjuntamente com um codigo corretor de erros aleatérios. Uma técnica, usual para alguns
tipos de canais sujeitos a surtos de erros, consiste em inserir um entrelacador entre o
codificador do canal e o proprio canal. O entrelagador redistribui os simbolos para que
aqueles pertencentes a uma mesma palavra-codigo sejam mutuamente separados por uma
distancia maior do que o comprimento de um surto de erros tipico, a que o canal estd sujeito.
Conseqlientemente, o entrelagamento efetivamente faz com que o canal se comporte como um

canal sujeito a erros aleatdrios.



Codif. Corr. Erros  — Entrelacador
—_ > >
Canal
: .‘—
Decodif. Corr. Erros » Desentrelacador

Figura 2.1: Utilizagdo do entrelagador em sistemas de comunicagao.

Para exemplificar a importancia do entrelacador, supde-se que, por um sistema de
transmissdo digital similar ao da Figura 2.1, utilizando cddigo corretor de erros de bloco
(n, k, d), capaz de corrigir até ¢ erros aleatorios por palavra-codigo, e que nao emprega um
entrelagador, seja enviada uma seqiiéncia de b.n digitos: x;, X2, X3, X4, Xns XutIyeeeesXbn, €M qUE
n ¢ o comprimento da palavra-codigo e b ¢ o grau de entrelagamento. Esta seqiiéncia se for
submetida a um surto de b erros consecutivos podera produzir padrdes com mais de ¢ erros ao
longo de uma ou mais palavras-codigo, que estardo impossibilitadas de serem corrigidas.A
possivel solucao deste tipo de problema ¢ entrelacar (reordenar) os digitos, pertencentes as
palavras-codigo, antes de envid-los pelo canal. Esta acdo fard com que o surto de erros seja
espalhado entre as palavras-codigo, permitindo, ao final, que cddigos corretores de erros
aleatorios sejam capazes de corrigi-lo.

Uma forma simples de entrelagamento pode ser conseguida, por exemplo,
organizando-se as palavras-codigo nas linhas de um arranjo matricial, para que, em seguida,
possam ser enviados, ao longo do canal, os digitos lidos por colunas, como esta ilustrado na
Figura 2.2, isto ¢, os digitos consecutivos enviados pelo canal pertencem a palavras-codigo
distintas. Portanto ¢ enviada a seqliéncia X;, Xpti,..c., Xb-ljn +1> X25 Xn+2,e...Xpp. Na outra
extremidade do canal (receptor ou destino) executa-se o desentrelacamento, para recuperar a
informagao original, segundo a mesma regra.

Neste caso um surto de erros de comprimento b sera espalhado igualmente pelas
palavras-codigo. Consequentemente, caso o comprimento total do surto de erros seja menor
ou igual a b.t, cada palavra-cddigo ¢ afetada por no méaximo ¢ erros, possibilitando a sua

correcao por um cddigo corretor de erros aleatorios.



Palavras-codigo de n digitos cada

A
o N
X1 X2 X3 ceee Xn
Xn+1 Xn+2 Xn+3 e X2n
Sequéncia vertical
. X X X e X
de envio 2n+1 2n+2 2n+3 3n
X(b-1)n+1 X(b-1)n+2 Xbn

Figura 2.2 — Estratégia de entrelacamento para canais susceptiveis a surto de erros.

O entrelacamento também pode ser aplicado em sistemas de transmissdo de
informag¢do com canais susceptiveis a desvanecimento e/ou sujeitos a interferéncia intencional
(jamming).

A técnica de entrelagamento vista até este ponto sob a dtica temporal, poderd também
ser empregada em sistemas com caracteristica espacial ou bidimensional, como ¢ o caso de
sistemas de gravacdo de dados. O objetivo principal do método ¢ mantido, ou seja, tornar
mais potentes os codigos corretores de erros aleatorios.

Outros aspectos relevantes a serem considerados, no estudo do par
entrelacador/desentrelagador, sdo o retardo de codificacao, o qual ¢ definido como o maximo
retardo encontrado por qualquer simbolo antes de ser retirado na seqiiéncia de saida, e as
capacidades de estocagem E e E,, 0s quais representam o nimero de simbolos estocados nos
circuitos do entrelacador e no desentrelacador, respectivamente. Estes parametros devem ser
levados em conta na tomada de decisdo sobre qual tipo de entrelacador/desentrelacador é mais

eficiente para um dado sistema.

2.2 Entrelacamento Aplicado em Canais de Comunicacio

Susceptiveis a Erros em Surto

Um canal susceptivel a erros em surto ¢ aquele sobre o qual ocorrem feixes ou surtos (bursts)

de padrdes aleatorios de erros. Estes canais usualmente contém alguns agentes causadores de



erros no meio fisico, cuja constante de tempo efetiva excede a taxa de transmissdo de simbolo
no canal. Por exemplo, um arranhdo sobre um disco compacto (compact disc) pode
obscurecer algumas seqiiéncias de digitos sobre cada uma das trilhas adjacentes,

conseqilientemente causando multiplos surtos de erros, quando o disco ¢ executado.

Varios codigos corretores de erros de bloco sdo para corre¢do de erros aleatorios. Um
codigo para correcdo de erros aleatorios pode corrigir até ¢ simbolos errados por palavra-
cddigo, independentemente da colocag@o destes erros. Um problema para estes codigos surge
sempre que eles sdo utilizados em um canal sujeito a surtos de erros. Um surto de erros pode
ficar confinado a alguns simbolos pertencentes a um pequeno numero de palavras-codigo
recebidas, enquanto que outras palavras-cédigo podem ndo ser atingidas por qualquer tipo de
erro. A capacidade de correcdo de erros, necessitada para as palavras atingidas, ¢

conseqiientemente desperdigada nas palavras ndo afetadas pelo surto de erros.

Um grande esfor¢o tem sido feito para o desenvolvimento de codigos especialmente
projetados para canais susceptiveis a surtos de erros. Tais codigos incluem os codigos de Fire
[32] e certos codigos ciclicos encurtados [32].Uma forma de tornar efetivo o uso de cédigos
de corregdo de erros aleatorios sobre estes tipos de canais, como foi mencionado, € usando as

técnicas de entrelacamento.

Um entrelagador ¢ um dispositivo que mistura os simbolos das palavras-codigo para
que estes estejam bem separados durante a transmissao. Quando as palavras-codigo sdo
reconstruidas no destino por um desentrelagcador, os surtos de erros introduzidos pelo canal
sdo separados e espalhados ao longo de algumas palavras-codigo. O par entrelaca-

dor/desentrelagador modela efetivamente um canal aleatorio.

Os tipos mais frequentes de entrelagadores, usados para esta aplicagdo, sdo de Bloco,

Convolucionais ou Helicoidais.

2.2.1 Entrelacadores de bloco

Muitas das aplicagdes em corre¢do de erros em sistemas de comunicagdo, estdo relacionadas

4

com os codigos de bloco, logo ¢ compreensivel que entrelacadores de bloco tenham sido



primeiramente adotados. Um exemplo tipico de entrelagamento de bloco ¢ dividir a seqliéncia
de simbolos em blocos e coloca-los em uma correspondente matriz bidimensional, inserindo

estes simbolos por linhas e retirando-os por colunas, como foi ilustrado na Figura 2.2.

Um entrelagador de bloco n; x n; e o correspondente desentrelacador sao mostrados na
Figura 2.3. Os dois circuitos sdo idénticos, cada um consistindo de 7, linhas com 7, elementos

de memoria (colunas).

A seqiiéncia de dados € colocada nas linhas do entrelagador na ordem mostrada na
Figura 2.3. O conteudo do entrelagador entdo ¢ removido por colunas. Quaisquer dois
simbolos adjacentes da entrada sdo conseqlientemente separados por (n;-1) outros simbolos na
saida. O comprimento da linha n, ¢ freqlientemente selecionado para que cada linha retenha
uma palavra-codigo inteira. Um surto de erros de comprimento b causa o maximo de b/n;
erros em uma ou mais palavras-codigo, apds o desentrelagamento. Se este codigo tem
capacidade de corrigir padrdes de erros aleatorios de peso ¢ ou menos, estas palavras-codigo

entrelagadas podem ser atingidas por um surto de erros com comprimento ndo excedendo

(gt + 1).

Entrada do Entrelagador

Oo—»
Oo—»
o— | » 1 0

[oe]

o —»
—>

%

Saida do entrelagador



ooy X6y X3, X0, X7, X4, X1, X8, X5, X2, X15, X12, X9, X165 X[35e0ee0e-

Entrada do Desentrelagador

Oo—>
Oo—>
Oo—

\ 1 4 7

0 3 6

T

—>
O —»

Saida do desentrelagador

Figura 2.3: Par entrelacador/desentrelagador de bloco n; x n, (n; = ny =3).

Para detalhar esta idéia, supde-se um entrelacador de blocos usual (b,n) consistindo de
uma matriz de n linhas e b colunas, em que # representa o comprimento da palavra-codigo de
um codigo de blocos (n, k, d) e b representa a profundidade de entrelacamento, /, Os simbolos
ingressam na matriz pelas colunas e saem desta pelas linhas e ¢ admitido que o simbolo no
canto superior esquerdo € o primeiro a entrar € o primeiro a sair. Qualquer surto de erros com
comprimento menor do que b erros sobre o canal resultam em erros separados por pelo menos
n simbolos na saida do desentrelagador. Numerando as linhas da matriz de 0 a n-1 ¢ as
colunas de 0 a b-1, entdo um simbolo na posicao qualquer (i,j), em que i representa a linha e j
a coluna, ¢ submetido a um retardo no entrelacador de nb+(b-1)i-(n-1)j simbolos, enquanto no
desentrelacador este retardo ¢ de nb + (n-1)j — (b-1)i simbolos.

Os simbolos no topo esquerdo e¢ na parte de baixo a direita sdo submetidos a um
retardo de nb simbolos, tanto no entrelacador quanto no desentrelagador (j =0 e i =0),

presumindo-se que a matriz seja preenchida antes de qualquer simbolo ser removido.



O retardo minimo deste tipo de entrelagador ocorre para o simbolo na posi¢ao superior
a direita e corresponde a b + n —1. J& no desentrelacador este mesmo simbolo ¢ submetido a
um retardo de 2nb — b —n +1, o que perfaz um retardo total de 2nb.

Com base nas consideracdes anteriores ¢ possivel modelar solu¢des para que o retardo
em ambos, transmissor e receptor, seja reduzido para b + n — 1 dando um total de 2(b-1)(n-1)
simbolos, o que corresponde a duas vezes o valor minimo estabelecido, a principio.

Deve-se observar que ndo ¢ necessario esperar até que toda a matriz esteja preenchida
antes de comecar o processo de entrelagamento, e esta simples estratégia permite alcangar

menores valores de retardo.

Exemplo: Seja o seguinte entrelagador de blocos (4,8), isto €, b=4 e n=8

Ao|Bo | Co | Do
A1|B|Ci|Dy
Ay | By |Gy | Dy
A3| B3| Cs|Ds
A4| By | Cy| Dy
As|Bs|Cs|Ds
Ag|Bes | Cs | Dg
A7|B7|C7|Dy

Em que A, B, C e D representam quatro palavras-codigo de comprimento oito. Estas
palavras-codigo sao introduzidas por colunas e removidas por linhas, dando como resultado a

seguinte seqiiéncia entrelagada:

Sequéncia entrelagada: Ay,By,Co,Do,Aj............. A7,B7,C7,D7.

Deve-se observar que dois digitos de uma mesma palavra-codigo estdo separados por
trés outros digitos pertencentes a outras palavras-codigo. Portanto, se houver um surto de
erros de comprimento até quatro, por exemplo, este afeta apenas um digito em cada palavra-

codigo.



A seguir sao mostrados alguns valores relativos a retardos para este exemplo. E
importante ressaltar que para este exemplo a remog¢@o dos simbolos (digitos) somente ocorre

apos a inclusdo de todos eles na matriz.

Simbolo Retardo
A (b-1)n+ (n-1) +1 =nb
Bo (b-2)n+ (n-1) +2 = nb 2n +n +1 = nb-n+1
Co b3+ (n-1)+3=nb-3n+tn+2=nb-2n+?2
Dy (n-1)+b=b+n-1
A (b-Dn+ (m-2)+b+l=nb-n+n+b-1=nb+b—1
B, b-2n+ (n-2)+b+2=nb-2n+n+b=(n+t1)b-n
C (b-3)n+(n-2)+b+3=nb-3n+n-2+b+3 =(n+l)b2n+1
D, (n-2)+2b=2b+n-2
A, (b-1)n + (n-3) + 2b +1 =nb +2b -2

Algumas formas de implementacdo deste tipo de entrelagador/desentrelacador fazem

uso de memorias RAM’s.

2.2.2 Entrelacadores convolucionais

Contrariamente aos entrelagadores de bloco, os entrelacadores convolucionais utilizam
registradores de deslocamento e linhas de retardo. Os dados trafegam ao longo de uma
estrutura continua com varios estagios. Permanece, no entanto, o cuidado de organizar os
pontos de retiradas de dados e a seqiiéncia do comutador para assegurar que todos os simbolos
sejam transmitidos com retardo apropriado.

Em algumas aplicagdes tais como aquelas que lidam com cédigos corretores de erros
convolucionais, ¢ mais natural considerar entrelagadores convolucionais, no qual o simbolo ¢
retirado a cada vez que um simbolo ¢ inserido nos estagios de registradores de deslocamento.
Estes entrelacadores constituem uma classe mais geral do que entrelagadores de bloco, uma
vez que qualquer fungdo de um entrelacador de bloco pode ser realizada por entrelacadores

convolucionais.



Um exemplo basico ¢ mostrado na Figura 2.4. O circuito ¢ caracterizado pelo indice
m, que corresponde ao nimero de linhas de retardo. Cada bloco D corresponde a uma linha de
retardo de D simbolos. Os simbolos de entrada s3o postos nas linhas de retardo na ordem
mostrada na Figura. A saida ¢ lida na mesma ordem.

Considerando, por exemplo, um par de simbolos consecutivos na entrada, xy € x;,
pode-se observar que estes dois simbolos sdo postos sobre linhas de retardo adjacentes, uma
com retardo ¢D e a outra com retardo (z+1)D. Quando x, atinge a posicao de saida da sua linha
de retardo, x; ainda estard D elementos de retardo préximo da saida na sua propria linha.
Depois que xy ¢ lido, todas as saidas das m linhas subseqiientes sdo lidas D vezes antes de x;
chegar a saida do entrelacador. Portanto ha mD simbolos separando simbolos de palavras-
codigo adjacentes na saida do entrelagador.

Supde-se que m ¢ escolhido para que seja igual ou exceda o comprimento da palavra-
codigo. Cada simbolo em uma palavra-cddigo € consequentemente posto sobre uma diferente
linha de retardo. Na saida do entrelagador, os simbolos da palavra-codigo aparecerdao em
ordem, com cada simbolo separado do seu vizinho por mD simbolos de outras mD palavras-
codigo. Um surto de erros de comprimento b pode conseqlientemente causar [b/(mD +1)]
erros em uma ou mais palavras-codigo. Caso seja empregado um codigo corretor de erros
aleatorios capaz de corrigir ¢ erros, a decodificacdo de erros se torna possivel quando o

comprimento do surto de erros for igual ou inferior a (mD +1)(¢-1) +

0
o— "D —O
10— D|—>|D —C
O
O\—>D » DI DI——
2 2
3 3
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Figura 2.4: Entrelagador convolucional e seu correspondente desentrelacador (m =4 e D =1

simbolo).

De uma forma mais detalhada pode-se dizer que entrelagadores convolucionais (b,n)
sdo aqueles que reordenam a seqiiéncia de simbolos de entrada a fim de que na sequéncia de
saida a cada b simbolos ndo existam quaisquer simbolos que eram separados por menos do
que n simbolos na seqiiéncia original de entrada, ou seja, ndo pertencem as mesmas palavras-
codigo.

Nesta terminologia, n reflete o comprimento de uma palavra-codigo € b 0 maximo
comprimento de surto de erros sobre o canal. Entdo, para um surto de erros isolado, nenhuma
palavra-codigo na entrada do decodificador ¢ afetada mais do que uma vez pelo surto de
erros.

As limitagdes deste tipo de entrelagcador sdo originadas pelo retardo de codificagdo e

pela capacidade combinada de estocagem, E + E,, atingivel por qualquer entrelacador do tipo

(b,n).

Um entrelagador é considerado o6timo se atinge minimo retardo de codificagdo e
minima capacidade de estocagem. Ramsey [29] mostra quatro tipos simples de
implementagdo de entrelagadores convolucionais (b,n) € quais os pardmetros a serem

considerados para a otimizacdo. Estes aspectos serdo tratados em breve.



Inicialmente ¢ importante definir algumas terminologias para entrelagadores
convolucionais. Sdo utilizadas as terminologias adotadas trabalhos de Ramsey [29] e Rocha

[27].
Seja ..... Xzly Xz2geenns uma seqiiéncia de simbolos na saida do entrelagador, em que z,,

z5... correspondem as posi¢cdes destes simbolos na seqiiéncia original de entrada. Para um

entrelagador, portanto

|Zl'—Zj|Zb, (213)
sempre que

li—j|<n-1. (2.1b)

E importante salientar que um desentrelagador “casado” a um entrelagador do tipo
(b,n) corresponde a um entrelagador (n,b). Esta afirmagdo pode ser constatada a partir dos
argumentos a seguir.

Seja ....... , Xz1, Xz2,.... uma seqiiéncia de simbolos na saida do entrelagador, a qual
corresponde também a entrada de um desentrelagador, em que.....z;, z»,..... correspondem as
posicdes destes simbolos na seqii€éncia original. Seja......., X;7, Xz72,...... a seqiiéncia destes
simbolos na saida do desentrelagador. Uma vez que o desentrelagador restaura a seqiiéncia
original entdo,

z1=z;+ D’ paratodo i, (2.2)
em que D’ ¢ um retardo fixo introduzido pelo processo entrelagamento-desentrelagamento.

Consequentemente

|z7i-z2]

> b, (2.32)

sempre que



li—j| <n-1. (2.3b)

Mas as equagdes 2.3a e 2.3b implicam que se

|2z <b-1, (2.42)

entao

li—j|>n. (2.4b)

Isto completa a verificagdo uma vez que (2.4a) e (2.4b) representam as equagdes de
um entrelagador (n,b).

O retardo introduzido pelo entrelacador ¢ o introduzido pelo desentrelagador sdo
ambos iguais ao introduzido pela operacao geral de entrelagcamento-desentrelacamento.

Para considerar o retardo de um entrelacador, primeiramente serd assumido sem perda
de generalidade que min(i — z;) = 0 sendo que, como notado, uma vez que o entrelagador ¢ dito
realizavel, i > z;, O maximo retardo experimentado por um simbolo dentro do entrelagador ¢
a = max(j — z;j). Uma vez que a seqiiéncia de saida do desentrelagador ¢ uma versao atrasada
da seqiiéncia de entrada do entrelagador, supondo-se por D simbolos, a soma do retardo de um
simbolo no entrelacador e desentrelagador ¢ D.

Uma vez que ¢ assumido que existe pelo menos um simbolo com retardo de zero ao
longo do entrelagador, e similarmente do desentrelagador, o retardo geral D ¢ no maximo a.
Se o retardo geral ¢ a entdo quando o simbolo x; aparece na saida do desentrelagador,
simbolos x;1;, Xjt2,...., Xi+o devem ter ingressado no entrelacador. Dai vem o fato de que o
armazenamento combinado do entrelagador/desentrelagador € pelo menos a.

Pode-se mostrar que o maximo retardo de um entrelagador (b,n) é pelo menos
(b-1)(n-1) e para que isto seja comprovado basta considerar a locacdo de n simbolos da
entrada: xxi+j....... Xi+n-7. Por definicdo devem haver pelo menos b-1 simbolos, dentre estes
simbolos, na seqiiéncia de saida. A dimensao total destes simbolos reunidos na seqiiéncia de
saida ¢ consequentemente pelo menos (n-1)b+1, ou seja, (n-1) (b-1)+n= (n-1)b+1. No pior
caso, o ultimo simbolo na seqiiéncia de entrada ¢ também o ultimo simbolo na seqiiéncia de
saida e o maximo retardo deve ser consequentemente pelo menos (n-1)b — (n-1) = (n-1)(b-1).

E também observado que o retardo médio de um entrelagador (b,n) ¢ pelo menos (n-1)(b-1)/2.



O periodo de um entrelagador convolucional ¢ o comprimento minimo da seqiiéncia
para a qual o padrio inteiro do retardo se repete. E notado que o periodo de um entrelagador
(b,n) € pelo menos min(b,n).

A profundidade de um entrelagador, /,, ¢ definida como o maior comprimento de surto
de erros que nao pode atingir qualquer palavra-codigo duas vezes, sendo assumido que os

simbolos de entrada do entrelacador sdo divididos em palavras-codigo.

Exemplo: Seja um entrelacador (b,n) do tipo (5,3), ou seja, para uma seqiiéncia de trés
simbolos na entrada existe uma separagdo entre os pares por pelo menos quatro simbolos

(equivalente a b-1) na seqiiéncia de saida, ou seja:

Seqiiéncia de entrada: 0, 1, 2,....
Seqiiéncia de saida: 0 x x x x 1 X X X X 2,.... em que X representa simbolos que intercalam a

seqliéncia de entrada.

Deve-se observar que a dimensdo da seqiiéncia da saida passa a ser (n-1)b + 1=11, o
maximo retardo sofrido pelo simbolo 2 ¢ igual a oito (o qual corresponde a (n-1)(b-1)) e que o

retardo médio ¢ igual a quatro (o qual corresponde a (n-1)(b-1)/2).

Um entrelagador convolucional ¢ definido como uniforme se ndo ha um conjunto de
(b+1) simbolos na seqiiéncia de saida para o qual todo o par de simbolos ¢ separado por pelo
menos n simbolos na seqiiéncia de entrada. Caso contrario, o entrelacador ¢ definido como
ndo-uniforme. Pode ser mostrado que o retardo de codificagdo de um entrelacador uniforme

(b,n) € pelo menos (b-1)(n+1) e para um ndo-uniforme € pelo menos b(n+1).

Em seguida serdo mostrados alguns tipos de entrelagadores convolucionais mostrados
nos trabalhos de Ramsey [29] e Rocha[27]. Os tipos mostrados em [29] foram designados
como sendo do tipo I, tipo II, tipo III e tipo IV, enquanto que em [27] ¢ abordado o tipo de

Forney [33] [34], como podem ser vistos a seguir.

2.2.2.1 Tipo I: Entrelacador (b,n)

Sempre que n e b + 1 sdo primos entre si e n > b+1, o dispositivo mostrado na Figura 2.5 é

um entrelacador (b,n) ndo-uniforme. Este dispositivo consiste de um conjunto de [b(n-1) + 1]



estagios de registradores de deslocamento, com pontos de retirada de dados (taps) em todo (n-
1)-ésimo estagio intermedidrio, ¢ de um comutador de (b+1) posi¢des que ciclicamente
amostra os b+1 pontos em ordem reversa de suas distdncias da entrada do registrador de

deslocamento. O retardo de codificacdo ¢ de b(n-1).

N° Ponto b k-1 1 0
N° Estagio b(n-1) (k-1)(n-1) n n-1 1 0
Entrada

SRb(n-1) SR SRn | SRn-1 SR1 SRO

(k-1)(n-1)

Saida

Figura 2.5: Entrelacador Tipo I.

Neste trabalho de Ramsey[29] esta demonstrado que este tipo e os demais reunem as
duas caracteristicas principais que garantem a sua funcionalidade: Primeiro, que nenhuma
seqiiéncia continua de b simbolos na saida do entrelagador contenha quaisquer simbolos que
estejam separados por menos do que n simbolos na seqiiéncia de entrada; e segundo, que cada
simbolo na seqiiéncia de entrada ira aparecer na seqiliéncia de saida.

A primeira afirmagdo assegura a separa¢do entre simbolos e a segunda afirmacgdo ¢
importante para mostrar que o dispositivo faz mapeamento univoco entre as seqiiéncias de

entrada e de saida.



Exemplo deste entrelacador convolucional tipo I:

Seja n =5 e b =2 (Implica que numa seqii€éncia reordenada na saida, dois simbolos quaisquer

estdo separados por pelo menos cinco simbolos na seqiiéncia original).

Total de estagios de registradores de deslocamento (shift register) = [b(n-1) + 1] =9.
Total de posi¢des do comutador = b +1 = 3.

Total de estagios entre pontos = (n-1) = 4 (a excecao do final que tem um Unico estagio).

Logo,

SR8 SR7 SR6 SR5 SR4 SR3 SR2 SR1 SRO
X1 X2 X_3 X_4 X_5 X_6 X_7 X-8 X_9
X0 X1 X2 X3 X_4 X5 X_6 X.7 X.8
X; Xo X.] X.2 X.3 X4 X.5 X6 X7
X2 X] X0 X_] X2 X_3 X_4 X5 X_6
X3 Xg Xi X0 X_] X2 X3 X-4 X.5
X4 X; X2 X; X0 X.] X.2 X.3 X_4
X5 Xy X3 X2 XJ X0 X.; X2 X3
X6 X5 X4 X3 X2 Xi X0 X-1 X2
X7 Xs X5 Xy X3 X2 X; Xp X.]
X X7 X6 X5 X4 X3 X2 X; X0
X9 Xg X7 X6 X5 X4 X3 X2 X]
X10 Xo Xs X7 X6 Xs X4 X3 X2
X1 X10 X9 X8 X7 X6 X5 X4 X3
X12 X11 X10 X9 X8 X7 X6 X5 X4
X13 Xi2 X1l X10 X9 X8 X7 X6 X5
X14 X13 Xi2 X11 X10 X9 X8 X7 X6
Xis X14 X13 X12 X11 X10 X9 X8 X7
Xi6 Xis X14 X13 X12 Xi1 X10 X9 X8
X17 X16 Xis X14 X13 Xi2 X11 X10 X9
X18 X17 X16 Xis X14 X13 X12 X11 X10
X19 Xi8 X717 Xi6 Xis Xi4 X13 X12 X11

SRO, SR1,...e SR8 indicam os simbolos existentes nos registradores de deslocamento.



Observa-se que os simbolos sdo introduzidos a partir de SR8. As areas hachuradas (em
tom azulado) representam as posi¢des instantdneas do comutador. Neste momento o0s

simbolos sdo retirados do entrelagador.

Seqiiéncia de Entrada:

Observa-se que, em grupo de dois elementos adjacentes na saida, existem dois
simbolos distanciados entre si por no minimo cinco simbolos na seqiiéncia de entrada, dai a

designacao de entrelagador (2,5).

Exemplo do desentrelagador para o entrelacador anterior:

Seqﬁéncia de Entrada: O, 0, X7, O, 0, X4, 0, X2, X7, X0, X5 X10, X3, X8 X13, X6, X11, X16, X9, X14, X[9 X2,
X17, X22, X15,X20, X25, X18, X23, X28, X21, X26, X31, X24, X29, X34, X275.......

(Obs.:Considera-se todos os simbolos anteriores a xy como sendo nulos).

SR8 SR7 SR6 SRS SR4 SR3 SR2 SR1 SRO
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

X 0 0 0 0 0 0 0 0
0 X; 0 0 0 0 0 0 0
0 0 X; 0 0 0 0 0 0
X4 0 0 X 0 0 0 0 0
0 X4 0 0 X; 0 0 0 0
0 0 X4 0 X2 X; 0 0 0
X7 0 0 X4 0 X2 X; 0 0
0 X7 0 0 X4 0 X2 X7 X0
0 0 X7 0 X5 X4 0 X7 X

X710 0 0 X7 0 X5 Xy 0 X7
0 X710 0 0 X7 0 X5 X4 X3
0 0 X10 0 Xs X7 0 X5 X4




X3 0 0 X10 0 X8 X7 0 X5
0 X3 0 0 X0 0 X8 X7 X6
0 0 X713 0 X1 X0 0 X8 X7

X6 0 0 X3 0 X1 X10 0 Xs
0 X16 0 0 X113 0 X11 X10 X9
0 0 X6 0 X14 X3 0 X1 X10

X19 0 0 X16 0 X14 X713 0 X1
0 X19 0 0 Xi6 0 X14 X3 X12
0 0 X19 0 X17 X6 0 X14 X3

X22 0 0 X719 0 X7 Xi6 0 X14
0 X22 0 0 X719 0 X7 Xi6 X1s
0 0 X22 0 X20 X9 0 X7 X16

X25 0 0 X22 0 X20 X19 0 X7
0 X25 0 0 X22 0 X20 X19 X18
0 0 X25 0 X23 X22 0 X20 X19

X28 0 0 X25 0 X23 X22 0 X20
0 X28 0 0 X25 0 X23 X22 X271
0 0 X28 0 X26 X25 0 X23 X22

X37 0 0 X28 0 X26 X25 0 X23

As areas hachuradas representam as posigoes de entrada de dados no desentrelagador.
Observa-se que a ultima coluna (que corresponde ao dado no registrador de deslocamento

SRO) representa a saida do desentrelacador.

Deve-se observar que para este exemplo o retardo total sofrido por qualquer simbolo,
somando os retardos de entrelacamento e de desentrelacamento, ¢ igual a oito (o qual

corresponde a b(n-1)).



N° Ponto b k-1 1 0

N° Estégio b(n-1) (k-1)(n-1) n-1 1 0

Gerador de
+®" SRb(n-1) SR p\ /| SRl . SR Ly .

Zeros A (k-1)(n-1) A

Entrada

Figura 2.6: Desentrelagador do Tipo L.

2.2.2.2 Tipo 1I: Entrelacador (b,n)

Primeiramente deve-se lembrar que o dispositivo desentrelacador para um entrelacador (b,n) ¢
na verdade um entrelagador (n,b). Usando este fato, vé-se que sempre que b e n +1 sdo
relativamente primos entre si ¢ b > n+1, um entrelacador (b,n) pode ser realizado por um
dispositivo usando registrador de deslocamento de [n(b-1) +1] estdgios com pontos a cada (b-

1) estagios intermedidrios € um comutador com 7z +1 posi¢des, como mostrado na Figura 2.6.




2.2.2.3 Tipo I1I: Entrelacador (n, b)

N° Ponto b-1

N° Estagio (b-1)(n+1)

k-1

(k-1)(n+1)

Entrada
SRb(n-1)

SR
(k-1)(n+1)

Figura 2.7: Entrelacador Tipo III.

1 0
n+1 1 0
SRn+1 SRl | | sRO |
.................... 1
i o
b-1
Saida




2.2.2.4 Tipo 1V: Entrelacador (n,b)

N° Ponto b-1 k-1 1 0

N° Estagio  (b-1)(n+1) (k-1)(n+1) n+l 1 0

Gerador de
| I— > @ @
O w ] w L0 e L] w Lo [w ]

Zeros (b-1)(n+1) (k-D)(n+1)

Entrada

Figura 2.8: Entrelagador Tipo IV.

Ramsey [29] também mostra em seu trabalho uma Tabela contendo algumas

condigdes que otimizam estes entrelagcadores propostos. Esta Tabela € reproduzida a seguir.



Tipo Retardo de Codificacio (capacidade de Faixa de Restricoes
armazenamento combinado) Optimizagao
I b(n-1) b<n<2b | nebtlrel primos
II n(b-1) n<b<2n b e n+1 rel. primos
I (b-1)(nt+1) n>2b n e b rel. primos
v (n-1)(b+1) b >2n n e b rel. primos

Tabela 2.1: Sumario de pardmetros otimizados para os tipos de entrelacadores propostos em

[29].

Um par entrelacador/desentrelagador ¢ dito otimizado se atinge simultaneamente o
minimo tempo do retardo de codificagdo e a minima capacidade de armazenamento.
Entrelagadores 6timos sdo atingidos se as condigdes mostradas na Tabela 2.1 s3o conseguidas
para todos os pares n, b que satisfazem certas condigdes de primos relativos. A
implementagdo deste entrelagadores ¢ feita usando registradores de deslocamento do tipo
longo. O trabalho de Forney [33] [34] realiza o entrelagamento a partir de registradores mais
curtos e de comutadores.

Numa versao mais simples do esquema de Forney os simbolos sdo primeiro divididos
em blocos com comprimento L, como se fosse uma conversao serial para paralelo. O i-ésimo
simbolo de cada bloco ¢ inserido em um registrador de deslocamento de comprimento
iD, i= 0,1,.., L-1. As saidas dos L registradores de deslocamento sdo amostradas
sequencialmente (conversao paralela-serial) e transmitidas pelo o canal. A estrutura do
desentrelacador ¢ similar, exceto que o i-ésimo elemento de cada bloco entra em um
registrador de deslocamento de comprimento (L-1-i)D’, i = 0,1,..., L-1. Cada simbolo recebe
um retardo total de (L-1)D unidades de tempo (cada unidade de tempo corresponde a L
simbolos) ou (L-1)DL simbolos e o total, somando-se entrelagamento e desentrelagamento, ¢
igual a (L-1)DL. Baseado na terminologia anterior identifica-se n (comprimento da palavra-
codigo) como sendo DL e b (comprimento do surto de erros) como L. Este modelo portanto

refere-se a um entrelacador (b,n).

Exemplo:



D=5¢L=5.

Eo Dy Co Bo Ao => => Oo
E; D, C B Ay => D => O
E» D, G B, A, => D D => 0,
E; D3 Cs B; Aj => D D D => 0O;
E,4 D4 Cy4 B4 Ay => D D D D => O4

Seqiiéncia de Entrada: AgA1AsAZAGBOBI ..o
Seqiiéncia de Saida: A() 0000 B() Al 000 C() B1 A2 00 D() C] B2 A3 0 E() D1 C2 B3 A4

Observa-se que até aparecerem na saida todos os simbolos pertencentes a palavra 4
(4pa Ay) a seqiiéncia de saida do entrelagador exibird um total de 25 simbolos e também que
entre cada simbolo pertencente a palavra 4 existem cinco simbolos de outras palavras,
consequentemente n = 25 ¢ b=5. Para o desentrelagamento basta fazer o inverso, como

mostrado a seguir.

Ec | Do | Co | Bo | Ao | = [ D | D | D | D] = 0
D, | C, | Bl | A | 0 | = D | D | D | = o
C: | B, | A, | 0 0o | = D | D | = 0
By | As | 0 0 0o | = D | = O
As | O 0 0 0o | = = 0

2.2.3 Entrelacadores helicoidais

Sdo muito similares aos entrelagadores de bloco com sucessivas colunas deslocadas entre si

por um unico simbolo. A Figura 2.9 a seguir ilustra esta técnica.



* *
A c d
B C e
f D E
a b F
A c d
B C e
f D E
a b F
* * *

Figura 2.9: Entrelacador helicoidal (n = 4).

Nesta ilustracdo, os simbolos sdo inseridos por colunas de comprimento quatro (neste
caso o tamanho da palavra-codigo) e retirados por linhas. Em geral as colunas serdo de
comprimento # € o nimero de colunas serd n-1. Consequentemente nao ha a flexibilidade de
escolha do comprimento do entrelagador helicoidal. As letras maitsculas e minusculas
representam a mesma localizacao fisica de memoria. A Figura 2.10 demonstra a ordem dos

simbolos entrando e saindo do entrelagador /desentrelacador

Entrada no Entrelacador | A B F a C D b c E F d e

Canal a b F A C d B C e f D E

Saida do Desentrelagador | A B F a C D b C E F d e

Figura 2.10: Entrada/saida do entrelacador helicoidal, n=4, periodo=12 e retardo geral=12.

A simetria inerente ao entrelagador helicoidal estd clara e o tamanho da RAM
requerida para o entrelagador helicoidal de comprimento n ¢ de n(n-1)/2, o minimo retardo ¢
de n-1, o maximo retardo ¢ de (n-1)* e o retardo total de entrelacamento ¢ de n(n-1). Este tipo

¢ considerado como sendo um entrelacador (n-1, n).



2.3. Entrelacamento Aplicado a Sistemas de Armazenamento de

Dados

2.3.1 Introducao

O entrelagamento, como anteriormente mencionado, ¢ um procedimento bastante disseminado
para o combate aos efeitos de surtos de erros em sistemas digitais para transmissao e/ou
armazenamento de informacdo. Um caso de interesse pratico, por exemplo, ocorre em
gravacdo magnética, para a qual as trilhas podem ser afetadas por surtos de erros de duas
dimensdes (clusters ou patches). Os problemas inerentes aos esquemas de entrelagamento
para tais aplicagdes foram considerados no trabalho de Farrell e Blaum [9], que foi descrito na
Secao 1.2.3. Além deste, podem ser citados também os trabalhos de Kauffman[25] e de
Almeida[26], que sdo complementares, abordando uma matriz de QO x Q digitos, em que cada
linha corresponde a uma palavra-cédigo de um céddigo linear binario com capacidade de
corre¢do de erro aleatorio r=1. Também o caso =2 foi considerado. Como o trabalho de Farrel
e Blaum [9] j& mereceu toda a atencao na Secdo 1.2.3 desta dissertacao, passa-se a descrever a
seguir alguns aspectos relevantes dos trabalhos de Kauffman[25] e de Almeida[26], que dao

uma nog¢ao sobre a técnica empregada.
2.3.2 Descricao do formato

Considera-se C (n,k,d) um codigo linear de bloco com comprimento 7, dimensao &, distancia
minima de Hamming d e capacidade de corregdo de ¢ erros aleatdrios, em que d = 2¢+1. Para o
proposito de correcdo de surtos de erros bidimensionais, um subconjunto de Q palavras-
codigo de C, sendo Q = n, ¢ escrito como uma matriz Z de Q x Q digitos. O caso t =1 ¢
considerado, para que o esquema seja projetado para corrigir surtos de erros bidimensionais
(cluster) com peso ndo maior que Q. Uma mancha de erros bixb; de peso O, a qual serd escrita
como B,, ¢ dita ser um surto de erros bidimensional que corrompe os elementos de Z,
afetando & dos seus digitos, em que ¢ = w < Q. Para tal surto de erros, pode-se assumir varias

formas geométricas que podem ser descritas como:



1 — Surto de erros com forma quadrada — Neste caso a forma dos digitos corrompidos forma
uma submatriz quadrada de Z (denotada como Z,), de dimensoes  x s, sendo » = s, com Q =

rs = elementos, ou que podem ser minimamente cobertos por Z, (Figura 2.11 (a)).

ii- Surto de erros com forma retangular — Neste caso, os digitos corrompidos formam tanto
uma submatriz ndo-quadrada de Z (denotada por Z,), de dimensdes r X s, em que Q = rs, ou

que podem ser minimamente cobertos por Z, (fig 2.11 (b))

+ [+

+ + 1+ ]+

+ Al s +
(a) (b)

Figura 2.11: (a) Uma forma quadrada (Q=9, r=3, &=7); (b) Uma forma retangular (0=8, =2,
s=4, &6).

E importante observar que embora o caso (i) possa ser obtido diretamente do caso (ii),
¢ preferivel considera-los separadamente. Em ambos os casos, contudo, as posi¢des afetadas
envolvem linhas e colunas cujos valores sdo elementos dos conjuntos de inteiros
(0,1,2,....... ,0-1), para que as operagdes possam ser efetuadas modulo Q. A posi¢do do surto

de erros bidimensional dentro da matriz é irrelevante.

2.3.3 Matrizes de transformacio 6timas

Para construir familias de transformagao cuja agdo sobre um surto de erros B, ¢ espalha-lo de

tal modo que se torna uma série de Q padroes de erros simples, serd usada aritmética modular.



Este entrelagamento bidimensional (2-D) ¢ obtido por mapeamento de um elemento em uma

linha i e coluna j, (i,j), para um elemento (i’;’), da forma

(iy) =2 (') =T1((i,y)), em que T é uma matriz de transformagao linear, aqui

definida pelos parametros e, f, g € h,

_le S
T_[g h} (2.5)

Lemma 2.1 — Uma condi¢@o necessaria e suficiente para 7 ser uma transformacao inversivel ¢

que MDCJ(eh-fg), O] =1.

Prova — Em forma de matriz

KRl »

Para que a matriz de transformacao inversa, 7" 1, possa ser definida, deve-se garantir a
existéncia de um inverso multiplicativo de 4 (mod Q), em que A = eh — fg, isto ¢, a
congruéncia (eh — fg) A" =1 (mod Q) deve ter uma tunica solu¢io. A condi¢do necessaria e

suficiente para isto ¢ que

MDC [(eh-f2), O] =1. 2.7)

Teorema 2.1: Os parametros de transformagdo e = h =1, f =+ r e g = s definem um

mapeamento de elementos de qualquer submatriz Z, de Z.

Prova: Considerando que MDC [(eh-f2),0] = MDC [(1 £ rs),rs] = 1, T ¢é inversivel. Por

simplicidade considera-se Z, localizado em Z como mostrado na Figura 2.12.



(0,0) K

Figura 2.12: Uma submatriz Z, (r x s) em Z.

Sem perda de generalidade, pode-se dizer que se (i+x) = (i+y) (mod r), com
0<x,y <r-1, entdo x =y (mod r), o que implica x = y. Sabe-se também que um elemento (i j)
em Z, 0<i<r1,0<;<s-1, pode ser mapeado em uma linha ¢, em que ¢ = ie + jf (mod Q),
ou ¢ =i £ jr (mod Q). De uma maneira similar, para um elemento (i;,j;), tem-se ¢=i; £ jr

(mod Q). Se ¢ = c¢’(mod Q), entao,

itjr=i;xjr(mod rs). (2.8)

Uma vez que i £ jr=i; = j;» (mod r), entdo i =i; (mod r) ou i = i;. Consequentemente

(2.8) pode ser reescrita como:

jr=jir (mod rs). (2.9)

Logo j =j; (mod s) e j =j;. Consequentemente, se ¢ = ¢’ (mod Q), os elementos (i, j) €

(i7,j1) s@0 0s mesmos.

O caso de uma matriz B,, com formato quadrado pode ser abordado da mesma forma.
Contudo uma importante diferenca é o fato que agora ¢ possivel obter o que se chama
“entrelacamento perfeito”, em que o mapeamento existe nao somente dentro das linhas de A,

mas também nas colunas.

Teorema 2.2 — A transformagdo de parametros e=h=1, g, f = * o, define um mapeamento dos

elementos de qualquer submatriz quadrada Z, de Z para linhas e colunas de Z.



Prova: Como pode ser verificado, T ¢ inversivel. A localizagdo de Z, em Z e a prova do
mapeamento das linhas seguem os mesmos passos do Teorema 2.1. Para o mapeamento das

colunas tem-se
u==xio+j(mod Q) (2.10)
u =+1i;0+j; (mod Q), (2.11)
coszozeOSi,j, ir, j1 <o-1.

Se u=u’ (mod Q), entdo

+io+j=+i;0+j; (mod o), (2.12)
o que implica em *io+j==i;0 tj; (mod o), para quej=j; (modo)ej=j;. De(2.12),
+io =+ i;0 (mod 0°), implicando em i = i; (mod o) e i=i;. Consequentemente ¢ = ¢’ (mod Q)
e u =u (mod Q) se e somente se i = i; (mod Q) e j = j(mod Q), o que significa
entrelagamento perfeito dos Q digitos de Z,.

Entrelagamento perfeito, neste caso, significa que se as colunas de Z sdo palavras-
codigo de um codigo corretor de unico erro, entdo elas podem ser usadas para corrigir B,,.
2.3.4 Utilizacdo de codigos corretores de erros com capacidade de correcio de ¢

erros (r>1)
A generalizagdo do uso do esquema com cddigos lineares de bloco com capacidade de
corregdo de ¢ erros é obtida considerando transformagdes sucessivas atuando sobre surtos de
erros bidimensionais tendo peso menor ou igual a 7Q. A idéia basica ¢ considerar a

transformagdo descrita com aritmética modular Q, como se estivesse operando com uma

matriz estendida com dimensdes (1Q)x(7Q).



Conseqiientemente com tQ = o, os mapeamentos descritos pelo Teorema 2.2 podem
ser aplicados para produzir um entrelagamento perfeito de B,,, para ¢ =w < Q. Ap0s isto, €
necessario reduzir modulo Q todos os valores de linhas e colunas que sdo maiores do que O-1.
O resultado sera de no méximo Q palavras-codigo corrompidas com padrdes de erros de peso

ndo maior do que ¢, que podem entdo ser corrigidas pelo codigo corretor de ¢ erros.
Exemplos desta técnica:

SejaQ=6, r=3es=2,logo T¢do tipo

1l 3 N
T= , entao
2 1

Matriz sem entrelagamento:

Ao A] Az A3 A4 AS

Co [Ci |Cy [Cs [Cy [Cs
Do |D; |D, |Ds | Dy | Ds
Eo |E; |E» |Es |Es |Es
Fo |Fi |F, |F; |Fs |Fs

Matriz com entrelagamento:

Ao |Dy |Ay | D3 |Ay |Ds
Bs |Es By |E; |By |Es
C, |Fs |Cy4 |Fs |Co |Fy
Do |A; |Dy [As |Ds |As
E, |Bs |Eg |B; |E> |B3
F, |C5 |F4 |Cs |Fy |Cy

Vide a area hachurada da matriz que sofreu o entrelacamento bidimensional. Observa-
se que apods o desentrelacamento, os digitos (simbolos) exibidos, ocupam palavras-codigo
diferentes, dai a necessidade de um codigo corretor de linha de capacidade de corregao =1

CITO.



Supde-se o seguinte caso:

O=6,r=3e s=2,logoT¢

Matriz sem entrelacamento:

A |A |Ar |As |As |As

Co |Ci |Cy |Cs [Cy |Cs
Do |D, |D, |Ds | D4 |Ds
Eo |E; |E» |Es |Es |Es
Fo |Fi |F, |F; |Fs |Fs

Matriz com entrelagamento:

Ay |E1 |Cy |As |Eq |Cs
B; |F4 |Ds By |F; | D2
Co [Ay |E2 |G |Ayg |Es
D; |Bs |Fs Dy By |F»
Eo |Ci |Ay |Es |C4 |As
F; |Ds |Bs |Fo |D; [Bs

Vide a area hachurada da matriz que sofreu o entrelagamento bidimensional. Observa-
se que apos o desentrelacamento, os digitos (simbolos) exibidos ocupam palavras-cddigo
diferentes, dai a necessidade de um cédigo corretor de linha de capacidade de correcio =1
erro.

Também, deve-se observar que a troca de valores na matriz de transformacdo apenas

alterou a profundidade de entrelagamento nas linhas e nas colunas.



2.3.5 Entrelacamento bidimensional

Como pdde ser visto nos exemplos anteriores a técnica de entrelagamento bidimensional
permite deslocar a posi¢ao do simbolo tanto em linhas quanto em colunas.

A principal aplicacdo desta técnica ¢ no armazenamento (grava¢do) de informacao, de
modo a se conseguir prote¢do contra surtos de erros bidimensionais ou espaciais. Caso esta
técnica ndo fosse aplicada, os digitos armazenados ou gravados estariam mais susceptiveis a
uma série de problemas como imperfeicdes da midia ou dispositivo de gravagdo, mau
funcionamento do dispositivo de leitura/gravagao, presenga de corpos estranhos como sujeira,
p6, umidade, etc.

A técnica de entrelacamento bidimensional proposta no trabalho de Almeida [26]
separa ¢ entrelaca os digitos, situados em uma determinada regido, denominada regido de
cobertura, antes de armazena-los. Desta forma, na ocorréncia de um surto espacial de erros, €

possivel espalha-lo apds o desentrelagamento.

Exemplo 1: Dada uma regido em que foram armazenados 5 x 5 = 25 digitos como ilustra a
Figura 2.13. Um material estranho que obstruisse, quando da leitura, os cinco digitos da
regido circular em torno de by3, isto €, bs, by, bys, bi4, bys, faria com que existissem, no pior
caso, trés erros em uma mesma linha. Portanto o cdédigo corretor de erros deveria ser capaz
decorrigir pelo menos trés erros, para que todos os erros deste surto pudessem ser corrigidos.
No entanto, com o entrelagamento, como sera visto a seguir, ¢ suficiente que as linhas sejam
codificadas por um cédigo de corre¢do de um unico erro.

Os digitos deste arranjo serdo espalhados segundo a matriz de

2 1
transformacao 7= [1 2} . Sobre o resultado desta operagao, aplica-se a operacao mddulo

0
5, para que o digito permanega nesta regido. Por exemplo o digito b; de coordenadas B = 0}

3 1]
ficard no mesmo lugar, pois B'= TB. O digito b, seré transladado de B = {O} para B'= L A

Figura 2.13 mostra o arranjo de 25 digitos ja entrelagados.



0 1 2 3 4 x/A 0 1 2 3 4 x/A

0 |b; |by |by |bs |bs 0 |bi |by |by |bx b
1 |bs |b; |bs |bg [big 1 |ba |bi3 |by |big [bio
2 biy |bix |bis |bis |bys 2 bi7 |bg |bas |bia |bs
3 |bis |bi7 [bis |bio |bao 3 |bis |bs [big |b7 |by
4 |ba |ba |b2s |b2s |Dbos 4 |bs |ba |bi |bs |bio
y/A y/A

Figura 2.13: Regido de 25 digitos antes e depois do entrelagamento.

Supde-se um surto de erros circular em torno de bys, ou seja, supondo que os digitos
b,, bs, bss, bis € by estejam errados. Comprova-se que estes cinco digitos se distribuirdo,
quando for feito o desentrelagamento, ocupando cada digito uma linha diferente. Desse
modo, com um codigo com capacidade de correcdo de apenas um erro, consegue-se corrigir
um surto de cinco erros. O entrelagador protege também regides aparentemente sem
continuidade como ¢ o caso da regido centrada em bg, que consiste dos digitos b;s, b9, bs, b2
e b;. Quando for feito o desentrelagamento, verifica-se, mediante a observagdo da mesma

Figura, que estes cinco digitos se distribuirdo, um em cada linha.

Almeida[26] definiu ganho de entrelagamento como a capacidade de correcdo do
codigo corretor de erro usando entrelacamento dividido pela capacidade de correcdo do

codigo sem entrelacamento.

Ge = tcom/tsem. (2. 1 3)

A Tabela 2.2 ilustra, segundo Almeida, os unicos esquemas de entrelacamento obtidos
denominados perfeitos, ou seja, quando em um arranjo de OxQ digitos, Q digitos sdo

espalhados um em cada linha ou coluna, sendo Q impar.



0 T N [G.
2 1

5 5 13
|1 2|
3 1

9 9 |3
|1 3
5 1

13 13 |5
|1 5
|5 1

25 25 |5
|1 51
|5 1

29 27 |7
|1 5
|7 1

49 47 | 9
|1 7|
9 1

81 69 |11
|1 9|
31 1]

113 109 |13
i 31
3 1|

149 143 | 15
13
7

197 155 |17
17
6 1]

253 199 |19
i1 16|
6 1]

317 227 |21
i 16|

Tabela 2.2: Matriz de transformagdo, nimero de erros espalhados e ganho de entrelagamento

dos arranjos denominados perfeitos.

Exemplo 2: Seja uma regido de 4x4 = 16 digitos, como mostrada na Figura 2.14. A mesma
Figura apresenta ainda este arranjo ap6s o entrelagamento. Observa-se que os digitos byg, b2,

bs, b;; quando desentrelagados pertencem cada um a uma tnica linha.



0 1 2 3 X/A 0 1 2 3 x/A

0 by |by |by |byg 0 by |b; |bg |bys
1 bs |bs |[b; |bg 1 bio |bis [ba |bg
2 bo |bip |bi1 |bi2 2 b; |bs |b; |bys
3 bis |bis |bis |bies 3 b, |bis |bs |bs
y/A y/A

Figura 2.14: Regido de 16 digitos antes e depois do entrelagamento.

A Tabela 2.3 ilustra alguns esquemas de entrelacamento denominados perfeitos, para
valores de Q tipo par.

0 T N | G.
2 1

4 4 |2
1 2|
3 2|

12 12 |4
2 3
4 1

16 16 |4
1 4
[4 3

24 24 |6
3 4
8 1

44 42 |8
1 8]
I 1

68 64 |10
1 8|
20 3]

96 90 |12
3 20|
2 1

140 134 |14
12
24 5|

180 166 |16
5 24
6 1

232 22418
16
30 1

284 27020
i 30




Tabela 2.3: Matriz de transformacao, numero de erros espalhados e ganho de entrelacamento

dos arranjos denominados perfeitos.

E importante ressaltar que as Tabelas apresentadas tratam de surtos de erros, de
tamanho N, e que os erros quando espalhados ocorrem no méaximo um por linha, de tal modo
que, com o uso de um co6digo corretor que corrija apenas um erro, consegue-se corre¢ao total
do surto.

O esquema de entrelacamento apresentado por Almeida[26] também ¢ eficaz no
espalhamento de erros em surtos circulares que apresentam mais de Q erros. Por exemplo, em
um arranjo de 25 pontos, consegue-se corrigir um surto circular de até nove erros com um
cddigo de dupla corre¢do, conforme ilustra a Tabela 2.4. Observa-se que neste caso, 0s
ganhos de entrelagamento sdo menores que os ganhos obtidos com codigos que corrigiam
apenas um erro. Pode-se notar ainda que neste caso as melhores matrizes de transformacao,

nao sao necessariamente iguais aquelas dos casos anteriores.

0 T N | G.
2 1

5 9 |1,5
1 2|
5 1

13 25 2,5
1 5|
|4 1

29 49 |4
1 4

Tabela 2.4: Matriz de transformacdo, nimero de erros espalhados e ganho de entrelagamento
dos principais arranjos, para espalhamento de erros em codigos corretores com

t>1.



Capitulo 3

Codigo Matricial para Gravacao
Magnética Usando Entrelacamento
Unidimensional e Codigos Corretores
de Erros Aleatorios

3.1 Introducao

A correcao de surtos de erros bidimensionais, para formatos retangulares ou quadrados, tem
sido abordada por diversos autores, dentre estes pode-se destacar Almeida[26] e Kauffman et
al [25]. Em [26] houve um tratamento heuristico (por pesquisa computacional) da correcao
de surtos bidimensionais simétricos em codigos matriciais quadrados, ou seja, para matrizes
nas quais o numero de linhas, n;, ¢ igual ao nimero de colunas, n,, sendo n; e n, inteiros
positivos. Para tal, empregou-se uma transformacdo linear das posi¢des dos digitos da
palavra-codigo para conseguir o entrelacamento desejado. Em [25] provou-se
matematicamente parte dos resultados obtidos em [26] para cddigos matriciais quadrados,
com lado Q = rs, sendo r e s inteiros positivos, € para os quais o surto bidimensional de erros
apresentava tanto formato retangular r x s, para r #s, quanto formato quadrado, para r = s.
Neste trabalho de dissertacdo, baseado no artigo de Rocha [35], serdo estudados
codigos matriciais de dimensdo n; X n,, para n; € n, inteiros positivos, empregando em uma
das dimensdes (linha ou coluna) cédigos corretores de erros aleatorios do tipo (n,k,d), com
capacidade de correcdo de ¢ erros, combinado com uma transformagdo linear de
entrelacamento, 7, atuando somente na outra dimensao do cddigo matricial. Esta proposi¢ao
difere do tratamento mais usual, que se destaca pelo emprego de cddigos corretores de erros
ao longo das duas dimensdes do codigo matricial em combinagdo com a transformagdo linear

de entrelagamento bidimensional.



Esta abordagem tem o intuito de nao so6 simplificar como também de consolidar a forma

de solucdo para o problema de correcdo de multiplos surtos bidimensionais de erros.

3.2 Definicoes e Preliminares

Rocha [35] apresenta algumas defini¢cdes que serao utilizadas neste trabalho. Considera-se
que sera empregado um codigo linear de blocos, ao longo de uma das dimensdes da palavra-
codigo pertencente a um cddigo matricial. Esta palavra-codigo tera dimensao n; x ny, com
n; = n, o que corresponde a uma matriz cujas n; linhas sdao palavras-cédigo de um cédigo
corretor linear de blocos (n,k,d). As posicdes dos digitos na palavra-codigo sao designadas
pelos pares (x;, ¥;), sendo 0 < x; < ny-1 ¢ 0 <y; < my -1, ou seja, as posicdes em cada linha
variam de 0 a n,-1 e as posi¢cdes em cada coluna variam de 0 a n;-1. Doravante neste texto,
designar-se-a palavra-codigo pertencente ao codigo matricial como sendo matriz de digitos.
Para propositos tanto de armazenamento quanto de transmissdo de dados, esta matriz
de digitos ¢ entdo entrelagada por permutacdo dos seus digitos em cada coluna, como

detalhado a seguir.

Defini¢ao 3.1: Define-se uma matriz 7" de transformacao linear como

|1 -8
T_[O ﬁ}, 3.1)

em que f ¢ um inteiro positivo relativamente primo a n;. Esta matriz de transformagado
executa o entrelagamento das posi¢des do digito (x;, v;), 0 < x; <ny-1 e 0<y; <n;-1, em uma
matriz de digitos retangular, 4, de dimensdes n; X n,, por meio de uma transformagao linear,

COmo seguce

(xi’yi )|:é _ﬁﬂ} = ('xi’_ﬂ"xi + ﬂ'yi): (x'i ’y’i)9 (3.2)

em que (x’;, ¥’i), 0<x’;<nx-1e0<Ly’; <n-1, corresponde a posicdo do digito na matriz de

digitos entrelagada, 4,. Salienta-se que esta operagdo ¢ em modulo 7;.



A transformacdo anterior preserva a primeira coordenada, ou seja, x; = x’;, € atua
somente na segunda coordenada. Isto ¢ equivalente, para um dado valor fixo da primeira
coordenada (coluna), a executar permutagdes dos digitos na segunda coordenada da matriz de
digitos A com dimensdo n; X ny, a fim de obter a matriz entrelacada 4,. Este tipo de

entrelagamento sera considerado como “entrelagamento simples ou unidimensional”.

Exemplo:
Considerando uma matriz de digitos 4 de dimensao 5 x 7, n; =5 e n, = 7, mostrada na Figura

3.1a, cujas linhas sdo consideradas palavras-codigo de um codigo de blocos corretor de um

erro aleatorio, e a seguinte matriz de transformagao linear T

1 3
T = .
0 2
Como se observa =2, o qual ¢ relativamente primo com n; = 5.

A matriz de digitos resultante do entrelacamento, 4,, ¢ mostrada na Figura 3.1b.

yi X; 0 1 2 3 4 5 6
0 O [, s g s s [y
1 Vi V, V3 V4 Vs Vs \%i
2 * &) &3 w4 *s w6 &7
3 * * *; *, ¢ * 47
4 v v, v; v, vs Y v;

(a)



Vi 0 1 2 3 4 5 6

0 o ) &3 ., vs 3 V7

1 * v, s V4 s L 23 \ &

2 \ &) *; v, Os Ve 7

3 v, [lp V3 &y s Y6 Ly

4 & . v; n Vs &6 ¢
(b)

Figura 3.1: (a) Matriz de digitos 4 com dimensao 5 x 7;

(b) Matriz de digitos entrelacada A,

Observa-se pelo exemplo que ha a manutengdo da primeira coordenada, x;, € que os

digitos se deslocam apenas no sentido vertical correspondente a segunda coordenada, y;.

Defini¢ao 3.2: Define-se uma mancha-d; de erros em uma matriz de digitos n; X n, como
sendo um conjunto de digitos de erros cuja distancia de Lee entre seus pares ¢ de no maximo

dr.

Tdo importante quanto definir a matriz de transformacdo linear 7, que perfaz o
entrelagamento, ¢ a defini¢do precisa de surto bidimensional de erros. Embora haja inimeras
defini¢des de manchas de erros, como ha para surtos de erros em transmissao serial de dados,
¢ razodvel considerar uma defini¢do que leva em conta qudo proximo entre si estdo os digitos
na mancha de erros, mais do que levar em conta a sua forma. Consequentemente esta
defini¢do de mancha de erros, aqui considerada, leva em conta a distancia de Lee, d;, entre
pares de posicdes de erros. A distancia de Lee [36, p. 41] entre duas posi¢oes da matriz de

digitos com coordenadas (x,,y;) e (x2,y2), € definida como sendo

dp = min {|x2 = x|, [n2 = (2 = x|} +min {|y2=yil, | n1 = 2=y} (3.3)



Exemplo: Considerando-se a matriz entrelagada de digitos 4, com dimensdo 5 x 7 mostrada a
seguir, pode-se dizer que o conjunto dos digitos V,, ¢, ¥,, [ 13 e &, constitui uma mancha-d;,

com distancia de Lee maxima entre seus pares igual a dois.

RN 0 1 2 3 4 5 6

0 [h V, 3 *, vs e \Y%
1 * v, (s V4 s * \ &
2 Vi &> *; v, Os Ve Ly
3 v, h V3 oy *; Y [
4 & L P v; g Vs &6 .

Figura 3.2: Tlustragdo de uma mancha-d;, para dp = 2.

Defini¢ao 3.3: Define-se peso do surto bidimensional de erros como sendo a quantidade

encontrada de digitos de erros.

Defini¢ao 3.4: Define-se uma mancha de erros casada em uma matriz de digitos n; X n, como
sendo uma mancha-d; de erros de peso n;, ou seja, o numero de digitos na mancha de erros

coincide com o nimero de linhas da matriz de digitos.

Defini¢ao 3.5: Define-se uma mancha de erros compacta em uma matriz de digitos n; X n;
como sendo qualquer padrao de erros bidimensional de peso no maximo 7;, o qual é coberto

pelas manchas de erros casadas.

Diz-se que uma mancha de erros P2 ¢ coberta por outra mancha de erros P1 se

qualquer posi¢do de erro em P2 esta contida em P1.

Exemplo: Na Figura 3.3 estd ilustrada uma mancha-d; que se constitui a0 mesmo tempo em

uma mancha de erros casada e compacta, uma vez que seu peso € igual a cinco (igual a ).



Vi 0 1 2 3 4 5 6

0 o v, &3 *, v; 3 V7
1 * v, O3 V4 s * v;
2 \ &) *; v, Os Ve 7
3 v, [lp V3 &y s Y6 Ly
4 & . v; n Vs &6 ¢

Figura 3.3: Tlustragdo de uma mancha de erros compacta e casada, tipo mancha-d;, com peso

igual a cinco.

Manchas de erros compactas representam um papel chave neste trabalho de
dissertagdo porque constituem os surtos bidimensionais de erros que garantidamente sdo
corrigidos por este método de entrelacamento unidimensional. Outros tipos de manchas de
erros, além das manchas de erros compactas, podem também ser corrigidos por este esquema,
0 que na realidade se torna um ganho extra e ndo um resultado direto da proposi¢do deste

trabalho.

Lemma 3.1: A matriz de transformacdo linear para desentrelacamento 7"/ obtida de T, é dada

por

T"—I ! 3.4
_Oﬂ_]’ ()

em que A’ ¢ o inverso multiplicativo de #modulo n;.

Prova: Uma vez que foi assumido que S e n; sdo relativamente primos, logo A’ existe.

Imediatamente ¢ verificado que T.T!= I,, em que I, ¢ uma matriz unitaria de ordem 2.
3.3 Espalhamento e Correcao

O entrelagamento perfeito de uma mancha de erros compacta de peso n, em uma matriz de
digitos quadrada n x n, foi definido em [26] como sendo o entrelagamento para o qual existe

no maximo um erro ocupando a mesma linha ou a mesma coluna na matriz de digitos



quadrada, apos ser desentrelacada. Aplicando esta definigdo para uma matriz de digitos n; x
n, observa-se que o entrelacamento perfeito de uma dada mancha de erros pode somente ser
conseguido se 0 seu maximo peso nao exceder min { n;, n,}. Contudo, caso se use um codigo
corretor de ¢ erros aleatorios para codificar as linhas da matriz de digitos (antes do
entrelacamento), ndo deve existir uma preocupagao em se ter o entrelagamento perfeito. Tudo
0 que precisa ser garantido ¢ que, depois do desentrelagamento, cada linha da matriz de
digitos contenha no méaximo ¢ posigdes com erro.

Para o proposito deste trabalho a definicdo de entrelacamento perfeito serd modificada

ligeiramente, como segue.

Defini¢ao 3.6: Define-se espalhamento perfeito de uma mancha de erros de peso maximo #;,
associado com uma matriz de digitos 4, de dimensdo n; x n,, obtido por entrelagamento
unidimensional, como sendo aquele em que, apds o desentrelagamento, dois ou mais erros na

mancha ndo ocupam a mesma linha na matriz de digitos resultante.

Exemplo: Na matriz de digitos entrelacada, 4,, exibida na Figura 3.4, observa-se que ha
entrelagamento perfeito, uma vez que a mancha de erros em destaque com peso igual a cinco
e formada pelo conjunto de digitos V,, ¢, ¥, [13 e &,, ao passar pelo desentrelagamento
serd espalhada igualmente pelas linhas da matriz de digitos, resultando em, no maximo, um
erro por linha. Uma vez que a mancha ¢ espalhada, um codigo corretor de erros aleatorio com

=1 pode ser usado em cada linha da matriz para corrigi-la.

Vi X 0 1 2 3 4 5 6

0 T V, &3 ¢, vs e \%i
1 * v, O3 V4 s * v;
2 ] &) *; v, Os Ve 7
3 v, [lp V3 &y s Y6 Ly
4 & . v; n Vs &6 ¢

Figura 3.4: Espalhamento perfeito de uma mancha de erros de peso igual a ;.



A seguir sera estabelecida uma relagdo entre o inteiro S, usado na matriz de
transformagao linear 7, e as posi¢cdes dos digitos na mancha de erros com peso méaximo igual

a n;, associado com uma dada matriz de digitos n; X n.
Teorema 3.1: Seja 4, uma matriz de digitos n; x n, entrelagcada por meio de 7, possivelmente

corrompida por manchas de erros. Seja " a transformagdo linear de desentrelagamento. Um

espalhamento perfeito existe se e somente se hd um inteiro S tal que

(xz—x1)+ﬂ’1(y2—y])EO(modn]), (3.5)

para qualquer par de posi¢des de digitos (x;, y;) € (x2, y2) pertencente a uma mancha de erros

de peso de no méximo 7n;, associado com uma matriz de digitos n; X n,.

Prova: Supde-se duas posigdes quaisquer (x;, y;) € (x2, ¥2) na mancha de erros com peso de

no méximo #; e aplicando a transformacdo I"' para cada uma das posicdes tem-se

(xl,yl)L]) ﬂ]_,} = (x,x, + 87y,). (3.6)
(Xz’y2)|:é ﬂ]_1:|:(x2:x2 +ﬂ_]y2)- (37)

Se as posi¢des transformadas (x;, x; + ij) e(xx2+ Iyg) ocupam a mesma linha da matriz

de digitos, entdo de (3.6) e (3.7) tem-se
x1+ﬂ]y15x2+ﬂ1y2 mod 7, (38)
ou

(x2—x1)+ B (2= y;) = 0mod ny, (3.9)

0 que ¢ uma contradi¢do com a expressao em (3.5).



Consequentemente (3.5) € a condigdo suficiente para assegurar espalhamento perfeito
dos digitos da mancha de erros de peso no maximo n;. Em outras palavras se ¢ assumido que
(3.6) e (3.7) representam posi¢des’em duas linhas distintas da matriz de digitos entdo segue
que x; + Sy =x; + B'y; (mod ny), e desta forma verifica-se que (3.5) também é uma
condi¢do necessdria para o espalhamento perfeito dos digitos em uma mancha de erros de

peso no maximo 7;, € assim o Teorema € provado.

Exemplo: Para a matriz de digitos 4 com dimensdo 5 x 7 identificou-se a seguinte matriz de

I3
T= :
b

em que f=2 ¢ ' = 3. Desta forma o Teorema 3.1 pode ser ilustrado para a mancha exibida

transformagao linear T’

na Figura 3.4, como segue.

Digito Xi Vi x; + B'yi(mod ny)
¢ 0 1 3
V, 1 0 1
v, 1 1 4
) 1 2 2
s 2 1 0

Portanto satisfazendo a condi¢do x; + B'y/=x; + 'y, (mod n;) para quaisquer posi¢des
(x7,v1) € (x2,2) pertencentes & mesma mancha de erros.

Pode-se usar diretamente a relagio (3.5), ou seja, (x> — x;) + B'(v2 — yif = 0 mod n;. Neste
caso 0 < (x2—x;)<2e0<(y2—y7) £2,em que (x2 —x;) € (y2 — y;) ndo podem valer zero
simultaneamente, uma vez que estaria significando a mesma posi¢ao da matriz. Além disto (x.
—x;7) + (y2 —y1) £dp =2, conforme definicdo 3.2, por se tratar de uma mancha compacta, do
tipo dj-mancha, com distancia maxima de Lee igual a dois. Entdo neste caso as possiveis

equagdes de incongruéncia sao:



a) Para(x;—x;)=0
B'(v2—y;)£0mod ny, ou seja, para B/ =3, 1< (y2—y/)<2en; =S5, entdo

3 #0mod 5 e
1 #0mod 5

b) Para (x;—x;)=1
1+ B'(4-y)£0mod ny, ou seja, para B =3,0<(y;—y;) < 1en; =5, entdo

1 #0mod 5 e
4 #£0mod 5.  E por ultimo

c) Para(x;—x;)=2
2+ (2 —y1) 20 mod ny, ou seja, para B =3, (y—y;)=0en; =5, entdo
2 Z#0mod 5

Portanto o valor escolhido para [ satisfaz a condigdo de espalhamento perfeito,
conforme a expressao (3.5).

Dado que (3.5) ¢ provado e desde que a transformacao linear 7 ¢ reversivel, conclui-se
que, se ¢ ou menos manchas de erros de peso no maximo n; afetam a matriz de digitos A,,
depois do desentrelagamento cada linha da matriz de digitos resultante terd no maximo ¢ erros.
Desta forma um coédigo corretor de z-erros aleatdrios seria capaz de corrigir os erros nas

linhas.

Lemma 3.2 O inverso aditivo de f ' mod n ; também satisfaz a relagdo

(x,=x,)+ B (y, —y,)=0(mod n,) e portanto satisfaz ao critério de espalhamento perfeito.



Prova:

1 . .. 1
Dado que f* =n; — K, em que K corresponde ao inverso aditivo de f* mod n;, observa-se que

arelacdo 3.5 se torna

(x2x1) + (n-K)(y2-y1) £ 0 mod ny, (3.10)
entio

(x-x1) -K(v2-y1) £ 0 mod (3.11)
ou

(x2x7) + K(y1-y2) £ 0 mod n,. (3.12)

. . Ji , . ~
Demonstrando-se desta forma que o inverso aditivo de f° também satisfaz a relacao

3.5. QED.

Teorema 3.2: Seja 4, uma matriz de digitos n; x n, obtida de uma matriz de digitos 4 pela
transformagao linear 7, possivelmente corrompida por manchas de erros. Considerando que as
linhas de A4 sdo palavras-cddigo de um cddigo corretor de blocos (n,k,d) capaz de corrigir ¢
erros aleatorios e supondo que f satisfaz o Teorema 3.1, assegura-se que por meio da
operacdo de desentrelacamento 7"’ qualquer padrdo de no méaximo ¢ manchas de erros de peso

maximo n; em A, ¢ corrigivel.
E importante restringir os tipos de manchas de erros para garantir que a desigualdade
(3.5) se mantenha valida. Por esta razdo, a partir de agora, serdo consideradas somente

manchas de erros compactas ou mais especificamente manchas-d; compactas.

Lemma 3.3 A distancia de Lee, d;, entre pares de posi¢des de digitos em uma mancha

compacta de erros satisfaz a seguinte desigualdade

d, <—I1+2n,—1. (3.13)

Sendo n; o nimero de linhas da palavra-codigo.



Prova: O ntimero NV, 4, de posi¢des com distancia de Lee de no maximo ¢, em relagéo a uma

posicao arbitraria, porém fixa, da matriz de digitos, ¢ dada por [35]

N, =1+2d,(d, +1). (3.14)

Desta forma, uma mancha-d, de erros tem peso no maximo N, . Consequentemente

por definigdo, uma mancha de erros compacta tem peso maximo n;, o que significa

queNdLS nj, ou

2d; +2d, +1<n,. (3.15)

Resolvendo (3.15) para d; obtém-se o resultado desejado depois da multiplicacdo por

dois, para cobrir o caso de erros eqiiidistantes do centro da mancha.

Exemplo: No caso considerado até entdo, ilustrado na Figura 3.4, se trata de uma mancha-d;
de erros compacta com peso igual a cinco e distdncia de Lee maxima igual a dois, o que pode

ser demonstrado pelas equagoes (3.13) e (3.14), considerando-se n; = 5.

Teorema 3.3: Sejam (x;,);) € (x2,y2) duas posigdes que representam dois digitos pertencentes
a uma mancha de erros compacta associada com uma matriz de digitos #n; x n,. Estas manchas
de erros sdo corrigiveis por entrelacamento unidimensional se e somente se ha um inteiro

positivo £ que satisfaz a seguinte condicao

o, +[B7'2| )1+ 20, -1, (3.16)

em que z ¢ um inteiro positivo, ISz<-2+4+./2n, -1, e |.|r=di(,0) mod n;.

Prova: Sem perda de generalidade pode-se supor que (x;,);) € a solugdao da congruéncia
x + B'y = ¢ mod n;. Desta forma, para uma solugdo qualquer (x,y) desta congruéncia, pode-se

€screver

(x-x;) + B (v-y;) = 0 mod n,. (3.17)



Considerando y-y; =z, entdo
x—x;=-8'z, (3.18)

em que z ¢ um inteiro. Consequentemente a distancia de Lee d; entre (x,y) e (x;,v;) pode ser

escrita como
d=z|. + |f2|L (3.19)

Pelo Teorema 3.1 os digitos na mancha compacta de erros devem satisfazer a
inequacao (3.5). Consequentemente conclui-se que (x,)) € (x;,y;) ndo podem pertencer a uma

mesma mancha compacta de erros. Consequentemente pelo Lemma 3.3 a distancia de Lee do

par deve satisfazer d,) — 1+ ./2n, — 1, ou seja,
|Z|L +‘ﬂ_12‘L>—]+1/2n1 -1.

Qualquer valor de f satisfazendo esta inequacao, para /< z<-2+,/2n, — 1 , garante

simultaneamente que pares de posigdes satisfazendo a congruéncia ndo pertencem ambos a
mesma mancha compacta de erros e sua distancia de Lee ¢ maior do que aquela obtida entre

quaisquer pares de erros na mancha de erros compacta.
Exemplo:

Considerando uma matriz de digitos entrelagada A4,, com dimensao 5 x 7, mostrada na Figura
3.5, observa-se que os digitos ¥, ¢ ¥40u ¢, ¢ #3, por exemplo, apesar de pertencerem, apos o
desentrelacamento, a mesma linha, pelo critério da mancha-d; compacta ambos pertencem a
manchas de erros distintas. Desta forma o codigo corretor de erros aleatdrios terd que ser
capaz de corrigir pelo menos dois erros. A obtencdo destes digitos em manchas de erros ou

manchas-d; compactas distintas so é possivel porque 4 atende ao Teorema 3.3.



0 T V, e \%i
1 ¢ | 23 4 v
2 Vi ) Vs &7
3 v, T Y L
4 & . & ¢

Figura 3.5: Matriz de digitos entrelacada, 4,, exibindo duas manchas de erros distintas.

Lemma 3.4: A repeti¢do do padrdo de entrelagamento, que se passa a considerar periodo,

ocorre a cada n; colunas da matriz de digitos entrelacada 4,,.

Prova:
Sejam dois pontos quaisquer da matriz de digitos, sendo o primeiro (x;,);) € o segundo (x,,1),
pertencentes a mesma linha, ou seja, y,=y,=v. Ap6s o entrelagamento passam a ocupar

respectivamente as seguintes coordenadas:

xr,-x18ty ) € Cn-Xn Bty ). (3.20)

Supondo que os mesmos ocupem a mesma linha (repeti¢do do padrdo), entdo

-xfryf=-x,fryf mod n,. (3.21)

Desta forma
-x;=-x,fmod n;. Como x, =x;+6, sendo € o periodo de entrelagamento, tem-se

-x;ﬂE -x;,b’—é’ﬂmod nj. (322)

Logo, 8= 0 mod n;. Como fe n; sdo relativamente primos, a solu¢ao da congruéncia

¢ 6 multiplo de n;, ou seja,

0=t ny, (3.23)

para r=1,2,3,......



Logo o padrdo de entrelagamento se repete de n; em n; colunas. QED.

Exemplo: Vide que na Figura 3.5 padrao de entrelacamento da coluna 0 se repete na coluna 5

e o padrdo da coluna 1 se repete na coluna 6, demonstrando o Lemma 3.4.

Lemma 3.5: Para assegurar que as manchas de erros compactas (manchas-d; compactas),
possam ser vistas ciclicamente sobre a matriz de digitos, o nimero de colunas da matriz, n,

deve ser multiplo de n;.

(@)

(b)
Figura 3.6: (a) Mancha de erros compacta centralizada;
(b) Mancha de erros compacta vista ciclicamente.
Para que isto aconteca, com base no Lemma 3.4, basta que n;, seja multiplo de n;, ou seja:

ny=y ny, (3.24)

para y=1,2,3,......



3.4 Tipos de Manchas de Erros Corrigiveis

Como foi ressaltado, o objetivo principal deste método € procurar corrigir manchas de erros
“compactas”. A definicdo 3.5 ¢ o Lemma 3.3 tratam deste tipo de mancha como sendo
constituido por no maximo #n; erros € com um valor maximo estabelecido para distancia de
Lee entre os pares de erros.

Apesar deste tipo de mancha exercer um papel fundamental neste trabalho ¢ possivel
ainda a correcdo de outros tipos de manchas, que acabam se configurando em um ganho
extra.

Na Figura 3.7 estdo reproduzidos alguns formatos de manchas de erros passiveis de
correcao por este método. Neste exemplo considera-se uma matriz de digitos entrelagada 4,
com dimensdo 5 x 10, n; = 5 e n, =10, obtida a partir do entrelagamento de uma matriz de

digitos A pela matriz de transformagao linear, 7, mostrada a seguir:

]

h Vs 3 ¢, vs i Vs g 4 Y
L v s V4 s * v; s Vo %10
Vi & *; v, s Ve %7 *3 v "o
v, ‘h Vs oy ¢ Y6 L Vs %9 ¢
& L P v; g Vs & ¢ \£ o Vio
(a)
mj &3 ¢y vs e \%, g ¢ Y0
¢ s \Z s * v; s Vo %10
Vi *; v, s Ve o7 0 v Cho
v Vs Sy *s Y6 L Vg %9 L 30
& v;3 n Vs &6 ¢ vs o Vio

(b)



Figura 3.7: Exemplos de manchas de erros passiveis de corre¢ao.

Na Figura 3.7, apesar de todas as manchas de erros exemplificadas atenderem ao
critério de peso maximo igual a n;, apenas a mancha de erros representada em 3.7.a atende ao
critério da distancia maxima de Lee, conforme estabelecido no Lemma 3.3. Desta forma € o
unico tipo de mancha de erros considerado compacto e que, portanto, estd contemplado

integralmente na proposta deste trabalho.

Quanto as demais, representadas de 3.7.b a 3.7.d, atendem somente ao critério do peso
maximo e portanto ndo podem ser consideradas como manchas compactas ou manchas -d;, de

erros. Apesar disto, elas podem ser corrigidas pelo método proposto, tornando-se portanto um

bdnus adicional a este trabalho.

3 ¢, v;s s \%i *og 4 Yo

(3 V4 o5 L X3 \ & g Vo 10

3 \ 1 Us Ve &7 L ¥y Cho

V3 &y ¢ Y [l Vs L 410

& L 2 v; n Vs & L 2] £ o Vio
(©)
* L 2] L3 V4 &5 L X5
Vi &) L 2! L ) s Vs
v Lh V3 oy L 2 VY5
& L D) v; Ly Vs &g
(d)




3.5 Calculo do Pariametro S da Matriz de Transformacao Linear

Um dos cuidados que se deve ter para que ocorra o entrelagamento perfeito ¢ a determinacao
exata do parametro £ da matriz de transformacdo linear. Este pardmetro deve atender as
condi¢des estabelecidas pelos Teoremas 3.1, 3.2 ¢ 3.3. E com base nestes Teoremas e nas
defini¢des de distancia de Lee e de manchas compactas de erros que serd estabelecida uma
seqiiéncia logica de calculo deste parametro. Como resultado desta metodologia de célculo foi
gerado um programa de computador capaz de montar uma Tabela relacionando os valores de
£ com o parametro n; (nimero de linhas) da matriz de digitos. Esta Tabela esta ilustrada no
Apéndice II deste trabalho.

A seguir serdo dados alguns exemplos de como funciona esta metodologia de célculo,
que foi empregada no programa de computador, e, por tabela, alguns resultados relacionando

0s parametros fe n;.

Observagdo: Por simplicidade, considerar-se-4, como solucdo, apenas valores de £ menores

que n;.

Exemplo 1: Considerando-se uma matriz de digitos A com nimero de linhas igual a cinco, ou

seja, n; = 5, a matriz de transformacao linear, 7, devera ter o seguinte formato:

T:[f]) _/ﬂ'

Existem ¢( n;) = ¢(5) =4 [32] possiveis valores de S (para f<n;), a saber: 1,2, 3 e 4.
Como todos estes valores sdo relativamente primos com 7, a faixa de solugdes para g’

também se torna a mesma.

A partir deste ponto o que se fara € uma filtragem destas possiveis solugdes a fim de

encontrar aquelas que satisfazem aos Teoremas 3.1 e 3.3.

De acordo com o Teorema 3.3, o valor de B’ deve satisfazer a expressdo (3.16)

reproduzida a seguir:



2|, +|B7 2 —1+2n, 1, em que 1<z < -2+ [2n, 1.

Desta forma, para n; = 5, tem-se
1<z< 1. Logo a expressao (3.16) se torna
1+ g >2.

Da faixa inicial considerada para possiveis valores £, apenas os nimeros 2, 3 ¢ 4

satisfazem a relagao.

Finalmente para determinar os valores definitivos de 8’ emprega-se o Teorema 3.1, cuja

expressao (3.5) é reproduzida a seguir:

(eox)) + B 2y1) jé 0 mod 7.

Antes de empregar esta relagdo, deve-se determinar qual a faixa de valores para (x,-x;)
e (y2-y1), para tal serd usada a expressao (3.14) do Lemma 3.3 que calcula o peso da mancha
compacta de erros e a partir deste ponto é possivel definir a mancha de erros e as posi¢des do

digitos. Esta expressao ¢ reproduzida a seguir:

N, =1+2d,(d, +1),

em que

d, <(=1+2n,-1)/2=1,

que corresponde a distancia de Lee em relagdo ao centro da mancha de erros, entao

N, =5.

L

Logo o formato da mancha de erros compacta passa a ser



v
>

Portanto pode-se ter as seguintes combinacdes de pares de digitos da mancha:

a) Para x;-x;=y,-y; =1

ou
T
° ° °
°
ou
°
Q ° °
~
ou
°
° ° °
|

Para este caso a expressao (3.5) fica sendo

1+ 4" #0mod 5.



b) Para XQ—X1:0 €Yy = 1

Ly

ou

Xy

Para este caso a expressao (3.5) fica sendo

B =0mod 5.

c) Parax,x=0ey,y;=2

>

Para este caso a expressao (3.5) fica sendo
2 8 £#0mod 5.
Tendo por base estas trés relagdes, pode-se demonstrar que o numero 4 ndo satisfaz a

todas, logo os valores de 4, e por tabela de /8 (porque ambos sio relativamente primos a n;),

que permitem o entrelacamento perfeito para n,=5 sdo:

n; Bou B’
5 20u3




Neste caso as matrizes de transformacao linear, 7, podem ser:

1 3
T= ,
ou
e
T =

Este resultado confirma o Lemma 3.2, demonstrando que as solu¢des sdo inverso
aditivos médulo 7;, ou seja, para modulo cinco, dois ¢ inverso aditivo de trés e vice-versa.
Por conta deste Lemma o nimero 4 ja poderia ter sido descartado uma vez que o niimero 1,
que ¢ o seu inverso aditivo, foi eliminado no primeiro teste. Este tipo de andlise, tendo por
objetivo simplificar e minimizar o tempo de processamento, foi implementado no aplicativo

computacional.

Exemplo 2: Considerando uma matriz de digitos 4 com numero de linhas igual a 13, ou seja,

n; = 13, a matriz de transformacao linear, 7, devera ter o seguinte formato:

Tz[é _ﬂ'

Existem ¢( n;) = ¢(13) = 12 [32] possiveis valores de S (para f< n;), a saber: 1, 2, 3,
4,5,6,7,8,9,10, 11 e 12.

Da mesma forma que no exemplo 1, sera realizada uma filtragem destas possiveis
solucdes de f, a fim de encontrar aquelas que satisfazem aos Teoremas 3.1 e 3.3.

De acordo com o Teorema 3.3, o valor de £’ deve satisfazer a expressio (3.16) mais

uma vez reproduzida a seguir:

2], {87y~ 1+ [2n,— 1 em que 1<z <-2+.2n,~ 1.

Desta forma, para n; = 13, tem-se



1<z < 3. Logo substituindo os valores de z na expressao (3.16) obtém-se as seguintes

inequagoes:

1+ p' >4
2+28" > 4;
3+ 38" > 4.

Da faixa inicial considerada para possiveis valores 3, apenas os numeros 4, 5, 6, 7, 8,

9,10, 11 e 12 satisfazem as trés inequacgdes.

Finalmente para determinar os valores definitivos de B’ emprega-se o Teorema 3.1,

cuja expressao (3.5) € reproduzida a seguir:

(Xz-)C]) + ﬂl(yz-y])/é 0 mod nj.

Antes de empregar esta relacdo, deve-se determinar qual a faixa de valores para  (x;-
x;) € (y2-y1), para tal serd usada a expressdo (3.14) do Lemma 3.3 que calcula o peso da
mancha compacta de erros e, a partir deste ponto, ¢ possivel definir a mancha de erros e as

posicdes do digitos. Esta expressao € reproduzida a seguir:

N, =1+2d,(d, +1),

em que

d, <(—1++2n,—-1)/2=2,

que corresponde a distancia de Lee em relagdo ao centro da mancha de erros, entdo

N, =13,

L

Logo o formato da mancha de erros compacta passa a ser



Portanto neste caso irdo ser consideradas as seguintes faixas para (x,-x;) e (y2-y:):
a) Faixa de (x;-x)):
0<x -X] <3.
De acordo com a ilustra¢do anterior, esta faixa deveria se estender até 4, que ocorrem
entre os dois digitos localizados nos extremos da mancha de erros. No entanto quando x,-x; =

4, o par de digitos se encontra sobre a mesma linha da matriz e portanto y,-y; = 0, anulando o

termo 4 na expressio (3.5).
b) Faixa de (y2-y;):
1 Syg—yj <4.

Para a montagem das relagdes, baseadas na expressao (3.5), deve-se levar em conta

que a maxima distancia de Lee entre dois digitos quaisquer da mancha de erros compacta,
di-mancha, tem que ser no maximo igual a —/+,/2n, —1 = 4, conforme o que esta descrito

na expressao (3.13) do Lemma 3.3. Desta forma deve ser observado que

(xZ-)C]) + (yz—yl) <4,

Com base no exposto serao montadas as seguintes relagdes baseadas na expressao (3.5):



a) Parax;-x,=0

B'£0mod 13;

2 £ 0mod 13;
3 8'£0mod 13;
4 f'#£0mod 13.

b) Parax;-x,=1

1+ A'#£0mod 13;
1+2 B'#0mod 13;
1+3 4'£0mod 13.

c) Parax,-x;=2

2+ ' £0mod 13;
2+2 ' £0mod 13.

d) Para x;-x;=3

3+ 4'#0mod 13.

Tendo por base estas relagdes, pode-se demonstrar que os numeros 4, 10, 11 ¢ 12 ndo

satisfazem a todas, logo os possiveis valores de £, e por tabela de B (porque ambos sdo

relativamente primos a n;), que permitem o entrelagamento perfeito para n;=13 sao:

n Lou g’
13 5,7,80u9

Finalmente, para se chegar aos resultados definitivos, aplica-se o Lemma 3.2 que
assegura que no conjunto de solugdes sempre estdo presentes pares de inversos aditivos

modulo n;. Desta forma os numeros 7 ¢ 9 sdo descartados uma vez que seus respectivos



inversos aditivos médulo 13 ndo atenderam previamente aos Teoremas 3.1 e 3.3 e ndo estdo
presentes. Logo os resultados de £ para a matriz de transformagdo linear que perfaz o

entrelacamento perfeito em uma matriz de digitos com n; = 13, sdo:

n Lou g’
13 50u8

Neste caso as matrizes de transformacao linear, 7, podem ser:

1 5
T = s
- 8_
ou
g
T =

Exemplo 3: Considerando uma matriz de digitos 4 com ntimero de linhas igual a 25, ou seja,

n; =25, a matriz de transformacao linear, 7, devera ter o seguinte formato:

Existem ¢( n;) = ¢(25) = 20 [32] possiveis valores de S (para < n;), a saber: 1, 2, 3,
4,6,7,8,9,11,12,13, 14, 16,17, 18, 19, 21, 22, 23 ¢ 24.

Da mesma forma que nos exemplos anteriores, serd realizada uma filtragem destas

possiveis solugdes de S, a fim de encontrar aquelas que satisfazem aos Teoremas 3.1 e 3.3.

De acordo com o Teorema 3.3, o valor de ' deve satisfazer a expressdo (3.16), mais

uma vez reproduzida a seguir:

2|, +|B7 2~ 1420, 1, em que 1<z < -2+ [2n, 1.



Desta forma, para n; = 25, tem-se

1< z < 5. Logo substituindo os valores de z na expressao (3.16) obtém-se as

seguintes inequacdes:

1+ B’ >6;

2+ 28" > 6;
3+34'>6;
4+ 48" > 6;
5+ 58" > 6.

Da faixa inicial considerada para possiveis valores £, apenas os nimeros 6, 7, §, 9, 11,

12,13, 14, 16,17, 18, 19, 21, 22, 23 e 24 satisfazem as cinco inequagoes.

Finalmente para determinar os valores definitivos de 8’ emprega-se o Teorema 3.1, cuja

expressao (3.5) € reproduzida a seguir:

(2x1) + B (v2-y1) £ 0 mod .

Antes de empregar esta relacdo, deve-se determinar qual a faixa de valores para
(x2-x7) e (v2-y1), para tal serd usada a expressdo (3.14) do Lemma 3.3 que calcula o peso da
mancha compacta de erros e a partir deste ponto é possivel definir a mancha de erros e as

posigdes do digitos. Esta expressao ¢ reproduzida a seguir:

N, =1+2d,(d, +1),
em que

d, <(=1++2n,—-1)/2 =23, que corresponde a distancia de Lee em relagdo ao centro

da mancha de erros, entdo

N, =25.

L



Logo o formato da mancha de erros compacta passa a ser

> X
l .
. . .
Y . . . . .
R . . . . . .
. . . . .
. . .
.

Portanto neste caso irdo ser consideradas as seguintes faixas para (x;-x;) € (y2-y;):
a) Faixa de (x;-x)):
0<x X7 <5,
De acordo com a ilustragdo anterior, esta faixa deveria se estender até 6, que ocorrem
entre os dois digitos localizados nos extremos da mancha de erros. No entanto quando

X2-x; = 6, o par de digitos se encontra sobre a mesma linha da matriz e portanto  y»-y; = 0,

anulando o termo £ "na expressao (3.5).
b) Faixa de (y>-y)):
1 Sygfyj <6.

Para a montagem das relagdes, baseadas na expressdo (3.5), deve-se levar em conta

que a maxima distancia de Lee entre dois digitos quaisquer da mancha de erros compacta,
di-mancha, tem que ser no maximo igual a —7+,/2n, —1 = 6, conforme o que estd descrito

na expressao (3.13) do Lemma 3.3. Desta forma deve ser observado que



(x2-x7) + (y2-y1) < 6.
Com base no exposto serdo montadas as seguintes relagdes baseadas na expressao (3.5):

a) Parax;-x;=0

B! #0mod 25;

2 ' # 0 mod 25;
3 B'#£0 mod 25;
4 f'#0mod 25;
5 '#0 mod 25;
6 ' #0 mod 25.

b) Parax;-x,=1

1+ A'#0 mod 25;

1+2 ' £0mod 25;
1+3 A'#£0mod 25;
1+4 f'£0mod 25;
1+5 ' £0mod 25.

c) Parax;-x,=2

2+ £ 0 mod 25;

2+2 B'#0mod 25;
2+3 £ 0mod 25;
2+4 f'#£0mod 25.

d) Para x;-x;=3

3+ B'#0 mod 25;
3+2 ' £0mod 25;
3+3 A'#£0mod 25.



e) Parax;-x,=4

4+ B'£0 mod 25;
4+2 ' £0mod 25.

f) Parax;-x;=5
5+ £ 0 mod 25.

Tendo por base estas relagoes, pode-se demonstrar que os numeros 6, 8, 11, 12, 16, 21,
22 e 23 ndo satisfazem a todas, logo os possiveis valores de ', e por tabela de S (porque
ambos sdo relativamente primos a n;), que permitem o entrelacamento perfeito para n; =25

sao:

nj Lou f’
25 7,9,13,14,17, 18 ou 19

Finalmente, para se chegar aos resultados definitivos, aplica-se o Lemma 3.2 que
assegura que no conjunto de solugdes sempre estdo presentes pares de inversos aditivos
modulo 7n;. Desta forma os nimeros 9, 13, 14, 17 e 19 sdo descartados uma vez que seus
respectivos inversos aditivos modulo 25 ndo atenderam previamente aos Teoremas 3.1 e 3.3 e
ndo estdo presentes. Logo os resultados de £ para a matriz de transformacao linear que perfaz

o entrelacamento perfeito em uma matriz de digitos com n; = 25, sdo:

ng Bou f’
25 7oul8

Neste caso as matrizes de transformacao linear, 7, podem ser:

1 7
T= ,
0 18
1 18
T = .
0 7

ou



Em todos os casos exemplificados anteriormente observa-se que a mancha de erros

compacta ¢ ao mesmo tempo mancha de erros casada, uma vez que a expressao (3.13), ou
seja, d, <—I1+,/2n, —1, sempre resulta em um niimero inteiro. Nos exemplos representados

a seguir a Unica preocupag¢ao do método ¢ com a correcdo de manchas de erros compactas,

uma vez que a expressao (3.13) ndo resulta em um namero inteiro.

Exemplo 4: Considerando uma matriz de digitos 4 com nimero de linhas igual a sete, ou

seja, n; = 7, a matriz de transformacgao linear, 7, devera ter o seguinte formato:

T:[é ﬂ'

Existem ¢( n;) = ¢(7) = 6 [32] possiveis valores de S (para < n;), a saber: 1, 2, 3, 4,
Seé6.

Da mesma forma que nos exemplos anteriores, sera realizada uma filtragem destas

possiveis solucdes de S, a fim de encontrar aquelas que satisfazem aos Teoremas 3.1 e 3.3.

De acordo com o Teorema 3.3, o valor de ' deve satisfazer a expressdo (3.16) mais

uma vez reproduzida a seguir:

2|, |87~ 1+ 20,1, em que 1< z< -2+ [2n,~ 1.

Desta forma, para n; = 7, tem-se
1<2z£1,60. Como z ¢ um nimero inteiro, a inequacao se converte em
1<z<L 1.
Logo substituindo os valores de z na expressdo (3.16) obtém-se a seguinte inequagao:

1+ g1 >2,60.



Da faixa inicial considerada para possiveis valores B, apenas os niimeros 2,3, 4, 5 ¢

6 satisfazem a referida inequacao.

Finalmente para determinar os valores definitivos de 8’ emprega-se o Teorema 3.1, cuja

expressao (3.5) € reproduzida a seguir:

(c2x1) + B (v2y1) £ 0 mod .

Antes de empregar esta relacdo, deve-se determinar qual a faixa de valores para (x,-x;)
e (y2-y1), para tal serd usada a expressao (3.14) do Lemma 3.3 que calcula o peso da mancha
compacta de erros e, a partir deste ponto, ¢ possivel definir a mancha de erros e as posi¢des do

digitos. Esta expressdo ¢ reproduzida a seguir:

N, =1+2d,(d, +1),

em que

d, <(—=1++2n,—1)/2=130,

que corresponde a distancia de Lee em relagdo ao centro da mancha de erros. Como a

distancia de Lee corresponde a um nimero inteiro, a inequagao € reescrita como

Logo o formato da mancha de erros compacta passa a ser



v
=

Portanto neste caso irdo ser consideradas as seguintes faixas para (x-x;) € (y2>-y):
a) Faixa de (x,-x)):
0<x 2-X] <1.
De acordo com a ilustrag¢do anterior, esta faixa deveria se estender até 2, que ocorrem
entre os dois digitos localizados nos extremos da mancha de erros. No entanto

quando x;-x; =2, o par de digitos se encontra sobre a mesma linha da matriz e portanto y,-y,

=0, anulando o termo S’ na expresséo (3.5).
b) Faixa de (y>-y)):
1 Syryr < 2.

Para a montagem das relagdes, baseadas na expressdo (3.5), deve-se levar em conta

que a maxima distancia de Lee entre dois digitos quaisquer da mancha de erros compacta,
di-mancha, tem que ser no maximo igual a —/1+,/2n, —1 = 2,60, conforme a expressao

(3.13) do Lemma 3.3. Considerando que este valor s6 pode ser um numero inteiro, entao

dr=2. Desta forma deve ser observado que

(x2x7) + (2-y1) < 2.

Com base no exposto serdo montadas as seguintes relagdes baseadas na expressao (3.5):



a) Parax;-x,=0

B'£A0mod 7;
2B £0mod 7.

b) Parax;-x,=1
1+ 4'£0mod 7.
Tendo por base estas relagdes, pode-se demonstrar que o nimero 6 nao satisfaz a

todas, logo os possiveis valores de B, e por tabela de S (porque ambos sdo relativamente

primos a n;), que permitem o entrelagamento perfeito para n; =7 sao:

n; Lou f’
7 2,3,40u5

Observa-se que estes valores atendem ao Lemma 3.2 que assegura que no conjunto de
solugdes sempre estdo presentes pares de inversos aditivos modulo 7;, ou seja, 2 € inverso

aditivo de 5 e 3 ¢ inverso aditivo de 4.

Neste caso as matrizes de transformacao linear, 7, para obtencdo do entrelacamento

perfeito, sdo:

ou

ou



ou

A seguir ¢ feita uma ilustracdo do processo de entrelacamento unidimensional de uma
matriz de digitos com dimensdo 7 x 9, n; =7 e n, =9, usando a seguinte matriz de

transformagao linear, 7, que assegura o entrelacamento perfeito:

T=‘1 2‘.
0 5
Ay A, A Ay As Ag As Ag Ag
B, B B3 B4 Bs Bs B, Bgs By
Ci G GCs Cs Cs Ce Gy Csg Co
D, D, D; D4 Ds D¢ D, Dg Dy
E, E, E; E4 Es E¢ E; Eg E9
F F» F3 F4 Fs Fe F; Fg Foy
Gy G G3 Gy Gs Ge Gy Gg Go
(a)
Ay B, Gs D4 Es Fe Gy Ag By
D, E, Fs3 Gy As Bs Gy Dg E9
Gy A, B; Cy4 Ds E¢ F; Gg Ag
Ci D, E; F,4 Gs As B Cs Dy
Fi G As B4 Cs D¢ E; Fs Go
B, G D3 E4 Fs Ge As Bs G
E, F, G Ay Bs Cs D, Eg Fy
(b)

Figura 3.8: (a) Matriz de digitos A com dimensdo 7 x 9;

(b) Matriz de digitos entrelacada 4, exibindo a mancha de erros compacta.



Neste exemplo fica evidenciada a necessidade de se restringir a capacidade de
correcao de erros, deste método proposto, ao tipo de mancha denominada compacta,
di-mancha, como a que estd exposta na Figura 3.8.b, uma vez que nem sempre ¢ possivel a
corre¢dao de manchas de erros consideradas casadas.

Para constatar este fato, vé-se na Figura 3.8.b que a mancha de erros casada formada
pela mancha compacta hachurada acrescida dos simbolos Bs e E¢ pode ser corrigida,
diferentemente da mancha casada formada pela mesma mancha compacta acrescida dos
digitos C4 e De.

Por ultimo, sera mostrado a seguir um exemplo em que nio existem valores de 8’ que
garantam o entrelacamento perfeito. Em geral isto ocorre porque as possiveis solugcdes nao

sdo relativamente primas com o valor de n;.

Exemplo 5: Considerando uma matriz de digitos 4 com niimero de linhas igual a seis, ou seja,

n; = 6, a matriz de transformagao linear, 7, devera ter o seguinte formato:

|l 77

0 p
Existem ¢( ;) = ¢(6) =2 [32] possiveis valores de [ (para f<n;), asaber: 1 e 5.

Da mesma forma que nos exemplos anteriores, sera realizada uma filtragem destas

possiveis solucdes de S, a fim de encontrar aquelas que satisfazem aos Teoremas 3.1 e 3.3.

De acordo com o Teorema 3.3, o valor de £’ deve satisfazer a expressdo (3.16) mais

uma vez reproduzida a seguir:

2|, +|B7 )~ 1420, 1, em que 1<z <=2+ \[2n, 1.

Desta forma, para n; = 6, tem-se

1<z<£1,31. Como z ¢ um nimero inteiro, a inequacao se converte em



Logo substituindo os valores de z na expressao (3.16) obtém-se a seguinte inequagao:
1+ ' >231.

. . e . ’ . 1 4 .
Da faixa inicial considerada para possiveis valores £, apenas o nimero 5 satisfaz a

referida inequagao.

Finalmente para determinar os valores definitivos de £’ emprega-se o Teorema 3.1,

cuja expressao (3.5) € reproduzida a seguir:

(ox)) + B ay1) jé 0 mod 7.

Antes de empregar esta relagdo, deve-se determinar qual a faixa de valores para (x,-x;)
e (y2>-y1), para tal serd usada a expressdo (3.14) do Lemma 3.3 que calcula o peso da mancha
compacta de erros e, a partir deste ponto, ¢ possivel definir a mancha de erros e as posigdes do

digitos. Esta expressao ¢ reproduzida a seguir:

N, =1+2d,(d, +1),

em que

d, <(—1+2n,-1)/2=115,

que corresponde a distancia de Lee em relagdo ao centro da mancha de erros. Como a

distancia de Lee corresponde a um nimero inteiro, a inequagao ¢€ rescrita como
d, <1,

entao



Logo o formato da mancha de erros compacta passa a ser

v

X

Portanto neste caso irdo ser consideradas as seguintes faixas para (x-x;) € (y2>-y):
a) Faixa de (x,-x)):
0<x 2-X] <1.
De acordo com a ilustrag¢do anterior, esta faixa deveria se estender até 2, que ocorrem
entre os dois digitos localizados nos extremos da mancha de erros. No entanto quando x,-x; =

2, o par de digitos se encontra sobre a mesma linha da matriz e portanto y,-y; = 0, anulando o

termo [ "na expressao (3.5).
b) Faixa de (y>-y)):
1 Syryr < 2.

Para a montagem das relagdes, baseadas na expressdo (3.5), deve-se levar em conta

que a maxima distancia de Lee entre dois digitos quaisquer da mancha de erros compacta,
di-mancha, tem que ser no maximo igual a —/+./2n, —1 = 2,31, conforme a expressao

(3.13) do Lemma 3.3. Considerando que este valor s6 pode ser um numero inteiro, entao

dr=2. Desta forma deve ser observado que

(x2x7) + (2-y1) < 2.

Com base no exposto serdo montadas as seguintes relagdes baseadas na expressao (3.5):



a) Parax;-x,=0

B'£0mod 6;
2 ' £0mod 6.

b) Parax;-x,=1

1+ '#0mod 6.

Tendo por base estas relagdes, pode-se demonstrar que o numero 5 ndo satisfaz a
~ . ~ ;. ] .
todas, logo nao existem solu¢des possiveis para ', e por tabela de £, que permitem o

entrelagamento perfeito para n;=6, logo

nj Lou B’

6 Nao existe solucao

Com base neste roteiro, descrito nos exemplos anteriores, foi desenvolvido um
programa de computador capaz de calcular os valores de " A Tabela gerada que foi gerada

esta mostrada no Apéndice II.

3.6 Calculo da Eficiéncia

Baseando-se no artigo de Almeida [26], pode-se expressar o calculo da eficiéncia deste

método pela relagdo:
Ge = (tecom/tsem)- (3.25)
Em que
G. — Ganho de entrelagamento.

t.om— Capacidade de correg¢do de erros com o uso de entrelagamento.

tsem — Capacidade de corregdo de erros sem o uso de entrelagamento.



Este ganho pode ser expresso da seguinte forma:
G.=2.d;,+ 1. (3.26)
Sendo d; a distancia de Lee tomada em relagdo ao centro da mancha compacta de erros.

E importante ressaltar que esta expressao ¢ valida tanto para cédigos matriciais para a
correcao de uma unica mancha de erros compacta, quanto para codigos matriciais para a

corre¢dao de multiplas manchas de erros. Esta afirmagao ¢ ilustrada nos exemplos seguintes.

Exemplo 1: Codigo matricial com entrelagamento unidimensional usando c6digos corretores
de erros aleatdrios em cada linha da matriz de digitos, com capacidade de correcdo de um

anico erro aleatério.

T V, 3 4, Vs s Vs g * \ A0
¢ v, s V4 s * v; s Vo %10
Vi &) 0 vy s Vs &7 L vy Cho
v ) V3 o4 *s Y Ly Vs &9 L1
& 2 v; g Vs 6 ¢ v o Vio

Neste exemplo observa-se que se nao fosse pelo entrelagcamento haveria a necessidade
de codigos corretores de erros aleatérios com capacidade de corre¢do de trés erros em cada
linha da matriz de digitos. Como ¢ usado o entrelagamento basta o emprego de um codigo
corretor de erros aleatdrios, por linha, com capacidade de corre¢do de um unico erro. Desta

maneira consegue-se uma eficiéncia ou ganho de entrelagcamento igual a trés.

Exemplo 2: Codigo matricial com entrelagamento unidimensional usando c6digos corretores
de erros aleatérios em cada linha da matriz de digitos, com capacidade de corre¢ao de dois

erros aleatorios.

[ V>, &3 ¢y v; Ue \%Zi
¢ v, 3 2 %5 ¢ v;
Vi &> . v, s G o7
v, b V3 %oy ¢ Y6 Ll
L3 L P v; g Vs &6 -




Neste segundo exemplo observa-se que se nao fosse pelo entrelagcamento haveria a
necessidade de codigos corretores de erros aleatorios com capacidade de correcdo de seis
erros em cada linha da matriz de digitos. Como ¢ usado o entrelagamento basta o emprego de
um codigo corretor de erros aleatérios, por linha, com capacidade de correcdo de dois erros.
Desta maneira consegue-se uma eficiéncia ou ganho de entrelagamento igual a trés.

Com base na expressao (3.26) ¢ possivel montar a Tabela a seguir ilustrando alguns

valores de ganho para alguns casos mencionados anteriormente.

Q

nj

13
25

| WDn| W[ W

Tabela 3.1 — Valores de ganho de entrelagamento, G., para alguns valores de n;.

Observa-se que este ganho se torna mais expressivo a medida que o numero de linhas da

matriz de digitos cresce.

3.7 Conclusao

Foi introduzido em [35] o entrelagamento unidimensional como uma técnica pratica para
corrigir multiplas manchas de erros em uma matriz de digitos n; x n,. Arbitrariamente foi
decidido focalizar sobre manchas de erros compactas. Esta decisdo se mostrou
recompensadora, uma vez que tornou possivel a especificagdo do valor de £ para classes de
manchas de erros. No entrelacamento convencional usado para combater surtos de erros em
transmissdo de dados seriais, uma matriz de digitos n; x n, contém palavras-codigo nas linhas
e os digitos da matriz de digitos sdo extraidos pela leitura das colunas. O entrelagamento
convencional permite a corre¢do de no maximo ¢ surtos de erros de comprimento n;. A
eficiéncia do entrelagamento unidimensional, medida em termos de redundancia de cédigo
empregado e o nimero de erros que podem ser corrigidos €, pelo menos, a mesma que do

entrelacamento convencional, uma vez que quaisquer ¢ manchas de erros casadas em cada



matriz de digitos sdo corrigiveis, como podem ser também algumas outras manchas de erros.
O resultado no Teorema 3.1 pode ser estendido para cobrir as condigdes associadas com o

entrelagamento perfeito como definido em [26].



Capitulo 4

Codigo Matricial para Gravacao
Magnética Usando Entrelacamento
Unidimensional e Codigos Corretores
de Surtos de Erros

4.1 Introducao

E proposto no capitulo anterior um c6digo matricial com dimensio n; x n,, com as n; linhas
constituidas por palavras-codigo de um codigo de correcao de erros aleatorios, do tipo MDS
(com maxima distancia de Hamming), como por exemplo os cédigos BCH ou Reed-Solomon.
Em [23] sdo propostos codigos matriciais usando entrelacamento unidimensional, com uma
capacidade maior de corre¢do de surtos bidimensionais ou manchas de erros. Com este
objetivo sao empregados codigos corretores de surtos de erros nas linhas da matriz de digitos

e, conjuntamente, ¢ feita uma pequena adaptagdo na matriz de transformagao linear, 7.

Sao considerados codigos matriciais n; X n, quadrados, ou seja, n; = n; = n, em que n € um
inteiro positivo, e, para efeito de corre¢do, sdo também consideradas manchas de erros
(patches) no formato retangular ou formato quadrado, observadas ciclicamente nesta referida

matriz de digitos.

4.2 Definicoes e Teoria Basica

Considera-se como um codigo de bloco linear (n,k,b) aquele de comprimento n, dimensao k e
capacidade de corre¢do de surtos de erros de comprimento b [36]. Serd considerada uma

matriz de digitos n; x n; de dimensdo n x n, cujas n linhas sdo palavras-codigo de um codigo



corretor linear de blocos (n,k,b). As posi¢des dos digitos da matriz sdo designadas pelos pares
(x;, yi), em que 0 <x; <n-1e 0 <y <n-1, ou seja, em ambas, as coordenadas variam de 0 a n-
1.

Para propositos tanto de armazenamento quanto de transmissao esta matriz de digitos ¢
entrelagada. Ocorrendo entdo a troca das posicdes dos digitos em cada coluna, sendo este

deslocamento considerado ciclico, com o giro realizado para baixo.

Definicao 4.1: Define-se uma matriz de transformacao linear, 7, como

T= . (4.1)

Esta matriz de transformagdo executa o entrelagcamento das posi¢des do digito
(xi, 1), 0 <x; <n-1e0<y;<n-1, em uma matriz de digitos quadrada, 4, de dimensdes 7 X n,

por meio de uma transformacao linear, como segue.

1 1

0 —] :('xi’xi—yi):(xi!’yi')ﬂ (4.2)

(xi’yi)‘

em que (x;’, ), 0 <x;”<n-1e0 <Ly’ <n-1, corresponde as coordenadas do digito na matriz

entrelagada, 4,,.

A transformacdo anterior preserva a primeira coordenada, ou seja, x; = x;’, € atua

somente na segunda coordenada.

Defini¢dao 4.2: Define-se uma mancha de erros compacta em uma matriz de digitos n x n
como sendo qualquer padrao de erros bidimensional de peso méximo b.n cujas posi¢des sao

cobertas por uma mancha retangular b X n na matriz n x n.

Para os propositos deste tipo de coédigo matricial com entrelagamento unidimensional
e que emprega, nas suas linhas, cddigos corretores de surtos de erros, decidiu-se pela
modificacdo da definicdo de manchas de erros compactas, uma vez que a definicdo expressa

no capitulo anterior ndo é adequada a esta nova forma de constru¢do do cédigo. Mas, mesmo



assim, ¢ importante restringir a acdo deste codigo a um determinado tipo de mancha,
designada como mancha de erros compacta, uma vez que se estabelece o escopo de acdo do
codigo proposto. Todavia € possivel que outros tipos de manchas de erros, além das manchas
de erros compactas, possam também ser corrigidas por este esquema, o que se torna, mais

uma vez, um bonus extra e ndo um resultado direto desta proposigao.

Lemma 4.1: A matriz de transformagao linear para desentrelacamento 7" " obtida de T, ¢ dada

por

|t 43
o -1 *3)

. , . 1 , . P
Prova: Imediatamente ¢ verificado que 7.7 = I,, em que /> ¢ a matriz unitdria de ordem 2.

4.3 Espalhamento e Correcao

O entrelagamento perfeito de uma dada mancha de erros, em uma matriz de digito quadrada »
x n, pode somente ser conseguido se o seu maximo peso ndo exceder n. Contudo, caso se use
um codigo corretor de surtos de erros, do tipo (n,k,b), para codificar as linhas da matriz de
digitos (antes do entrelagcamento), ndo deve existir uma preocupagdo em se ter o
entrelagamento perfeito. Tudo o que precisa ser garantido ¢ que, depois do desentrelacamento,
cada linha da matriz de digitos contenha no maximo um surto de erros de comprimento b,

conforme a defini¢do a seguir.

Definicao 4.5: Define-se perfeito espalhamento de um surto de erros pertencente a uma
mancha de erros de peso maximo b.n, associado com uma matriz de digitos 4, de dimensao n
x n, obtida por entrelagamento unidimensional, como sendo aquele em que, apos o
desentrelagcamento, dois ou mais surtos de erros de comprimento b pertencentes @ mancha nao

ocupam a mesma linha na matriz de digitos resultante.



A seguir serda estabelecida uma relacdo entre o inteiro b, que corresponde ao
comprimento de surto de erros, e o padrdo da mancha de erros que pode ser corrigida em uma
dada matriz de digitos n x n, satisfazendo a condicdo de perfeito espalhamento de surto de

€IT0S.

Teorema 4.1: Seja 4, uma matriz de digitos n x n entrelagada por meio de 7, possivelmente
corrompida por manchas de erros. Seja T !"a transformacdo linear de desentrelagamento. Um
perfeito espalhamento do surto de erros existe para todas as manchas de erros cujas posi¢des
sdo cobertas por uma regido retangular » x n em A4,, considerada ciclicamente nas duas

dimensoes.

Prova: Deve-se notar que a matriz de transformagdo 7, quando aplicada a matriz 4, causa na
diagonal principal de 4, o aparecimento de uma palavra-codigo correspondente a linha 0 da
matriz original A4, e cada diagonal paralela a principal também terd palavras-codigo distintas,
visto ciclicamente. Desta forma qualquer retdngulo de dimensdo b x n em 4,, considerado
ciclicamente nas duas dire¢des, contera no maximo b digitos consecutivos ocupando a mesma
linha apds o desentrelacamento. Esta ¢ a condicdo requerida para o codigo de linha (n,k,b)

para corrigir qualquer surto de erros de comprimento b.

Teorema 4.2: Seja 4, uma matriz de digitos n x n obtida de uma matriz de digitos 4 pela
transformagao linear 7, possivelmente corrompida por manchas de erros. Considerando que as
linhas de A4 sdo palavras-codigo de um codigo corretor de blocos (n,kb) capaz de corrigir ¢
surtos de erros de comprimento . Por meio da operacio de desentrelagcamento I"' qualquer
padrao de no maximo ¢ manchas de erros ciclicamente cobertos por uma regido b x n em A4, ¢

corrigivel.

Prova: Dado que a transformacdo linear 7 ¢ reversivel, conclui-se que havera apds o
desentrelagcamento no maximo ¢ surtos de erros de comprimento maximo b em cada linha,
desde que ¢ ou menos manchas de erros cobertas por regides b x n, que podem se sobrepor,
afetem a matriz 4, de dimensdo n x n. Desta forma um cédigo corretor de #-surtos de erros,

que tenham comprimento maximo b, seria capaz de corrigir os erros nas linhas.



Exemplo:

Considerando uma matriz de digitos 7 x 7 mostrada na Figura 4.la, cujas linhas sdo
consideradas palavras-codigo de um coédigo corretor de surto de erros (7,3,2) com
comprimento de surto, b, igual a dois. A matriz de digitos resultante do entrelacamento, apos
a aplicacdo da transformagao, ¢ mostrada na Figura 4.1b. Observa-se que qualquer mancha de
erros coberta pelo retdngulo » x s, em que » =2 e 1< s < 7, na Figura 4.1b ¢ espalhada depois
do desentrelagamento de uma maneira que ndo se permita que dois ou mais surtos de erros de
comprimento maximo igual a dois ocupem a mesma linha na matriz resultante do
desentrelagamento. Por exemplo a mancha formada pelos digitos [3, A4, s, ¢ V7, &3, [,
As, % ¢ ¢7 na Figura 4.1b esta coberta por um retangulo 2 x 7 e apds o desentrelagamento ¢
espalhada em seis distintas linhas, sendo que cada linha com no maximo dois erros

consecutivos. Este ¢ um exemplo de entrelacamento perfeito.

0 1 2 3 4 5 6
0 ! T [k (g Os s Lk
1 A As A3 A4 As As Aq
2 * *) &3 oy *s *6 w7
3 ¢ * *; *, ¢ * 47
4 v v, v; v, vs Y v;
5 v, v, Vs V4 Vs Vs \%
6 A A Aj Ay As Ag Ay

(a)



0 af A &3 ¢y vs Vs LY
1 'Y h As e *s v \%i
2 Vi A O3 Ay &5 * \&
3 v, vV, A; o As g L&
4 ¢ v, V; Ay Os As %7
5 L3 L ) v;3 V4 'Y U A7
6 Ay *) *; v, Vs Ag Ly
(b)

Figura 4.1: (a) Matriz de digitos 7 x 7; (b) Versao entrelacada desta matriz.

4.4 Tipos de Manchas de Erros Corrigiveis

Este método proposto neste trabalho visa essencialmente a corre¢ao de manchas de erros
compactas em uma matriz de digitos n x n, que segundo a defini¢do 4.4 correspondem a
qualquer padrdo de erro bidimensional de peso maximo b.n, cujas posi¢des sdo cobertas por
uma mancha retangular b x n na matriz n x n.

E possivel também corrigir outros padrdes de erro que ndo necessariamente estejam
contidos no retangulo b x n, bastando que qualquer diagonal contida na mancha, vista
ciclicamente, ndo possua mais que b posi¢des com erros pertencentes & mesma linha da matriz

original (sem entrelagcamento).

Exemplo: Supde-se um codigo matricial 7 x 7, cujas linhas sdao palavras-codigo de um codigo
corretor de surtos de erros do tipo (7,3,2) capaz de corrigir surtos de erros com comprimento b
de no méximo dois. Neste caso ¢ possivel corrigir os tipos de manchas de erros mostrados a

seguir.



Ay

*, L & Vs LY

AN L B W

AN B~ W

(b)

Figura 4.2: (a) Mancha de erros compacta contida no retangulo b x n;

(b) Mancha de erros nao contida no retangulo b x n mas que ¢ passivel de

correcao.

4.5 Calculo da Eficiéncia

Diferentemente do caso anterior, ndo ¢ possivel usar o método de célculo de eficiéncia

estabelecido no artigo de Almeida [26], uma vez que o tipo de mancha de erros compacta, que

¢ o alvo principal de correcdo por este método, pode ocupar toda a linha correspondente da



matriz e, portanto, ndo ¢ possivel usar codigos corretores de erros aleatorios que sejam

capazes de corrigir todos os digitos contidos nas linhas.

Desta forma, o procedimento a ser empregado para mensurar a eficiéncia deste método
¢ baseado na comparacdo da capacidade total de corre¢do de erros dos métodos propostos

nesta dissertacdo. Para ilustrar este procedimento pode-se usar o exemplo a seguir.

Exemplo: Supde-se que esteja sendo usado um céddigo matricial 7 x 7, tendo as linhas
codificadas por um codigo corretor de surto de erros (7,3,2). Para este caso o codigo matricial
seria capaz de corrigir uma mancha de erros de tamanho 2 x 7, o que totalizaria um maximo

de 14 erros nesta matriz.

Caso fosse utilizado para codificar as linhas um codigo corretor de erros aleatorios,
como por exemplo um codigo BCH, este teria dimensdo 3, sendo capaz de corrigir no maximo
um Unico erro por linha e, desta forma, totalizaria até sete erros passiveis de correcdo dentro

da matriz.

Com base neste exemplo, percebe-se que houve um ganho significativo com relagdo
ao método anterior no que tange a capacidade de corre¢do de erros, uma vez que neste caso 0s
codigos corretores de surtos de erros sao mais eficazes do que os codigos corretores de erros

aleatorios.

Para consolidar estas informagdes, vide outro exemplo.

Exemplo: Seja um cédigo matricial com dimensao 15 x 15. Caso seja utilizado nas linhas um
codigo corretor de surtos com capacidade de correcdo de surtos de erros de comprimento
igual a cinco, o codigo devera ter a caracteristica (15,5,5). Para este caso € possivel a corre¢ao
de manchas de erros contendo até 15 x 5 = 75 erros. Caso fosse usado codigo corretor de erros
aleatdrios, como por exemplo o BCH, com dimensao igual a cinco, este cddigo sO teria
capacidade de corrigir no maximo trés erros, o que indicaria uma capacidade total de
15 x 3 =45 erros na matriz.

Desta forma observa-se mais uma vez que a opcao pelo uso de codigos corretores de
surtos de erros, nas linhas das palavras-codigo de um dado codigo matricial, garante uma

eficiéncia maior.



No entanto ¢ importante observar que os métodos propostos exercem o papel de
correcao de manchas de erros compactas que sdo definidas sob critérios diferenciados. Isto faz
com que se tenha que optar por um deles, dependendo do tipo de mancha de erros que se

queira combater num dado sistema de gravacdo ou armazenamento de dados.

4.6 Conclusao

Foi introduzido em [23] o uso de codigos corretores de surtos de erros com entrelagamento
unidimensional como uma técnica pratica para corrigir multiplas manchas de erros em uma
matriz de digitos n; x n,, em que n; = n; = n. Arbitrariamente foi decidido focalizar sobre
manchas de erros compactas. No entrelagamento comum usado para combater surtos de erros
em transmissdo de dados seriais, uma matriz de digitos n; X n, contém palavras-c6digo nas
linhas com capacidade de corre¢do de ¢ erros e os digitos da matriz de digitos sdo extraidos
pela leitura das colunas. O entrelagamento ordinario permite a correcao de no maximo ¢ surtos
de erros de comprimento 7.

A eficiéncia deste esquema comparada com o entrelagamento comum, vem do fato
que, para valores fixos de n ¢ &, usualmente o nimero » (comprimento do surto de erros capaz
de ser corrigido) ¢ maior do que ¢ (capacidade de corregdao de erros aleatorios).
Consequentemente, para a corre¢cdo de manchas compactas de erros de um dado peso, requer-
se menores matrizes quando se utiliza codigos corretores de surtos de erros. Por outro lado,
fixando a dimensdo da matriz, observa-se que codigos corretores de surtos de erros sao
capazes de “atacar” manchas compactas de erros com muito mais erros do que é possivel com

codigos corretores de erros aleatorios.



Capitulo 5

Codigos Matriciais com Entrelacamento
Unidimensional Usados em Criptografia
de Chave Secreta

5.1 Introducao

A primeira cifra de blocos baseada em codigos corretores de erro foi a cifra de chave publica
proposta por McEliece [37] em 1978 e permanece segura até hoje. McEliece propés um
criptosistema de chave publica que usava codigos Goppa [39] para corre¢do de ¢ erros,
baseado no fato que existem algoritmos eficientes de decodificacdo para tais codigos, o que
ndo ¢ verdadeiro para um codigo linear em geral. Entretanto esta cifra ¢ de dificil
implementagao.

Rao e Nam [38] propuseram a primeira cifra de chave secreta baseada em cédigos de
corregdo de erros mais simples. Contrastando em termos de seguranga com a cifra de
McEliece, alguns autores mostraram como quebrar esta cifra por meio de ataque de texto
claro e propuseram duas versdes modificadas a cifra original que combatiam o tipo de ataque
considerado. Estas cifras foram posteriormente quebradas por Hin [42] e Struik- Tilburg [43].

Em [40] o uso de codigos corretores de surtos de erros foi introduzido para
criptosistemas de chave secreta. O esquema ¢ baseado no fato de que a capacidade de
correcdo de um codigo corretor de surtos de erros ¢ em geral maior que a capacidade de
correcao de codigos corretores de erros aleatorios. Campello de Souza [41] propds esquema
usando esta técnica obtendo novos resultados referentes a seguranca e sugeriu uma classe de
codigos para implementacdo da técnica. O artigo ¢ baseado no uso de codigos matriciais
muito simples e eficientes que tém uma capacidade de corre¢do de erros aleatorios fixa (t =1)

e capacidade de correcao de surtos de erros arbitrariamente maior.



5.2 Criptosistema de Chave Secreta Baseado em Codigos

Corretores de Erros

O processo de cifragem e decifragem de criptosistemas de chave secreta ¢ resumidamente
descrito a seguir.

Denota-se por G a matriz geradora do codigo g-drio C (n,k,d) na forma padrdo, sendo
G=[1Ii: g], em que I; e g sdo respectivamente, a matriz identidade k x k£ € uma matriz k x (n-k).
Quando G esta na forma padrdo ¢ comum aplicar um embaralhamento nos blocos do texto
claro y executando o produto 4S, em que S ¢ uma matriz densa e nao-singular. O processo de

cifragem do texto claro consiste dos seguintes passos:

1. Segmentar o texto claro em u blocos, de k digitos cada, e, em seguida, embaralhar cada
bloco executando o produto zS.

2. Codificar cada conjunto de & digitos dos blocos embaralhados para produzir palavras-
codigo 77 do cddigo C, cuja matriz geradora ¢ denotada por G, executando a operacao
uSG, ou seja, produzir a n-upla = uSG.

3. Adicionar a palavra-cddigo 77 o vetor de erro e,, o qual é produzido por um gerador de
erros, para obter r. = 77+ e,.

4. Finalmente o criptograma y. ¢ obtido pela permutacdo das coordenadas da n-upla r. por

meio do produto 7. P, ou seja, y. = r. P, em que P ¢ uma matriz de permutacio » x n.
O processo de decifragem do criptograma y. consiste dos seguintes passos:

1. Aplicar a permutagdo inversa P’ ao criptograma y, com o objetivo de recuperar r..
2. Decodificar r., obtido no passo 1, pelo emprego do decodificador para o coédigo C, o qual
reproduz em sua saida o texto claro embaralhado .S.

3. Multiplicar o texto claro embaralhado uS por S para extrair o texto claro .

A fim de ilustrar este esquema, passa-se a descrever o método utilizado por Campello
de Souza [41] e Rocha [44]. Ao final, serd proposto um modelo usando o codigo estudado

nesta dissertacao.



Campello de Souza [41] usou um cédigo de blocos linear C (n, k, b) de comprimento #,
dimensido k e capaz de corrigir surtos de erros de comprimento b. E presumido que b > ¢, em
que ¢ é a capacidade de corregdo de erros aleatérios do codigo, expressa por ¢ =(d-1)/2. Com G
denotando a matriz geradora de C (n, k, b), as operagdes de cifragem e decifragem sdo
descritas abaixo. O texto cifrado y. € uma n-upla binaria, o texto claro x# ¢ uma k-upla binaria

e P ¢ uma matriz de permutacgdo n X n.

(1) Processo de cifragem: O texto cifrado y. € calculado do texto claro x usando a relagdo y.
=(uG + E;y).P, em que Ej,, representa um surto aleatorio de erros de comprimento / e peso w.
Neste contexto um surto de erros de comprimento / € peso w € uma n-upla binaria cujos w
componentes ndo nulos sdo confinados a / posi¢des consecutivas, o primeiro € o ultimo dos
quais sdo ndo nulos. Serd assumido que w,;< w <[ < b, em que Wy, ¢ um nimero fixo e

maior do que .

ii) Processo de decifragem: 1 é recuperado de y,. Primeiramente calcula-se y. = yP' = uG + E .
g H p Yy Yy Y H ,

Para se obter 1 de y. usa-se o algoritmo de decodificacio do codigo C (n, k, b).

(i11) Processo de Criptoanalise: Campello de Souza [41] sugeriu a criptoanalise que € tipica
para criptosistemas baseados em cddigos corretores de erros. Primeiramente o algoritmo de

cifragem ¢ reescrito como

C=(uG+E,,).P=uG +E, (5.1

em que

G =GPeE,,=E,,.P.

A matriz G pode ser descoberta por ataque de texto claro conhecido, similar a aquele
usado em [38]. O criptoanalista escolhe um texto claro da forma x4 = (00....010..00) com
somente um “1” na i-ésima posi¢ao para i = 1,....., k. Cifra-se 14 um numero de vezes ¢ obtem-
se um valor estimado de g, a i-ésima coluna da matriz G com um desejado grau de certeza.

Repetindo este passo parai = 1,....., k obtem-se a matriz G .



Neste esquema, a principio, ¢ impossivel decodificar usando G, porque esta
corresponde a uma matriz geradora de um cédigo de blocos linear de formato geral, capaz de

corrigir até ¢ erros aleatdrios, e E ;,, € um erro aleatorio de peso w > t.
Portanto conhecendo G’ o criptoanalista tem duas escolhas:

(a) Encontrando G ¢ P de G: Neste caso a seguranca depende do nimero, Np, de codigos
corretores de surto de erros que sdo combinatoriamente equivalentes para um dado conjunto
de parametros, isto é, b, n, d ¢ k. Em cada julgamento, o criptoanalista testa uma das Np
permutagdes que conduz G’ para G’’, a matriz geradora de um dos Ny codigos da classe de
codigos corretores de surto de erros. Em cada teste o criptoanalista tenta decodificar um texto
cifrado y. de um par texto claro/texto cifrado conhecido, (x,y.). Conseqilientemente o fator de

trabalho ¢ 7,; = (1/2)x N x complexidade de cifragem.

(b) Recuperando u de y. sem as chaves: Esta criptoanalise envolve a solugdo para k incognitas
de um conjunto de n equacdes. Sejam L=(L1, L, f3yeeees M) € Ve = (Vels Ve2seo--» Ven) CONStituintes
de um par texto claro/texto cifrado, E’;,, = (e, €2,..., €k,...,en) 0 vetor de erro permutado e
G=[gjl, i=1,...kj=1,..., n amatriz geradora permutada. Entdo de y. = uG" + E’},, 0
criptoanalista tem um conjunto de n equagdes lineares. Ele agora escolhe k& equagdes
linearmente independentes, € se os e; dessas equagdes forem zero, ele estard apto para
solucionar corretamente para . Notar que sempre € possivel encontrar k£ equagdes para as
quais os e; sdo nulos porque w < b < ((n-k)/2)< n-k. Para um texto cifrado y., ele repete este
procedimento até que consiga sucesso em obter um texto claro g A maxima probabilidade de
sucesso, isto ¢, de obter um numero de £ equagdes linearmente independentes no qual nao

ocorrem erros, €
n—-w)\ (n
R(Sucess0|W:w)=( )/[ j (5.2)

Traduzindo a expressdo anterior, tem-se a relagdo entre niimero de posi¢cdes nao

contaminadas de k£ em k pela nimero de combinagdes totais de k em k.

A probabilidade de ocorréncia de um vetor de peso w &
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em que N, (w) € o nimero de vetores de erro de peso w e Nt.(Wmin) € O total de vetores de erro
para um dado w,,;,. Conseqiientemente a maxima probabilidade de se obter um conjunto de k£

equagdes linearmente independentes no qual ndo ocorrem erros é:

o [aV LA | e AL
P_ZH k Mkﬂx Ne(w. ) (5.4)

, T <~ , i o~
O numero médio de repeti¢des para um bloco de mensagens ¢ P,;. Em cada repeticao
o criptoanalista tem que resolver um sistema de k& equagdes para as k incognitas e isto requer

O(I’) operacdes. Conseqiientemente o fator de trabalho deste ataque serd 7°,; =k x P,;”.

O criptoanalista, em vez de tentar encontrar k& equagdes linearmente independentes e
livres de erro, poderia simplesmente fixar k£ equagdes e entdo tentar adivinhar o padrdo de
erro e resolver o sistema até que obtenha um texto claro significativo (um candidato a padrao
de erros pode ser obtido encriptando a mensagem toda nula). A probabilidade de encontrar o
correto padrao de erros € P,, = Nte(wmi,,)‘J. Isto resulta em um fator de trabalho 7., = &° x P,,".
Conseqiientemente o fator de trabalho geral do ataque, que consiste em recuperar u de y. sem

as chaves, ¢ T,, =min(7T’,;, T",).

Uma vez estabelecido o processo de cifragem e decifragem, Campello de Souza [41]
sugeriu uma classe de codigos de correcdo de surto de erros que satisfazem os requisitos
acima e que foram introduzidos por Farrell [16]. Sdo codigos matriciais extremamente
simples, cujos codigos constituintes sao de paridade unica C; (n;, k;, d;=2) e C, (nz, ks, d> = 2). O
codigo matricial ¢ do tipo C (n,k, d=4), paran=nm,= (k; + 1)(k; + 1), k= k;k, e tem taxa R
= kiko/(k+1)(kyt1), a qual esta proxima de um. Para corrigir surtos de erros, ¢ feita a leitura
diagonal, o que ¢ equivalente ao embaralhamento das colunas da matriz H. Esta operagao
deixa inalterada a capacidade de correcdo de erro aleatorio (# =1) mas resulta em uma melhora

no valor do comprimento de surto de erros, b, passivel de ser corrigido. E mostrado que a



condicdo k; > 2(k;-1) é necessaria e suficiente para obter b = k;. Desta forma, o valor de b
pode ser feito alto o bastante enquanto que ¢ permanece inalterado. Também o processo de
codificagao e decodificacdo deste coddigo ¢ extremamente simples.

Para esta classe de cddigos, o nimero de codigos corretores de surto de erros que sio
combinatoriamente equivalentes para um dado coédigo ¢ Nz= n(k;'ks!). A complexidade
computacional do algoritmo de decodificacdo é O(k) e portanto, 7,;= Y2 X k;! X k! X nk. Para

k=8 e k=15 entdo T,; = 4.6 x10%°.

Na Tabela 5.1 alguns valores da taxa R foram gerados para valores 6timos wy,, € o

fator de trabalho T, resultante, para alguns valores de k; = b e k,, s3o mostrados.

k; k; n k R Wonin T,

8 15 144 120 0.83 5 1.6x10"
12 22 299 264 0.88 6 8.2x10"
16 31 544 496 0.91 6 2.1x10"
20 38 819 760 0.93 7 1.8x10"
24 46 1175 1104 0.94 7 1.3x10"
28 54 1595 1512 0.95 7 7.4x10%°
32 63 2112 2016 0.96 7 3.7x10°

Tabela 5.1: Alguns exemplos de pardmetros do criptosistema.

A exemplo deste trabalho de Campello de Souza [41], Rocha e Blaum [44] publicaram
artigo empregando esta mesma técnica de criptografia usando cddigos corretores de erro. Este
sistema ¢ baseado no uso de codigos matriciais para a correcdo de surto de erros em um
sistema criptografico. A codificagdo e a decodificacdo sdo principalmente baseadas em
deslocamentos ciclicos e operagdes logicas do tipo OU Exclusivo. Ao mesmo tempo, 0s
novos codigos matriciais sdo otimizados ou de méxima distancia (MDS), porque sdo codigos

baseados em aritmética de campo finito, como os c6digos Reed Solomon.
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Figura 5.1: O processo de cifragem.

O esquema proposto por Rocha e Blaum [44] funciona da seguinte forma:

Assume-se que se quer codificar £ digitos de informacdo, denotado por x, o texto
claro. Deve-se multiplicar i por uma matriz k£ x k¥ denominada S (embaralhador). O resultado
¢ codificado usando o método descrito por Blaum [45]. O codigo resultante, em duas
dimensdes, ¢ uma matriz (p-1)x n, em que n < p, sendo p um numero primo. Escrevendo-o em
uma dimensao, ele tem comprimento (p-1)n (1é-se uma coluna apds outra). Seja 7 este vetor
de comprimento (p-1)n. Agora, a este vetor serd adicionado um ruido a um dado nimero de
colunas até a capacidade de correcdo de colunas do codigo. Seja r. a versdo ruidosa de 7.

Finalmente, seja P uma permutacdo sobre as coordenadas (p-1)n, entdo se aplica P a r,

completando a cifragem. Este processo esta ilustrado na Figura 5.1.

A decifragem € um processo inverso ao descrito na codificagao.



Exemplo:

Considerar um cédigo matricial 4 x 5 que pode corrigir qualquer coluna em erro, isto
¢, as ultimas duas colunas sdo redundantes. Tem-se paridade horizontal e diagonal, ou

paridades sobre linhas de inclinagdo 0 e inclinagdo 1, como desenhado nas Figuras 5.2 e 5.3.

U [l [l 0 U
\% \Y% \Y% \% \%
L) - - * L)
¢ ¢ ¢ ¢ ¢

Figura 5.2: Linhas com inclinagao 0.

U \% L ¢ v
\% * v U
L] * v J \Y%
¢ v [l \Y% L)

Figura 5.3: Linhas com inclinagao 1.

Por exemplo, seja o vetor i que se quer codificar

#=101001110100.

Se este vetor for escrito na forma de coluna, obtem-se:

1 0 0
0 1 1
1 1 0
0 1 0

As tultimas duas colunas conterdo as informagdes redundantes. Usando o método

descrito em [45] ou [47] tem-se



S| = O e

Observa-se que a paridade ¢ para as linhas de inclinacdo O e 1.

Em seguida sera introduzido um ruido aleatério a uma das colunas. Supde-se neste

caso, na terceira coluna:

1 0 1 0 1
0 1 0 0 0
1 1 0 1 1
0 1 1 1 0

Escrevendo este vetor em apenas uma dimensao tem-se
r.=10100111100100111010

Para completar a cifragem, necessita-se aplicar uma permutacdo a r.. Por exemplo,

considerando a seguinte permutacao sobre as 20 coordenadas:

P_1234567891011121314151617181920
\7 1 312 20 19 13 18 17 14 8 15 9 10 1l 16 5 4 6 2

O texto cifrado ¢
Vve=P.r.=11110011000010110000

Para decifrar a mensagem, tem-se que reverter as operagdes acima. O primeiro passo ¢

aplicar a permutagio inversa P ao texto cifrado recebido y.. Fazendo isto obtem-se

Ply.=r.,=10100111100100100111010



Escrevendo em forma de coluna se tem

Para decodificar, usa-se os métodos descritos em [45]. O primeiro passo € avaliar os
valores das sindromes horizontal e diagonal, assumindo uma linha ficticia toda zero na parte

inferior do codigo matricial. A sindrome horizontal é
Sp=11010
Enquanto que a sindrome diagonal ¢

S4=10110

Seja pl(x) os g deslocamentos para a direita do vetor x. Se somente uma coluna esta
em erro, supondo a coluna j, 0 <j<p-1, entdo J(Sy) = Sse p°(Sy) # Sypara todo ¢ #,
0 < ¢< p-1. Observa-se que neste caso, p°(S;) = S, conseqiientemente a coluna 2 esti em erro.
O algoritmo de Shiloach [46] ¢ um algoritmo com complexidade linear para determinar se um
vetor ¢ um deslocamento ciclico de um outro e, em caso afirmativo, a quantidade de
deslocamentos necessarios.

O erro ¢ dado por S;. Adicionando este erro a coluna 2 em modulo 2, obtém-se

Escrevendo estes digitos horizontalmente, o receptor conclui que o texto claro original

transmitido foi

£=101001110100



5.3 O Ataque de Al Jabri

Em outro artigo, Rocha [48], discute o ataque de Al Jabri [49] [50] sobre a reconstrug¢do da
matriz de permutagdo P em esquemas de chave secreta. Al Jabri [50] mostrou como
reconstruir a permutacdo empregada em criptografia de chave secreta baseada em codigos
matriciais com correcdo de um TUnico surto de erros, conseqiientemente reduzindo
significativamente o fator de trabalho para quebrar o esquema. Al Jabri explorou algumas
invariantes no criptosistema proposto por Rocha e Blaum [44] e reduziu a ambigiiidade na
permutacdo de um nivel de bloco, isto é, de (n(p-1))! para um nivel de coluna, n!(p-1)!, em
que n ¢ um inteiro positivo denotando o numero de colunas de comprimento (p-1) em um
codigo matricial retangular binario n x (p-1), sendo p um nimero primo. Em um artigo
posterior Rocha [48] introduziu um esquema de criptografia de chave secreta, baseado em
codigos de corregdo de surto de erros ¢ em permutacdes adaptativas, o que € resistente a
ataques conhecidos e especialmente talhado para contrapor-se ao ataque de Al Jabri sobre

permutagoes.

O ataque de Al Jabri baseia-se em atacar o criptosistema em um numero, M,
suficientemente grande de blocos de texto claro todo nulo, gerando uma quantidade M’ de
texto cifrado. Dentre estes M’ textos cifrados seleciona-se uma quantidade igual a M, sendo M
< M’, tal que cada um deles tem b digitos ndo nulo. Chama-se de b-texto cifrado qualquer
texto cifrado com b digitos ndo nulos produzido por um texto claro todo nulo. Estes b-texto
cifrados contém informagdes, em uma forma conveniente, para extrair a permutagdo que afeta
os blocos de b posi¢des consecutivas. Seja ip, 1 < i < n, denotando as posi¢des dos digitos “1”
no b-texto cifrado y;,, para 1 < /m < M. Estas posi¢des dos digitos ndo nulos em cada b-texto
cifrado y;, sdo armazenados como elementos de um conjunto associado Sj,,. Um grupo de n
distintos Oy, 1 < i, < n, € agora construido dos conjuntos S, de maneira que cada conjunto
O € a unido daqueles conjuntos Sj,, contendo o elemento i,. Desta forma a cardinalidade de
cada Qj € 2b-1. Os conjuntos Q;; sao ordenados e renomeados como uma lista de n conjuntos
P, 1 < i, < n, com a propriedade que qualquer dois conjuntos P;, consecutivos tem 2b-2

elementos idénticos, isto ¢, diferindo somente em um elemento.



Exemplo:

Seja n =7, a permutacgdo do tipo (6,4,1,3,5,2,7) e seja b=2. Obtém-se como uma seqiiéncia de

S S = {4,6}, S, = {14}, S3= {1,3}, Sy = {3,5}, S5= 12,5}, Ss= {2,7} € S, = {6,7}.

Dos valores de S, surgem os seguintes

Oi: Q1= 8:US3= {1,3,4}, 0,=S5USs= {2,5,7}, O3=S3US,= {1,3,5}, O,= S;US,= {1,4,6},
05=SUSs= {2.3,5}, Q5= S;US,= {4,6,7} ¢ 0r=SUS, = {2,6,7}.

A partir deste ponto geram-se os valores de P;;, dos conjuntos que difiram em apenas uma

posicao:

P]Z {1,3,4}, P2: {1,3,5}, P3: {2,3,5}, P4 = {2,5,7}, P5 = {2,6,7}, P6 = {4,6,7} (¥
P7= {13496}

Logo

P, P, P;={3};
P, P;nPy,={5};
P; Py Ps={2};
P, PsnPs={T7};
Psn Ps\ P;={6};
Psn P, P;={4};
PPN Py={1}.

Entdo tem-se a seqiiéncia: {3,5,2,7,6,4,1}que rotacionada para a direita em trés

posicdes gera a seqiiéncia de permutagao.

Rocha [48] demonstra que também esse ataque € eficiente a criptosistemas baseados
em codigos corretores de multiplos surtos de erros, sem modificar a seqiiéncia de solu¢ao que

foi estabelecida por Al Jabri [50].



Em sendo desta forma, estes esquemas tornam-se vulneraveis a ataques de “inimigos”.
Como solugao, Rocha [48] sugere o uso de permutagdo adaptativa para evitar o ataque de Al

Jabri, a qual funciona da seguinte forma:

O que se propde sdo n distintas permutagdes Py, 1 < w < n, com a propriedade que as
posigdes y até w + b — 1 sdo fixadas por Py, ou seja, ndo ocorre permutacdo. Durante o
processo de cifragem o surto produzido pelo gerador de erros € usado para selecionar uma das
permutacdes P,’s. A P, selecionada ¢ uma que fixa as posi¢des de surtos de erros, isto ¢, o
surto de erros iniciando na posi¢do 1 de uma n-upla se estenderd até a posicdo b, estas
posigdes de 1 a b da dada n-upla serdo fixadas, gracas a selecdo adequada da permutacao P;.
Desta forma o ataque proposto por Al Jabri ndo ganha informacdo relevante sobre a
permutacdo empregada, uma vez que o surto ndo ¢ espalhado pelas permutacdes. Por outro
lado, a capacidade de corre¢do de surto de erros dos codigos € destruida por tais permutagdes
e somente alguém com conhecimento do conjunto das n permutagdes empregadas € capaz de

recuperar eficientemente a mensagem cifrada.

5.4 Sistema de Criptografia Baseado em Codigos Matriciais

Usando Entrelacamento Unidimensional

A exemplo de Campello de Souza [41] e Rocha [44], o esquema proposto nesta dissertagdo de
codigo matricial com entrelagamento unidimensional empregando cddigos corretores de erros
aleatdrios ou codigos corretores de surtos de erros, também podera ser usado em sistemas
criptograficos de chave secreta. Neste caso, ao usar o primeiro tipo empregando codigos
corretores de erros aleatorios, além da matriz geradora do cédigo, G, e do elemento de
permutacdo P, o fator de entrelagamento, £ torna-se uma chave secreta. O esquema proposto

tem a seguinte esquematizacao:



RUIDO

+—> > > ]
FONTE EMBARALHADOR CODIFICADOR ENTRELACAMENTO +
Texto Cifrado
MAPEAMENTO
4 — e <
PERMUTACAO LINEAR -

Figura 5.4: Esquema do processo de cifragem de chave secreta proposto.

O esquema pode ser descrito da seguinte forma:

Denota-se por u o texto claro contendo & digitos de informagao. Deve-se multiplicar u
por uma matriz £ x k denominada por S (matriz de embaralhamento), que executa a
modificagao no texto claro. O resultado ¢ codificado usando o método descrito no capitulo 3.
O codigo resultante, em duas dimensdes, constitui uma matriz n; x n,. Sobre esta matriz
executa-se o entrelacamento unidimensional para, em seguida, ser adicionada uma mancha
compacta de erros aleatorios (ruido) com peso menor ou igual a n;. Escrevendo esta matriz
com apenas uma dimensdo, ele passa a ter comprimento n;.n; ¢ ¢ designado por r..
Finalmente, aplicando uma permutagcdo P sobre as coordenadas de vetor r., gera-se o texto

cifrado y., completando a cifragem. Este processo esta ilustrado na Figura 5.4.

A decifragem corresponde ao processo inverso descrito acima. Primeiramente, aplica-
se a permutacdo inversa, P, ao texto cifrado y., de comprimento n,.n,, recuperando o codigo
r.. Em seguida organiza-se 7. em uma matriz de dimensao n; X n,. Aplica-se a transformagao
linear inversa, 7, para desentrelaga-la. Uma vez desentrelagada havera apenas um unico erro

sobre cada linha, que constitui uma palavra-codigo de um codigo de corregdo de erros do tipo



BCH ou Reed-Solomon. Usando os métodos de decodificacdo destes codigos, corrige-se o
erro em cada linha. Os k primeiros simbolos desta matriz resultante, lidos coluna por coluna,
constituem o bloco de mensagem de comprimento 4, que fora embaralhado. Por ultimo, apds
o perfilamento destes k digitos, aplica-se a matriz de desembaralhamento, S”, recuperando o

texto claro.

Exemplo: Por simplicidade, supde-se um codigo Reed-Solomon 4-drio de comprimento
g"-1 = 3 com capacidade de corregdo de um digito aleatorio. Para que seja executado o
entrelagamento unidimensional, considera-se o numero de linhas da matriz igual a cinco.
Desta forma a matriz resultante devera ter dimensdes 5 x 3, uma vez que cada linha desta
matriz representa uma palavra-codigo do codigo Reed-Solomon 4—drio.

Seja « a raiz primitiva de x* + x +1 e conseqiientemente de ordem trés. O campo de Galois

GF'(4) pode ser representado pelas poténcias de & como sendo:

0 corresponde ao simbolo “0”
1 corresponde ao simbolo “1”
a corresponde ao simbolo “2” ¢

a+ 1 corresponde ao simbolo “3”.

Portanto este campo possui quatro elementos. Em representacdo bindria isto poderia

ser traduzido como:
“0” eqiiivale a 00;
“1” eqtitvale a 01;
“2” eqiiivale a 10;
“3” eqtiivalea 11.
Para que este codigo corrija um erro, o polindmio gerador, g(x), serd da forma:

g(x) = (x-a)(x-of) =x* +x + 1.

Como tem grau igual a dois, resulta em um cddigo Reed-Solomon (3,1) de

comprimento trés e de dimensdo um. Logo para a seguinte seqii€ncia de texto claro



m(x) = 011100010£101001110£11010101000...............

Separa-se a seqiiéncia em blocos de dois digitos, como indicado anteriormente,

formando por exemplo:

o1 [ 11 [ 00 [ o1 [ 01
GF4)| 1 |30 1]1

Escrevendo este vetor na forma de coluna, obtém-se:

S| W

As ultimas duas colunas conterdo as informagdes redundantes, ou seja, os digitos de

paridade.

Cada linha desta matriz representa uma palavra-codigo do RS(3,1), cuja Tabela de

geracao &:

m(x) m(x).g(x) Codigo
0 0 000
1 X" +x +1 111
2 2" +2x+2 222
3 3x°+3x+3 333

Logo a matriz de digitos se torna:



S| W
— | D] W]
— | D] W]

Nesta matriz aplica-se a transformacao linear 7, que possui o seguinte valor:

o

Resultando em

1 3 0
0 1 1
1 1 3
3 0 1
1 1 1

Em seguida acrescenta-se a mancha de erros aleatoria de peso maximo igual a cinco,

como por exemplo:

1 3 0
0 2 1
2 3 0
3 1 1
1 1 1

Resultando no vetor de uma dimensdor,=10231323110101 1.

Para completar a cifragem, necessita-se aplicar uma permutagdo a .. Por exemplo,

seja a seguinte permutacao sobre as 15 coordenadas:



p_ 1 23 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
\7 1 3 12 15 14 13 5 4 6 8 2 9 10 1II

O texto cifrado ¢
Ve=Pr.=212111013330110.

Para decifrar a mensagem, necessita-se trilhar o caminho inverso. O primeiro passo ¢

aplicar a permutago inversa P ao texto cifrado recebido y.. Fazendo isto obtém-se
Pl y.=r.=102313231101011.

Escrevendo em forma de coluna, tem-se

1 3 0
0 2 1
2 3 0
3 1 1
1 1 1

. . ~ s 1
Em seguida aplica-se a transformagdo inversa ao entrelagamento, 7, em que

s [T
o 2|

Obtém-se

1 3 1
3 3 0
0 1 0
1 2 1
2 1 1




Neste exemplo descobre-se que apenas uma posi¢ao estd em erro, visto que os codigos

validos sdo aqueles mostrados anteriormente. Logo a matriz corrigida passa a ser:

1 1 1
3 3 3
0 0 0
1 1 1
1 1 1

Colocando em uma unica dimensdo, apenas a primeira coluna, obtém-se o texto claro

original:

Textoclaro: 1301 1 em GF(4).

Na forma binaria corresponde a:

Texto claro: 0111000101.

Para tornar este método mais seguro contra ataques conhecidos e que foram descritos

anteriormente pode-se empregar também a permutacao adaptativa sugerida por Rocha [48].

5.5 Conclusao

E proposta uma ligeira modificagio no esquema de criptografia de chave secreta desenvolvido
por Campello de Souza [41] e Rocha [44] mediante o emprego de codigos matriciais com
entrelagamento unidimensional, com suas linhas geradas por um cddigo corretor de erros
aleatdrios ou por um cédigo de corregdo de surto de erros. Este esquema, ao usar codigos
corretores de erros aleatorios, mostra-se interessante uma vez que introduz mais uma
componente de chave secreta correspondente ao valor £ da matriz T de transformacao linear.
Para maior seguranca deste tipo de chave secreta contra ataques de “inimigos”, pode-se

empregar o esquema de permutagdo adaptativa proposto por Rocha [48].



Capitulo 6

Emprego dos Codigos Matriciais com
Entrelacamento Unidimensional em
Gravacao Magnética

6.1 Introducao

A informagao digital sobre a fita magnética é geralmente gravada em alguns canais paralelos
a direcdo de movimento da fita. Uma tnica cabeca de leitura-escrita ¢ usualmente associada
com cada canal, e algumas cabecas 1éem ou escrevem simultaneamente em intervalos
discretos sobre os canais. A informacao pode ser dividida em blocos, mediante intervalos que
ocorrem simultaneamente em todos os canais. Estes blocos tomam o aspecto de matrizes
retangulares, nas quais os canais sdo as colunas e os conjuntos de digitos, que passam
simultaneamente sob as cabecas de leitura-escrita, sao as linhas.

Sistemas de gravagdo de fita magnética estdo sujeitos a erros causados pelo
mecanismo, similar aqueles encontrados em sistemas de discos Opticos e magnéticos, ou seja,
defeitos de material e contaminagao de superficie. Adicionalmente, a flexibilidade da fita
magnética pode gerar o seu proprio conjunto de problemas, como por exemplo a insercao de
digitos devido a estiramento da fita magnética, assim como a falha do circuito de leitura-
escrita, associado com algum canal, pode resultar em surtos de erros na coluna
correspondente. Desta forma quando sdo usados codigos corretores de surtos de erros, estes
devem ser aplicados pelo menos as colunas.

Em muitos sistemas digitais, como foi mencionado anteriormente, os dados sdo
organizados em trilhas paralelas, que ocupam o comprimento da fita magnética. Cita-se, por

exemplo, o sistema de gravacdo magnética IBM 3420 que usa nove trilhas de dados sobre



uma fita de 2 polegada, como mostra a Figura 6.1. Em fung¢do da organizacao e do sentido em
que a fita se move, contaminantes (sujeiras) tendem a corromper uma trilha ou um pequeno
numero de trilhas adjacentes durante o processo de leitura. Em quase todos os sistemas de
controle de erro para gravagcdo magnética as palavras-codigo sdo definidas verticalmente (ao
longo das trilhas), provendo uma forma de entrelacamento. A perda de uma ou duas trilhas

entdo requer a corre¢do de somente um ou dois simbolos por palavra-cédigo.

Informagdo de Paridade Codigo Matricial 9 x 8
\
7

i

k Direcédo do
Num. da Trilha deslocamento
4 — da Fita
(S ¢ J _
6
7
] Trilha de Paridade

Figura 6.1: Formato dos dados para o sistema de gravacao magnética IBM 3420.

Este codigo pode corrigir erros causados pela perda de uma simples trilha e, caso haja
um mecanismo externo de apontamento de erro que declara o apagamento de trilha, ele pode
corrigir também erros em duas trilhas. A confiabilidade do sistema permite densidades de

gravagdo de 250 digitos por milimetro.

Em 1975 a IBM introduziu o 3850 Mass Storage System (MSS), um enorme sistema
de gravacdo magnética. Este sistema podia conter até 4720 cartuchos de gravagdo guardados

em compartimentos hexagonais, sendo que cada cartucho tinha 3,5 polegadas de comprimento



e 1,9 polegadas de diametro. Além disso, cada cartucho continha 64 pés de fita magnética de
2,7 polegadas de largura. O MSS tinha um mecanismo que selecionava cartuchos para leitura,
que os substituiam quando ndo eram mais necessarios. A capacidade total do sistema era de

apenas 50,4 MB (Megabytes).

O IBM 3850 usava uma cabega giratoria de leitura-escrita. A fita se movia
helicoidalmente em relagdo a cabeca, como mostra a Figura 6.2. Gracas as posi¢des relativas
da fita e da cabeca de gravagdo magnética, os dados eram gravados em trilhas inclinadas
(stripe), como mostra a Figura 6.3. Cada trilha era dividida em 20 segmentos, que por sua vez
eram divididos em 15 se¢des de 16 palavras de oito digitos cada. As segdes também

continham um digito de paridade (paridade impar) e alguns digitos de sincronizagao.

Para o cartucho

/V

N

Do cartucho

/V

Figura 6.2: Mecanismo de gravagao/leitura no IBM 3850 MSS.
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16 Palavras de 8 bits

Figura 6.3: Formato dos dados no IBM3850 MSS.

Cada segmento consistia de 16 palavras-codigo entrelacadas, geradas por um codigo
BCH (15,13) 8-ario. Os 15 simbolos em cada palavra-codigo eram distribuidos ao longo de
15 sec¢des do segmento. A primeira se¢ao continha os primeiros simbolos para as 16 palavras-

codigo, a segunda se¢do continha o segundo simbolo, e assim por diante.



O campo GF(2%) pode ser formado pelo polinémio primitivo p(x) =x* +x° + x> + x + 1.

Considerando « uma raiz primitiva de p(x), de ordem 255, sabe-se que todos os
elementos ndo nulos de GF(2°) podem ser expressos como uma poténcia de . Considerando
p=a"" esabendo que 17 x 15 =255, entdo segue que a ordem de @ & 15. Desta forma GF(2°)
contém o subcampo GF(Z") ={0, ¢, go2, go3, ..... s (/)15}.

O codigo IBM3858 MSS era definido por um polindmio gerador g(x) =(x+1)(x+@).
Este codigo tinha distdncia minima de trés e podia corrigir portanto erros aleatorios simples
nos enderecos de oito digitos. Se fosse usado um ponteiro externo indicador de erros, o codigo
podia corrigir apagamentos em duas posicdes de enderegos distintos, simultaneamente.

Uma vez que o cddigo era ciclico, circuitos baseados em registradores de

deslocamento podiam ser usados para codificagdo e decodificagdo.

Retornando a andlise da série de gravadores magnéticos modelo IBM3420, vale
ressaltar que o seu esquema de corregdo de erros foi vislumbrado por Patel e Hong [51] [52].
Este esquema foi um sucesso e permitia gravagdes magnéticas com densidade de gravacao de
6250 digitos/polegada. Este esquema de correcdo de erros era capaz, como foi anteriormente
mencionado, de corrigir qualquer padrdo de erros sobre uma unica trilha ou qualquer padrao
de erros sobre duas trilhas, desde que fossem identificadas as coordenadas das trilhas, por
meio de algum ponteiro externo. Em um outro artigo, McEliece e Blaum [53], apresentam um
subcodigo do codigo de Patel-Hong capaz de corrigir uma trilha e, conjuntamente, recuperar
uma trilha apagada ou simplesmente recuperar trés trilhas apagadas. E importante explorar
este modelo adaptado por McEliece e Blaum para melhor compreender o esquema original de

Patel e Hong.

Como foi mencionado, o sistema IBM3420 escreve caracteres em paralelo, ao longo
de nove trilhas em uma fita de meia polegada, como mostrado na Figura 6.1. Cada caractere

consistindo de oito digitos de informagdo e de um digito de paridade geral.

As linhas e colunas desta matriz sdo consideradas elementos de um campo de Galois
de ordem 2%, GF(2%). A exemplo do cédigo desenvolvido por Patel-Hong, o polindmio

irredutivel usado, definido em GF(2%), era g(x) = 1 + x* + x* + x> + x*. Denota-se os primeiros



oito digitos de cada coluna por B;, 0 < i < 7, e cada linha por Z;, 0 <j < 8. A linha Z;
corresponde aquela que contém os digitos de paridade. No cédigo proposto por McEliece e
Blaum, By, B; e Zs passaram a ser consideradas trilhas redundantes com digitos de paridade;

consequentemente, a taxa deste codigo proposto € 2/3. As equagdes do cddigo sdo definidas

CcOomao:
8
>Z,=0, (6.1)
j=0
7 .
D> x'B =0, (6.2)
i=0
7 .
> "B, (6.3)
i=0
em que
- k 8
Z, =Y b,x" €eGF(2°), (6.4)
k=0
7
B, =) b,x" eGF(2%). (6.5)
k=0

As operacdes em (6.1), (6.2) e (6.3) sdo tomadas modulo g(x), ou seja, elas sdo
operacdes em GF(ZS). As equagdes (6.1) e (6.2) definem o cdédigo Patel-Hong, logo este

codigo proposto por McEliece e Blaum € na realidade um subcédigo do original.

No processo de codificagdo, Zs ¢ obtido usando o procedimento descrito em (6.1). B,
B3, By, Bs, Bs ¢ B7 sdo dados, uma vez que eles contem os simbolos de informagdo. De (6.2) e

(6.3)



7
B,+xB, =Y x'B,, (6.6)

i=2

7
B,+x’B, =) x"B,. (6.7)

i=2

Solucionando (6.7) obtém-se

By =) x"(x" 4. +1)B,, (6.8)

(6.9)

Circuitos para executar as operacdes (6.8) e (6.9) sdo perfeitamente possiveis de

implementagao.

A A A

Ja no processo de decodificagdo, considera-se que as linhas Z,, Z,,....., Z; sdo

A A A

recebidas/lidas (colunas B,, B,,...., Bg, respectivamente). O primeiro passo do

decodificador ¢ calcular as trés sindromes

8§ A
SOZZZj , (6.10)
j=0
7 _A
S,=>x'B, , (6.11)

7
S,=>x"B, . (6.12)



Se ndo ocorrem erros, estas sindromes valem zero. Existe outra forma de calcular estas

A A A

sindromes usando os valores de Z,, Z, ..., Z,, que seria por meio do Lemma descrito a
seguir.
Lemma 6.1:
7 _A
S, =>xZ (6.13)
i=0
7 ) n
S,=>x'z] . (6.14)

No seu trabalho, McEliece e Blaum [53] demonstram como ¢ possivel realizar a

corregdo de erros e ao final propdem um modelo geral.

6.2 Sistema de Correcao de Erros para Gravacio Magnética
Baseado em Codigos Matriciais Usando Entrelacamento

Unidimensional

No sistema de gravacdo proposto nesta dissertacdo além de se poder executar o
entrelagamento previsto no trabalho de Patel-Hong [51] [52], o qual permite a correcdo de
erros e apagamentos de trilhas, existe a possibilidade de corre¢do de manchas de erros sobre

mais de uma trilha.

A fim de ilustrar como este esquema poderia ser implementado, ¢ mostrado um

simples exemplo que passa a ser descrito a seguir.

Seja um sistema composto de sete cabecas de gravagdo magnética, tendo cada uma a

fun¢do de gravar uma trilha paralela ao movimento da fita, como mostra a Figura 6.4.



Codigo Matricial de 7 Bytes de Palavras-codigo 8-ario Reed Solomon

~
( e N\

| . Diregéo do
Num. da Trilha 4 —» deslocamento
da fita
\ /
6
7

Figura 6.4: Ilustragao do processo de gravagao magnética proposto.

Neste sistema cada coluna representa uma palavra-codigo formada por sete digitos,

sendo cada digito gravado ou lido por uma correspondente cabega de gravagao.

A palavra-codigo gravada em cada coluna ¢ gerada por um cédigo Reed-Solomon §-
ario para a corre¢dao de um Unico erro aleatério. Portanto este codigo € gerado em GF(8) cujo
polindmio primitivo é x* + x +1 que possui ordem sete. Sendo « a raiz primitiva de x° +x +1,

os elementos de GF(8) podem ser obtidos como mostrado a seguir:

Poténcia de ¢ | Simbolo em | Representacio

GF(8) binaria
a a (0,1,0)
o o (1,0,0)
o a+1 (0,1,1)
a o+ a (1,1,0)
a o+ a+l (1,1,1)
o’ o +1 (1,0,1)
o 1 (0,0,1)
* 0 (0,0,0)




Como nesta proposicdo se almeja um codigo que seja capaz de corrigir um Unico erro,
o seu polindmio gerador deve ter como raiz 2¢ = 2 poténcias consecutivas de a. Com base

nisso, um polindmio gerador de senso estrito ¢ construido da seguinte forma:
gx)= (x-Q)(x-a’) =x* + a'x +cf.

Uma vez que o polindmio gerador tem grau dois, o codigo Reed-Solomon (7,5) que
ele define tem dimensdo cinco sobre GF(8) e consequentemente 8 = 32768 palavras-codigo.

A matriz de verificagdo de paridade ¢ mostrada a seguir.

I a a o o o of
H

Como se pode observar, cada trés digitos binarios € equivalente a um simbolo em
GF(8). Desta forma o codigo Reed-Solomon (7,5) t€ém dimensdo 15 e comprimento total 21
em GF(2). Portanto, para a geragdo da palavra-codigo do cédigo RS (7,5) sdo separados 15
digitos bindrios da seqiiéncia de entrada de dados a serem gravados, que correspondem a
cinco simbolos em GF(§8), para, em seguida, ser implementada a operagdo c(x) = m(x).g(x),
em que c(x) ¢ a palavra-codigo, m(x) sdo os dados a serem codificados e g(x) ¢ o polindmio

gerador.

Neste esquema, para a geracdo do codigo matricial sobre a fita magnética, serao
utilizadas sete palavras-codigo de RS (7,5), o que implica em um cddigo matricial com
dimensdo 7 x 7, ou seja, as sete colunas equivalendo as sete palavras-codigo e as sete linhas
aos sete simbolos de cada palavra-cdédigo. Como cada simbolo em GF(8) corresponde a trés
digitos bindrios, este cddigo matricial gravado sobre a fita magnética tera fisicamente a
dimensdo 7x21. Apos a gravagdo desta estrutura matricial, sera gerada uma 4area de ndo-
gravagdo (banda de seguranga) para que, em seguida, possa ser gravada a proxima seqiiéncia
de dados na forma de cddigo matricial. Este processo sera repetido até que todos os dados

estejam gravados na fita.



Para exemplificar, considere-se a seguinte seqiiéncia de entrada de dados a serem

gravados na fita magnética:
Seqiiéncia de entrada: 000111001 11001

Esta sequéncia corresponde a 0 o 0 ¢ 1 em GF(8), ou seja, o dado a ser gravado ¢

escrito na forma polinomial como
mx)=a'x’ + o’x +1.
Desta forma sera gerada a palavra cédigo
c(x) =m(x).g(x)=(x’ + x+1).( + d'x + &) = X’ + Lx' + X + X+ Lx+
Portanto a palavra-codigo gerada seria formada pela seqiiéncia (0, o, &, &, &, &, &)).

Este processo se repete por mais seis seqiiéncias de 15 digitos binarios cada, gerando
ao final sete palavras-codigo, sendo cada uma constituida por sete simbolos em GF'(8).

Estas sete palavras-codigo irdo ocupar as linhas de um codigo matricial de dimensao
7x7, e, a partir deste ponto, executa-se o entrelagamento unidimensional proposto neste
trabalho. Isto pode ser implementado usando dispositivos de memoria, como mostrado a

seguir.

a A a a4 as g a7

by | by | bs | bsa | bs | bsg | by

C1 Co C3 C4q Cs Ce C7

d1 d2 d3 d4 d5 d6 d7

€1 (&) €3 €4 €5 (7 €7

f} fé fé fﬁ f% f% f&

g1 22 g3 g4 gs g6 g7

Figura 6.5: Codigo Matricial 7x7 gerado pelas sete palavras-cddigo do codigo RS(7,5).



No codigo matricial ilustrado na Figura 6.5, as linhas a, b, ¢, d, e, f e g representam as

sete palavras-codigo RS(7,5).

A matriz de transformagao linear, 7, para executar o entrelacamento unidimensional

pode ser a seguinte.

Aplicando esta transformag¢do ao co6digo matricial, resulta em

a b, C3 dy €5 fo g7

fi | &2 | a3 | bs | cs | do | €7

di | e | 5| g4 | as | be | ¢

b Cy ds €4 fs £6 ay

g | a | by | cs|ds | e | §5

et | £ | g3 | as | bs | ¢ | dy

ci | dr | es | fu | g5 | a5 | by

Figura 6.6: Codigo Matricial 7x7 entrelagado.

Cada coluna representa os dados que serdo gravados por cada cabeca de gravacdo
magnética. Portanto observa-se que ha a necessidade de se aguardar pela ultima palavra-
codigo (correspondente a palavra-codigo g) antes de iniciar o processo de gravacdo. Isto gera
um retardo que ¢ comum quando se opera com entrelagamento, como ¢ detalhado no capitulo
2. Para reduzir este retardo pode-se alocar os simbolos que formam as palavras-codigo
diretamente na posicdo que estes ocupariam apoOs o processo de entrelagamento, ou seja, a
seqiiéncia de dados ¢é recebida, em seguida, ¢ gerada a palavra-codigo e por ultimo aloca-se os
digitos desta palavra-codigo nas suas posi¢oes reservadas de memoria para formar o codigo

matricial entrelacado.



Como cada simbolo ¢ gerado a partir de trés digitos binarios, a alocagao fisica destes

dados na memoria apresenta o formato mostrado na Figura 6.7.

aiy | baay [e3y [daqy |€say | Ty | g7ar)

a12) | ba) | €302 [da) | €52 | fo2) | &702)

a13) | b2 | €30) |das) |€53) | T63) | €763)

fiy | &) [a3a) | baqy | Csa1y | deqry | €701

fie) |20 |30 |bae) |5 |dse) |€702)

fig) | 820) |a36) |ba) [C53) [de) | €73)

diqy | €2y [B3a) |4y |@sary | beqry | €701

dip) |e20 [Bo) |24 |ase) |bse) |12

dig) |€20) |B33) [846) |853) | be) | C73)

biqy [ C2y [ daqy [esqy [Tsay | g6y |@71)

bi) [c20) [d3) € |50) | 262 |a702)

b1y | C23) | d33) | €3y [T53) | &63) |273)

g1y | a2y [baqy |caqy |dsqay | esry | fra1)

g1 | a2 |b3e) |cae) |dse) | Cee) | fre)

g13) | a20) |b3i) | Cai) |dse) | €63) | T73)

eiy | By [y [aaa) |bsay | ety | dran)

el |Ro |80 |2 |bse) |Co |die

e13) | ©6) [833) |24) | bse) | Ce3) | D7)

ciy | day (€30 [ fay | @50 | @61y | brar)
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Figura 6.7 : Distribui¢do dos dados do co6digo matricial no dispositivo de memoria.

Sendo, por exemplo, a;),a;p) € a3 os trés digitos bindrios que formam o simbolo a;
em GF(8) da palavra-cddigo a. Portanto a memoria fisica deve ter 7 x 21 = 147 enderecos ou
posicdes de memoria, para que possa comportar todos os digitos binarios do cddigo matricial
entrelacado. Os dados serdo gravados na fita magnética (considerando o seu sentido de

deslocamento) da forma indicada na Figura 6.8.
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Figura 6.8:

funcdo de se ter que aguardar pelo preenchimento de todas as posicdes da memoria fisica
antes de iniciar a transferéncia destes dados para as cabecas de gravacdo, formar-se-4 um
espaco vazio sem gravacio (gap), separando na fita duas palavras-codigo sucessivas do
codigo matricial gerado. Para minimizar este gap, tornando o aproveitamento da fita
magnética mais eficiente pode-se distribuir estas palavras-cddigo em mais do que um
dispositivo de memoria, ou seja, trabalha-se com dois ou mais grupos de memoria e a

descarga para a fita magnética se da de forma sequencial e continua. A Figura 6.9 a seguir

v

Sentido de deslocamento da fita magnética

Formato de gravacao do cddigo matricial sobre a fita magnética.

ilustra este procedimento.

Como existe um retardo inerente a este processo, como mencionado anteriormente, em
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Figura 6.9: Processo de gravacao dos dados de forma continua devido ao uso de um banco de

memorias.



Neste caso, como o processo de gravacao ¢ continuo, ndo havera separagao fisica entre
as estruturas matriciais sucessivas. Portanto, no processo de leitura pode haver perda de dados
por falha de sincronizagdo. Para evitar este efeito, adiciona-se ao esquema mostrado na Figura
6.9 um gerador de sincronizacdo que deve sempre introduzir um dado (safe guard) ao final da
gravacdo de uma palavra vélida do codigo matricial proposto. Esta separagdo pode ser
constituida apenas pela ndo gravacdo de dados na fita. Neste caso, o digito binario “1”
equivaleria a um sentido de polarizacdo dos dominios magnéticos da fita, enquanto o nivel
“0” corresponderia ao outro sentido de polarizagdo, ou seja, a auséncia de polarizagdo dos
dominios magnéticos da fita representaria o gap de sincronizagdo ou simplesmente auséncia

de informagao. Este tipo de codifica¢do binaria é conhecida como bipolar.

O processo de leitura dos dados gravados na fita magnética ocorre de forma inversa ao
processo de gravacdo descrito anteriormente. Deve-se ressaltar que nesta etapa os dados lidos
irdo formar o codigo matricial entrelagado, sobre o qual deve ser aplicada a transformacao
inversa de entrelacamento para, em seguida, ser executada a corre¢do de erros e/ou
apagamentos das palavras-codigo que compdem as linhas da estrutura matricial. Ao final, os

dados voltardo ao seu estado original, anterior ao processo de gravacao.

O fato de ter escolhido o codigo Reed-Solomon neste exemplo, possibilita que no
codigo matricial 7 x 21 resultante existam 105 digitos binarios de informacao e apenas 42
digitos binarios de paridade. Este codigo corresponde a um cédigo BCH (21,15). No entanto
no primeiro caso pode-se corrigir uma mancha de erros de peso 7 x 3 = 21 digitos binarios ou
sete simbolos em GF(8), enquanto que se fosse usado o cdédigo BCH correspondente, sO

poderia ser corrigida uma mancha de peso igual a sete digitos binarios.

Os principais formatos de manchas de erros que poderdo ser corrigidas neste exemplo
estdo ilustrados na Figura 6.10. Nas estruturas matriciais representadas, as colunas

representam as cabegas de gravagao magnética.
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Figura 6.10: (a) Surto de erros em uma cabega magnética; (b) Surto de erros bidimensional
(Mancha de erros) gerado por duas cabecas de gravagao; (¢) Mancha de erros gerada em cinco

cabegas de gravagdo; (d) Mancha de erros gerada em trés cabecas de gravacao.

Para o exemplo detalhado anteriormente, as linhas do codigo matricial em vez de
serem codificadas por um codigo corretor de erros aleatorios, podem ser codificadas por um
codigo corretor de surtos de erros, conforme € proposto no capitulo 4. As vantagens desta
modificacdo sdo descritas no referido capitulo. Com esta mudanga, o esquema de
gravagao/reprodugdo de dados proposto passa por pequenas adaptacdes. O detalhamento deste
esquema € visto a seguir.

Conforme estudado no capitulo 4, o cdédigo matricial a ser gravado deverd ter
dimensdo 7 x 7, uma vez que serdo utilizadas sete cabegas de gravagdo, sendo cada uma
responsavel pela gravagao de uma linha do cdédigo matricial.

Suponha que o codigo corretor de surtos de erros que codifica as linhas do codigo
matricial seja capaz de corrigir um Unico erro. Desta maneira este cédigo de linha sera do tipo
(7,5), ou seja, comprimento sete (corresponde ao niumero de colunas do codigo matricial) e
dimensao cinco. Sendo assim o c6digo matricial tera duas colunas redundantes.

Para se formar este cddigo matricial, separam-se 7 x 5 = 35 digitos binarios na
seqiiencia de dados de entrada para a gravagdo e se distribuem estes digitos pelas linhas do

codigo matricial a ser gerado, como estd ilustrado na Figura 6.11.

Seqﬁéncia de dadOS a1a2a3a4a5b1b2b3b4b5C1C2C3C4C5d1d2d3d4d56162636465f1f2f3f4f5g1g2g3g4g5

a ar as a4 as

by | bo | b3 | by | bs

C1 Cy C3 Cq Cs

d1 d2 d3 d4 d5

€1 € €3 €4 €5

fi | L | 5| fu | f5

g1 2 g3 24 gs

Figura 6.11: Arranjo dos dados na estrutura matricial.



Em seguida codifica-se as linhas, usando um codigo corretor de surtos [55], gerando a

matriz mostrada na Figura 6.12.

ap ar as a4 as ag a7

b1 bz b3 b4 bS b6 b7

C1 Co C3 Caq Cs Ce C7

di | dy | d3s | da | d5s | de | d7

€1 € €3 €4 €s €6 €7

i | L | 6| | 5| fo | £

g1 2 | g g4 | 85 g | &7

Figura 6.12: Geragdo do codigo matricial 7x7. As duas ultimas colunas representam os digitos

de paridade.

No coédigo matricial ilustrado na Figura 6.12, as linhas a, b, ¢, d, e, f e g representam

as sete palavras-codigo do cddigo corretor de surto de erros (7,5).

Aplica-se ao cddigo matricial, para executar o entrelagamento unidimensional, a

seguinte matriz de transformacao linear, 7

)

Resultando no codigo matricial entrelagado mostrado na Figura 6.13.

a | 2 | 5 | es | ds | ¢ | by

by | a | g | fs | e | de | ¢7

Ci b, a3 g4 fs €6 d;

d; Co bs as gs fs €7

€1 d; C3 bs as 26 f;

f ) ds C4 bs a6 g7

g | £ | es | da | cs | be | a7

Figura 6.13: Codigo Matricial 7x7 entrelagado.



Cada linha do codigo matricial entrelagado representa os dados que serdo gravados por

cada cabeca de gravagdo magnética.

Os dados serao gravados na fita magnética (considerando o seu sentido de

deslocamento) da forma indicada na Figura 6.14.
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g | £ | es | da | cs | be | a7




b, Co d5 €4 f} 2 ay

C7 ds Cs fy 23 a b,

d; e fs g a3 b, ci

e; fe gs | as | by | ¢ | di
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27 g bs Cs d; €2 fi
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v

Sentido de deslocamento da fita magnética

Figura 6.14: Formato de gravacdo do cddigo matricial sobre a fita magnética.

As consideragoes feitas anteriormente com relacao a retardos, utilizagao de bancos de

memorias e gap também podem ser aplicados neste caso.

O principal formato de mancha de erros que podera ser corrigida por este método de
gravacdo estd ilustrado na Figura 6.15. Na estrutura matricial representada, as linhas

representam as cabecgas de gravagdo magnética.

a | g | 5 | es | ds | ¢ | by

ci | by | as | ga | f5 | e | dy

di | ¢ | b3 | a3 | g5 | f6 | e

€1 d, C3 by as 26 f7

f € ds C4 bs g g7

g | £h | e3s | ds | cs | be | a7

Figura 6.15: Surto de erros em uma cabega magnética.



6.3 Conclusao

Foi mostrada a forma de implementagdo pratica dos codigos matriciais com
entrelagamento unidimensional proposto neste trabalho. Esta proposta se mostra vantajosa
porquanto garante a corre¢do tanto de surtos de erros unidimensionais quanto de manchas
bidimensionais de erros. As desvantagens inerentes ao entrelacamento podem ser

minimizadas pela utilizacdo de logica adequada usando banco de memorias.



Capitulo 7

Conclusoes

Esta dissertagdo trata de cddigos corretores de erros empregados em Sistemas de Gravacao
Magnética, com o intuito de salvaguardar os dados contra possiveis perdas acarretadas por
problemas na midia e/ou nos dispositivos de gravacdo magnética (cabecas de gravacao

magnética).

Numa primeira etapa, ¢ proposto o entrelacamento unidimensional como uma técnica
pratica para corrigir multiplas manchas de erros em uma matriz de digitos n; x n,, em que as
n; linhas da palavra-codigo sdo codificadas por um codigo corretor de erros aleatérios, do tipo
MDS (maxima distancia), como ¢ o caso dos codigos BCH e Reed-Solomon. O
entrelagamento, assim proposto, modifica apenas a posi¢ao vertical dos simbolos constituintes
da palavra-codigo deste cddigo matricial. Consequentemente, adquire-se a capacidade de
correcao de multiplas manchas de erros compactas, que sdo definidas com base na métrica de
Lee [35]. No entrelagamento convencional usado para combater surtos de erros em
transmissdo de dados seriais, uma matriz de digitos n; x n, contém palavras-codigo nas linhas
e os digitos da matriz sdo extraidos pela leitura das colunas. O entrelagamento convencional
permite a corre¢do de no maximo ¢ surtos de erros de comprimento n;. A eficiéncia do
entrelagamento unidimensional proposto, medida em termos de redundancia de cddigo
empregado e o nimero de erros que podem ser corrigidos €, pelo menos, a mesma que do
entrelacamento convencional, uma vez que quaisquer ¢ manchas de erros casadas em cada

matriz de digitos sdo corrigiveis, como podem ser também algumas outras manchas de erros.

Numa segunda etapa, ¢ feita uma modificagdo no entrelagamento unidimensional

proposto, gracas ao uso de codigos corretores de surtos de erros na codificacao das linhas de



uma matriz de digitos n; X n, quadrada, em que n; = n, = n, ou seja, n x n. Neste caso, ainda ¢
empregado o mesmo tipo de entrelacamento nas colunas da palavra-codigo do codigo
matricial. Esta modificacdo se mostra interessante, porquanto observa-se uma eficiéncia maior
deste esquema comparada com o entrelagamento comum, pelo fato de que, para valores fixos
de n (comprimento do codigo) e k (dimensdao do codigo), usualmente o numero b
(comprimento do surto de erros capaz de ser corrigido) ¢ maior do que ¢ (capacidade de
corre¢do de erros aleatodrios). Consequentemente, para a correcdo de manchas compactas de
erros de um dado peso, precisa-se de matrizes menores quando se utiliza estes tipos de
codigos corretores de surtos de erros. Por outro lado, fixando a dimensdo da matriz, observa-
se que, com o uso de cddigos corretores de surtos de erros nas suas linhas, consegue-se
corrigir manchas compactas de erros com muito mais erros do que se fossem empregados
codigos corretores de erros aleatdrios. No entanto, ¢ importante salientar que uma solucdo nao
invalida a outra, dado que os formatos das manchas compactas de erros, definidos em cada
caso, sao distintos e, portanto, dependendo do tipo de mancha de erros que afeta o sistema de

gravacao, pode-se empregar eficientemente uma das duas solugdes propostas.

Numa terceira etapa, ¢ proposta uma ligeira modificagdo no esquema de criptografia
de chave secreta desenvolvido por Campello de Souza [41] e Rocha [44], mediante o
emprego de cdodigos matriciais com entrelacamento unidimensional, nos quais as linhas
podem ser geradas por um codigo corretor de erros aleatdrios ou por um codigo de correcao
de surto de erros. Este esquema, ao usar codigos corretores de erros aleatorios, mostra-se
interessante uma vez que introduz mais uma componente de chave secreta correspondente ao
valor # da matriz T de transformacdo linear, que é a responsavel pelo entrelagamento
unidimensional. Esta solu¢do pode ser empregada nao s6 em sistemas de gravacdo magnética

como em diversas outras aplicagdes na area de comunicagao.

y .

Finalmente, ¢ ilustrada uma forma pratica de implementacdo das duas versdes
propostas de entrelagamento unidimensional, que se mostram vantajosas porquanto garantem
a corre¢do tanto de surtos de erros unidimensionais quanto de manchas bidimensionais de
erros. As desvantagens inerentes ao entrelagcamento, como por exemplo o retardo de gravagao
e reprodugdo, podem ser minimizadas pela utilizacdo de logica adequada, em especial de

banco de memorias.



Por mais que a pesquisa tenha apresentado resultados satisfatorios naquilo que foi

proposto, ou seja, na utilizacdo de cddigos matriciais com entrelagamento unidimensional

para sistemas de gravacdo magnética, capazes de corrigir eficientemente manchas compactas

de erros, muito ainda pode ser realizado para a sua melhoria. Dentre estes topicos de

pesquisas futuras pode-se citar:

a)

b)

A pesquisa por novos codigos corretores de erros aleatorios, do tipo MDS, que tenham
caracteristicas de codificacdo e decodificagdo simplificada. Porquanto, a codificacdo das
linhas de codigos matriciais por codigos como BCH ou Reed-Solomon, por exemplo, faz
com que se perca uma das grandes vantagens de codigos matriciais, que ¢ a ndo utilizagao
de logica de campo finito para a sua codificacdo e a decodificacao.

A pesquisa por novos codigos corretores de surtos de erros que atendam a dois critérios:
Limite de Reiger [56] e simplicidade de codificagdo/decodificacdo. Este desenvolvimento
possibilitard o uso de codigos matriciais com entrelagamento undimensional de baixa
redundancia, portanto mais eficientes, e com baixa complexidade de
codificag¢ao/decodificagio.

Estudo da capacidade de canais com memoria ao se usar 0s esquemas propostos.

Estudo e otimizacdo do retardo de entrelacamento e desentrelagamento dos esquemas
propostos.

Desenvolvimento de um esquema de criptografia de chave secreta que utiliza
entrelagamento unidimensional e permutacdo adaptativa [48] e andlise matematica do

esforco de quebra desta cifra.



Apéndice I

Codigos BCH e Reed Solomon

I.1 Introducao

Codigos Reed Solomon e BCH formam o cerne dos codigos algébricos conhecidos mais
eficazes e tém sido disseminados em varias aplicagdes nos ultimos trinta anos.

O cdédigo BCH deve seu nome as iniciais dos seus autores Bose, Chaudhuri e
Hocquenghem e teve sua publicagdo em 1959, em francés por Hocquenghem, e em 1960, em
inglés por Bose e Chaudhuri.

O codigo Reed Solomon que recebeu o nome dos seus autores foi primeiro descrito em
junho de 1960.

O codigo Reed Solomon ¢ um caso especial do codigo BCH, do tipo MDS (distancia
maxima separavel), ou seja, as palavras-codigo pertencentes ao codigo Reed- Solomon
apresentam maxima distdncia de Hamming entre si, permitida pelo nimero de digitos de

verificagcdo de paridade do codigo.

1.2 Polindomio Gerador para Codigos BCH

Quando se constrdi um codigo ciclico qualquer, ndo se sabe a priori qual serd a distancia
minima resultante. Dado um polindomio gerador arbitrario g(x), deve-se fazer uma pesquisa
computacional para se descobrir a palavra codigo c(x) ndo nula que possua 0 menor peso €
desta forma se descobrir a distancia do codigo. Por outro lado, cédigos BCH tém a vantagem
de garantir uma distancia minima j4 na fase de projeto dada uma restri¢do particular sobre o

polindmio gerador. Este resultado ¢ conhecido por cota BCH.



Teorema I.1: Seja C um cédigo ciclico g-ario (n,k,d) com polindmio gerador g(x). Seja m; a
ordem multiplicativa de ¢ médulo n (GF(q™ ) é, conseqlientemente, a menor extensdo de
GF(g) que contem uma n-ésima raiz primitiva). Seja o a n-ésima raiz primitiva.

Selecionando g(x) para ser o polindmio de grau minimo em GF(g)/x] tal que

i+ z+5—2)

w.=g(a = 0 para alguns inteiros ¢ > 0 ¢ 6 > 1. O polindmio g(x) tem

gla)=g(a
consequentemente (J - 1) poténcias consecutivas de & como zeros. Este codigo C definido por

g(x) tem distdncia minima d > o.

1.3 Procedimento de Construc¢ao de Codigos BCH

Para construir um codigo BCH g-drio que corrija ¢ erros de comprimento 7, deve-se:

1. Encontrar uma n-ésima raiz primitiva @ em um campo GF(q¢™ ), no qual m; ¢ minimo.

2. Selecionar (8- 1) = 2¢ poténcias consecutivas de @, comegando com @' para um inteiro ¢
positivo.

3. O polindmio g(x) ¢ o minimo multiplo comum dos polindmios minimos para as poténcias

selecionadas de « com respeito a GF(q).

1.3.1 Definic¢oes

a) O parametro o no Teorema 1.1 representa a distancia projetada para o codigo BCH gerado
pelo polindomio gerador g(x).

b) Se =1 entdo o cddigo BCH ¢ dito de senso restrito. Se n = ¢™ — 1 para algum inteiro
positivo m;, entdo o cddigo BCH ¢é primitivo, pois a n-ésima raiz de unidade o ¢ um
elemento primitivo em GF (g™ ).

¢) Fixando ¢, nota-se que um codigo BCH de comprimento n e distdncia projetada ¢; contém
como subespagos lineares todos os codigos BCH de comprimento n com distancia

projetada o, > ;. Isto pode ser provado da seguinte maneira:



d:51

logo,

* &x)=mx)gix)

> g = (x- a)x-a™)
d= 626 g:(x) = (x - &)x-a'™)

e Todos os multiplos de g»(x) sao multiplos de g;(x)

e Todas as palavras-codigo em C, sdao palavras-codigo em C;

1.3.2 Exemplos de construc¢iao do codigo BCH

a) Coddigos Binarios de comprimento 31

. . . . . A . . . 5
Seja « raiz primitiva do polindmio primitivo x~ + x

2

(L1)
(1.2)

+ 1. Ele ¢ consequentemente um

elemento primitivo do campo GF(32). Uma vez que 31 ¢ da forma 2™ — 1, este codigo BCH

¢ dito primitivo.

Classes ciclotomicas (C,)

Polinémios minimos (M,(x))

Co= {0}

Mgy(x) =x+1

Cr=1{1,2,4,8,16}

M(x) =x +x +1

C;=1{3,6,12,24,17}

Mp)(x) =X+ +x+7+1

Cs=1{5,10,20,9, 18}

M(5)(x)=x5+x4+x2+x+l

C,=1{17,14,28,25,19}

M) =x+x +x +x+1

Ci=1{11,22,13,26,21}

M(”)(x)=x5+x4+x3+x+l

Cis={ 15,30, 29, 27, 23}

Mnx) = X +x+ 1

Se C ¢ para ser um cddigo ciclico bindrio, entdo ele deve ter um polindmio gerador

g(x) que ¢é fatorado por um ou mais polindmios anteriores. Se C é para ser um codigo BCH de

correcao de ¢ erros, entdo g(x) deve ter como zeros 2¢ poté€ncias consecutivas de a.



a.1) Cédigo BCH primitivo de senso estrito para correcao de um erro

Dada a restrigdo anterior, entdo : =1 e 6 = 3. Portanto o polindmio gerador deve ter como
raizes a ¢ o’. Desta forma M )(x) € o polindbmio minimo de ambos o ¢ o Dai o polindmio

gerador ser gerado por:
g(x) = MMC (M1)(x)My(x)) = Mppy(x) = x° +x° + 1.

Uma vez que o grau do polindmio gerador ¢ 5, a dimensao do cddigo resultante ¢
31 =5 = 26. O polindmio gerador g(x) define portanto um codigo BCH (31,26) binario de

corre¢ao de um unico erro.

A matriz de verificacdo de paridade para este cédigo ¢ mostrada seguir. [32]

] 2 29 a30

2 4 27 29 |°
a

a.2) Cédigo BCH primitivo de senso estrito para corre¢ao de dois erros

Novamente =1 e J ¢ incrementado para cinco. Portanto o polindmio gerador deve ter como
’ aZ 0.’3 4 r AL s 0!2 r
raizes a, o, e a'. Desta forma, M)(x) ¢ o polindomio minimo de a e o e Ms)(x) € o

polindmio minimo de ¢’ e ¢ . Dai o polindmio gerador ser formado por:

8(x) = MMC (M 1)(x)M 2)(x)M3)(x)M4)(x)) = My1)(x)M3)(x)
=0 +x7+ 1).()65+x4+x3+x2 +1) =x0+ X+ 8+ + 0+ 1

Uma vez que o grau do polindmio gerador ¢ 10, a dimensao do codigo resultante
¢ 31 —10 = 21. O polindmio gerador g(x) define portanto um cédigo BCH (31,21) binério de

correcao de duplo erro.

A matriz de verificagcdo de paridade para este cédigo ¢ mostrada a seguir. [32]



2 29 30

1l a a ... a a
I 1 o o .. a’’ a”

1 o o .. a” a”
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b) Coédigo 4-drio de comprimento 21

E preciso primeiro identificar  uma raiz primitiva de ordem 21. O menor valor de m; para o
qual a relagdo 21| 4™ —1 ¢ verdadeira ¢é trés, e portanto y pode ser encontrado em
GF (4°) = GF(64), mas nido em campo menor. Seja o polindmio primitivo x° + x + 1 para
GF(64) ¢ « a raiz primitiva, ou seja, & = 1. Como 7’ =1 entdo y= &’. Os elementos de

GF(4) sao:

{01, /=0 /'=¢}.

As classes ciclotomicas modulo 21 com respeito a GF(4) e seus associados polindomios

minimos sao:

Classes ciclotomicas (C,) Polinémios minimos (M,(x))
Co= {0} Mgy(x) =x+1
Ci={1,4, 16} Mu(x)=x"+ ¢'x + 1
C,=1{2,8,11} M) =x"+ gx+ 1
C;={3,12,6} M) =x +x"+1
Cs=1{5,20,17} M) =x"+ ¢'x’ + 1
C,={7} Mopx)=x+¢
Co=1{9,15,18} Mg(x)=x +x+1
Cro= 110,19, 13} Mug(x)=x"+ o’ + 1
Cra= {14} Muy(x) =x+ ¢




b.1) Codigo BCH 4-ario de senso estrito para corre¢do de um erro

O polindmio gerador deve ter como raizes ye . Dai o polindmio gerador ser formado por:
8(x) = MMC (Muy(x)M()) = Mp()Mp(x) = (" + ¢ + 1).(x7 + g + 1),

entao
g(x) = A x+ L

Como o grau de g(x) € 6, o cddigo BCH 4-ario de corre¢ao de unico erro ¢ do tipo

(21,15) e a matriz de verificagao de paridade ¢ mostrada a seguir. [32]

b.2) Codigo BCH 4-ario de senso estrito para correcao de dois erros
O polindémio gerador deve ter como raizes 7, 77, ¥ ¢ . Dai o polinémio gerador ser:
g(x) = MMC (M 1)(x)M 2)(x)M3)(x)M 4)(x)) = M1)(x)M 2)(x) M 3)(x)
=+ @x+ D).+ e+ D)+ + 1)

=X+ a1

Uma vez que o grau do polindmio gerador ¢ nove, o cddigo resultante ¢ do tipo

(21,12).

A matriz de verifica¢do de paridade para este codigo ¢ mostrada a seguir.[32]
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1.4 Codigos Reed-Solomon

Um cédigo Reed-Solomon ¢ um codigo BCH ¢™ -drio de comprimento ¢™ — 7. Um cddigo

Reed-Solomon (n,k,d) tem distancia minima (n — k + 1). O c6digo Reed- Solomon ¢ chamado

de MDS ou c6digo de maxima distancia. [32]
1.4.1 Exemplos de construcio de codigos Reed-Solomon
a) Codigo Reed-Solomon 8-drio para correcao de dois erros

Seja « a raiz primitiva de x’ + x +1 e consequentemente de ordem sete. O campo de Galois

GF'(8) pode ser representado por poténcias consecutivas de o

a=a ad=ad+a+l
od=d o= +1
d=a+l a =1
d=d+a 0=0

Se o codigo resultante € para ser de correcao de duplo erro, deve ter 2¢ = 4 poténcias
consecutivas de o como zeros. Um polindmio gerador de senso estrito ¢ construido da

seguinte forma:
g(x) = (-(x-&)x-a)x-&') =x" + &%’ + X+ ax +
Uma vez que o polindmio gerador tem grau 4, o cddigo Reed-Solomon (7,3) que ele

define tem dimensdo trés sobre GF(8) e consequentemente 8° = 512 palavras-codigo. A

matriz de verificacdo de paridade ¢ mostrada a seguir.[32]



1l o o o «a o’ o
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b) Codigo Reed-Solomon 64-drio para corre¢ao de trés erros, comprimento 63

Seja « a raiz do polindmio primitivo x° + x +1. Para o cédigo ser de correcdo de trés erros,

deve ter seis poténcias consecutivas de & como zeros, ou seja:

g(x) = (x-a)(x-a)(x-a)x-0')(x-& ) (-0 )

=x6+0!59x5+a48x4+a43x3+a55x2+a]0x+a21.

O polinémio g(x) define um cdédigo Reed-Solomon (63,57) para correcdo de triplo erro.

Este codigo tem 64°7 = 8.96 x 10'* palavras-codigo.

c) Cddigo Reed-Solomon 7-drio para corregdo de dois erros com comprimento seis.

As operacdes em GF(7) sao simples adicdes e multiplicacdes modulo sete. Os simbolos
inteiros { 0, 1, 2, 3,4, 5, 6} sdo usados para representar os elementos de campo. Para GF(7) o

nimero cinco ¢ um elemento primitivo. Uma vez que se precisa de quatro poténcias

consecutivas de cinco como zeros, entdo g(x) ¢

g(x) = (x-5)(x-5)(x-57)(x-5%) = x7 + 40’ + 657 + 5x + 2.

O polinémio g(x) define um codigo Reed-solomon de corre¢do de dois erros do tipo

(6,2). Este codigo possui 7° = 49 palavras-codigo.



.5 Emprego dos Codigos BCH e Reed Solomon no Codigo

Matricial de Correcao de Erros para Gravacao Magnética.

Seja um coédigo matricial com n; = 5, indicando que sdo utilizados cinco palavras-codigo.
Para tornar este codigo matricial ciclico e capaz de corrigir manchas de erros compactas de
peso igual a n;, os valores de n, (nimero de colunas) poderdo ser 5, 10, 15, 20,... etc. Supde-
se ny; =15 (que corresponde ao comprimento do cddigo corretor de erros na linha) e que o
codigo seja capaz de corrigir um erro aleatorio. Neste caso € possivel desenvolver este
c6digo BCH em GF(2%). Seja o polindmio primitivo gerador do campo iguala x’+x+le a

a raiz primitiva de ordem 15, logo

Classes ciclotomicas (C,)

Polinémios minimos (M,(x))

Co={0} Mugy(x)=x+1
C;=1{1,2,48} M) =x"+x+1
C;=1{3,6,12,9} Max)=x"+ X +x +x+1
Cs=1{5,10} Mp(x)=x"+x+1

C,=1{7,14,13,11} M) =x"+x" +1

Para correcdo de apenas um erro precisa-se de duas poténcias consecutivas de & no

polinémio gerador, ou seja, ae o, logo

g) = M) =x' +x+ 1.

Como o grau do polindmio ¢ quatro, conclui-se que o cddigo BCH ¢ do tipo (15,11),
ou seja, das quinze colunas do cddigo matricial, 11 correspondem a dimensdo do cédigo e as
outras quatro correspondem a redundancia.

Para a corregdo de dois erros este nimero cresce para oito colunas de redundancia.

Caso seja utilizado um codigo Reed-Solomon, trabalha-se para um campo de Galois

GF(16) que possui os seguintes elementos:



a=a«a =+ a

0(2=CZ2 a[()=a2+a+1
a=d d'=ad+d+a
a=a+l d’=d+d+a+l
d=d+a d’=ad+d+1
d=a+d ad'=a +1

o =a+a+l a’=1

o= +1 0=0

Estes correspondem a todos os elementos de GF(16). Para se obter a corregdo de
apenas um erro, basta

g(x) = (xta).(x+ &) =x"+ o'x + o, que corresponde ao polindmio primitivo sobre
GF'(4).

Neste caso, o cddigo Reed-Solomon ¢ do tipo (15,13), ou seja, a dimensdo do codigo €

igual a 13 e o numero de colunas redundantes ¢ igual a dois.

Como ja foi mencionado, uma vez que as linhas do cdédigo matricial estejam
codificadas, seja usando cddigo BCH ou Reed-Solomon, o passo seguinte ¢ aplicar a matriz

de transformacao linear, 7, antes de gravar estes dados na fita magnética.



Apéndice 11
Tabela de 5’ para Alguns Valores Validos de #;

n dy Na Valores de 8’
5 2 5 2; 3 (*%)

7 2 5 2:3:4;5

8 2 5 35

10 3 8 3;7

11 3 8 3;4;7;8

12 3 8 5:7

13 4 13 |5;8(*%)

15 4 13 |4;11

17 4 13 4;5;7,10;12; 13

18 4 13 |5;7;11;13

21 5 18 |8;13

22 5 18 5;9;13; 17

23 5 18 [5;9;14;18

24 5 18 |5;7;17;19

25 6 25 | 7; 18 (*%)

29 6 25 |8;11;12;17; 18; 21

31 6 25 7;9;12;13;18;19; 22; 24
32 6 25 17;9;23;25

34 7 32 |13;21

37 7 32 |8;14;23;29

38 7 32 |7;11;27; 31

39 7 32 |7;11;28;32

40 7 32 7,9;11;17;23;29; 31; 33
41 8 41 19;32 (*¥)

43 8 41 112;18;25;31

45 8 41 |8;17;19; 26; 28; 37

47 8 41 ]13;18;29; 34

49 8 41 9;11; 38; 40

50 8 41 9;11;19; 21; 29; 31; 39; 41
55 9 50 | 12;21;23;32;34; 43

58 9 50 |9;13;17;41;45;49




59 9 50 |9;13;46;50

60 9 50 | 11;13;23;37;47;49

61 10 61 | 11;50 (**)

65 10 61 |18;47

67 10 61 12; 28; 39; 55

69 10 61 | 19;29;40;50

71 10 61 11;13; 16; 21; 27; 31; 40; 44, 50; 55; 58; 60

72 10 61 11;13;59; 61

74 11 72 |31;43

76 11 72 21;29; 47,55

78 11 72 | 17; 23;55; 61

79 11 72 | 12;33; 46; 67

81 11 72 | 31;34;47;50

82 11 72 |11;15;67;71

83 11 72 11; 15; 18; 23; 60; 65; 68; 72

84 11 72 11; 13; 19; 23; 25; 31; 37, 47, 53, 59; 61, 65; 71, 73

85 12 85 | 13;72 (**)

89 12 85 16; 34; 39; 50; 55; 73

91 12 85 12; 25; 27, 38; 40; 51, 53; 64; 66; 79

95 12 85 |17;28;67;78

n; dp Na Valores de 4’

97 12 85 13; 15; 21; 22; 37; 60; 75; 76, 82; 84

98 12 85 13;15;27;29; 41, 43; 55; 57, 69; 71, 83 ;85

105 13 98 | 16;29; 31; 44; 46; 59; 61; 74; 76; 89

106 13 98 | 19;23;39;67; 83;87

107 13 98 |41;47; 60; 66

109 13 98 |30;40;69;79

110 13 98 | 13;17;93;97

111 13 98 | 13;17;94;98

112 13 98 13;15;17;31;33;41; 43,47, 65;69; 71;79; 81; 95; 97; 99

113 14 113 | 15; 98 (**)

115 | 14 113 |34;44; 71, 81

117 | 14 | 113 |43;49;68; 74

121 | 14 | 113 |16;53;68; 105

123 14 113 | 22;28; 34,47, 76;89;95; 101

125 | 14 | 113 |19;27;37; 46; 79; 88; 98; 106

127 14 113 | 15;17;29;35;92;98;110; 112

128 14 113 | 15;17;47;49;79; 81; 111; 113

130 15 128 |57;73




134 | 15 128 [29;37;97; 105

136 15 128 |31;57;79; 105

137 15 128 | 16;60; 77; 121

139 15 128 |30;41;51;61;78; 88; 98; 109

142 15 128 | 15;19; 123; 127

143 15 128 | 15;19;31;60; 83; 112; 124; 128

144 15 128 | 17;19;31;53;55;65;79;89;91; 113; 125; 127

145 | 16 | 145 |17; 128 (*%)

149 16 145 | 34;44;57;92; 105; 115

151 16 145 | 20; 68; 83; 131

153 16 145 | 16; 35; 67; 86; 118; 137

155 16 145 | 57;68; 87; 98

157 16 145 | 28; 34; 60; 97; 123; 129

159 16 145 | 44;47;112; 115

161 | 16 145 [17;19; 142; 144

162 16 145 | 17;19; 35;37;71; 73; 89; 91; 125; 127; 143; 145

166 17 162 |49;61; 105; 117

170 17 162 |47;123

171 | 17 162 |20;37; 77; 94; 134; 151

173 | 17 162 |51;78;95; 122

174 | 17 162 |23;31;53;73; 101; 121; 143; 151

177 17 162 |49;65; 112; 128

178 17 162 | 17;21;27;33; 145; 151; 157; 161

179 17 162 |17;21; 158; 162

180 17 162 | 17;19;41;53;79; 101; 127; 139; 161; 163

181 18 181 | 19; 162 (**)

185 18 181 |68;117

187 18 181 |57;82;105;130

191 18 181 |20;34;73;86;105;118; 157; 171

193 18 181 |44,57;71;81;87;106; 112; 122; 136; 149

197 18 181 | 23;26; 35; 45; 53; 60; 137; 144; 152; 162; 171; 174

199 18 181 | 19;21;37;43;55; 76; 123; 144; 156; 162; 178; 180

200 | 18 181 |19;21;59; 61; 139; 141; 179; 181

202 19 200 |91; 111

206 19 200 |47;57;149; 159

n dp Na Valores de 8’

208 19 200 |37;45;163;171

211 19 200 |20;95; 116; 191

212 19 200 |57;81;89;93;119; 123; 131; 155




213 19 200 | 59;65; 148; 154

214 19 200 |25;77;137;189

215 19 200 |49;79;136; 166

217 19 200 |47;60; 64;78;139; 153; 157, 170

218 19 200 | 19;23;33;185;195; 199

219 19 200 | 19;23;50;92;127; 169; 196; 200

220 19 200 | 19;21;23;29;39;41;59;61; 67;79; 81;91; 101; 119; 129; 139; 141; 153; 159; 161; 179;
181; 191; 197;199; 201

221 20 221 | 21;200 (**)

223 20 221 |68;82;141; 155

227 20 221 | 61;67;160; 166

229 20 221 |24;105; 124; 205

231 20 221 |20;41;43; 50; 62; 64; 83; 85; 97; 104; 106; 125; 127; 134; 146; 148; 167; 169; 181; 188;
190; 211

233 20 221 | 71; 89; 105; 128; 144; 162

237 20 221 |44;70;98; 104; 133; 139; 167; 193

239 20 221 | 25; 86;153; 214

241 20 221 | 21;23;55;92; 149; 186; 218; 220

242 20 221 [21;23;43;45;65;67;87,89;109; 111; 131; 133; 153; 155; 175, 177, 197; 199; 219; 221

250 21 242 | 57,193

253 21 242 | 24;45;47;68;70;91; 93; 114; 116; 137; 139; 160; 162; 183; 185; 206; 208; 229

254 21 242 | 55;75;97; 105; 149; 157; 179; 199

257 21 242 | 69; 108; 149; 188

259 21 242 | 46;59;79; 107; 152; 180; 200; 213

262 21 242 | 21;25;41; 115; 147; 221, 237; 241

263 21 242 | 21;25; 57; 60; 203; 206; 238; 242

264 21 242 |23;25;47;49;71; 73; 95; 97; 109; 119; 145; 155; 167; 169; 191; 193; 215; 217; 239; 241

265 22 265 |23;242 (**)

269 22 265 | 50; 82;113; 156; 187; 219

271 22 265 | 75;112;159; 196

277 22 265 | 24;60;127; 150; 217; 253

279 22 265 |85;128;151; 194

281 22 265 | 44;50; 64; 83;101; 118; 163; 180; 198; 217; 231; 237

283 22 265 | 76;104; 108; 117; 166; 175; 179; 207

285 22 265 |43;53;232;242

287 22 265 |23;25;30;45;51;67;220; 236, 242; 257; 262; 264

288 22 265 | 23;25;119; 121; 167; 169; 263; 265

290 23 288 | 133;157

292 23 288 | 89; 105; 187; 203




294 23 288 | 67;79;215; 227

296 23 288 | 55; 113, 183; 241

298 23 288 | 45; 53; 245, 253

300 23 288 |47, 83;217; 253

301 23 288 | 24;138;163; 277

302 23 288 | 111;117;185;191

303 23 288 | 109; 139; 164; 194

304 23 288 | 71;137;167; 233

305 23 288 | 46; 82;93;126; 179, 212; 223; 259

ng dy Na Valores de 8’

306 23 288 |29;95;211;277

307 23 288 | 57;70; 119; 129; 178; 188; 237; 250

309 23 288 | 55;67; 83; 118; 191; 226; 242; 254

310 23 288 | 23;27;283; 287

311 23 288 | 23;27;47; 86;225; 264; 284; 288

312 23 288 | 23;25;41;47;49;71;73;95;97; 119; 121; 131; 137; 145; 167; 175; 181; 191; 193; 215;
217; 239; 241; 263; 265; 271; 287; 289

313 24 313 | 25; 288 (**)

317 24 313 | 114;121; 131; 186; 196; 203

319 24 313 | 50; 134; 185; 269

323 24 313 | 28;60; 70; 150; 173; 253; 263; 295

325 24 313 | 24;49;51;74;76;99; 101; 124; 126; 149; 151; 174; 176; 199; 201; 224; 226; 249; 251; 274;
276; 301

329 24 313 | 75; 136; 193; 254

331 24 313 | 50; 89; 119; 139; 192; 212; 242; 281

335 24 313 | 29;44;71;99; 104; 151; 184; 231; 236; 264; 291; 306

337 24 313 | 25;27;60; 73; 148; 189; 264; 277; 310; 312

338 24 313 | 25;27;51;53;77;79; 103; 105; 129; 131; 155; 157; 181; 183; 207; 209; 233; 235; 259; 261;
285;287;311; 313

346 25 338 | 75;93;143;203; 253; 271

351 25 338 |28;53;55;80;82;107; 109; 134; 136; 161; 163; 188; 190; 215; 217; 242; 244; 269; 271;
296; 298; 323

353 25 338 | 127; 164; 189; 226

355 25 338 | 77;83;272; 278

358 25 338 | 31;47;99;127; 231, 259; 311; 327

359 25 338 | 76;137;222; 283

361 25 338 | 67;97; 110; 128; 233; 251; 264; 294

362 25 338 | 25;29;49;107; 133; 159; 203; 229; 255; 313; 333; 337

363 25 338 | 25;29;334; 338




364 25 338 [25;27;29;55;57,79;83;85; 111; 113;129; 131; 139; 141; 167, 197, 223, 225; 233; 235;
251;253;279; 281; 285; 307; 309; 335; 337; 339

365 26 365 | 27; 338 (**)

367 26 365 | 114;132;235;253

369 26 365 | 80; 143;226; 289

373 26 365 | 79; 85; 288; 294

375 26 365 | 133;172;203; 242

377 26 365 | 705307

379 26 365 |28;176;203; 351

381 26 365 |50; 89; 137; 160; 221; 244; 292; 331

383 26 365 | 60; 83; 103; 119; 264; 280; 300; 323

387 26 365 |82;104;107; 118; 160; 170; 217; 227; 269; 280; 283; 305

389 26 365 |31;51;61; 115; 138;251; 274; 328; 338; 358

391 26 365 |27;29;53;59;332;338; 362; 364

392 26 365 |27;29; 83;85;139; 141; 251; 253; 307; 309; 363; 365

394 27 392 | 183;211

398 27 392 193;107;291; 305

404 | 27 | 392 |53;61;75; 167; 237; 329; 343; 351

406 27 392 | 55;155;251; 351

407 27 392 |28;189;218; 379

409 27 392 | 110; 127; 145; 190; 219; 264; 282; 299

410 27 392 | 73;337

412 27 392 | 109; 173; 181; 189; 223; 231; 239; 303

413 27 392 | 111; 160; 253; 302

415 27 392 | 77;97;318; 338

n; dp Na Valores de 8’

416 27 392 | 115;123;293; 301

418 27 392 |27;31;387; 391

419 27 392 |27;31; 55; 160; 259; 364; 388; 392

420 27 392 129;31;89; 113; 149; 151; 197; 223; 269; 271; 307; 331; 389; 391

421 28 421 | 29;392 (**)

425 28 421 | 132;293

431 | 28 | 421 |80; 114; 155; 167; 264; 276; 317; 351

433 28 421 |32;179;203; 230; 254; 401

435 28 421 |28;59;202; 233; 376; 407

437 28 421 | 66; 155;192; 203; 234; 245; 282; 371

439 28 421 |93;118;321; 346

441 28 421 |103;137;304; 338

443 28 421 |60;96; 101; 131; 186; 193; 250; 257; 312; 342; 347; 383




445 | 28 | 421 [104;123; 184; 261; 322; 341

447 | 28 | 421 |70;83;364;377

449 | 28 | 421 |[29;31;80; 85; 174; 206; 243; 275; 364; 369; 418; 420

450 | 28 | 421 |29;31;59;61; 119; 121; 209; 211; 239; 241; 329; 331; 389; 391; 419; 421

454 | 29 | 450 |141;161;293;313

458 | 29 | 450 |85;97;107;351; 361; 373

462 | 29 | 450 |179;191;271; 283

465 | 29 | 450 |32;61;218; 247; 404; 433

466 | 29 | 450 |73;83;101;203; 263; 365; 383; 393

467 | 29 | 450 |145;219;248;322

469 | 29 | 450 |87;124;345;382

470 | 29 | 450 |71;89;139; 169; 301; 331; 381; 399

471 | 29 | 450 |110;167;304; 361

473 | 29 | 450 |62;206;267; 411

474 | 29 | 450 |35;55;131; 149; 181; 199; 275; 293; 325; 343; 419; 439

475 | 29 | 450 |111;184;291;364

477 | 29 | 450 |85;101;376;392

478 | 29 | 450 |[29;33;57; 109; 369; 421; 445; 449

479 | 29 | 450 |29;33;75; 198; 281; 404; 446; 450

480 | 29 | 450 |29;31;89;91; 127; 149; 151; 209; 211; 223; 257; 269; 271; 329; 331; 353; 389; 391; 449;
451

481 | 30 | 481 |31;450 (**)

485 | 30 | 481 |[172;313

487 | 30 | 481 |66;214;273;421

491 | 30 | 481 |93;104; 132;203; 288; 359; 387; 398

493 | 30 | 481 |155;191;229; 264; 302; 338

497 | 30 | 481 |32;233;264;465

499 | 30 | 481 |132;155; 177; 234; 265; 322; 344; 367

503 | 30 | 481 |60;66;76; 109; 133; 139; 208; 221; 282; 295; 364; 370; 394; 427; 437; 443

505 | 30 | 481 |107;118;212;293; 387; 398

509 | 30 | 481 |35;59;69;89; 160; 183; 326; 349; 420; 440; 450; 474

51T | 30 | 481 |[31;33;61;67;80; 198; 313; 431; 444; 450; 478; 480

512 | 30 | 481 |31;33;95;97; 159; 161;223; 225; 287; 289; 351; 353; 415; 417; 479; 481

514 | 31 | 512 |241;273

518 | 31 | 512 |121;137;381;397

524 | 31 | 512 |71; 111; 155;203; 321; 369; 413; 453

526 | 31 | 512 |61;69;457; 465

529 | 31 | 512 |32;248;281;497

530 | 31 | 512 |83;447




531 31 512 | 124;167; 364; 407

n; dp Na Valores de 8’

532 31 512 |93;143;389; 439

533 31 512 | 95;101; 141; 189; 344; 392; 432; 438

535 31 512 | 62;233;302; 473

536 31 512 | 81;127;225; 249; 287; 311; 409; 455

537 31 512 | 142;157; 208; 236; 301; 329; 380; 395

538 31 512 | 37;189;349; 501

539 31 512 | 73;96; 100; 221; 318; 439; 443; 466

541 31 512 | 71;160; 168; 190; 351; 373; 381; 470

542 31 512 | 31;35;199;207; 335; 343; 507; 511

543 31 512 |31;35;85; 115; 428; 458; 508; 512

544 31 512 |31;33;35;63;65; 95,97, 101; 103; 127; 129; 159; 161; 169; 171; 191; 193; 223, 225; 237,
239; 257, 287; 305; 307; 319; 321; 351; 353; 373, 375, 383, 385; 415, 417; 441, 443, 447,
449; 479; 481; 509; 511, 513

545 32 545 | 33;512 (**)

547 32 545 | 172;194; 353, 375

549 32 545 | 104;227; 322; 445

551 32 545 |163;240;311; 388

553 32 545 | 66;243;310; 487

555 32 545 |97;103;452; 458

557 32 545 | 118;132; 173; 384; 425; 439

559 32 545 | 36;264; 295; 523

561 32 545 |32;65;67;76;98; 100; 131; 133; 155; 164; 166; 197; 199; 230; 232; 263; 265; 296; 298;
329; 331; 362; 364; 395; 397; 406; 428; 430; 461; 463; 485; 494; 496; 529

563 32 545 | 177;264; 299; 386

565 32 545 |107;132;433; 458

567 32 545 | 101; 247, 320; 466

569 32 545 | 66; 86;250; 319; 483; 503

571 32 545 |106; 121; 151; 167; 404; 420; 450; 465

573 32 545 | 154; 160; 178; 235; 338; 395; 413; 419

575 32 545 |37;202;373; 538

577 32 545 |33;35;60; 125;452; 517, 542; 544

578 32 545 |133;35;67;69;101;103; 135; 137; 169; 171; 203; 205; 237; 239; 271; 273; 305; 307; 339;
341; 373; 375,407, 409; 441, 443, 475, 477, 509; 511; 543; 545

586 33 578 | 111;155;227;359; 431; 475

590 33 578 | 163;257; 333; 427

595 33 578 |36;69; 71; 104; 106; 139; 141; 174; 176; 209; 211; 244; 246; 279; 281; 314; 316; 349; 351;

384; 386; 419; 421; 454; 456; 489; 491; 524; 526; 559




598 33 578 | 81;111;167;251; 347; 431; 487; 517

599 33 578 | 142;232;367; 457

601 33 578 | 105; 159; 166; 189; 412; 435; 442; 496

602 33 578 | 79;187;221;235;367; 381; 415; 523

605 33 578 |169;179; 426; 436

607 33 578 | 95;115;237; 251; 356; 370; 492; 512

610 33 578 |33;37;233;377;573; 577

611 33 578 | 33;37;574; 578

612 33 578 |35;37;71;73;107;109; 143; 145; 169; 179; 181; 215; 217; 239, 251; 253; 287; 325; 359;
361;373;395;397; 431, 433; 443; 467; 469, 503; 505; 539; 541, 575, 577

613 34 613 | 35;578 (**)

617 34 613 | 194;239; 253; 364; 378; 423

619 34 613 | 171; 181; 438; 448

623 34 613 | 111;118;132; 174;449; 491; 505; 512

n dp Na Valores de 8’

625 34 613 | 146; 244; 381; 479

629 34 613 | 264; 274; 355; 365

631 34 613 | 36;298; 333; 595

633 34 613 | 199; 299; 334; 434

635 34 613 | 66; 86;96; 111; 168; 223; 246; 279; 356; 389; 412; 467; 524; 539; 549; 569

637 34 613 | 76;135; 151; 176; 461; 486; 502; 561

639 34 613 | 100; 121; 169; 262; 377; 470; 518; 539

641 34 613 | 112;119;179; 237;265;269; 372; 376, 404; 462; 522; 529

643 34 613 | 188;228; 236; 251; 392; 407, 415, 455

645 34 613 | 67;77;101; 281; 364; 544; 568; 578

647 34 613 |35;37;69;75;103; 201; 446; 544; 572; 578; 610; 612

648 34 613 | 35;37;179; 181; 251; 253; 395; 397; 467; 469; 611; 613

650 35 648 |307; 343

652 35 648 | 205; 229; 423; 447

654 35 648 | 155;173;481; 499

656 35 648 |139;269; 387; 517

658 35 648 | 103; 115; 543; 555

660 35 648 |193; 277, 383; 467

662 35 648 | 79;243;419; 583

664 35 648 | 69;77; 587; 595

666 35 648 | 71;197;469; 595

667 35 648 | 36; 315;352; 631

668 35 648 | 101; 119; 247; 291; 377; 421; 549; 567

669 35 648 | 235;316;353;434




670 35 648 | 277, 283; 387; 393

671 35 648 | 105; 159; 211; 262; 409; 460; 512; 566

672 35 648 | 107; 157; 515; 565

673 35 648 | 178; 188; 247;276; 397; 426, 485; 495

674 35 648 | 141; 239; 435; 533

675 35 648 | 118;143;532;557

676 35 648 | 177;297;305;317;359; 371; 379; 499

677 35 648 | 106; 187; 198; 286; 391; 479; 490; 571

678 35 648 | 41; 89; 215; 259; 419; 463; 589; 637

679 35 648 | 81; 142; 263; 285; 394; 416; 537; 598

681 35 648 | 79;103; 119; 250; 431; 562; 578; 602

682 35 648 | 35; 39; 643; 647

683 35 648 | 35;39; 71;202; 481; 612; 644; 648

684 35 648 | 35;37;71;73;107; 109; 127; 143; 145; 179; 181; 191; 215; 217; 251; 253; 265; 287; 289;
307; 325;359; 377; 395; 397; 419; 431; 433; 467; 469; 493; 503; 505; 539; 541; 557; 575;
577;611; 613; 647,649

685 36 685 | 37; 648 (**)

689 36 685 | 146;242; 269; 420; 447; 543

691 36 685 |193;290;401; 498

695 36 685 | 192;257;438; 503

697 36 685 | 111;132;270;427; 565; 586

701 36 685 | 40; 106; 205; 333; 368; 496; 595; 661

703 36 685 | 36;73;75; 110; 112; 147; 149; 184; 186; 221; 223; 258; 260; 295; 297; 332; 334; 369; 371;
406; 408; 443; 445; 480, 482; 517; 519; 554; 556, 591, 593; 628; 630; 667

707 36 685 | 82; 187, 276; 319; 388; 431; 520; 625

709 36 685 | 96; 111; 168; 198; 249; 460; 511; 541; 598; 613

713 36 685 | 76; 127, 135;169; 197; 320; 393; 516; 544; 578; 586; 637

715 36 685 | 277;302;413; 438

n dp Na Valores de 8’

719 36 685 |41;107; 168; 228; 491; 551; 612; 678

721 36 685 |37, 39; 86; 109; 612; 635; 682; 684

722 36 685 |37;39;75;77;113; 115; 151; 153; 189; 191; 227; 229; 265; 267; 303; 305; 341; 343; 379;
381;417;419; 455; 457, 493; 495; 531, 533; 569; 571; 607; 609; 645; 647; 683; 685

730 37 722 | 173; 557

734 37 722 | 111;139; 205; 301; 433; 529; 595; 623

741 37 722 | 40;77;79; 116; 118; 155; 157; 194; 196, 233; 235; 272; 274; 311; 313; 350, 352; 389; 391;
428; 430; 467; 469; 500, 508; 545; 547; 584; 586, 623; 625; 662; 664; 701

742 37 722 | 205; 333; 409; 537

743 37 722 |261;353;390; 482




746 37 722 | 89;101; 111; 285; 289; 325; 421; 457; 461; 635; 645; 657

747 37 722 | 113;119; 628; 634

749 37 722 | 277;338;411;472

751 37 722 | 78;178; 308; 337; 414; 443; 573; 673

753 37 722 | 112;316; 437; 641

754 37 722 | 43;71;99;223;263;491; 531; 655; 683; 711

755 37 722 | 132;143; 612; 623

757 37 722 | 238;264;493; 519

758 37 722 | 37;41;73;135;173; 333; 425; 585; 623; 685, 717; 721

759 37 722 | 37;41; 212; 290; 469; 547; 718; 722

760 37 722 | 37;39;41;79; 81; 113; 119; 121, 159; 161; 199; 201; 239; 241; 267, 279, 281; 319; 321;
341; 343; 359; 401; 417; 419; 439; 441; 479; 481; 493; 519; 521; 559; 561; 599; 601; 639;
641; 647; 679; 681; 719; 721; 723

761 38 761 | 39; 722 (**)

763 38 761 | 242;268;495; 521

767 38 761 | 116; 324; 443; 651

769 38 761 | 82;347;422; 687

771 38 761 | 146; 283; 301; 346; 425; 470, 488; 625

773 38 761 | 115;121;317;456; 652; 658

777 38 761 |271;367;410; 506

781 38 761 |40;371;410; 741

783 38 761 | 106; 205; 229; 275; 508; 554; 578; 677

785 38 761 | 186;249; 342; 443; 536; 599

787 38 761 | 119; 149; 206; 291; 496; 581; 638; 668

789 38 761 | 76; 82; 187; 218; 308; 356; 433; 481; 571; 602; 707; 713

791 38 761 | 332;355;436;459

793 38 761 |92;118; 168; 181; 303; 335; 458; 490; 612; 625; 675; 701

795 38 761 | 139;302; 308; 326; 469; 487; 493; 656

797 38 761 |43;75;85;278;519;712; 722; 754

799 38 761 | 39;41;77; 83; 173; 351; 448; 626; 716; 722; 758; 760

800 38 761 | 39;41; 119; 121; 279; 281; 359; 361; 439; 441; 519; 521; 679; 681; 759; 761

802 39 800 |381;421

806 39 800 |191;211;595; 615

808 39 800 | 153;169; 639; 655

812 39 800 |317;333;479; 495

814 39 800 |301;311;503;513

818 39 800 | 77;85;143; 675; 733; 741

820 39 800 |79;111;229;301;519; 591; 709; 741

821 39 800 |40;390;431; 781




823 39 800 |195;261;287;391;432;536;562; 628

824 39 800 |129;241;313;359; 465; 511; 583; 695

n; dp Na Valores de 8’

827 39 800 |123;173;196;316;511; 631; 654; 704

829 39 800 | 78;132;157; 217, 340; 372; 457; 489; 612; 672; 697; 751

830 39 800 |99;109; 159; 261; 569; 671; 721; 731

832 39 800 | 199; 393; 439; 633

835 39 800 | 89; 113;133; 146;319; 326; 509; 516; 689; 702; 722; 746

836 39 800 |97; 181;655; 739

838 39 800 | 39;43;795; 799

839 39 800 |39;43;79; 308; 531; 760; 796; 800

840 39 800 |41;43;79;127; 199; 293; 319; 377; 379; 401; 439; 461; 463; 521; 547; 641; 713; 761; 797,
799

841 40 841 | 41; 800 (**)

845 40 841 |268; 577

851 40 841 |82;178;349; 384; 467; 502; 673; 769

853 40 841 |129; 324, 333; 520; 529; 724

857 40 841 | 116;205;301; 362; 495; 556; 652; 741

859 40 841 |44;410; 449; 815

861 40 841 |40; 83; 163; 206; 409; 452; 655; 698; 778; 821

863 40 841 |92;197;241;301; 376; 410; 453; 487; 562; 622; 666; 771

865 40 841 [253;612

867 40 841 |227;275; 592; 640

869 40 841 |332;390;479; 537

871 40 841 |82;228; 340; 393; 478; 531; 643; 789

873 40 841 |139;358;515; 734

875 40 841 |137;153;183; 198; 677; 692; 722;738

877 40 841 |168;308;569;709

879 40 841 | 119; 140; 325; 383; 496; 554; 739; 760

881 40 841 |41;43;121; 154; 233; 246; 387; 494; 635; 648; 727; 760; 838; 840

882 40 841 |41;43; 83; 85; 167; 169; 209; 211; 335; 337; 419; 421; 461; 463; 545; 547; 671; 673; 713;
715;797; 799; 839; 841

886 41 882 |281;309; 577; 605

890 41 882 |233;657

894 41 882 | 121; 133; 187; 349; 545; 707; 761; 773

898 41 882 | 143; 157, 205; 403; 495; 693; 741; 755

902 41 882 | 381;393; 509; 521

903 41 882 | 44;85; 173; 214; 431; 472; 689; 730; 818; 859

905 41 882 |287;432;473;618




906 41 882 [ 119;137;205;253;265;335;571;641; 653;701; 769; 787

907 41 882 |217;372; 535; 690

909 41 882 |238;317;592; 671

910 41 882 |97;197,; 713, 813

911 41 882 | 208; 346; 565; 703

913 41 882 | 191;239; 674; 722

914 41 882 195;109;279; 321; 373; 541; 593; 635; 805; 819

916 41 882 |47;869

917 41 882 | 146; 358; 559; 771

918 41 882 |47;79;293;337; 581; 625; 839; 871

919 41 882 | 174; 375; 544; 745

921 41 882 |121;137;161; 389; 532; 760; 784; 800

922 41 882 |41;45;81;107; 387;405; 517, 535; 815; 841; 877; 881

923 41 882 | 41;45;147;270; 653; 776; 878; 882

924 41 882 |41;43; 89; 125; 127; 211; 221; 293; 295; 353; 377; 379; 439; 485; 545; 547; 571; 629; 631;
703; 713; 797; 799; 835; 881; 883

925 42 925 | 43; 882 (**)

n; dp Na Valores de 4’

929 42 925 | 178;324; 381; 548; 605; 751

937 42 925 | 196; 212; 358; 579; 725; 741

941 42 925 | 140; 223; 384; 410; 531; 557; 718; 801

943 42 925 | 51;301; 448; 495; 642; 892

947 42 925 |44, 205;277;400; 425; 452; 495; 522; 547; 670; 742; 903

949 42 925 | 227;265;301; 331; 453; 496; 618; 648, 684; 722

953 42 925 | 82;129; 228; 362; 372; 430; 523; 581; 591, 725; 824; 871

955 42 925 |49;92;167; 183; 218; 737; 772; 788; 863; 906

959 42 925 | 145; 291; 668; 814

961 42 925 |52;132;143; 153; 168; 182; 201; 208; 365; 596; 753; 760; 779; 793; 808; 818; 829; 909

963 42 925 |47;916

965 42 925 |47, 83;93; 112; 308; 657; 853; 872; 882; 918

967 42 925 | 43; 45; 85; 91; 127; 154; 270; 355; 434; 444; 523; 533; 612;697; 813; 840; 876; 882; 922;
924

968 42 925 |43;45; 131; 133; 219; 221; 307, 309; 395; 397; 571; 573; 659; 661; 747, 749; 835; 837; 923;
925

970 43 968 | 463;507

974 43 968 | 233;255;719; 741

976 43 968 | 187;381; 595; 789

980 43 968 |53;927

982 43 968 | 129; 373; 609; 853




986 43 968 | 95; 157;301; 685; 829; 891

988 43 968 | 85; 147;289; 699; 841; 903

991 43 968 |44;473;518; 947

992 43 968 |277;301;379; 419; 573; 613; 691; 715
993 43 968 |260;317;676; 733

994 43 968 |51;943

995 43 968 | 174; 238; 347; 406; 589; 648; 757; 821
997 43 968 |57;131;137; 191; 261; 736; 806; 860; 866; 940
998 43 968 | 119; 189; 369; 433; 565; 629; 809; 879
999 43 968 |209; 226; 239; 305; 694; 760; 773; 790
1000 43 968 | 173;237;763; 827

(**) — Mancha de erros(Patch) compacta coincide com a mancha de erros casada.

Para

n; — Numero de linhas do co6digo matricial

d; — Distancia de Lee

Ny — Peso da Mancha de Erros




Apéndice 111

Codigos Lineares de Bloco

II1.1 Introducio

Os cddigos de bloco podem ser caracterizados pelo seu processo de codificagdo, que consiste
em segmentar a mensagem a ser transmitida em blocos de k digitos e acrescentar, a cada
bloco, um total de n-k digitos de redundancia. Estes por sua vez, sdo obtidos a partir dos k
digitos de mensagem e destinam-se a deteccdo e corre¢do de erros que porventura venham a
afetar a transmissdo. Estes erros sdo acarretados pela presenga de ruidos durante uma
transmissdo. Tais erros podem ser esporadicos e independentes, sendo entdo designados de
erros aleatorios ou podem ocorrer em surtos de varios erros de cada vez e sao chamados de

surto de erros, neste caso diz-se que o canal de comunicacdo tem memoria.

Nos chamados cédigos lineares de bloco, os digitos redundantes sdo calculados como
combinagdes lineares dos digitos de informagdo. Para isto, sdo empregadas ferramentas

matematicas como a algebra linear e a teoria de corpos finitos, ou campos de Galois.
Um cddigo linear de blocos bindrio ¢ do tipo (n,k,d) sendo formado por um conjunto
de 2" n-uplas binarias, chamadas palavras-codigo, as quais diferem entre si em pelo menos d

posicdes e formam um subespaco do espaco vetorial de todas as n-uplas.

O processo de codificagdao € mostrado a seguir.



Sequéncia de dados ndo codificada

k digitos de informagdo

Codificador de Blocos

l

Geragao do bloco com n digitos

Sequéncia de dados codificada

Figura III.1 — Esquema do codificador linear de blocos.

A titulo de exemplo, com o objetivo de esclarecer os conceitos mostrados, considere-
se o codigo (7,3,4), cujas equagdes para calculo dos digitos redundantes, ou digitos de

verificacdo de paridade, sdo as seguintes:

Cl=k1@ k2,02=k2@ k3,
C3=k1@ k3e04=k1® kz@ k3.



Definicao III.3.3 — Distancia minima de um cdédigo ¢ a menor distancia de Hamming

encontrada entre suas palavras-codigo.

Em um co6digo que tenha distancia d, o menor numero de mudangas necessarias para
converter uma palavra-codigo em outra ¢ pelo menos d. Portanto, a ocorréncia, durante a
transmissdo, de até d —1 erros por palavra-codigo poderd ser detectada, pois o resultado serd
uma n-upla que nao pertence ao codigo. Com respeito a corregdo de erros, uma vez detectada
a presenca destes, deve-se decidir por qual palavra-cdédigo ¢ a mais proxima da n-upla
recebida, em termos da distancia de Hamming. Esta decisdo sera sempre correta desde que o
padrao de erros a atingir uma palavra-codigo seja constituido de no maximo ¢ erros € que

satisfaca a seguinte relagdo

2+1<d. (I1L.3)

Definicao II1.3.4 — A taxa de codigo ou eficiéncia do codigo ¢ dada pela relagdo entre a

dimensao do codigo, &, € o comprimento do codigo, n, ou seja,
R=k/n, (111.4)
em que

R — Corresponde a taxa de codigo.

I11.4 Sindrome de Erros e Decodificaciao

Supondo-se que uma palavra v, de um codigo linear, com matriz geradora G e matriz de
verifica¢do de paridade H, ¢ transmitida por um canal ruidoso. No receptor, devido ao ruido
introduzido na transmissao, ¢ recebida uma n-upla r, que difere da palavra-codigo v,. A tarefa
do decoficador € recuperar v, a partir de r,. O primeiro passo na decodificagdo consiste em se

verificar se r, ¢ uma palavra-codigo valida. Isto ¢ feito da seguinte forma

reH =s,, (11L.5)



em que s, representa um vetor com n — k componentes, chamado de sindrome. Se s, = 0 entdo
ndo ocorreram erros, ou seja, r, = vy. No entanto, caso sy # 0, r, ndo ¢ uma palavra-cédigo e o
decodificador ira utilizar esta sindrome para fins de detec¢do e/ou correcdo. A  n-upla

recebida r, pode ser escrita como
Fy =V T e (I11.6)

em que e, ¢ uma n-upla representando a configuragdo de erros.

O processo de decodificagdo envolve uma decisao sobre qual palavra-codigo foi
transmitida. Uma maneira sistemdatica de implementar a decodifica¢ao ¢ distribuir
as 2" n-uplas em 2"* conjuntos distintos, sendo que cada um deles possui apenas uma palavra-
codigo valida. Desta forma a decodificagdo serd feita corretamente se a n-upla recebida
estiver dentro do subconjunto. A titulo de exemplo, pode-se colocar as k n-uplas vélidas

encabecando cada subgrupo, como mostrado a seguir:

0 k
Vx1 Px2 i, Yx2 -1

k
€x1 exl@v,d exl@vxg .................... ex169vx2 -1

As linhas subsequentes sdo formadas de maneira andloga, sendo que cada nova linha

comega com um elemento nao usado previamente.

As linhas obtidas sdo chamadas de classes laterais e o elemento mais a esquerda em

cada classe lateral ¢ chamado de lider, e este arrando ¢ chamado de arranjo padrao.

I11.4.1 Decodificacao por maxima verossimilhanc¢a

Esta forma de decodificagdo ¢ baseada na expectativa de que todas as palavras-codigo (n,k,d)
tenham a mesma probabilidade de serem enviadas através de um canal.

Desta forma, ao receber uma n-upla r., o decodificador compara-a com todas as
possiveis palavras-codigo. Exemplificando para o caso bindrio, isto significa que se compara
re com as 2° n-uplas distintas que formam o codigo. A palavra-codigo que estiver mais
proxima de ry, em termos da distdncia de Hamming, ¢ a selecionada, ou seja, escolhe-se

aquela que diferir o menor niumero de posi¢des em relacao a r,.



I11.4.2 Decodificacdo por busca sistematica

Consiste em associar cada sindrome nao nula uma configuracio corrigivel de erros. Uma das
propriedades do arranjo padrao ¢ que todas as n-uplas, pertencentes a uma mesma classe
lateral, ttm a mesma sindrome. Baseando nesta propriedade pode-se aplicar o seguinte

procedimento de decodificacao:

1. Calcular a sindrome para a n-upla recebida.

2. Por busca sistematica, achar o padrdo de erros corrigiveis, ou seja, o lider da classe lateral
associado a sindrome da n-upla recebida.

3. Subtrair da n-upla recebida a configuragdo de erros encontrada no passo anterior a fim de

corrigi-la.

I1L.5 Codigos Simples

A seguir sao apresentados alguns cddigos simples que dao uma nog¢do da construcao destes

tipos de codigo.
II1.5.1 Cédigos de Repeticio

E caracterizado pelos seguintes parametros: k=1, ¢, 2 1en=k+n.=1+ n., em que k
corresponde a dimensdo do codigo, n corresponde ao comprimento do codigo e n.
corresponde ao nimero de digitos redundantes. Como k£ = 1, este codigo tem apenas duas

palavras, uma delas ¢ uma sequéncia de n zeros e a outra ¢ uma sequéncia de n 1’s.
IT1.5.2 Codigos de um unico digito de paridade

Estes codigos t€ém um tnico digito redundante por palavra. Este digito redundante ¢ calculado
de modo a tornar par o nimero de digitos 1’s na palavra-cédigo. Os pardmetros destes
codigossdo: k> 1,n.=len=k+n.=k+1.

A distancia de Hamming e a eficiéncia destes codigos sdo respectivamente d =2 ¢

R=k/n=k/(k+1).



I11.5.3 Codigos de Hamming

Estes codigos sdo lineares e corrigem um erro por palavra, ou seja, tém distdncia minima
igual a trés. Sdo codigos que tém comprimento n < 2™ —1. Esta condi¢do sobre n assegura a
disponibilidade de redundancia suficiente para verificar a ocorréncia de um erros numa

palavra, porque o numero de sindromes nao nulas, 2" — 1, é sempre igual ou maior ao nimero

de posi¢des onde um erro pode estar.

Um tipico exemplo pode ser dado pela construgdao do cddigo de Hamming (7,4,3), em

quen="7,k=4ed=3, desta forma o numero de digitos redundantes ¢ n.=n—k=7—-4=3.

A palavra-codigo ¢ formada da seguinte forma:

Palavra-codigo

kil k| ks | ks | 1| e | c3

em que

Clzkl@ kz@ k3,

szkl@ k3@ k4e

C3=kz@ k3@ k4.



Cada bloco que contem trés digitos de informacao ¢ codificado em uma palavra-codigo de

sete digitos. Para ilustrar, observe-se os seguintes casos.

Mensagens Palavras-codigo

ki kb Kk ki ko ks ¢ ¢ 3 ca
0 0 1 0 01 01 11
1 o1 =2 1011100
1 11 1 110 0 0 1

II1.2 Representacao Matricial

As palavras-cédigo podem ser representadas por vetores com n componentes. Estes
componentes sdo em geral elementos de um corpo finito com ¢ elementos, representado por
GF(g), também conhecido por campo de Galois. Comumente ¢ empregado o campo bindrio,
cujos elementos sao representados por 0 e 1, i.e., fazem parte de GF(2). Um cddigo linear de
blocos, como foi citado, constitui um subespaco e qualquer palavra-cédigo pode ser
representada por uma combinacdo linear de vetores da base do subespaco. Os vetores da base
contituem as linhas de uma matriz, chamada matriz geradora do codigo [32]. Esta matriz ¢

formada de k linhas e n colunas e para o exemplo mostrado anteriormente ela pode ser

representada como

1 0 0 1 0 1 1
G=|0 1 0 1 1 0 I
0 0 1 0 1 1 1

A partir desta matriz geradora G pode-se formar uma outra matriz H, com n-k linhas e
n colunas, tal que o espaco das linhas de G seja ortogonas a H, isto é, se v, ¢ um vetor no

espaco das linhas de G entao

v H =0. (IIL.1)



Esta matriz H ¢ chamada de matriz de verificacdao de paridade do codigo, e pode ser

representada como

H=[hy: L, (I11.2)

em que Ay € uma matriz (n-k) X k e I, € uma matriz unitaria (n — k)x(n-k).

A matriz geradora G forma um cédigo (n,k,d), em que n representa o comprimento da
palavra-codigo, k ¢ a dimensdo e d representa a distdncia minima de Hamming [32].

A titulo de ilustracdo a matriz de verifica¢do de paridade, H, para o exemplo anterior ¢

a seguinte

I 1 0 1 0 0 0

0 1 1 0 1 0 0
H=

I 01 0 0 1 0

I 1 1 0 0 0 1

I11.3 Distancia Minima e Taxa do Codigo

A capacidade de deteccao e/ou correcao de erros por um codigo linear de blocos esté ligada a
um parametro designado por distdncia minima. Antes porém de definir este pardmetro ¢

imperioso que se fagcam algumas defini¢des preliminares.

Definicao I11.3.1 — Peso de Hamming corresponde ao nimero de posi¢des ndo nulas de um

vetor.

Defini¢ao II1.3.2 — Distancia de Hamming entre dois vetores, de mesmo numero de

componentes, corresponde ao nimero de posi¢cdes em que estes vetores diferem.

Exemplo I11.3.1- Considerando os vetores vy; = (0, 1,0, 0,2) e vyo = (1, 1, 0, 3, 2), 0s pesos de
Hamming destes dois vetores sdo 2 e 4 , respectivamente. A distancia de Hamming entre estes

vetores ¢ igual a 2.
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Apéndice 1V

Lista de Simbolos

(n,k,d)

(n,k,b)

Gu

Gy

(nnykiks,d)

R
("1712, kik, b)

(ij)
fj)
dm
Sh
S

Sa
(nmy, kiks, b, s)

b,xbj

Distancia de Hamming

Indica o formato de um cddigo linear de blocos com comprimento n, dimensdo k e
distancia de Hamming d

Comprimento de um surto de erros

Indica o formato de um codigo linear de blocos com comprimento n, dimensdo k e
capacidade de corregdo de surto de erros de comprimento b

Indica a capacidade de corregdo de erros aleatdrios ou em surto em Codigos corretores de
erros aleatorios ou Codigos corretores de erros em surto, respectivamente

Matriz geradora de codigos de tnico digito de paridade com palavras dispostas na direcdo
horizontal

Matriz geradora de codigos de unico digito de paridade com palavras dispostas na direcao
vertical

Formato de codigo matricial de blocos para corre¢do de erros aleatdrios, com n; linhas e
n, colunas, com dimensdo vertical k; e horizontal &, e distdncia de Hamming d

Taxa do codigo corretor de erros que é expressa pela relagdo &/ n.

Formato de codigo matricial de blocos para corregdo de surtos de erros, com #; linhas e n,
colunas, com dimensdo vertical k; e horizontal k, e comprimento do surto de erros b

Indica a posi¢do de um digito dentro de uma palavra-codigo de um coddigo matricial, em
que i € o nimero da linha e j € o nimero da coluna.

Funcdo que calcula, em algarismo decimal, a posi¢@o correspondente ao digito pertencente
a um codigo matricial

Representa a distancia entre as posi¢oes (i;,7;) € (i) de um co6digo matricial

Sindrome Horizontal

Sindrome Vertical

Sindrome Diagonal

Formato de c6digo matricial de blocos para corre¢do de surtos de erros, com n; linhas e n,
colunas, com dimensdo vertical k; e horizontal k,, comprimento do surto de erros b ¢ s
indicando o intervalo de leitura entre diagonais sucessivas

Corresponde a uma mancha de erros de dimensdo b; x b;, em que b; corresponde a
profundidade vertical e b; a profundidade horizontal

Numero de erros presentes em uma mancha de erros de dimensao b; X b;



n;xn;

(n;-1)x(ny-1)

X1y X2, X3,

I oM

(b,n)

c a &

>

N N

~

Y,

Indica a rotagao de um vetor qualquer em ¢ posi¢des para a direita

Indica a rotag@o de um vetor qualquer em ¢ posigdes para a esquerda

Representa um unico inteiro x, 0 < x < v-1, tal que k= u(mod v)

Representa uma estrutura matricial ou de blocos com #; linhas e n, colunas

Representa uma estrutura matricial com (n;-1) linhas e (n,-1) colunas

Arranjo matricial de dimensao n;xn,

Arranjo matricial de dimensao n;xn, com entrelagamento unidimensional

Arranjo matricial de dimensao (n,-1)x(n,-1)

Arranjo matricial de dimensao n;xn, com entrelagamento feito pela rotagdo das linhas
Arranjo matricial de dimensdo 7,xn, com entrelagamento nas linhas e colunas
Especifica o nimero da linha em um cédigo matricial

Especifica o nimero da coluna em um codigo matricial

Representa uma seqiiéncia de digitos

Indica a capacidade de estocagem de entrelagamento

Indica a capacidade de estocagem de desentrelagamento

Representa uma linha de retardo de D simbolos

Corresponde ao nimero de linhas de retardo em um ramo do entrelagador convolucional
Formato de um entrelagador com palavras-codigo de comprimento n e capacidade de
corregdo de surtos de comprimento b

Formato de um desentrelagador para o entrelagador do tipo (b,n)

Corresponde a posi¢do de um digito na seqiiéncia original de dados

Corresponde a posi¢do de um digito na seqiiéncia original de dados restaurada

Retardo fixo introduzido pelo par entrelacador-desentrelacador

Fungdo que gera o valor minimo entre duas ou mais variaveis

Func¢do que gera o valor maximo entre duas ou mais variaveis

Maximo retardo a que ¢ submetido um digito dentro do entrelagador

Registrador deslocamento de niimero x.

Profundidade de entrelagamento

Comprimento do bloco de digitos no esquema de Forney

Cddigo linear de blocos

Quantidade de palavras-codigo separada de um cdédigo C para a formacdo de um
subconjunto matricial Z

Matriz de dimensdo Q x Q formada por Q palavras-codigo de um cédigo linear de blocos
C

Mancha de erros b; x b; com £=w < Q erros

Submatriz de Z com dimensido 7 X s, com r = s

Submatriz de Z com dimensdo » X s, com r # §

Matriz de Transformacgédo Linear

Matriz de Transformacéo Linear Inversa

Posigao dos digitos em uma matriz entrelagada



tL‘ om

tsem

)

x5y

dy

I

L

Determinante da matriz T’

Corresponde as coordenadas dos digitos, (i), em um formato matricial

Corresponde as coordenadas transladas dos digitos, (i’,j "), em um formato matricial

Ganho de entrelacamento

Capacidade de correcdo de erros de um codigo matricial empregando entrelagamento

Capacidade de correcao de erros de um codigo matricial sem entrelagamento

Numero de erros, em uma matriz OxQ, espalhados pelo processo de entrelagamento

bidimensional

Coordenadas dos digitos em um codigo matricial, em que x; indica posi¢do do digito no

sentido horizontal (na linha) e y; no sentido vertical (na coluna).

O equivalente a (x,y;) para uma palavra-codigo de um c6digo matricial que foi submetida

ao processo de entrelagamento unidimensional

Valor inteiro positivo relativamente primo a n; que faz parte da matriz de transformacéo

linear 7' que executa entrelagamento unidimensional

Parimetro que faz parte da matriz de transformagdo linear inversa T que perfaz o

desentrelagamento

Distancia de Lee

Matriz unitaria de ordem 2

Inverso aditivo de £’ médulo n;

Peso maximo de uma mancha-d;,



Hi

e,

Ve

p
E,,
G’
g,i

E’,
Ng

(1Y)
Py()

Ne (w)
N[e(wmin)

Periodo de repeti¢do do padrdo do entrelagamento unidimensional
Fungdo de Euler que determina a quantidade de nimeros relativamente primos e menores
ao argumento da fungao

Matriz geradora de um codigo g-ario C

Matriz identidade de dimensao k x k& que compde a matriz G

Matriz de dimensao k x (n-k) que compde a matriz G

Matriz de embaralhamento, densa e ndo-singular

Matriz de embaralhamento inversa

Bloco de texto claro com dimenséo k&

Bloco de texto claro com dimensdo £ com digito “1” apenas na posi¢ao i
Matriz geradora de um cédigo g-drio C

Matriz identidade de dimens&o & x k& que compde a matriz G

Matriz de dimensao k x (n-k) que compde a matriz G

Matriz de embaralhamento, densa e nao-singular

Matriz de embaralhamento inversa

Bloco de texto claro com dimensao &

Bloco de texto claro com dimenséo & com digito “1” apenas na posi¢ao i

Palavra-codigo do codigo C (n,k,d) gerada pelo produto 4SG

Codigo de erro de comprimento n

Palavra-codigo gerada pela adi¢do de 77 com e,

Bloco de texto cifrado com dimensao n obtido da permutacdo das coordenadas de r.
Matriz de permutagdo

Matriz de permutagao inversa

Representa um surto aleatorio de erros de comprimento / ¢ peso w

Matriz geradora de um cé6digo g-drio C permutada por P

Corresponde a i-ésima coluna da matriz G’

Representa um surto aleatorio de erros de comprimento / e peso w permutado por P
Numero de codigos corretores de erros que sdo combinatoriamente equivalentes para um
dado conjunto de parametros b, n,d e k.

Par texto claro/ texto cifrado

Fator de trabalho do criptoanalista

Célculo de probabilidade

Numero de vetores de erro de peso w

Total de vetores de erro para um dado w,;,

Numero de operacdes necessarias para resolugdo de uma criptoanalise

Matriz de verificagdo de paridade

Numero primo qualquer

Indica a quantidade de mensagens de texto claro toda nula, usada no esquema de Al Jabri
Indica a quantidade de mensagens de texto cifrado separada do total de M’ com b posi¢des

nao nulas, usada no esquema de Al Jabri



Iy

ylm

M,(x)
MMC()

hy
I n-k
MDC/]

Ci

Vx

Iy
Sx
€x

ne

Indica as posig¢des de digitos “1” no b-texto cifrado

Corresponde a um Im-esimo b-texto cifrado obtido no esquema de Al Jabri, em que 1 < /m
<M

Conjunto contendo informagdes das posi¢cdes ndo nulas de um b-texto cifrado yy,
Conjunto obtido a partir dos conjuntos S, contendo o elemento i,

Conjunto obtido a partir do ordenamento dos conjuntos Q;;

Indica uma y~ésima permutagdo, em que 1 < w < n, usada no esquema de permutacdo
adaptativa

Campo de Galois g-ario

Polindémio primitivo

Raiz primitiva de um polindmio primitivo p(x)

Corresponde a uma palavra-codigo

Polinomio gerador

Sequéncia de texto claro ou mensagem/dados a ser codificada

Codigo Reed-Solomon

Cddigo BCH

Indica a posicéo dos digitos em cada coluna no esquema de Patel-Hong, em que 0 <i <7
Denota o niimero da linha no esquema de Patel-Hong, em que 0<;<8

Sindrome de nimero x
Ordem multiplicativa de ¢ modulo # de um campo de Galois g-drio GF(q™ )

Distancia projetada para o codigo BCH

Classe ciclotomica de ordem r

Polindmio minimo

Fungdo que gera o minimo multiplo comum entre os pardmetros relacionados no
argumento da funcao

Corresponde a uma matriz (n-k) X k que compde a matriz de paridade H

Corresponde a uma matriz unitaria (n-k)x(n-k) que compde a matriz de paridade H

Fun¢do que gera o maximo divisor comum entre os parametros relacionados no argumento
da fungdo

Corresponde ao i-esimo digito de paridade de uma palavra-codigo pertencente a um codigo
linear

Corresponde ao i-esimo digito de informacdo de uma palavra-codigo pertencente a um
codigo linear

Vetor no espaco formado pelas linhas de G

Matriz de verificagdo de paridade transposta

Corresponde a uma n-upla recebida que difere da palavra-codigo v,

Sindrome vetorial de n — k elementos

Corresponde a uma n-upla vetorial representando o erro introduzido

Numero de digitos redundantes em um cédigo linear
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