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Introducao

O objetivo desta dissertagao é apresentar resultados da dinamica de uma particula no
potencial de um fio circular homogéneo. Dada a expressao para o potencial do fio circular
(ver [10]), queremos obter algum procedimento numérico para calcular o potencial do fio
circular. Escrevemos este potencial como uma integral elitica de primeiro tipo. Desta
maneira estudamos integrais eliticas e com esta teoria desenvolvemos um eficiente al-
goritmo, baseado na média aritmética-geométrica de Gauss, para calcular numericamente

as integrais eliticas. Estas referenciais podem ser encontradas em [1] e [7].

O estudo desse problema, nao esta totalmente determinado na literatura geral. Os
resultados mais expressivos foram provados por Carlinda Azevédo em seus estudos da
tese de doutorado (UFPE 2003). Os resultados que apresentaremos nos capitulos 2 e 3

sao parte deste trabalho( para maiores detalhes veja [4]).

Nosso maior propésito é o estudo numérico das dérbitas periédicas. Faremos um estudo
em casos particulares, em subespacos que apresentam simetrias do problema, o plano
horizontal (o plano que contém o anel), o eixo z o eixo z. No caso geral, queremos
determinar familias de drbitas periddicas estdaveis. Para isso, estudamos as secoes de
Poincaré que consiste em reduzir o estudo do fluxo de um campo de vetores do R™ a uma
aplicacio em R™!. Construiremos um método numérico para calcular numéricamente

as secoes e as utlizaremos para calcular as érbitas periddicas.

Segue uma breve descricao do contetdo desta dissertacao .



No capitulo 1, apresentamos resultados sobre integrais eliticas e também métodos

numéricos para o célculo das mesmas.

No capitulo 2 apresentamos a construgao do potencial do anel circular e resultados
importantes sobre o potencial. No capitulo 1 ja teremos mostrado numericamente como
obter o potencial em funcao da média aritmética-geométrica de Gauss, neste capitulo

apresentaremos a prova analitica deste fato( veja [4]).

No capitulo 3 apresentamos o estudo em casos particulares e verificares a exiténcia de

orbitas circulares.

No capitulo 4 apresentaremos as segoes de Poincaré e alguns resultados provados pela

analise das secoes .

Finalmente, no capitulo 5, apresentaremos algumas familias de orbitas periddicas

Estaveis da configuracao rz.

Recife, 25 fevereiro de 2003.



Capitulo 1

Integrais Elipticas

Nosso principal objetivo neste capitulo é definir e estudar as integrais eliticas de primeiro,
segundo e terceiro tipo e também apresentar resultados e propriedades envolvendo estas

integrais.

Queremos desenvolver algoritmos para calcular numericamente as integrais elipticas de
primeiro e segundo tipo. Para isso, utilizaremos a média geometrica-aritmética de Gauss,
um algoritmo de grande eficiéncia computacional. Esses algoritmos serao utilizados no

estudo do potencial do anel circular.

Os resultados deste capitulo podem ser encontrados em [1] e [7]. Uma Integral Elitica

¢ uma integral da forma

/R(w,x)da: (1.1)

onde R(w,z) é uma fungao racional de grau trés ou quatro, R(w,z), contém ao menos

uma poténcia impar de w e w? sem fatores repetidos.

Existem trés tipos de Integrais Eliticas : Integral Elitica de primeiro, segundo e terceiro

tipo.



A forma normal das integrais F' e E de primeiro e segundo tipo sdo respectivamente,
¢ do
Flho) = [ ——o—r. (12)
0 1 — k2%sin® ¢

]
Bk ¢) — /0 1 — k2 sin? gdo, (13)

onde ¢ é a amplitude da integral e k£ é o seu modulo. Os valores de ¢ e k sao dados por
0<¢<7e0<k<1. Fazendo-se

x = sing (1.4)
dr = cos¢dp =1 —x2do (1.5)
segue que as integrais acima podem ser escritas na forma
sin ¢ dx
F(k, = , 1.6
(k. 9) 0 \/(1 —22)(1 — k2x?) (1.6)
sing 1 — k242
E(k = —dx. 1.
ko) = [\t (1.7

2
denotadas por K (k) e E(k) respectivamente, definidas por

Quando a amplitude ¢ = I as integrais sao chamadas Integrais Eliticas completas,

) = K(k), (18)

)= E(k). (1.9)

A integral elitica de terceira ordem é dada por

f(n,k,6) = /¢ i
o 0 (1—mnsin®¢)y/1— k2sin’¢
sin ¢ dr
/0 (1 —na?)y/(1 — 22)(1 — k2a?)

(1.10)

onde n é a caracteristica e pode variar de —oo a 00.

Veremos agora um exemplo de aplicacaaode integrais eliticas de primeiro tipo na

mecanica



1.1 Péndulo Simples

Como exemplo de aplicagao das integrais eliticas em mecanica, estudaremos o péndulo.
O péndulo simples consiste em uma esfera fixa a um fio de peso desprezivel. A equacao de

movimento do péndulo pode ser encontrada usando a formulagao lagrangiana da mecanica

Agora definindo a frequéncia de ressonancia como sendo

mgl
wo = Tg’ (1.11)
I =ml? (1.12)
A energia potencial gravitacional e cinética sao dadas por
| R
T = 5[«9 , (1.13)
V. = —mglcosb. (1.14)
O potencial é definido tal que
V(g) —0, (1.15)
e o lagrangeano é entao definido por
1 .
L:T—V:§I(92+mglcose. (1.16)
A equacgao de Euler-Lagrange é dada por
d oL 0L
—— ——=0. 1.17
dt pg 00 (L.17)
Considerando-se que
oL .
o0 P (118)
d (0L .
—(—=) =1 1.19
dt < o0 ) 9, (1.19)
oL
0 —mgl sin 6. (1.20)



Como nosso sistema é conservativo queremos escrever o hamiltoniano do problema.

Por definicao py = g—s. Portanto pg = If. A transformada de Legendre nos dé que

. 1 . 2
Hz@pg—L:5]«92—mgl00s6’:§——9]—mgl(:089. (1.21)

As equacoes de movimento sao

: OH Po

h = — == 1.22
) OH _
Po = S5 = —mglsin 6. (1.23)

Sabemos que existe um angulo maximo 6,,,, tal que ‘é—f = 0, para o qual toda a energia

do péndulo ¢é potencial. Como a energia é conservada segue que
T(0) +V(0) = T(Omaz) + V (Omaz), (1.24)

para qualquer . Portanto

1_/dfN2
§I<E> —mglcos = —mgl cos 0,4z (1.25)
de 2mgl 1
= 4 — 2, 1.2
o 7 (cos® — cos Oar) (1.26)
Orna 1 2mgl (!
/ (cos O — o8 Oppar) 2d0 = %/ dt = V2wt (1.27)
0 0
mgl
onde wy = -

O periodo P ¢é dado pelo tempo de um ciclo completo, ou quatro vezes o tempo da

integral acima. Entao

B 4
\/§w0

emaz
P / (cosf — cos Gmm)*%dQ, (1.28)
0

A integral da tultima equacao é uma integral elitica de primeiro tipo. De fato

0,
0 0 \/Cosﬁdf—cosﬁo = \/iK(sin(e—;)), (1.29)

9




o que nos d&

pP= iK(Sm(e’g”)). (1.30)

Wo

Para um angulo inicial 6, e uma velocidade angular w ,a conservacao da energia nos

fornece
1
—mgl cos 04 = §Iw2 — mgl cos Oy, (1.31)

e resolvendo para cos 6,,,, obtemos

2

w
0,100 = COS0p — ——. 1.32
cos cos by 27 (1.32)

Desta forma, a férmula geral do periodo P é dada por:

4 w? \2
P= w—OK(\/l - <cos90 . 2—%) ) (1.33)

Temos assim que o periodo do péndulo ¢ dado por uma integral eliptica de primeira

ordem.

1.2 Transformacao de Landen

Estamos interessados em calcular numericamente integrais elipticas. O procedimento a
ser desenvolvido neste trabalho , utilizou o comportamento das fungoes eliticas, mudando
o argumento de integragao de forma conviniente. A transformagao mais importante para

0 nosso caso e a transformacao de Landen.

A transformacdo de landen estd baseada em identidades trigonométricas associadas
ao triangulo de lado unitario oposto ao angulo 8 e outro lado 8 oposto ao angulo 2¢ — 0,
onde 0 < 6 < 1. Usando as leis das tangentes e dos senos para este triangulo, obtemos

que

10



Figura 1.1: Triangulo de Landen

tan(f — ¢) = 1 :L g tan ¢. (1.34)

I¢) 1
sen(2¢ —0)  senf)’ (1.35)

A lei dos senos pode ser reescrita de tal forma a obtermos uma expressao para a

tangente de 6.

sen(2¢)
tanf) = —————. 1.36
T B cos(20) (130
Como
tan? 6 sen?2¢
°0 = = 1.37
sen 1+tan?0 1+ 2+ 23cos2¢’ (1.37)
obtemos uma relagao para a derivada da tan € em funcao de ¢
2(1 + [ cos2¢)
d(tan ) = (sec® 0)df = (1 + tan® 0)df = do. 1.38
Portanto,
2(1 + [ cos2¢) 1
df = d 1.
(B + cos2¢)? 1+ tan?6 ¢, (139)
2(1+ B cos2¢)
do = : 1.40
14 (2 + 2cos2¢ (1.40)
Observe que se definimos
46
K = 1.41
i+ a7 Ay
de tal forma que
1—v1—k2
gVl (1.42)
1+ +v1— k2

11



podemos escrever
1+ % +2Bcos2¢ = (14 B)*(1 — k*sen’e). (1.43)

Observe também que

(1 + Bcos2p)?

1 — 3*senf) = : 1.44
fsen 14+ (%2 + 28 cos2¢ ( )
Desta ultima relacao obtemos
(14 Bcos2¢) = /1 — B2sen20/(1 + 3)2(1 — k2sen2¢), (1.45)
e portanto
do 2d
= ¢ : (1.46)
V1= 32sen?0 (14 B)\/1— k?sen?¢
Obtemos assim a seguinte identidade para Integrais eliticas de 1° tipo
1
F(k,¢) = 5(1+B)F(S.9). (1.47)

O efeito da transformagao de (k, ¢) para (3, 0) é o decrescimento do médulo e crescimento
em amplitude. Como veremos, serao estes fatos da transformacao de Landen que se
transformarao em um eficiente algoritmo numérico para o cdlculo numérico de integrais

eliticas .

A 1ltima identidade acima pode ser usada recursivamente. Para isso escrevemos

1

F<Km¢n) = 5(1 +kn+1)F(kn+1a¢n+l)' (1'48)

_ _ 12
by = Lo VIZR Vi- ko (1.49)
1+1-k2

1- kn-ﬁ-l

tan(q§n+1 — ¢n) = Tkﬂ tan an <].50)

com kg =k e ¢g = ¢. Como o médulo de k,, é decrescente , seja N o valor de n para que

ky seja essencialmente zero. Entao como F(0,¢y) = ¢y, n6s temos um método para a

12



evolugao de F'(k, ¢) (heuristicamnete)

Ky, 1) = 5 (14 k) (14 k) (K, 62) =

DO |

F(k,0) = 501 + k) F

~~

(1 +k2)....%(1 +kN1).%.1.¢N. (151)

wlr—‘

(14 k).

l\:)ln—\

Gauss converteu este processo em um simples e eficiente algoritmo que esta baseado

em duas sequéncias ag, Gy, ..... e by, by, .... geradas como segue
1
(py1 = i(an + by) (1.52)
bpi1 = Vapb, (1.53)

com ag = 1 e by = /1 — kZ. Podemos facilmente ver que cada novo a e b sdo as médias

aritméticas e geométricas dos a e b anteriores. Temos que sao validas as seguintes propri-

edades
kpi1 = %, (1.54)
1 kn n n
S = S T (1.5
1-k, b,
ek 0

As duas ultimas identidades sao imediatas. Vamos verificar que vale a primeira iden-

tidade. Para isso usaremos inducao em n. Temos que paran =0

klzl—\/l—kg:ao—bg <157)
1+/1—k ao+by .

Para efeitos de inducao suponha que

Ap—1 — bn—l
f, = onot” Ol 1.58
Qp—1 + bn—l ( )

entao

an, —bp—
T l—f—m 1+\/1 ((Gnt bn— 1)27

an—1+bn_1
2\/ an—1bn—1 b
— - n
1 1 Aypn — bn

an—1+bn_1 a
= —— = 2 = : 1.59
1 + 2+/an—-1bn—1 ]_ + Z_’ﬂ an, + bn < )

n—1+bn-1

k

13



e o resultado segue.

Entao quando N é o valor de n para o qual ay — by € essencialmente zero, nés temos

que
ag a; as an_o 1
F(k = —— ... —.1.¢n. 1.60
(k) 2a, 2as a3 2an_1 2 oN (1.60)
Assim
F(k,¢) ~ on (1.61)
’ ZNGN

1.3 A Avaliagao Completa da Integral Eliptica de 1°
Tipo

Nesta secao determinaremos a uma formula recursiva, a qual representa a evolugao com-

pleta da integral elliptica de primeiro tipo K (k)

Notemos que no triangulo definido por Landen , quando ¢ = Z corresponde a 6 = 7.

2
Temos que F(k,¢) = 2K (k) . Assim obtemos
K(kn) = (1 + kn-i-l)K(kn-i-l): (1~62)

que em termos das sequéncias da média aritmética-geométrica de Gauss ag, ay, ... € by, by, ...

Qn,
K(k,) = K(kpyq). (1.63)
Qp41
Aplicando recursivamente esta relagao
a ag a1 ap a1  AaN-1
Kk)=—K(k)=——K(ky) =—.—.... K(k 1.64
(k) = 22K () = L (k) = 2250 S K (k) (164)
que resulta
1 1 m
K(k) = —K(ky) = —K(0) = — 1.65
(k) = —K (k) = —K(0) = 50— (1.65)

pois

(1.66)

K(O)zF(O,%) :/02 —Vﬂm:g’



obtemos entao que
K(k) ~ —. (1.67)

Com isso provamos que a integral elliptica de primeiro tipo com argumento k& pode

ser aproximada pela média aritmética -geométrica de Gauss.

1.4 Integral Elitica de 2° tipo

Nesta secao iremos determinaremos uma férmula de recorréncia para a integral elitica de
segundo tipo, bem como também uma relagdo para F(k), a integral elitica de segundo

tipo completa.

Como vimos elitica de segundo tipo , é uma integral do tipo

E(k,¢) = /0¢ \/1— k2sin? ¢ do. (1.68)

Portanto
E(k,m) :/ﬂ\/l—kQSiD2¢d¢:2E<k>. (1.69)
0

Usando as relagoes trigonométricas, anteriormente obtidas do triangulo de Landen,

temos que

ST Fsentg — 21+ Bcos20) , (1.70)

(1+ 3)3(1 — k2sen2¢)2
operando com esta relacao obtemos a seguinte sentenga

1

E(8,0) = (1= B)F(k,6) + 5(1+ BBk, ¢) + (1 = (K, k, )] (1.71)

(para maiores detalhes veja [7]) Lembrando que

do
1 — nsen2¢)\/1 — k2sen2¢’

15
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é a integral elitica de 3° tipo. Agora observe que

d k2sen2¢
—/1 — k2sen? — , 1.73
d¢ ¢= 2¢/1 — k%sen?¢ (1.73)

d? 1—k?
——5 V1 —k%sen’p = — /1 — k%sen?¢. (1.74)

do (1 — k2sen2¢)2

Agora integrando ambos os lados da equacao acima de 0 até ¢ obtemos

/jd(dm):l_wf /m (1.75)

do \d¢ o (1— k:%enzgzb 2
disso resulta, usando as relagoes acima, que
k?sen2¢
— =1 — KTI(K* k,¢) — E(k, ¢), 1.76
e portanto
k?sen2¢
1 — K TI(K* k, ¢) = E(k, ¢) — . 1.77
(0 10) = Bk 0) = e (1.77)
Substituindo
senf) = sen2g : (1.78)
(14 5)\/1 — k?sen?¢p
na sentenca acima e usando o fato que
40
k= 1.79
i+ 07 o
obtemos
B(8,0) = (1 — B)F(k,¢) + (1 + B)E(k, ) — Bscno. (1.80)

Agora reagrupando os termos da equacao acima, e usando a relacao de recursao para
integral elitica de primeiro tipo F'(k,¢) = %(1 + B)F(f3,0), obtemos uma relagdo pra

integral eliptica de segundo tipo

E(3,0) ~ 5 F(3.0)+ 2

Bk 0) = 115 e

send. (1.81)

16



Da mesma maneira que fizemos com as equagoes elipticas de primeiro tipo obtemos a

seguinte relagao recursiva
E(kn)
ou em termos dos coeficientes da média aritmética - geométrica de Gauss

2
E(ky) = 22 p(g, ) —

Qp, Ap+1

2

=——F —(1- K . 1.82
T D) = (1= R ) K (K (1.82)

K (knt1)- (1.83)

Nao iremos trabalhar diretamente com a expressao F(k). Para isso definiremos a seguinte

funcao

Q) = —2L 1) (1.84)

Calculando os valores de Q(k,) em termos da sequéncia de Gauss e usando as ex-

pressoes para E(k,) e K(k,), obtemos:

K(kn) — E(kn) _ 2ap41

Q) = =) 2 (0 Q) + (0= b)). (189)

1
definindo ¢, 11 = 3 <an — bn> e obtemos uma terceira férmula de recursao que independe

das demais. Aplicando recursivamente a relacao

Qk) = 2a1(aQ(k1)) + 2a1c4

I 2a 2a
= 2@1 ai (a_;[CLQQ(kQ) + C2]>:| + 2(1161 = 2@1 [f[(]@@(k‘g) -+ CQ]] -+ 2@161
L 1 1
r 2
= 2m 22 (az [%(%QU%) + 03)} )} + 4dazcs + 2a1¢q
[ Qo 2&3
= 2&1 2a— (a—(agQ(kg)))} + 8@363 + 4&202 + 2(1101 (186)
- 1 2
N

Obtemos que Q(k) ~ Z 2'a;c;. Finalmente, da equacdo de Q(k), nés obtemos
i=1

E(k) ~ % (1 - i Qiaic,), (1.87)

=1

que é um algoritmo para calcular E(k) , a integral elitica completa de segundo tipo.
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1.5 A Derivada das Integrais Elitica de 12 e 29 tipo

apresentaremos aqui as derivadas das integrais ellipticas de primeiro e segundo tipo em
funcao das integrais ellipticas de primeiro e segundo tipo, podendo assim serem calculadas
de maneira pratica computacionalmente. Naoapresentaremos a prova pra estas relagoes ,

para maiores detalhes veja [12]

A derivada de K (k) é

dK(k) (! dt E(k) Kk
K W2 - - (1.88)
dk /0 Ja-ea-vi—e ARk
A derivada de E(k) é dada por
dE(k) _ E(k) - K(k:) (1.89)

dk k

18



Capitulo 2

Potencial em um anel uniforme

Neste capitulo apresentaremos uma prova para o seguinte proposicao

Proposicao O potencial do anel circular homogéneo em um ponto P qualquer é dado

por
M

V(P = mga(pz, p1)

comecamos mostrando que as médias aritmética e geométrica de Gauss convergem pra
um mesmo limite. Depois nos concetraremos na prova da proposi¢ao . As provas destes

resultados podem ser encontradas com maiores detalhes em [4].

Seja H um fio circular homogéneo, com densidade linear o constante, centrado na

origem do sistema, com raio a, conforme figura 2.1

Para obtermos uma expressao para o potencial de um anel circular homogéneo , usa-

remos coordenadas cilindricas

x = pcosb y = psinf z2=2z (2.1)

Seja P um ponto do espaco fora de H. Por P tracamos a perpendicular PQ) = z ao

plano que contém o anel. Estendemos o diametro do anel BOA at (). Seja m um ponto

19



Figura 2.1: Fio Circular

do circulo e denotamos:

Pm=p PA=p; PB = ps

(2.2)

Temos que p; e ps sao as distancias minima e maxima de P ao circulo. A massa do fio

é dada por M=2aro. Se o angulo é representado por 2w, o elemento de arco é dado por

ds= 2adw, e a expressao para o potencial entao é dada por
T dw
V = 2a0 —.
o P

Se o comprimento O() é representado por r, entao

p?:<r_a)2_~_22 m—QQ:r2+a2—2arcos2w,
Pi=(r+a)+ 7 0> =r*+a®+ 2% — 2ar cos 2w,

A expressao para p? também pode ser escrita como

2

p? = (r*+a®+ 2% (cos’ w + sin? w) — 2ar(cos

2

w — sin” w)

= [(r—a)*+ 2% cos®w+ [(r +a)® + 2% sin’w

2.2 2 2
= pjcos”w + p3sin” w.

Portanto da equacao 2.3 temos com M = 2anc

o 2M / dw
T Jo \/p}cosw + pisenw.

20
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Observamos que se fizermos uma mudanga de variaveis w = 7 + 1 temos

o 2M / dy
T Jo /plsen* + p3cos?

e assim podemos ver que V' é uma expressao simétrica em p; e po , ou seja

V(p1,p2) = V(pa, p1)

Observamos que

Vo %/ dip _QM/’S dip
T Jo \/sen2¢+2—zcosz¢ P2 Jo \/1—(1—Z—z)sen2w
2M
= Mg
P2

onde

2 di
K(k) =
(k) /0 V1 — Ek2sin®

¢é a integral elitica completa de primeira ordem com

k? o p%

3

2.1 Avaliacao do potencial segundo (Gauss

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

Nosso objetivo aqui é mostrar como o potencial em um anel circular uniforme é dado em

funcao da média aritmética-geométrica de Gauss. Ja vimos no final de 1.3 que a integral

elitica de primeiro tipo é aproximada numericamente pela média aritmética-geométrica de

Gauss. Agora traremos a prova analitica de que o potencial do anel circular homogéneo

em um ponto P é dado pela média aritmética-geométrica de Gauss. estes resultados sao

retratados por [10] e [4]. Mas os detalhes destes resultados foram feitos por Azevedo, C.

em sua tese de doutorado.
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2.1.1 Meédia Aritmética -geométrica de Gauss

Dados dois nimeros m e n positivos, a média aritmética é maior ou igual a sua média

geométrica . De fato, temos que:
(m—n)>>0

m? — 2mn +n? + dmn > 4mn

(m+n)* > 4mn

%(m—i—n) > vmn (2.13)

I

Podemos supor sem perda de generalidade que m > n, entao

m-+n
m>— >\/mn>n (2.14)
m+n . A
Chamamos m; = 5 e ny = y/nm, podemos construir as sequencias m; e n; dadas por

m; + n;
mi+1 = T Ni+1 = /M1y (215)

Temos, considerando o resultado acima que as seguintes desigualdades sao satisfeitas

m>my > My > Mg > .. > My > ... n<n <ng <ns..<ng.. (2.16)

m>n mp>n; Mg >Ny Mg >Ng ... My > N... (2.17)

Agora mostraremos que as sequéncias das médias aritméticas e geométricas convergem

para o mesmo limite.

Proposicao 2.1.1 As Sequéncias m; e n; sio convergentes e convergem para 0 mesmo

limite.
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Demonstragao Pelas trés tltimas desigualdades acima, resulta que m; é descrescente e
limitada por n e portanto converge para um nimero m. Da mesma forma a sequéncia n;
é crescente e limitada por m e assim converge para um nimero 7. Agora mostramos que

m =n. Consideremos a diferenca
Mit1 — Nit1, como  niy1 > n; (2.18)
temos que

Mitr1 — Mg < Myl — 1

1
< §(mz + TLZ) — N,
1
e desta forma
1
0<m;—mn; < i(m—n). (2.20)

Assim tomando o limite quando ¢ — oo vemos que as sequéncias convergem para o

mesmo limite m = 7. ]

Gauss foi quem fez esta analise e chamou este limite de média aritmética-geométrica

de m e n. Denotaremos por M (m,n) ou mga(m,n).

A proposigao seguinte ser usada como resultado pra provar que o potencial do anel cir-

cular homogéneo em um ponto P é dado por V(p) = —————. Para maiores detalhes
mga(pz, p1)
veja [4].

Proposicao 2.1.2 Consideremos o plano vertical que contém o ponto P e o eixo z. O

. . P1 . -
conjunto dos pontos tais que — = c ,constante, formam um circulo C que passa pelo
P2
interior do disco

Demonstracao
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Figura 2.2: Plano vertical

Podemos considerar, sem perda de generalidade, que P pertence ao plano (7, z) , pois
o fio é homogéneo e invariante por rotacao em z. Lembrando que o anel tem raio a e que

p1 € pa sao as distancias minima e maxima de P ao circulo, temos

N2 2\1
C:&:((T a)’+z j (2.21)
P2 ((r+a)®+22)2
= A(r*+a®+22+2ra) =1 +a®+ 2% — 2ra
= 1-A2*+1—-Aa*+ (1 -cA)2?—2ra(l1+c*) =0
1 2
= r2+a2—|—22—2m( +c) =0
(1—-¢?)
Escrevendo
(1+c%)
—q—" 2.22
a a(l — ) (2.22)
obtemos 72 + a? + 22 — 2ra = 0 e assim a equacao do circulo é
(r—ay+z22=a*>-a*=p" (2.23)
que é o circulo de centro (a,0) e raio 3 = o — a®.
Por sua vez (8 é obtido pela relagao
1+ c*\2 4a’c?
2 2 2 2 _ 2
“me= (1—02) S T A
2ac
= 2.24
8= o (221)
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Agora vamos verificar que o ponto P; = a— (3 esta localizado no interior do fio circular

entre a origem e (a,0,0), isto é vamos mostrar que

O<Pi=a—-fF=a—VvVa?2—a®<a (2.25)

De fato, levando em conta que ¢ < 1, temos

_ a(1+c2)_ 2ac_ @
R (e R (e R e
= G 02)&(1 — > (2.26)

1+c*—2¢)

Ca(l—¢?  a(l—c¢?  a(l—c¢) "
Py = 1—c2) _(1+c)(1—c)_ (1+¢) < (2.27)

Assim temos que 0< Pi<a. =

Proposicao 2.1.3 O potencial do anel circular homogéneo em um ponto P qualquer é

dado por
M

Vb= mga(pz, 1)

Demonstragao No caso em que P pertence ao eixo z, temos que ps = p; e entao

A [P 27 A M M
vipy=-22 [ qp=""L2_ T (2.28)
P2 Jo P2 P2 mga(ﬂQa P2)

Consideremos o ponto P; em C da proposicao 2.1.2 no interior do fio e no plano do

mesmo. Se D é a distancia maxima de P; ao fio, resulta da expressao2.10 que
D _
p2V(P)=DV(P) ou seja  V(P)= p—V(Pl) V PeC (2.29)
2
Ou seja, se conhecemos V(P;) , conheceremos o valor do potencial em todo ponto do

circulo que passa por P;. Assim o problema se reduz a encontrar o valor do potencial nos

pontos do segmento OA do fio circular ( devido a simetria do problema).
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(¢}

P
4
};r—(x

Consideremos o anel circular,e note que BOP; A é o diametro. Seja P um ponto sobre
o anel (veja figuras acima) e OP, = b, OP = p e PP, = A. Consideremos os angulos

PP A = a,<POP, = w. Entaoo angulo <OPP; = a — w e o angulo <OP,P =7 — a.

Pela lei dos senos temos que

P b
= 2.
sen(m —a)  sen(a —w) (2:30)
como sen(m — a) = sena
sen(a —w) = —sena (2.31)

Derivando a ultima relacdo em relacdo a « (lembrando que w é fun¢do de «) temos

d
pcos(a —w(a)) (1 - d_w) =bcosa (2.32)
a
dw bcos a

= 1= da pecos(a — w(a))

d — -b
. v pcos(a — w(a)) —beosa

do peos(a —w(a))
dw Aw(a)
- — 2.
7 da peos(a —w(a))’ (2:33)
onde A é dado por
A = pcos(a—w(a))+beos(m — a)
= pcos(a —w(a)) + beosa. (2.34)
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Na figura acima tracamos uma perpendicular a P; P passando por O, determinando
um ponto @ em P, P. Desta forma A = A+ B onde A = QP e B = QP. Obtemos entao

as seguintes relacoes dos triangulos retangulos OQPl e OQP.

cos(av —w(a)) = g (2.35)
cos(a — w(a)) = /1 — sen2(a — w(a)) 2.36)
sen(m — a) = sen(a) = g (2.37)
¢ bsena
sen(a —w(wa)) = P (2.38)

Usando as expressoes obtidas acima, temos que o potencial no ponto P, é dado por:

27 dw
V(P) = —pA ; m
o 2
Ry P
o pcos(a—w(a)) 0 p\/l—z—im
I do

= —pA (2.39)

\ /27r do
P 0/ p?— bisen’a 0 +/preos?a+ (p2 — b?)sena

Temos que as distancias maxima e minima de P, ao anel sao py =a+be ¢ = a —b.

Notamos que

azpl‘Qf—Ql . (a2 =12 = \/p1i = ¢ (2.40)

onde py é a média aritmética e ¢ e a média geométrica. Assim

2 dOé

0 +/P}cos?a+ gisena

V(Py) = —pA (2.41)

Vemos comparando com a expressao inicial para o potencial do anel, que a integral

nao muda pela substituicao de suas médias geométricas e aritméticas .Definimos

( ) /2” do
m,n) =
P o Vm2cos?a + n2sena

(2.42)

27



temos que:
@(p2; @2) = p(a, Va* = %) = p(a+b,a —b) = p(p1, q1) (2.43)

ou seja, fazendo-se m = a + b e n = a — b, obtemos que ¢ satisfaz:

m-+n

plm,n) = p(=—5—, vmn) (2.44)

) . A DPn + qn
Assim podemos definir as sequéncias p,,1 =

€ Qni1 = +/Pnqn -Portanto as
sequéncias p, e ¢, convergem ao mesmo limite mga(p1, ¢;) quando n — oo. Portando

2m do —2mpA -M

V(P = —p)\ _ _ | s
( 1) P 0 \/M2008204+M2sen2a mga(pl,ql) mga<p1 Q1) ( )

o rsultado vale pra qualquer ponto P no disco. Isso foi provado por [4].

Temos que:
D D M
V(P) = —V(P)=———
P2 p2 M(p1,q1)
B M M
D = T i P aDy
aMuna) MDD, 4E)
M
= —— (2.46)
M(plu PQ)
Provando o fato de que V(P) = —% para qualquer ponto P.
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Capitulo 3

Estudo da Dinamica para casos
particulares

Neste capitulo estudaremos a dinamica da particula no campo gravitacional de um fio

circular homogéneo de raio unitario contido no plano (z,y) e com centro na origem.

Faremos o estudo em dois subespacos invariantes: o plano horizontal e o eixo z. A
dindmica no plano vertical esta bem determindada, pois trata-se de um fato particular do
problema de Sitnikov. Veremos que neste subespaco temos solugoes periodicas limitadas
e solugoes ilimitadas que chegam ao infinito com velocidade nula e solugoes que chegam

ao infinito com velocidade positiva. Estes resultados estdo bem retratado em [4].

No estudo da dindamica do plano horizontal, mostraremos que estamos considerando
a dinamica de uma particula de massa unitaria em um campo de forca central,ficando
assim determinado o Potencial efetivo. Neste caso podemos deteminar a existéncia de
orbitas periddicas, vendo que as mesmas eexistem para os pontos de maximo e mininimo
deste potencial .Faremos um estudo numérico deste potencial efetivo, determinando um
diagrama de bifurcagdo dos méaximos e minimos do potencial efetivo, tendo assim a
localizacao das oOrbitas periddiacas circulares. FEste estudo para o caso geral de uma

particula em um campo conservativo encontra-se em [3].

Apresentaremos a prova analitica da existéncia das orbitas circulares fora do anel e
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também que nao existem Orbitas circulares no interior do anel(este resultado foi provado
por Carlinda Azevedo em sua tese de Doutorado Dinamica do Problema do fio circu-
lar Homogéneo). Com estes resultados, e os resultados numéricos provamos o seguinte

resultado

Teorema: Considere o fio circular homogéneo de massa unitiria no plano xy. No
plano horizontal nao exitem drbitas circulares no interior do fio. A existéncia de orbitas

circulares estdaveis se dd no exterior (r > 1)e para momento angular ¢ > 1.53.

Este resultado é muito impotante, pois nos informa realmente a regiao do espago em

que ocorrem as érbitas circulares.

O Hamiltoniano em coordendas cartesianas é dado por

P?+ P} + P?

H(xvyvzaPZ’)Py:Pz): 9

—V(z,y,2) (3.1)

onde V(z,y,z) é o potencial do fio circular. Mas quando determinamos uma expressao
para o potencial do fio circular, levemos em conta a geometria do problema e descrevemos
o potencial somente em funcao das distancias maximas e minimas em relacao ao disco

e a altura z. Isso sugere que rescrevemos o hamiltoniano em coordenadas cilindricas.

P2 p?2 p?
H(r, 2, Py, P Py) = - + =2 + 2—; —V(r,2) (3.2)
observe que By = %—’g = 0, ou seja Py é uma constante de movimento que chamaremos

de c. Desta forma, o hamiltoniano é escrito em fun¢ao da posi¢io (z,y) e do momento

(P, P,) e parametrizado por uma constante ¢

P2 P2 2
H(r,2 Py Popc) = -+ 5 QC—TQ —V(r,2) (3.3)

Estudaremos agora a dinamica no eixo z, visto que este uma singularidade para o

sitema de coordenadas cilindricas.

30



3.1 Dinamica no eixo z

No eixo z , a expressao para o Potencial é obtida fazendo x = 0 e y = 0 na férmula

e e (3.4)
o [P —u(9)] 0o (r—acosd)?+(y—a sen)p
onde u(¢) = (acos ¢, aseng,0) é um ponto do fio parametrizado por ¢. Temos assim
M
(3.5)

V(P) = ———
va?+ 22
onde a = 1 é o raio do fio e M sua massa, que também vamos considerar unitaria. Temos

assim o caso de um potencial unidimensional. (veja figura 3.1)

Grafico do Potencial no eixo z

05

V(z)

-0.5 |

Figura 3.1: Potencial no eixo z

No eixo z temos que a dinamica é dada por
. /
==V (2)
Definindo-se a varidavel v = 2 e a equacao acima pode ser excrita como
Z=v
. !
0 =-V(z2)
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Este sistema é hamiltoniano com fun¢ao hamiltoniana dada por

1
H(z,2) = 522 —V(2) (3.7)
Podemos facilmente ver que existe uma solucao de equilibrio dada por z =0e 2z = 0.

Este equilibrio é um centro. De fato, os autovalores da parte linear sao dados por

A 1 2 1"
V() A '—)\ -V (2)
" 3
como V' (z) = ————— < 0, temos duas raizes complexas conjugadas.
4(1+ 22)2

Assim, dado a emergia do sistema E = H, estamos com a seguinte dinamica no eixo

Se —1 < E < 0 temos solugoes periddicas e limitadas.

Se E > 0 as solugoes sao ilimitadas e chegam ao infinito com velocidade

positiva.
Se E =0 a solucao ¢ ilimitada e chega ao infinito com velocidade nula.

Para maiores detalhes consulte [4]

3.2 Dinamica no plano Horizontal

Nesta se¢ao descrevemos como é a dinamica da particula no plano horizontal. na primeira
parte apresentaremos como € a dinamica em um campo de forgas centrais. para maiores
detalhes veja [3]

3.2.1 O Potencial Efetivo

Seja r a posicao da particula no plano (z,y) sujeita a atragdo gravitacional do fio

circular com massa unitaria. Entao temos que a particula se movimenta segundo o sistema
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mecanico:

= —VV(r) (3.8)

onde V(r) é o poténcial do fio circular restrito ao plano horizontal. Temos entdao que
a particula esta se movimentando em um campo de forca central. Este fato decorre do

potencial vetorial ser invariante em relagao as rotagoes do plano em torno da origem

Teorema 3.2.1 Em um campo central o momento angular C' relativo a origem nao muda

com o tempo.

Demonstragao Por definicaio C' = r x 1, consequentemente C' = 1t X I +r X #. Mas

sabemos que ¥ e r sao colineares e entao C' = 0.

A lei da conservacao do momento angular permite reduzir o problema do movimento
em um campo de forca central planar e independente do tempo a um problema com um

grau de liberdade.

Teorema 3.2.2 Durante o movimento de uma particula de massa unitdria em wm campo
central, a distancia entre ela e o centro varia da mesma maneira que varia r no problema

unidimensional com energia potencial

C2

Uff(?“) = V(T’) + 2—742 (39)

Demonstragao Usando coordenadas polares (r,6), temos que

= e, + rfey (3.10)
Diferenciando novamente obtemos
= (7 — r6%)e, + (270 4 r)ey (3.11)
Como o campo é central
ov oV
- = e 3.12
o o (3.12)
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Desta forma, a equagao de movimento em coordenadas polares sao da forma

. ov
o 92 _ v
T . T .. 87’.
2r04+1r0 = 0 (3.13)
mas pela lei de conservacao do momento angular 0 = % ,entao
r
oV C?
= —— — 3.14
T o +r i ( )
ou
; oU C?
= onde U:V—Fﬁ (3.15)

A expressao U(r) chamamos de potencial efetivo. Em nosso problema, vamos de-

notar o Potencial Efetivo por

2
c
Ups(r) = 55 = U) (3.16)
onde
2 [2
U(r) = ——/ — d0
T Jo /(r+1)2cos?0 + (r — 1)2sen?0
2 B de 2M
m(r+1) /0 1—k2sen20 (r+1) (%) ( )
r—1

2
onde k= 4/1— ( n 1) ; (r — 1) representa a distancia minima do ponto ao anel, e
r

(r+1) representa a distancia maxima ao anel e K (k) é a integral elitica de primeiro tipo.

3.2.2 Estudo das Orbitas

Estudaremos as érbitas das particulas sujeitas a acao deste potencial. Para isso fixamos
um valor para ¢ obtendo assim o grafico do potencial como funcao da distancia r. Desta

forma, obtemos uma familia de potenciais parametrizados pelo momento angular c.
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Seja o valor E da energia total do sistema. Toda orbita correspondente aos parametros
fixos E e ¢ permanece no dominio Uys(r) < E. A fronteira desta regiao é tal que Usy = E

. Ao mesmo tempo, a velocidade na direcao ey da particula nao é zero, pois 6 # 0 para

c# 0.

A inequagdo Ujs(r) < E determina uma ou mais regides anulares no plano

0 S Tmim S r S T'maz S o0 (318)

Temos uma odrbita fechada quando 6 for comensurdvel com 27, ou seja, 6 = 27 .

Quando o angulo ¢ nao for comensuravel com 27 a orbita é densa no anel.

O angulo 6 varia monotonicamente enquanto r oscila entre r,;m € rpee. Os pontos
onde 1 = 7,,;m sao chamados de pericentro e onde r = 7,4, de apocentro. O angulo entre

um pericentro e um apocentro sucessivos é dado por

Tmax

C
dr
rmim T2/ 2(E — Uyp(1))

0 —

(3.19)

Quando 7,im = Tmaee temos o valor de minimo de U, e o anel se degenera em uma

circunferéncia.

Quando os valores de £ sao um pouco maiores que o minimo de Uy o anel 7y, <

r < rmee torna-se bem estreito, enquanto que a érbita é ainda quase uma circunferéncia.

Apresentemos agora o comportameto do potencial efetivo graficamente, para diferentes

momentos ¢ .
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Potencial Efetivo
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05|

Figura 3.2: Potencial Efetivo no interior e exterior do

Potencial Efetivo no interior do Anel
8 T T

03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 3.3: Potencial efetivo no interior do anel
com momento angular ¢ = 1.5

Potencial Efetivo no interior do Anel
16 T T T T T T

uln
®
T

03

Figura 3.D: Potencial efetivo no interior do anel
com momento angular ¢ = 1.7
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anel para momento angular ¢ = 0.5
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Figura 3.4: Potencial efetivo no exterior do anel
com momento angular ¢ = 1.5
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Figura 3.6: Potencial efetivo no exterior do
com momento angular ¢ = 1.7
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Potencial Efetivo no interior do Anel Potencial Efetivo
12 T T 03 T

u(n)

um

03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1 2 3 4 5 6 7
r r

Figura 3.7: Potencial efetivo no interior do anel Figura 3.8: Potencial efetivo no exterior do anel
com momento angular ¢ = 2.0 com momento angular ¢ = 2.0

Analisando estes graficos podemos perceber difertentes comportamentos a medida que
variamos c¢. No interior do anel, observamos que a curva da funcao potencial tem sempre
a mesma forma. Ja no exterior do anel, para momentos angulares pequenos, temos uma
curva crescente que tende a —oo quando r — 1. A medida que aumentamos ¢ podemos
perceber que a funcao potencial, apartir de um certo valor de ¢, apresenta um maximo e

um minimo local.

Na segao seguinte, apresentaremos para que valores de r e ¢ a funcao potencial

apresenta maximos e minimos locais e iremos concluir a existéncia de érbitas circulares

3.2.3 Estudo das Orbitas Circulares

Seja r a posicao da particula no plano horizontal sujeita a atracao gravitacional do fio.
Entao r satisfaz a seguinte equagao de movimento
v'(r)

F=-VV(r)=—-F(r)r= . (3.20)

onde V' ¢é o potencial do fio circular unitario restrito ao plano horizontal e

do

2 [z
——/ (3.21)
T Jo /(r+1)2cos20 + (r — 1)2sen20

U(r) =
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Estamos interessados em verificar a existéncia de solugoes circulares. Para tal consi-

deremos o seguinte resultado:

Teorema 3.2.3 Considere o problema de forca central no plano:

f=—F(r)r (3.22)

Comr = |r|. Para todo k > 0, com F(a) = w?, w # 0, temos que r = ke™* ¢ uma solugdo

circular do problema 3.22
iwt

Demonstragao Seja r = ke*™" | com k constante positiva, w # 0. derivando duas vezes

em relacao ao tempo obtemos

i = —kw’e™ = Wr (3.23)
Assim , r é solucao de 3.2 se, e somente se, —F(r)r = —w?r; |r| = k implica que
—F(ar)r = —w?r, consequentemente F(k) =w? =

Definindo v = 7, temos o seguinte sistema de equacoes

{ Z zU_U}f(r)

O hamiltoniano associado ¢ H(r,v) = 3v* + Uys(r). A solucdo de equilfbrio deste

sistema ¢ tal que ¥ =0 e 0 = —U,,(r) = 0.

Assim estamos interessados em encontrar os valores de r, para os quais U} f(v") =0,
ou seja pontos de maximo e minimo do potencial efetivo.
Proposigao 3.2.4 A equacio r(t) = r*e™t € solucio do sitema 5.8 se , e somente se,
r* € tal que U}f(r) =0, ou seja pontos de mdzximo e minimo do potencial efetivo.
Demonstragao: Observamos que se r* é tal que —U}f(r*) = 0, significa que U’ (r) = %

e = & e portanto obtemos 6(t) = #t

r*
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Fazendo w = (T% obtemos que r(t) = r*e™* do sistema 3.8. Por outro lado se r*(t) =
r*e™! é uma solucdo circular de do sistema 1 entdo pelo teorema 3.2.3 U’ (r*) = w? = %

ou seja U}f(r*) =0, logo r* é ponto critico de U}f =0 m
A justificativa da existéncia dos pontos criticos do potencial efetivo decorre do seguinte
2

argumento; se U}f = 0 entao — = U'(r) . Isto significa que U'(r) > 0. Mas observamos
T

que
Ur)=0<=C=0 (3.24)

logo quando o momento angular é zero nao temos pontos criticos . Precisamos analisar o

sinal de U’ ().

Consideremos o seguinte resultado, provado por [4]

Proposigao 3.2.5 A derivada da fung¢ao U(r) é negativa no interior do fio circular e

positiva no exterior do fio. Ou seja, Se U (r) >0 entdor > 1 eU (r) <0 entdo 0 < r < 1

Demonstracao Temos que no exterior do fio

2 (2 df
utr) = - 2 cos? Gy
T Jo /(r+1)2cos20+ (r — 1)2sen20
B 2 /— df
T a(r+1 2
( ) Jo \/1 — (1 — (:;}) )sen20
—2
r—1\2
onde k* =1 — ( T 1) . derivando U(r) usando a regra da cadeia obtemos que
r
/ 20/ 1 -2 dK(k) 0k
= —— — 2
ur) w@r(r+1) ()+7r(r+1) dk  or (3.26)
ok —2(r—1) _
Como o R 1P temos entao
/ 2 2 r—1\dK(k)
) 7T(?”—|—1)2|: ()+k<r+1) dk ] (3.27)



Como —2— > 0, analisamos o sinal de
w(r+1) ’

K (k) + %(::)%ﬁ) (3.28)
Assim se 7 > 1 entdo U (r) > 0.
Agora supomos que 0 < r < 1. Entao
Ulr) = V=rr+l)= _%/0 v/ (r +1)2 cos? ZG—F (r —1)2sen?
Ulr) = 40 (3.29)

o g3
TR+ ) /0 \/1 — (1= (552) ) seno

Agora observe que, pelo que vimos no capitulo anterior, a integral acima nao muda se

atribuimos os valores de suas médias geométricas e geométricas.

VA —rr+1)=V(H/Q—-r)(r+1), r+l) _5 d _r>) =V(H/(1=r2),1)  (3.30)

portanto

Ur) = VA0d—-rr+1)=V(H/(1-1r2),1)

2 it
T Jo +/cos20 + (1 —r?)sen20
2 (2 do -2
_ 2 __ "k 3.31
T /0 V1 —r?sen?f m (r) ( )
obtemos assim
-2
U(r)=—K'(r) <0 (3.32)
T

pois K'(r) > 0 portantose 0 <r <1 U’'(r) <O.

Logo temos U}f = 0 somente quando r > 1 e portanto para r > 1 temos Orbitas

circulares e para 0 < r < 1 nao ocorrem solugoes circulares. m

Apresentamos entao o diagrama de bifurcagdo dos maximos e minimos do potencial
Efetivo.
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Figura 3.9: Diagrama de bifurcacdo com ponto de bifurcagdo em C = 1.53

Podemos perceber pelo diagrama de bifurcacao que o ponto de méaximo do potencial
efetivo se aproxima do anel a medida que o momento angular aumenta, formando um pico
brusco, ou seja, a derivada da funcao potencial, numa vizinhanca do ponto de méximo tem
grande variagdo (veja figura 3.10).0 ponto de minimo se afasta do anel com o aumento
do momento angular. Mas a medida que o momento angular aumenta,préximo do ponto
de minimo, o potencial efetivo é bastante suave, ou seja, a derivada numa vizinhaca deste

ponto é quase zero (veja figura 3.11).

-0.036 T T T T T T 15.6 T T T T T

-0.0365

-0.037

-0.0375

-0.038

-0.0385

V()
V()

-0.039

-0.0395

10 11 12 13 14 15 16 1 1.02 1.04 1.06 1.08 1.1
r r

Figura 3.10: Potencial efetivo préximo a um ponto Figura 3.11: Potencial efetivo préximo a um ponto
de minimo local de méximo local
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Queremos também estudar a estabilidade das orbitas circulas no plano horizontal.

Para isso consideremos os seguintes resultados:

Proposigao 3.2.6 Seja o sistema mecanico ¥ = =NV (r) e seja o um ponto critico
de V(r), e que seja um ponto de minimo local isolado. Entao a solugdio do sistema

hamiltoniano associado € estavel

Demonstragao Seja Uy = U(rg) e € > 0 de tal forma que V (r) < Uy para ||r — 19| < €.

Defina U(r,v) = H(r,v) + Uy = 3||v||* = V() + Uy > 0 a qual ¢ definida positiva na

vizinhanca de ||r — r¢|| < € com v arbitrério.

Segue que U — H = 0 . Estamos entdo com U(r,v) definida em ||r — ro| < e e U = 0.
Logo pelo teorema de Lyapunov para estabilidade, (rg,0) é uma solu¢do de equilibrio

estével. m

Proposigao 3.2.7 Seja o sistema mecanico i = =NV (r) e seja ro um ponto critico
de V(r),e que seja um ponto de mdzrimo local isolado. Entao a solugio do sistema

hamiltoniano associado € instdvel.

Demonstragao Seja o um ponto de maximo entaoV”(z) > 0 entao o ponto de equilibrio

0,0 é uma sela pois os autovalores da parte linear sao +4/V”(z). =

Entao acabamos de verificar que os equilibrios (rg,0) onde ry é um ponto de minimo
do potencial efetivo, sao solugbes estaveis. E também que os equilibrios (rg,0) onde ry é

um ponto de maximo do potencial efetivo, sao solugoes instaveis.
com estes resultados que provamos podemos enunciar o seguinte teorema, que ja esta

provado

Teorema 3.2.8 :Conidere o fio circular homogéneo de massa unitdria no plano xy. No
plano horizontal nao exitem orbitas circulares no interior do fio. A existéncia de orbitas

circulares estdveis se dd no exterior (r > 1)e para momento angular ¢ > 1.53.
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Sabemos que no interior do fio circular nao existem érbitas circulares. Entao vamos

mostrar a dinamica do problema no interior do fio.

Consideramos a dinamica no eixo x. Consideremos o caso em que C' = 0. Entao

Uss(r) = U(r) onde r = |z|. Entdo o potencial é dado por

V(z) = #K@ - (m - 1)2) (3.33)

(|2 +1) 2|+ 1

O gréfico de V(x) é dado pela figura 3.12 abaixo ver grafico

Assim a dinamica ¢ dada por & = —VV (x). Temos o seguinte sistema:
T=v
v =—V'(z)

e consequentemente, o seguinte hamiltoniano associado

H(z,i) = %x’Q + V(z) (3.34)

Potencial Efetivo no interior do Fio Circular

Figura 3.12: Potencial Efetivo no interior do anel para momento angular ¢ = 0.0
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Seja H = V(0) = —1. Entao para F > H ou para £ < H temos que a particula

converge par ao fio e para H = E a particula ou converge para o fio ou para a origem.
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Capitulo 4

Secao de Poincaré

A secao de Poincaré é um método para reduzir o estudo do fluxo de um campo de vetores

em um espaco de fases de dimensdao R™ a uma aplicacio ( difeomorfismo) em R"~!,

Para isso consideremos a intersecgao das érbitas do campo de vetores com o hiperplano

Y transversal a elas. O primeiro retorno de cada érbita a ¥ define a aplicacao de poincaré
P:YX — X

rg — x(xo,T) (4.1)

onde 7 ¢ o tempo necessario para orbita voltar a 3. Observe que rigorosamente s podemos

definir o mapa de Poincaré em uma vizinhanga de uma oérbita periddica para a qual o

compo de vetores seja transversal. Entretanto, numericamente observa-se que tal condigao

pode ser muito enfraquecida. Para uma drbita periddica v o tempo 7 sera o periodo T" da

orbita. Orbitas vizinhas terao outros tempos 7 ,diferentes, mas préximo de 7.

A conservagao de energia num sistema hamiltoniano, permite a redugao da dimensao
do espaco de fases. A aplicacao de Poncaré pode ser definida restringindo-se o campo de

vetores hamiltoniano a hipersuperficie de nergia

H(q,p) =F (4.2)

Assim, por exemplo se considerarmos como superficie de secao o plano ¢, = 0, po-

45



demos usar qi,qo, ..., Gn_1 € P1,P2, -+, Pn_1 como coordenadas da intersecao de ¥ com a

superficie de energia, e assim determinar p, por meio da equacao acima.

Em nosso problema o Hamiltoniano é dado por

P2 p? 2
H dridz)= —+ =+ ——-U 4.3
(T7Z7 T7 Z) 2 + 2 + 2T2 (T7Z) ( )
2M N . - . .
onde U(r,z) = — K (k). As equagdes de movimento sao as equacoes de Hamilton
P2
OH _

_m T
Z =8P, T P
> OH __ c? 2M a 2y/ar(r+a) \ dK (k) 2M (r+a)
PT _E_T_?’—i_ﬂ'_m(\/ﬂpz B 0 ) dk p3 K(k)
P, = -2 — _2Mzfr(f) 4 2L A0 2vers e

As duas primeiras equagoes do sistema acima sdo facilmente verificadas. Vejamos

como obter a terceira e a quarta equacoes .

Temos que
0OH d /2 0 (2M
— = —|= —(— )K(k
or 8T(2r2)+3r(7rp2) ()
A(=2) 2M 9 /1 2M 0
S I () K(k ——(Kk:). 4.4
2 73 + W@r(p) (>+7r,028r (%) (44)
P2
Como py =+/(r+a)?+22ek’>=1- —;, usamos a regra da cadeia para diferenciar
P2
os dois tltimos termos da equagao acima, ja que ps e k sao fungoes de r. Desta Forma
OH @ M 13Oy M ARG O
or T p?/ Or mpe dk  Or
(4.5)
k
Agora calculamos separadamente % e 8_
or  Or
Ops 0 5 2) > r+a
2 _ 2 = 4.
2= (r+a+z - (4.6)
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Reescrevendo k% = 1 — % explicitamente em funcao de r obtemos
P2

e desta forma

Ok a  2Var(r+a)
or  Varp p

(4.8)

Assim substituindo as equagoes 4.6 e 4.8 na equacao 4.5 obtemos a terceira equagao

do sitema acima.

H 2 2M 2 K(k 2M
or 3 wpy \\arps s dk s
. _ oOH
Agora determinamos a equagao para 5.
OH 0 2M
—— = —(—K(k
0z 0z <7rp2 )
2M 0 /1 2M OK (k) dK (k)
= ——|— ) K(k) + —————— 4.10
T 8z(p2) + wpy 0z dk (4.10)
Novamente Utilizando a regra da cadeia obtemos
OH 2M 1\ 9po 2M dK (k) Ok
—— = |- ) +=Kk)+ ————=— 4.11
0z T ( pg) 0z ( wpy dk 0z (411)
k
Calculando agora separadamente % e 8_ obtemos que
Jz 0z
8[)2 0 2 9 % z
-2 _ - == 4.12
dz 0z <(7"—|—a) e > P2 (4.12)

. g<2\/ﬁ) _ oJarZ (4.13)



e substituindo as equagoes 4.12 e 4.13 em 4.11 obtemos a equagao

H 2M 2M dK (k) 2
LOH _ Mz 2MAK(R) 2/
0z mp5 mpy dk 1

(4.14)

Utilizando a superficie de energia E = H(r, z, P, P,, ¢) podemos escrever

2 4N
Pz:\/zE—PL:f—Jr—K(k)

P2

e assim podemos rescrever as equagoes de movimento na forma

=P,
2:\/2E—P7?—£—§+%K(k)

5 2 2M a 2v/ar(r+a) \ dK (k) 2M (r+a)
Pr - + _(\/sz - pg ) dk - ﬂ_pg k(k)

Obtemos assim um fluxo tridimensional. Fixando-se valores de energia E e do mo-
mento angular ¢, definimos , como superficie de se¢ao Yp o = {(r, 2, P, P,);2 =0 e H(r, 2z, P,, P, c) =

E}. Usaremos (1, P.), como coordenadas da interse¢ao do fluxo com X c.

4.1 Método numérico

O processo numérico para obtencao da secao de Poincaré, consiste na integracao numérica
das equagoes de movimento. Para isso fixamos um nivel de energia, um momento angular
¢ e uma condigao inicial (r, P.), sobre a secao ( ie, z = 0) e assim obtemos P, como

descrito acima.

Percorremos a érbita, e marcamos os pontos de interseccao desta com o plano z = 0,

numa dire¢ao de P, fixa (no nosso caso P, > 0). A intersec¢ao ¢é detectada analisando-se
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o sinal do produto da coordenada z da etapa atual com a coordenada z da etapa anterior.

Se este produto for menor que zero, entao marcamos o ponto z.

Ao analisar os resultados podemos perceber, que o o algoritmo nao garante a priori,
que o ponto esteja exatamente sobre a secao . Uma técnica usual, consiste em integrar o
sistema obtendo-se uma sequéncia de pontos da trajetoria e avaliar cada ponto até que
uma mudanca de sinal em 2z seja detectada. Isto significa que a superficie de secao foi
cruzada. O ponto de intersecgao da trajetoria com a secao pode ser entao determinado

por uma interpolacao ,bisseccdo ou Newton.

Pode-se usar féormulas de interpolacao de qualquer ordem, mas isso requer um pro-
grama muito complexo. A solucao é encontrar um esquema de integracao no qual o ponto
de integragao caia exatamente sobre a secao Y. Para isso requeremos , que o esquema
de integragao devera comportar etapas de tempo independentes, i.e, cada nova etapa de
tempo pode ser calculada independente do procedimento das demais. Mas esta imposicao

é permetida por um integrador de passo simples, por exemplo um Runge-Kutta.

Em nosso caso, a superficie de secao é z = 0. Notemos que se a superficie de secao
estivesse definida por uma condicdo na variavel independente , seria trivialmente facil
obter uma integragao até extamente a Y, meramente escolhendo um intervalo de tempo

apropriado. Desta forma, nés nao podemos obter sua evolugao na variavel de integragao

Entao fizemos uma reparametrizacao do sistema de equacoes diferenciais em que z

seja uma varidvel independente (para maiores detalhes veja [9]). Isto é feito dividindo-se

o . : . dz
as trés primeiras equagoes por P, e invertendo a equagao e
Assim o sistema fica determindado por:
dr _ P,
dt — P,
d _ T
dz =~ P,
ar _ 1 (& am o 2y/(an)(r+a)\ dK(k) 2M(r+a)k(k)
dt P.\ 3 P2 /(ar)pg 03 dk 3
ap, _ 1 [ _2M=z 2M dK (k) 2v/arz
dt — P, ( mp3 K(k) wp2 dk 03
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O lado direito depende agora da variavel independente z. O procedimento pratico con-
siste em integrar o sistema normal até que uma mudanca de sinal seja detectada, entao
mudamos para o sistema modificado, usando o ultimo ponto calculado como condicao ini-

cial. Integramos assim o novo sistema para um passo, tomando como passo de integragao

Az = -8, (4.15)

isto nos leva exatamente a superficie de secao . Apds ter anotado as coordenadas do

ponto, voltamos aos sistema inicial para continuar a integragao .

O tnico erro neste procedimento estd no erro de integracao do sistema modificado,

que é o mesmo erro de integracao do sistema inicial.

Os dois sistemas, o inicial e o modificado, podem ser fundidos em uma forma simples.

dt
definimos 7 como a nova variavel independente e k = —. Entao o sistema pode ser defi-

. dr
nido como

( dr
o kp,
&L=k
dr
ar. __ E | 2M a _ 2y/(ar)(r+a) \ dK (k) _ 2M(r+a)
dr k r3 + 7Tp2( (ar)p2 03 ) dk o3 k(k>)
apP, __ 2M =z oM dK (k) 2/arz
T =R T KR T T )

Assim para obter os sistemas inicial e modificado basta tomar , respectivamente k = 1

1
k=—
ou 2
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4.1.1 Secao 1 : Método de analise

Como vimos as secoes sao parametrizadas por um nivel de energia e um momento angular.

Por exemplo, comecamos fixando a energia £ = —0.8199 e o momento angular ¢ = 0.5,

obtemos a Se¢ao de Poincaré da figura 4.1.

1.5 T T T T T T T
1k i
0.5 - o .
0 (1 ) ) 2 4 ) i
N e e
05 | -
-1+ -
15 1 1 1 1 1 1 1
0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4
Figura 4.1: Se¢do de Poincaré com E = —0.8199 e momento angular ¢ = 0.5. Os pontos periédicos 1, 2, 3, 4

correspondem a 6rbitas periédicas

Podemos ver varias érbitas na secao de Poincaré geradas por diferentes condigoes

iniciais (r, P,). As figuras 4.2 a 4.12 mostram algumas destas érbitas.
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0.4 0.4
0.1 0.1
ol ol
0.1 -0.1
02l 02
03l 03
0.4 04 . . . . . . L
0.6 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 13
Figura 4.2: Orbita cadtica na configuracdo rz com Figura 4.3: Orbita cadtica na configuragao (r, z)
(r, Pr) = (0.92,0.0) com (r, P.) = (1.1, —0.5)
0.4 T T T T T T 0.4
03 g o3 2 —==
0.2 1 02
01 g o1l
£ of — ol
04 b 1 041
0.2 4 02l
03 4 sl N
04 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 13 1.4 70.40>7
Figura 4.4: Orbita periédica (2) na configuragao Figura 4.5: Orbita vizinha a érbita periédica na
(r,z) com (r, Pr) = (1.075221277,0.0) cnfiguragao rz (r, Pr) = (1.33,0.0)
04 : : : : : : 04 :
e
03 [ 1 03 | #
02| 4 02l
01 1 041 F
[ 0r q ok
o1 1 0.1 1 /
oz 1 02 '
03l f S
-0.3
04 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 13 1.4 -0. 40 08 0“9 p ™ > 3 ]
Figura 4.6: Orbita periédica (3) na configuragio Figura 4.7: Orbita vizinha a érbita periédica na
rz com (r, Pr) = (0.8821,0.65136), com perfodo=5.04 configuragdo rz com (r, Pr) = (0.85,—0.6)
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Figura 4.8: Orbita periédica (1) na configuragao
rz com (r, Pr) = (0.729569722,0.0), comperfodo=2.51
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Figura 4.10: Trajetéria da érbita (1) no espago
tridimensional relativa a o6rbita quasi periédica com
(r, Pr) = (0.729569722, 0.0)

03

T
‘orb.out'
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03 . . . . . .

06 07 08 09 1 1.4 1.2 13

Figura 4.9: Orbita vizinha a érbita periédica na
configuragao com (r, P) = (0.70,0.0)

Figura 4.11: Trajetéria da érbita (2) no espago
tridimensional relativa a érbita quasi periédica com
(r, Pr) = (1.07,0.0)

Figura 4.12: Trajetéria da Orbita (3) no espago tridimensional relativa a érbita quasi periédica com (r, Pr) =

(0.88218, 0.65136)
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A andlise das se¢oes de Poincaré nos permite uma visao global da dinamica. A
figura 4.1 representa a secgdo de Poincaré(r, Pr) caracterizada pelos parametros energia
e momento angular, com varias condigoes iniciais. Vemos nesta secao regioes regulares
e regioes caoticas. Podemos vizualizar cada uma destas configuragoes no plano de

configuragoes (r,z) (veja figuras 4.2 a 4.9 acima).

Sabemos que todas as propriedades basicas do fluxo sao refletidas na secao . Em
particular, é facil ver que trajetorias periddicas do fluxo, correspondem a pontos periddicos

na secao .

A estabilidade também é preservada. Trajetérias estaveis (instdveis ) do fluxo cor-
respondem a pontos estaveis (instdveis) do mapa. Trajetérias instaveis, chamadas de
cadticas aparecem na secao como uma sequéncia aleatéria de pontos que convergem

uniformemente em areas do plano da secao .
Trajetorias regulares, representam curvas simples fechadas na secao .

Chamamos a atengao mais uma vez para o fato de que nossas Secao estao determi-
nadas, por dois parametros: energia e momento angular. Portanto, para um estudo bem

detalhado, temos de levar em conta estes dois parametros.

Desta maneira estaremos considerando duas formas para o estudo da dinamica da
particula e também desta forma, as familias de érbitas periddicas ficam sujeitas a analise
de dois parametros, a energia e o momento angular. O nivel de energia usado neste
trabalho é £ = —0.3

Da mesma forma, fixamos um dado momento angular e analisamos o comportamento
da dinamica com a variagao do nivel de energia. O valor do momento angular fixado foi
c=0.2.

A escolha destas constantes, foi baseada na configuracao que as mesmas apresentam.
Estas seccoes apresentam as principais estruturas que permanecem presentes para os

demais niveis de energia.
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4.2 Dinamica para o nivel de Energia —0.3

Vejamos a dinamica , para um nivel fixo de energia £/ = —0.3 e com variagao do momento
angular. Apresentamos as se¢oes para uma variacao do momento angular de ¢ = 0.1 até
c = 1.4 . Apresentaremos a seguir alguma se¢oes de poincaré com momento angular no

intervalo [0.1;1.4].Vejamos as figuras na sequéncia que nos mostram esta dinamica.

0 0.5 1 15 2 25 3 35

Figura 4.13: Segdo de Poincaré com Energia E =
—0.3 e momento angular ¢ = 0.1

A

05k

0 0.5 1 15 2 25 3 35

Figura 4.15: Secdo de Poincaré com Energia E =
—0.3 e momento angular ¢ = 0.2
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Figura 4.14: Se¢ao de Poincaré com Energia E =
—0.3 e momento angular ¢ = 1.75

S

05 |- - A i Ll 4

5 L f L L L L
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35

Figura 4.16: Secdo de Poincaré com Energia E =
—0.3 e momento angular ¢ = 0.3
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0 0.5 1 15 2 25 3 35 0 0.5 1 1.5 2 25 3 35
Figura 4.17: Secdo de Poincaré com Energia E = Figura 4.18: Secdo de Poincaré com Energia E =
—0.3 e momento angular ¢ = 0.4 —0.3 e momento angular ¢ = 0.0.58
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0.5 1 15 2 25 3 35 05 1 1.5 2 25 3 35
Figura 4.19: Segdo de Poincaré com Energia E = Figura 4.20: Secao de Poincaré com Energia E =
—0.3 e momento angular ¢ = 0.63 —0.3 e momento angular ¢ = 0.7

15 T T T T T T T T T T

1F 4
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& » 4 ol ( @ ) ) ]
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0.5 1 15 2 25 3 35 L L L L L

r 05 1 15 2 25 3 35
Figura 4.21: Secao de Poincaré com Energia E = Figura 4.22: Secao de Poincaré com Energia E =
—0.3 e momento angular ¢ = 0.75 —0.3 e momento angular ¢ = 0.8
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Figura 4.23: Secdo de Poincaré com Energia E =
—0.3 e momento angular ¢ = 0.9
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Figura 4.25:

—0.3 e momento

Segdo de Poincaré com Energia E =
angular ¢ = 1.1

Figura 4.27: Secao de Poincaré com Energia E =
—0.3 e momento angular ¢ = 1.4
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Figura 4.24: Secdo de Poincaré com Energia E =
—0.3 e momento angular ¢ = 1.0
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Figura 4.26: Secao de Poincaré com Energia E =
—0.3 e momento angular ¢ = 1.2
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Figura 4.28: Secao de Poincaré com Energia E =
—0.3 e momento angular ¢ = 1.5



4.3 Dinamica para momento angular 0.2

Agora estudaremos a dindmica em um momento angular. Escolhemos um momento de tal

forma que com a variacdo do do nivel de energia, pudéssemos ter presente as principais

estruturas que se fazem presentes em todos os niveis estudados.

Fixamos o momento em 0.2 e estamos estudando o momento na o intervalo £ = 0.1

até I = 1.6. Vejamos nas figuras 4.29 a 4.42 abaixo as se¢des que representam esta

evolucao . Dinamica para o nivel de Energia —0.3.
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Figura 4.29: Segdo de Poincaré com Energia E =
—0.1 e momento angular ¢ = 0.2
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Figura 4.31: Secdo de Poincaré com Energia E =
—0.3 e momento angular ¢ = 0.2
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Figura 4.30: Secao de Poincaré com Energia E =
—0.2 e momento angular ¢ = 0.2
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Figura 4.32: Secao de Poincaré com Energia F =
—0.4 e momento angular ¢ = 0.2
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Figura 4.33: Segdo de Poincaré com
—0.5 e momento angular ¢ = 0.2
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Figura 4.35: Segao de Poincaré com
—0.7 e momento angular ¢ = 0.2
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Figura 4.37: Secao de Poincaré com
—0.9 e momento angular ¢ = 0.2

Energia F =
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Figura 4.34: Secao de Poincaré com Energia E

—0.6 e momento angular ¢ = 0.2
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Figura 4.36: Secao de Poincaré com Energia E

—0.8 e momento angular ¢ = 0.2
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Figura 4.38: Secao de Poincaré com Energia E =

—1.0 e momento angular ¢ = 0.2
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Figura 4.39: Secdo de Poincaré com Energia E = Figura 4.40: Secdo de Poincaré com Energia E =
—1.1 e momento angular ¢ = 0.2 —1.2 e momento angular ¢ = 0.2
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Figura 4.41: Segao de Poincaré com Energia E = Figura 4.42: Secao de Poincaré com Energia E =
—1.3 e momento angular ¢ = 0.2 —1.4 e momento angular ¢ = 0.2

Através das se¢oes de Poincaré podemos obter muitas informagdes sobre a dinamica

da particula.

Analisando as segoes com energia fixa em E = —0.3 podemos obeservar, com o
crescimento do momento angular, que existem érbitas peridédicas no interior e no exterior
do anel. Também podemos perceber que existe uma familia de érbitas periddicas que se
mantém presente em todas estas se¢oes . Corresponde a orbita periédica de niimero 3 na

figura 4.13. Estudaremos algumas orbitas periddicas no préximo capitulo.

Na préxima secao provaremso certas propriedades que conjecturamos a respeito da

dinamica, observando as se¢oes de Poincaré.
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4.4 Alguns resultados na Dinamica da Particula

Ao estudar as se¢oes de Poincaré do problema do fio circular, nos podemos perceber a

ocorréncia de algumas propriedades na dinamica.

Vejamos algumas delas

Proposicao 4.4.1 Se o momento angular C € diferente de zero, entao r # 0. Isto

significa que a particula nao passa pelo eixo z.

Demonstragao Anergia do problema é dada por

P> pP: 2

E=H P.,P,,c)=—+ =+ — — —K(k), 4.16
entao temos que

P24p? 2
c*=2(E - + + =K (k). (4.17)

Portanto se C' # 0 entao r # 0. Entao como acabamos de ver se C' # 0 entao a

particula nao passa pela origem. =
Proposigao 4.4.2 Se E < 0 entao r e z sao limitados.

Demonstragao Seja R = v/r? + 22. Iremos mostrar que se R — oo entao E > 0.

Se R — oo entao p; ~ po (distancia minima e maxima em relacdo ao fio). Isso

2
significa que 1 — '0—; — 0. Desta forma, K (k) ~ K(0) = 3.
P2

Agora observe que
E=H(r,z,P.,P,,c)= —+ =+ — — —K(k), (4.18)

onde

k=1- L (4.19)



Como R = /1?2 + 22 — o0 isto significa que py = /(r + 1)2 + 22 — oo Entao
g p

2
—K(k) —0. (4.20)

Portanto, pela equagao 4.18 temos que £ > 0. ]

Note que, R — 00, significa que R pode tender ao infinito sé direcao r ou na direcao

z. Mas de qualquer forma todos os resultados acima sao verdadeiros.

Proposicao 4.4.3 Se E < 0 entdo a particula se aproxima do fio circular. Ou seja a

distancia minima p; — 0 e a distancia mdzxima py — 1.

Demonstragao A energia é dada por

p? P2 c 2
EZH(T,Z,PT,PZ,C):7’“—%7’24—2—702—#—@[((/@ (4.21)

Se E < 0 entao teremos que

2
—K(k)>0
P2

/ 2
A expressao acima detemina que k — 1. Mas k = — p_; Decorre que
%

2 2 2
ke~ _— —p—;Nl P2 2101
P2 P2

~ 1=y —pi~py = pi~ 0

Como p; = /(r—1)2+ 22 segue que (r—1) —0ez—0. m
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Capitulo 5

Estudo das Orbitas Periédicas

Nosso objeivo neste capitulo é estudar familias de orbitas periédicas da dinamica do fio

circular.

Estudaremos érbitas periddicas estaveis na configuracao rz. Usaremos as segoes de
Pioncaré do capitulo 4 para identificar as principais orbitas periédicas. Sabemos que
as secoes de Poincaré preservam as propriedades da dinamica. Assim, orbitas estaveis
correspondem a pontos periédicos da secao de Poincaré. Ja os pontos instaveis, aqueles
correspondentes a oOrbitas periddicas instaveis, raramente sao distinguiveis dos cadticos,
exceto por acaso como podemos ver na figura 4.26 e 4.38. Nestas figuras pode-se distinguir

grosseiramente os contornos da separatriz do tipo oito.

Estamos com dois parametros a estudar. queremos determinar a configuracao C'—71 e
E —7. Fixamos um nivel de energia, analisamos o grafico momento angular versus periodo
das familias de érbitas peridédicas (C'—7). De forma semelhante, para um momento angular

fixo, analisamos o grafico Energia versus periodo de cada familia de orbita periddica.

5.0.1 Estudo da configuragao C — 7

Estudaremos a dinamica através da secoes analisando a situacao em que fixados um nivel

de energia acompanhamos a dinamica com a variacao no momento angular. Fixaremos
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o nivel de energia F/ = —0.3 e permitimos a variacao do momento angular entre C' =0 e
C =1.5.

Observe o grafico C' x 7 de familias de érbitas periddicas.

C-T plot

08 .

momento angular

06 B 4 T

04 b .

0 L L : L L L L L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

periodo

Figura 5.1: c—-+ plot de familias de érbitas periddicas

A familia de orbitas periddicas correspondente ao ntimero 1 no grafico acima, ocorre

para momento angular entre ¢ = 0.005 e ¢ = 0.19,

Estas érbitas ocorrem para uma pequena faixa de momento angular, e sao érbitas com
periodo grande, entre 7 = 26.873 até 7 = 29.195. Na figura 5.2 podemos obervar que
estas Orbitas estao bifurcando a medida que se aproximam do anel e com o aumento do
momento angular.Nas figuras 5.3 e 5.4 temos a represenacao de duas destas érbitas no

espaco tridimensional.

Outra propriedade observada na familia de érbitas periddicas 1 , conforme a pela
figura 5.2, que elas sao simétricas em relacao ao eixo z. Esta érbita aparece como ponto

periddico na secao de poincaré da figura 4.13 indica pelo nimero 1.
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Figura 5.3: Orbita periddica no plano tridimensio- Figura 5.4: Orbita periddica no plano tridimensio-
nal em torno do anel centrado na origem com E = —0.3 nal em torno do anel centrado na origem com E = —0.3
e momento angular ¢ = 1.9 com periodo 7 = 26.873 e momento angular ¢ = 0.11 com periodo 7 = 28.06

A segunda familia de drbitas periddicas, correspondentes a familia 2 do grafico da
configuracao C — 7, aparece para momentos angulares pequenos na estreita faixa de
c=0.1ac=0.37. Mas esta familia é a que apresenta maiores periodos , entre 7 = 39.912
e 7 = 41.683. Esta familia de orbitas tém a propriedade de passa ver pelo interior e
exterior do anel chegando quase ao centro do mesmo ( para observar este fato verifique

as segoes de Poincaré das figuras 4.13 e 4.15).

Outra caracteristica desta dérbitas é que elas nao apresentam simetria. Na figuras 5.5

plotamos algumas érbitas desta familia na configuragao rz.
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Figura 5.5: A familia 2 de érbitas peridédicas da configuragdo C — 7

A terceira familia de érbitas correspondente a familia 3 da configuracao C — 7, apre-
senta variacao de momento angular entre ¢ = 0.05 até C' = 1.5 e periodo variando de
7=0.7a71=15279.

Estas érbitas também sao simétricas em relagao ao eixo z na configuracdo 7z, como
podemos ver na figura 5.6. Esta familia, como podemos ver, estd presente em toda faixa
do momento angular estudado (¢ = 0.05 até C' = 1.5).Na figura 5.7 apresentamos uma

destas érbitas no plano tridimensional.

RS
RS

56660 ooooo
GROPEOLP®RG

Figura 5.7: Orbita periédica no plano tridimensio-
nal em torno do anel centrado na origem com F = —0.3
e momento angular ¢ = 1.3 com periodo 7 = 5.8

Figura 5.06: Familia de érbitas periédicas, corespon-
dente a familia 3 da configuracdo C — 7

A Quarta familia determinda é a familia correspondente a familia 4 da configuragao
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C — 7. Temos aqui, uma familia quase vertical. Considerando o plano rz da figura
5.8 observamos que as Orbitas sao simétricas em relacao ao eixo z. O periodo esta
compreendido na faixa de 7 = 11 e 7 = 13.817. Apresentamos na figura 5.8 algumas

Orbitas desta familia e na figura 5.9 uma destas 6rbitas no espaco tridimensional.

0.8 T T T T T T

06

04 |

-0.2

-0.6 |

08 L L L L L L

Figura 5.8: Familia de érbitas periddicas, corespondente a familia 4 da configuracdo C — 7

LI E R B B B |

Figura 5.9: Orbita periédica no espaco tridimensional para uma 6rbita da familia 4
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Agora se observarmos a figura 5.10, onde plotamos as familias de 6rbitas periddicas no

plano r¢, ou seja, este grafico nos informa o momento angular e a distancia r da érbita.

Podemos observar que as familias 1, 2, e 4 aparecem no inteiror do anel, e a familia
3 estd no exterior do anel (se 7 = 1 a 6rbita estaria em colisao com o anel). Podemos
obeservar, pela figura 5.10 , que a familia 4 com o aumento do momento angular, se
aproxima do anel (r = 1). Lembramos também que com o aumento do momento angular,

o periodo diminui, conforme figura 5.1.

A familia 4 também se aproxima do anel com o aumento do momento angular.Este fato
ja era observado , conforme figura 5.8. Também esta familia a medida que se aproxima
do anel (para valores de momentos angulares ¢ grandes) diminui consideravelmente o seu

periodo 7.

Momento angular

. . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
distancia a origem r

Figura 5.10: Representagao das familias de 6rbitas periddicas no plano rc (momento angular ¢ versus distancia a
origem r

5.1 Estudo da configuragao E — 7

Estudamos agora as familias de érbitas periddicas na configuragao FE — 7. Queremos
estudar as érbitas periédicas para um momento angular ¢ fixo (no nosso caso ¢ = 0.2)
com o nivel de energia variando. Consideramos entao o grafico Fr. Na figura 5.11

apresentamos algumas destas familias de orbitas periddicas.
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Figura 5.11: E — 7 plot de familias de érbitas periédicas

Consideremos a familia 1 da figura acima. Esta familia de 6rbitas ocorre para niveis
de energia baixos, entre £ = —0.2 a £ = —0.6, mas apresenta grande variacao no periodo
( entre 17.52 a 65.52). Estas drbitas ndo apresentam simetria em relacdo ai eixo z como
podemos ver pela figura 5.12. As figuras 5.12 e 5.13 abaixo mostram esta familia no

espaco de fases e uma oOrbita no espago tridimensional, respectivamente.

Figura 5.12: Familia de érbitas periédicas, cores- Figura 5.13: Orbita periddica no plano tridimensio-
_ ’ nal em torno do anel centrado na origem com E = —0.43

pondente a familia 1 da configuragao £ — 7 e momento angular ¢ = 0.2 com periodo 7 = 26.776

Vejamos a familia 2 da figura 5.11. Esta familia aparece para niveis de energia baixos,
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compreendidos entre £ = 0.2 e E = 0.565. Estas orbitas periddicas estao afastada do
anel, mas a medida que aumenta o nivel de energia, elas se aproximam do anel. Temos
novamente o caso de uma familia que apresenta simetria em relacao ao eixo z, como
podemos ver na figura 5.14. As figuras 5.14 e 5.15 nos mostram algumas 6rbitas desta

familia 2 e uma representagao tridimensional, respectivamente.

Figura 5.15: Orbita periédica no plano tridimensi-
onal em torno do anel centrado na origem com E = —0.3
e momento angular ¢ = 0.2 com periodo 7 = 15.156

Figura 5.14: Familia de érbitas periddicas, cores-
pondente a familia 2 da configuracdo E — 7

A familia tres da figura 5.11 estd presente para energia na faixa £ = —0.34 e £ = —0.5
Consiste em uma familia que apresenta simetria em relacao ao eixo z conforme figura 5.16
Veja as caracteristicas da familia 3 da figura 5.16, e uma representacao em R? conforme
figura 5.17.

A Familia 4 corresponde a Orbitas que estao presente somente par niveis de energia
muito negativos, entre £ = —1.0 até F — 1.7. Apresentam periodos pequenos, na faixa de
7 =4.9 e 0.426( correspondente ao periodo do menor nivel de energia estudado). Também
sao Orbitas que apresentam simetria em relacao ao eixo z. Vejamos estas érbitas no espago

de fases( figura 5.18) e um representante no espago R® (figura 5.19).

Podemos visualizar estas érbitas peridédicas na configuracao FEr, ou seja, representar
estas Orbitas pela energia versus sua distancia a origem r. podemos observar pela figura

5.20 que todas as familias se aproximam do anel (r = 1).

Todas as familias apresentadas acima, sao familias de orbitas periddicas estaveis.Mas
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Figura 5.17: Orbita periédica no plano tridimen-
sional com E = —0.5 e momento angular ¢ = 0.2 com
periodo T = 12.638

Figura 5.16: Familia de érbitas periédicas, corres-
p K
pondente a familia 3 da configuragao E — 7

-0.15
0.75

Figura 5.19: Orbita periédica no plano tridimensi-
onal em torno do anel centrado na origem com £ = —1.4
e momento angular ¢ = 0.2 com periodo 7 = 1.317

Figura 5.18: Familia de érbitas periédicas, cores-
pondente a familia 4 da configuragdo E — 7

também determinamos uma familia de érbitas instaveis. Esta familia aprece para niveis de
energia entre £ = —0.5 e £ = —0.725 e possuem periodos compreendidos entre 7 = 4.469
e 7 = 6.665. Vejamos na figura 5.21 esta familia e nas figuras 5.22 e 5.23 o ponto peridédico

corresponde a esta Orbita instavel.
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Figura 5.20: Representacao das érbitas periédicas no plano Er
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Figura 5.21: Familia de érbitas periddicas instdveis
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Figura 5.22: Seso
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de Poincaré correspondente ao nivel de energia £ = —0.5 emomento angular ¢ = 0.2
Orbita periodica instavel
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Figura 5.23: Ampliacio

periédica instdavel

da regido da figura 5.22 onde estd presente o ponto periédico 1 correspondente a érbita
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