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Resumo

Nesta tese, estudamos teoricamente os aspectos dinâmicos e de equiĺıbrio da

matéria de vórtices em duas classes de supercondutores nanoestruturados: (i)

amostras mesoscópicas, cujas dimensões são comparáveis aos comprimentos ca-

racteŕısticos do vórtice; e (ii) amostras com uma rede regular de “armadilhas”

artificiais. Em ambos os casos, a simetria da rede de vórtices é extremamente

dependente dos parâmetros espaciais da amostra, de modo que as propriedades

da rede de vórtices podem ser controladas artificialmente.

A nucleação de vórtices em filmes mesoscópicos e subseqüentes formações es-

truturais, à medida que um campo externo é variado foram simuladas por um

algoritmo de dinâmica de Langevin. A estrutura dos vórtices e suas interações

foram calculadas resolvendo a equação de London com as condições de contorno

apropriadas. Mesmo na ausência de não-homogeneidades, que, em geral, previnem

ou retardam o movimento dos vórtices, o ciclo de magnetização calculado para

estas amostras apresenta histerese. Isso resulta da forte barreira de superf́ıcie

que retarda a entrada e a sáıda dos vórtices gerando estados metaestáveis pro-

fundos. Além disso, as curvas de magnetização de filmes de diferentes espessuras

apresentam oscilações que indicam transições estruturais envolvendo a criação ou

destruição de uma cadeia de vórtices.

Usando um processo de minimização de Monte Carlo, calculamos o estado

fundamental da rede de vórtices em filmes supercondutores com uma rede qua-

drada de poços de potencial. As propriedades elásticas da rede de vórtices foram

estudadas no regime linear. Desenvolvemos um modelo simples que nos permitiu

obter expressões anaĺıticas para a resposta da rede de vórtices a uma pequena
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excitação ac. Deste modelo, resulta que o espectro de freqüências é determinado

por duas freqüências caracteŕısticas: a freqüência de acoplamento entre os vórtices

e as armadilhas e a freqüência de acoplamento entre os vórtices aprisionados e os

vórtices intersticiais. O regime de validade do modelo foi estudado através de

simulações de dinâmica molecular.

Estudamos também as propriedades de transporte de vórtices através deste

potencial periódico. Desenvolvemos um modelo perturbativo para calcular curvas

caracteŕısticas de voltagem versus corrente. Estudamos algumas fases dinâmicas

em função da corrente (intensidade e direção) e da temperatura através deste

modelo. Mostramos que a quebra de simetria rotacional provocada pelo potencial

periódico gera uma resposta altamente anisotrópica do movimento dos vórtices.

Calculamos ainda a temperatura em que o estado desordenado do movimento dos

vórtices em correntes baixas cristaliza em uma rede elástica. A temperatura de

cristalização que encontramos escala com o inverso do quadrado da velocidade

do centro de massa, em contraste com a conhecida lei do inverso da velocidade

encontrada para o movimento de vórtices em um potencial aleatório.



Abstract

In the present thesis, we study theoretically the equilibrium properties and dy-

namics of the vortex matter in two classes of nanostructured superconductors:

(i) mesoscopic samples, with dimensions comparable with the penetration depth;

and (ii) films with periodic array of artificial traps. In both cases, the vortex

lattice symmetry is strongly dependent on the sample spacial parameters. In this

way, the vortex lattice properties may be artificially controlled by changing these

parameters.

Vortex penetration and further evolution inside a mesoscopic film under a

parallel, externally applied magnetic field is simulated by a Langevin dynamics

algorithm. The vortex structure and forces acting on it is calculated by solving the

London equation with the appropriate boundary conditions. The surface barrier,

resulting from the competition between the vortex self-force, which attracts vorti-

ces towards the surface, and the Meissner screening force, which pulls the vortices

towards the sample center, is taken into account. The vortex lattice is shown to

be composed of vortex chains parallel to the film surfaces. The field dependent

magnetization curves present strong histeresis, which is due to the surface barrier

acting against vortex entrance and exit. The resulting vortex states are long-lived

metastable states which undergo structural transitions where one vortex chain is

created or destroyed, depending on the film magnetic history.

The elastic response of the vortex lattice in a square pinning array to small

excitations is studied. The vortex lattice ground-state configurations are found

using Monte Carlo simulated annealing minimization. A simple model was deve-

loped to compute analytically the linear response of the vortex lattice to small ac
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currents. It is found that the frequency spectrum of the ac complex resistivity is

determined by two characteristic frequencies: one is due to the coupling between

vortices and the artificial traps and the other one is due to the coupling between

trapped and intersticial vortices. Molecular dynamics simulations are performed

to state the range of validity of the model.

The transport properties of vortices interacting with a periodic pinning po-

tential are also studied. A mean-field treatment of the Langevin equations for

the whole vortex lattice, which is assumed to flow elastically, as a strong driving

current is applied, was developed to compute voltage–current characteristics and

the dynamical crystallization process. It is shown that the broken translational

symmetry of the periodic potential induces strongly anisotropic response, with

vortex lattice motion directed preferentially along high symmetry axes of the pin-

ning lattice. The transverse force necessary to depin vortices from these high

symmetry directions is shown to depend on the pinning potential itself as well as

on the center of mass velocity and the temperature. The crystallization tempera-

ture is shown to scale with the center of mass velocity v as 1/v2, in contrast with

the 1/v low for vortex motion in disordered superconductors.
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2.2.1 Quantização de fluxóide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
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4.3.3 Espectro de freqüência da resistividade e do comprimento

de penetração . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
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resultado macroscópico de Clem (veja texto). . . . . . . . . . . . . . 71
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dinâmicos (veja texto). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
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Caṕıtulo 1

Introdução

Vórtices estão presentes na nossa vida cotidiana, desde pequenos redemoinhos

no ralo de um tanque d’água até os grande furacões que assolam o hemisfério norte.

Por volta do ano 1500, Leonardo da Vinci registrou em esboços e anotações as

nuances dos vórtices formados em vários estágios do movimento turbulento da

água. Seus desenhos são provavelmente a primeira referência à importância dos

vórtices na dinâmica dos fluidos.

A conexão entre vórtices e a estabilidade do movimento de um fluido só foi

estabelecida no começo do século passado por Theodore von Kàrmàn, conside-

rado o pai da aerodinâmica. Ele demonstrou que um fluido passando por um

obstáculo ciĺındrico pode estabilizar um arranjo periódico de vórtices cujos senti-

dos de rotação se alternam. Esse fenômeno, conhecido como “rua de Kàrmàn”,

pode ser observado tanto em correntes fluviais e maŕıtimas quanto em correntes

atmosféricas sempre que o fluido contorna um obstáculo (a coluna de uma ponte

ou uma ilha) a uma certa velocidade. A formação de vórtices em obstáculos é de

fundamental importância, e.g., para diminuir efeitos de turbulência em aviões e

planadores.

Ao contrário dos fluidos clássicos, como os descritos acima, um fluido quântico

escoa sem qualquer viscosidade. A primeira descrição matemática de um vórtice

em um fluido quântico foi feita por Onsager (1949), num estudo sobre quantização

do momento angular em superfluidos. Poucos anos depois, Abrikosov (1957) de-

monstrou que alguns materiais supercondutores são permeados por linhas de fluxo

quantizado quando submetidos a um campo magnético externo suficientemente
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intenso. Estas linhas de fluxo são, na verdade, vórtices em um superfluido dos

pares ligados de elétrons (os pares de Cooper, que são os responsáveis pela su-

percondutividade). No núcleo destes vórtices, a densidade superfluida ns colapsa,

criando uma circulação de corrente que, por sua vez, gera um fluxo magnético. O

estado de menor energia corresponde a um único quantum de fluxo por vórtice,

dado por Φ0 = h/2e, onde h é a constante fundamental de Planck. Assim, estes

materiais, aos quais denominou supercondutores do tipo II, permitem, através de

vórtices, a entrada parcial e quantizada do campo magnético. Os supercondutores

do tipo II constituem a grande maioria do materiais supercondutores conhecidos

e, comparados com aqueles que não permitem a formação de vórtices, os chama-

dos supercondutores do tipo I, têm um grande potencial de aplicação devido aos

altos campos e correntes que podem suportar.

Os supercondutores mais promissores atualmente são os óxidos cupretos de alta

temperatura cŕıtica Tc. Esta classe de supercondutores foi descoberta por Bednorz

& Müller (1986) e são denominados de alta Tc pois são, até hoje os únicos mate-

riais que apresentam supercondutividade em temperaturas acima da temperatura

de liquefação do nitrogênio. Dentre os materiais mais conhecidos estão os compos-

tos YBa2Cu3O7−δ (YBCO), com Tc em torno de 90 K, e os do sistema BSCCO,

com um Tc que pode chegar a 110 K para o composto Bi2Sr2Ca2Cu3O10−y. Nes-

tes materiais a presença de vórtices é particularmente importante pois a fase de

vórtices se estende por quase todo o diagrama de fases do supercondutor.

Vórtices em supercondutores podem ser entendidos como linhas elásticas que

interagem entre si e com o próprio material supercondutor que permeiam. Defei-

tos neste material, sejam naturais ou criados artificialmente, constituem, em geral,

centros atrativos para os vórtices, os chamados centros de ancoragem. Assim, a

rede de vórtices pode ser destrúıda ou “derretida” não só por efeitos de flutuação

térmica como também por efeitos de desordem na distribuição de centros de an-

coragem. Isso torna a mecânica estat́ıstica de vórtices ao mesmo tempo intricada

e fascinante.

Outro fator que pode modificar as propriedades da rede de vórtices é o geométrico.

Em amostras ditas mesoscópicas, cujo tamanho é comparável aos comprimentos
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caracteŕısticos de um vórtice (entre algumas dezenas e centenas de nanômetros),

a rede de vórtices pode sofrer fortes alterações na sua simetria. Isso se deve ao

fato de que, nessas amostras, a interação entre os vórtices e suas superf́ıcies ou

interfaces passa a ser dominante, fazendo com que a estrutura dos vórtices seja

regida pela forma espećıfica da amostra.

É posśıvel também mudar a simetria da rede de vórtices em amostras ma-

croscópicas, onde o efeito de superf́ıcie é despreźıvel, através da introdução arti-

ficial de uma rede de centros de ancoragem. Estas “armadilhas” de vórtices são

obtidas fabricando-se orif́ıcios ou depressões de escala nanométrica em um filme

supercondutor por um processo de litografia ou através de pontos magnéticos de-

positados sobre o filme. Se as forças produzidas pela rede de centros de ancoragem

forem altas o suficiente para vencer as tensões elásticas da rede de vórtices, cria-se

condições favoráveis para a formação de estados comensuráveis, onde as simetrias

da rede vórtices e da rede de ancoragem estão intimamente relacionadas, dando

origem a novas estruturas de vórtices imposśıveis de serem obtidas em amostras

naturais.

Na presente tese, estudamos as propriedades de equiĺıbrio e de transporte da

rede de vórtices cuja estrutura é modificada por efeitos de superf́ıcie em amostras

mesoscópicas ou pelo potencial periódico gerado por uma rede artificial de cen-

tros de ancoragem. A tese está organizada da seguinte maneira. No Caṕıtulo 2,

revisamos alguns fundamentos da supercondutividade e da f́ısica de vórtices em su-

percondutores. Algumas propriedades da rede de vórtices em filmes mesoscópicos

são estudadas no Caṕıtulo 3, onde, através de cálculos anaĺıticos e simulações

numéricas, nos focalizamos principalmente nos aspectos estruturais e na metaesta-

bilidade inerente destes sistemas. Algumas propriedades dinâmicas e de equiĺıbrio

da rede de vórtices em filmes supercondutores com uma rede de centros de ancora-

gem são estudadas nos Caṕıtulos 4 e 5. No Caṕıtulo 4, estudamos os vários estados

de comensurabilidade assumidos pela rede de vórtices. Investigamos, mais especi-

ficamente o papel da simetria nas propriedades termodinâmicas e na resposta da

rede de vórtices a pequenas excitações alternadas. No Caṕıtulo 5, investigamos as

propriedades de transporte dos vórtices quando movidos para longe do equiĺıbrio
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por uma força motriz (gerada por uma corrente de transporte) e estudamos as

várias fases dinâmicas formadas em função da direção e intensidade da corrente

e da temperatura do cristal supercondutor. As considerações finais e conclusões

são discutidas no Caṕıtulo 6.



Caṕıtulo 2

Teoria de vórtices em
supercondutores

2.1 O estado supercondutor

A História da supercondutividade tem ińıcio em 1908, quando H. Kamerlingh

Onnes conseguiu, pela primeira vez, liquefazer o hélio. Tal evento provocou um

salto gigantesco na tecnologia de refrigeração e, conseqüentemente, no estudo de

fenômenos de baixas temperaturas. Com acesso a temperaturas de apenas alguns

kelvins, não demorou muito até que ele observasse, num experimento realizado

com vários metais (Onnes, 1911), que a resistividade de alguns destes materiais

desaparecia completamente abaixo de uma temperatura cŕıtica Tc caracteŕıstica

de cada material. Ele observou ainda que essa propriedade se extinguia quando

aplicado um campo magnético acima de um valor cŕıtico Hc. Tal propriedade de

condutividade elétrica perfeita em temperaturas não nulas ficou conhecida como

supercondutividade.

A resistividade nula foi a única caracteŕıstica marcante conhecida do estado

supercondutor até 1933, quando Meissner & Ochsenfeld demostraram que um

material no estado supercondutor apresenta diamagnetismo perfeito, ou seja, a

indução magnética no interior destes materiais é nula para qualquer campo externo

aplicado abaixo de Hc, não importando a história magnética do material antes da

transição. Este efeito (chamado efeito Meissner) não poderia ser explicado pela

condutividade perfeita. Os condutores perfeitos blindam seu interior de campos
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externos, mas, uma vez estabelecido um fluxo magnético interno, este fluxo não

seria expelido abaixo de Tc. Assim, condutividade e diamagnetismo perfeitos são

as propriedades eletrodinâmicas que tornam a supercondutividade um fenômeno

único.

O fenômeno da supercondutividade permaneceu sem uma abordagem teórica

satisfatória até os anos 50. Antes disto, alguns modelos, como o dos irmãos Lon-

don 1935, obtiveram bastante sucesso na descrição das duas propriedades eletro-

dinâmicas mencionadas anteriormente, mas pouco se sabia sobre as propriedades

termodinâmicas da transição e sobre a natureza dos portadores de carga e sua

estrutura de bandas de energia. Em 1950, Ginzburg & Landau formularam uma

teoria fenomenológica que explicava a maioria das propriedades macroscópicas dos

supercondutores. A essa altura já se suspeitava que a supercondutividade era um

fenômeno quântico. Mas uma abordagem microscópica quântica da supercondu-

tividade só foi proposta em 1957 por Bardeen, Cooper e Schriffer.

A seguir, descreveremos brevemente a teoria da supercondutividade, dando

maior ênfase aos aspectos fenomenológicos, pois propiciam uma abordagem bas-

tante satisfatória da f́ısica de vórtices em supercondutores.

2.1.1 Equações de London e o efeito Meissner

As propriedades eletrodinâmicas básicas do estado supercondutor, condutivi-

dade perfeita e efeito Meissner, podem ser descritas qualitativamente através das

equações propostas pelos irmãos London para os campos elétrico e magnético mi-

croscópicos, obtidas a partir de considerações clássicas simples (veja p. ex. Tinkham,

1996):

E = µ0
∂

∂t
(λ2js) (2.1)

b = ∇× (λ2js) (2.2)

onde λ =
√
m/µ0nse2 é um parâmetro fenomenológico conhecido como compri-

mento de penetração de London, m e e são a massa e o valor absoluto da carga do

elétron, respectivamente, ns é a densidade de elétrons supercondutores (fração dos
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elétrons, no modelo de dois fluidos, que não sofre espalhamento) e js = nsev é a

densidade de corrente destes super-elétrons. A equação (2.1) descreve a conduti-

vidade perfeita pois o menor campo elétrico é capaz de acelerar os super-elétrons.

O efeito Meissner é melhor visualizado se reescrevermos (2.2) com o aux́ılio da lei

de Ampre,

∇× b = µ0j . (2.3)

Tomando o rotacional de (2.3) e substituindo ∇× j em (2.2) temos:

∇2b = λ−2b , (2.4)

onde usamos também a lei de Gauss, ∇ · b = 0. Esta é a forma mais conhecida

da equação de London. Uma equação idêntica pode ser obtida para a corrente js

se tomarmos o rotacional de (2.2) e substituirmos em (2.3). Podemos notar que

a solução desta equação para várias simetrias com um campo magnético externo

aplicado consiste em um decaimento exponencial do campo local b a partir da

superf́ıcie ao interior da amostra supercondutora, com comprimento caracteŕıstico

λ que, em geral, é da ordem de 500 . A equação (2.4) descreve, portanto, o efeito

Meissner.

2.1.2 Termodinâmica do estado supercondutor e o campo
cŕıtico termodinâmico

A existência de um campo cŕıtico para a supercondutividade é conseqüência

natural da termodinâmica no formalismo de Gibbs. A destruição da super-

condutividade está associada à energia necessária para manter o campo fora

do espécime, µ0H
2
a/2 (onde Ha é o campo aplicado), quando este campo exce-

der um certo valor cŕıtico Hc. Ou seja, a variação na energia livre do super-

condutor quando este campo for aplicado, em uma temperatura fixa T, será:

gs(T,H) − gs(T, 0) = µ0H
2
a/2, onde gs é a densidade de energia de Gibbs para

o material na fase supercondutora. No equiĺıbrio entre as duas fases, temos

que gs(Hc) = gn(Hc). Como a susceptibilidade de um material normal não

magnético é praticamente despreźıvel, a contribuição na energia livre devido ao



28 Teoria de vórtices em supercondutores

campo magnético aplicado é essencialmente nula, de modo que gn(Hc) = gn(0).

Logo, Hc(T ) será dado por

∆g(T ) = gn(T, 0)− gs(T, 0) = µ0H
2
c /2 . (2.5)

∆g(T ) nada mais é do que a energia de condensação do estado supercondutor a

campo aplicado nulo. A forma funcional de Hc(T ), como confirmado empirica-

mente, é dada aproximadamente por uma lei parabólica,

Hc(T ) = Hc(0)
(
1− T

Tc

)2

, (2.6)

A natureza da transição entre as fases normal e supercondutora pode ser obtida

calculando a diferença entre as entropias das duas fases, dada por

∆S =

∫
dV

(∂gn

∂T
− ∂gs

∂T

)
= µ0Hc

∂Hc

∂T
. (2.7)

Como vemos, em T = Tc e em campo nulo, a entropia no decorrer da transição é

cont́ınua, caracterizando uma transição de fase de segunda ordem (o que é con-

firmado pela descontinuidade no calor espećıfico). A uma temperatura T < Tc, a

transição ocorre quando o campo externo for igual a Hc(T ) resultando numa des-

continuidade da entropia neste ponto. Nestas condições, a transição é de primeira

ordem.

2.1.3 Descrição microscópica e o gap de energia

O gás de elétrons em um metal obedece à estat́ıstica de Fermi, i.e., o número

de ocupação em cada ńıvel de energia ~k2

2m
, onde k é o vetor de onda, deve assu-

mir apenas os valores 1 ou 0. O estado fundamental do gás, ou mar de Fermi,

corresponde, então, a preencher completamente estes ńıveis até um valor máximo

EF =
~k2

F

2m
, chamado energia de Fermi. Cooper (1956) mostrou que a menor ex-

citação atrativa entre dois elétrons perturbaria o mar de Fermi de modo a favorecer

a formação de pares ligados de elétrons (pares de Cooper).

Tal excitação atrativa não poderia ser realizada pela interação Coulombiana
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entre os elétrons, visto que esta é repulsiva. Assim, a excitação atrativa deve emer-

gir da interação dos elétrons com algum sistema de excitações no sólido. Dentre

os vários tipos de excitações que podem existir em um sólido, a interação elétron-

fonon é tida como a única realmente importante e foi inicialmente proposta por

Frölich (1950). Uma representação esquemática do acoplamento elétron-elétron

via fonons é mostrada na Fig. 2.1. A idéia básica é que um elétron polariza o

meio ao seu redor atraindo ı́ons positivos do cristal. A alta concentração de carga

positiva atrai um segundo elétron, dando origem a uma interação efetiva atrativa

entre os dois elétrons, intermediada pelas deformações no cristal, ou seja, por

fonons.

k

- k

-q

k + q

- -k q k + q

- -k q

k

q

- k

(a) (b)

T
e
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p
o

Figura 2.1: (a) Representação esquemática da interação elétron-elétron via fonons
(no referencial do centro de massa do par de elétrons). No processo (a), o elétron k
emite um fonon de vetor de onda −q. Num instante posterior, o fonon é absorvido pelo
segundo elétron. No processo (b), o segundo elétron, de estado −k emite um fonon q,
que é posteriormente absorvido pelo primeiro elétron.

O fato de o mar de Fermi ser instável a uma interação atrativa entre um par

de elétrons, leva à idéia da formação de um condensado destes pares após ser

estabelecido um estado de equiĺıbrio em que uma energia de ligação nula seria

necessária para retirar um par de Cooper do mar de Fermi. Bardeen Cooper e

Schrieffer (1957) descreveram este estado condensado introduzindo uma função

de onda macroscópica dos N elétrons do sistema. O principal resultado da teoria
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BCS é a existência de um gap de energia entre o estado fundamental e os estados

de excitações de quase-part́ıculas. Este gap é dado por Eg(T ) = 2∆(T ), onde

∆(T ) é a energia caracteŕıstica que determina os ńıveis de energia envolvidos na

formação de pares de Copper e tem a seguinte dependência com a temperatura

∆(T ) ∼

{
1, 74∆(0)

√
1− T/Tc, para T ≈ Tc;

∆(0), para T � Tc.
(2.8)

∆(0) = 1.764kBTc e Tc é a temperatura cŕıtica do estado supercondutor, ou seja,

aquela na qual ∆(T ) → 0. Eg corresponde à energia necessária para quebrar

um par de Cooper. Assim, um campo eletromagnético com freqüência maior que

2∆/h (∼ 1011 − 1012 Hz) é capaz de destruir a supercondutividade.

2.1.4 A teoria de Ginzburg-Landau

Embora a teoria BCS descreva com precisão os mecanismos da supercondutivi-

dade nos materiais clássicos, uma descrição microscópica completa torna-se quase

que impraticável nas situações em que há inomogeneidades espaciais na densidade

de super-elétrons e, portanto, no gap de energia. Este, de fato, é o caso da maio-

ria das amostras supercondutoras, como veremos mais adiante. Nestas situações,

uma descrição macroscópica seria mais adequada e a teoria de Ginzburg-Landau

(GL) oferece uma descrição fenomenológica simples e compat́ıvel com inúmeros

resultados experimentais.

Esta teoria é uma generalização da teoria de London. Aqui, os super-elétrons

são tratados como um fluido quântico descrito por uma pseudo-função de onda

ψ(r) = |ψ(r)|eiϕ(r) tal que a densidade local de elétrons supercondutores é dada

por ns = |ψ(r)|2, ou seja, diferentemente da teoria de London, ns não é necessari-

amente homogêneo no espaço. A pseudo-função de onda ψ(r) foi introduzida por

Ginzburg e Landau como um parâmetro de ordem complexo numa adaptação da

teoria geral de transições de fase de segunda ordem de Landau, em que a energia

livre de Helmholtz, nas proximidades do ponto cŕıtico, é expandida em potências

pares do parâmetro de ordem. ψ(r) e o potencial vetor A(r), dado por b = ∇×A,



2.1 O estado supercondutor 31

são os campos que determinam a dinâmica do sistema. A densidade de energia

livre proposta por Ginzburg e Landau pode ser escrita como um funcional destes

dois campos. (Uma construção detalhada da energia livre pode ser encontrada

em de Gennes, 1966.) Para um supercondutor isotrópico, temos

fs[ψ,A] = fn + α|ψ(r)|2 + β|ψ(r)|4 +
1

2m∗

∣∣∣∣[~
i
∇− e∗A(r)

]
ψ(r)

∣∣∣∣2 +
b2

2µ0

(2.9)

onde m∗ e e∗ são, respectivamente, a massa efetiva e a carga dos portadores. Esta

última pode ser identificada como 2e, já que os portadores de carga em um super-

condutor são os pares de Cooper. Observe que, para um material anisotrópico, é

preciso considerar a natureza tensorial de m∗. O primeiro termo do lado direito

de (2.9) corresponde à energia no estado normal. Os dois termos seguintes corres-

pondem à energia de condensação do estado supercondutor, representando uma

expansão t́ıpica para a energia livre na teoria geral de Landau, onde α e β são

os parâmetros fenomenológicos da expansão. O quarto termo pode ser lido como

P2/2m∗, onde P é o momento canônico invariante de calibre. O último termo

corresponde ao aumento na energia necessário para assegurar o efeito Meissner,

ou seja, para expulsar o fluxo e/ou mantê-lo excluso do interior do supercondutor.

É interessante discutirmos aqui o significado f́ısico das constantes α e β. Para

simplificar, consideremos apenas casos na ausência de campos e de variações es-

paciais no parâmetro de ordem. Assim, a energia livre é dada simplesmente por

fs − fn = α|ψ|2 + 1
2
β|ψ|4. Vê-se de imediato que β não pode ser negativo, caso

contrário a energia não teria um mı́nimo global, exceto para valores infinitos de ψ,

onde a expansão não seria mais válida. Com β positivo temos duas situações: se

α for também positivo, o único mı́nimo posśıvel é para ψ = 0, ou seja, o material

está no estado normal; se α < 0, haverá um mı́nimo em um valor não-nulo de |ψ|2

dado por

|ψ∞|2 = −α
β
. (2.10)

(O ı́ndice ∞ denota que este é o valor que |ψ|2 assume no interior profundo de um

espécime macroscópico homogêneo.) Logo, α(T ) = 0 define a temperatura cŕıtica

da transição de segunda ordem, Tc.
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Note que α e β estão relacionados com o campo cŕıtico termodinâmico. Vimos

anteriormente que gs(T, 0)− gn(T, 0) = −µ0H
2
c /2. Como, na ausência de campos,

as energias livres de Gibbs e de Helmholtz são equivalentes, temos

fs − fn = −α
2

2β
= −µ0

2
H2

c . (2.11)

Consideremos agora a situação mais geral em que campos e gradientes estão

presentes. O estado de equiĺıbrio termodinâmico corresponde ao mı́nimo da ener-

gia livre de Gibbs, que se relaciona com a energia de Helmholtz por

G[ψ,A] =

∫
dV fs[ψ,A]− VH ·B. (2.12)

As famosas equações de Ginzburg-Landau são obtidas minimizando (2.12) em

relação ao parâmetro de ordem e ao potencial vetor, respectivamente (veja, e.g.,

de Gennes, 1966, ou de Souza Silva, 1999):

αψ − β|ψ|2ψ +
1

2m∗ (−i~∇− e∗A)2ψ = 0, (2.13)

que, a menos do termo não-linear, é idêntica à equação de Schrdinger para uma

part́ıcula de massam∗ e carga 2e, sendo ψ(r) sua função de onda e −α o auto-valor

de energia; e

js = e∗
−i~
2m∗ (ψ

∗∇ψ − ψ∇ψ∗)− e∗2

m∗ |ψ|
2A =

e∗|ψ|2

m∗ (~∇ϕ− e∗A) (2.14)

que define a densidade de corrente dos super-elétrons (note que aqui a analogia

com a mecânica quântica é perfeita).

2.1.5 Comprimentos caracteŕısticos

Considere a Eq. (2.13) para uma situação em que não haja campos ou correntes

externas atuando sobre o supercondutor. Sob tais condições, podemos tomar

A = 0 e, assim, termos todos os coeficientes da equação diferencial (2.13) reais de

modo que podemos considerar, a menos de uma fase constante, ψ = ψ∗. Em uma
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dimensão, a Eq. (2.13) se reduz a

− ~2

2m∗
d2ψ

dx2
+ βψ3 + αψ = 0. (2.15)

Considerando um supercondutor homogêneo, esperamos que o parâmetro de or-

dem em pontos infinitamente profundos no interior da amostra supercondutora

seja praticamente constante (ψ = ψ∞). Como vimos, para esta região a solução

de (2.15) nos daria ψ2
∞ = −α/β > 0. Queremos saber o qual o comprimento

caracteŕıstico da variação de ψ(x) em torno de um ponto onde ψ(x) 6= ψ∞. Rees-

crevemos, então, (2.15) na forma reduzida,

− ξ2d
2f

dx2
− f 3 + f = 0. (2.16)

onde f(x) = ψ(x)/ψ∞ e ξ2 = ~2/2m∗|α|. ξ é o comprimento caracteŕıstico da

variação de f que procurávamos e nos dá a extensão da coerência do parâmetro

de ordem supercondutor próximo a uma região no estado normal (onde ψ cairia

a zero). Usando a dependência de α na temperatura, temos

ξ2 =
~2

2m∗|α(T )|
' ξ2(0)

1− t
, (2.17)

onde t = T/Tc é a temperatura reduzida.

Outro comprimento caracteŕıstico de interesse é aquele que determina as va-

riações dos campos e das correntes junto às interfaces normal/supercondutor,

descritas pela segunda equação de GL. Considerando campos magnéticos fracos e

baixas temperaturas, de modo que |ψ|2 é praticamente seu valor na ausência de

campos, |ψ∞|2, a Eq. (2.14) se reduz a

js =
|ψ|2e∗2

m
A. (2.18)

Tomando o rotacional em ambos os lados de (2.18), teremos o equivalente à
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equação de London (2.4), onde o comprimento de penetração será dado por:

λ2(T ) =
m∗

µ0|ψ|2e∗2
=

m∗β

µ0e∗2|α|
' λ2(0)

1− t
. (2.19)

λ(0) coincide com o comprimento de penetração de London a T = 0, onde todos

os elétrons do modelo de dois fluidos são supercondutores (ns = n).

Existe um parâmetro adimensional que descreve a relação entre a penetração

do fluxo em um espécime supercondutor e a coerência de sua supercondutividade.

É o chamado parâmetro de GL, κ = λ(T )/ξ(T ). Como λ(T ) e ξ(T ) têm essenci-

almente a mesma dependência com a temperatura, κ é um parâmetro constante

em T .

Podemos usar as expressões obtidas para λ e ξ para expressar o campo cŕıtico

termodinâmico em termos destes comprimentos caracteŕısticos. O resultado é

Hc(T ) =
Φ0

2
√

2πλ(T )ξ(T )
. (2.20)

2.2 O estado de vórtices

2.2.1 Quantização de fluxóide

Como vimos, vórtices são regiões em estado normal através dais quais atravessa

um fluxo magnético quantizado. Discutiremos aqui a origem desta quantização.

Consideramos uma região ciĺındrica de material isolante (ou vácuo) atravessando

um espécime supercondutor macroscópico e localizado longe da sua superf́ıcie

externa, digamos, no centro deste espécime. Imaginemos um circuito fechado Γ,

em torno desta região, posicionado de forma que o campo local é zero, ou seja,

longe de qualquer interface. Nesta situação, a integral de js ao longo de Γ será

nula e, a partir de (2.14), teremos:∮
Γ

A · dl =
~
2e

∮
Γ

∇ϕ · dl, (2.21)

onde usamos e∗ = 2e. A integral no primeiro membro nos dá o fluxo magnético no



2.2 O estado de vórtices 35

interior do caminho e a integral no segundo membro é simplesmente 2πn (n = 0,

1, 2,. . .), já que ϕ(r) deve variar, num circuito fechado, de múltiplos inteiros de

2π para garantir a unicidade de ψ(r). Temos então que

Φ = nΦ0 = n
h

2e
(2.22)

ou seja, o fluxo magnético no interior da região normal é quantizado, sendo Φ0 o

quantum de fluxo magnético (igual a 2, 07× 10−15 T m2).

2.2.2 A rede de vórtices de Abrikosov

Estudando a teoria de GL com campo externo e em situações onde λ > ξ,

Alexei Abrikosov (1957) obteve uma solução periódica para o parâmetro de ordem

supercondutor. Tal solução consiste em uma rede bidimensional triangular1 de

regiões tubulares bem definidas, paralelas ao campo aplicado, em que |ψ|2 cáıa a

zero. Baseando-se nas considerações feitas anteriormente, estas regiões normais

devem ter extensão da ordem de ξ e portar um fluxo quantizado (na verdade,

exatamente um quantum de fluxo, como veremos mais adiante). Este fluxo seria

garantido por correntes circulando ao seu redor que, naturalmente, deveriam cair

com um comprimento caracteŕıstico igual a λ. Estas linhas de fluxo, também

chamadas vórtices, têm, portanto, um corpo de raio λ, onde estaria concentrada a

maior parte do fluxo, e um núcleo de raio ξ, onde o fluxo assume um valor máximo

e o parâmetro de ordem um valor mı́nimo nulo (veja Fig. 2.2). Segundo Abrikosov,

os vórtices seriam os responsáveis pela penetração parcial de fluxo observada em

alguns materiais, que passaram a ser conhecidos como supercondutores do tipo II.

A origem das linhas de fluxo está no fato de que é energeticamente mais fa-

vorável a formação de domı́nios de regiões no estado normal dentro do super-

condutor quando um campo acima de um valor cŕıtico, Hc1, é aplicado. Para

um supercondutor do tipo II, a energia superficial das paredes de domı́nio, dada

grosseiramente por εs = δH2
c (T )/2, onde δ ∼ (ξ − λ) é a espessura da parede, é

1Originalmente, Abrikosov previu uma rede de simetria quadrada. Na verdade, como mos-
trado posteriormente por Kleiner et al. (1964), a rede triangular é a mais estável dentre todas
as configurações posśıveis, embora seja apenas ligeiramente mais estável que a rede quadrada
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|y( )|x
2

b(x)

2l

2x

Figura 2.2: Esquerda: Representação da rede triangular de Abrikosov em seu estado
não perturbado (T = 0 e sistema homogêneo). Direita: estrutura de um vórtice isolado,
mostrando o comportamento espacial do parâmetro de ordem e da indução magnética
local nas proximidades do núcleo e os comprimentos caracteŕısticos do vórtice.

negativa pois λ � ξ. Assim, domı́nios deste tipo seriam quebrados em porções

menores, em favor da existência de um maior número posśıvel de domı́nios, até

que o limite quântico fosse alcançado, quando cada domı́nio assume um quantum

de fluxo, tornando-se, portanto, indiviśıvel. Estes domı́nios são os vórtices pre-

ditos pela teoria de Abrikosov. O supercondutor é dito, então, encontrar-se no

estado misto ou estado de vórtices e permanece nesta fase até um campo cŕıtico

superior, Hc2(T ). Abaixo, descrevemos com mais detalhes estes campos cŕıticos.

2.2.3 Os campos cŕıticos Hc1 e Hc2

Campo cŕıtico inferior, Hc1. Este campo está relacionado ao custo energético

para se ter um único vórtice no interior da amostra, ou seja, é o campo que permite

a nucleação do primeiro vórtice. Neste campo, as energias livres de Gibbs para

um vórtice fora da amostra e dentro da amostra assumem o mesmo valor. Como

G = F −H
∫
b dV , temos Gs = Fs na ausência de vórtices (ou seja, na ausência

de fluxo). Assim podemos escrever

Fs = Fs + εvL−Hc1

∫
b dV = Fs + εvL−Hc1Φ0L.
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Logo, temos

Hc1 = εv/Φ0. (2.23)

εv é a energia da linha de vórtice por unidade de comprimento. Como veremos

mais adiante, no limite de κ� 1, εv =
Φ2

0

4πµ0λ2 lnκ.

Campo cŕıtico superior, Hc2. Este pode ser obtido se resolvermos a primeira

equação de GL para um supercondutor infinito sob um campo uniforme aplicado

em uma das direções cartesianas. Este problema é formalmente idêntico à re-

solução da equação de Schrdinger para uma part́ıcula de carga 2e viajando sob a

ação de um campo uniforme H, onde obtém-se que o valor máximo Hc2 permitido

ao campo H, obtido da expressão para os autovalores de energia (Tinkham, 1996),

é

Hc2(T ) =
Φ0

2πµ0ξ2(T )
=
√

2κHc(T ). (2.24)

Observe que se, Hc2 for menor que o campo cŕıtico termodinâmico, não faz

sentido falar em estado de vórtices pois, como vimos, em Hc(T ) a transição é de

primeira ordem, ou seja, |ψ|2 vai descontinuamente de 0 a |ψ∞|2 em todo lugar,

favorecendo um estado Meissner completo. No estado misto, é esperado que |ψ|2

varie suavemente, pois está diretamente relacionado à densidade de vórtices, ou

seja, à densidade de regiões no estado normal. Logo, se Hc2 < Hc o supercondutor

será do tipo I, caso contrário, o material poderá entrar num estado misto, o que

caracteriza os supercondutores do tipo II. Assim, a segunda igualdade de (2.24)

nos fornece o valor exato de κ, 1/
√

2, que divide os materiais supercondutores

em tipo I (κ < 1/
√

2) e tipo II (κ > 1/
√

2). A magnetização de equiĺıbrio,

M = µ−1
0 B − H, é mostrada na Fig. 2.3 em função do campo externo aplicado

para os dois tipos de supercondutores.

2.2.4 Estrutura e energia de um vórtice isolado no limite κ� 1

Grande parte dos supercondutores do tipo II convencionais e virtualmente

todos os supercondutores de alta Tc possuem λ � ξ. Isso facilita bastante os

cálculos envolvendo vórtices nestes materiais pois, com ξ pequeno, podemos con-

siderar |ψ(r)|2 essencialmente constante por todo o espécime, exceto bem próximo



38 Teoria de vórtices em supercondutores
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Figura 2.3: Magnetização de equiĺıbrio em função do campo externo para um supercon-
dutor do tipo I (a) e um supercondutor do tipo II. Os campos cŕıticos correspondentes
estão indicados.

aos núcleos dos vórtices.

Para |ψ(r)|2 = cte., a variação espacial do parâmetro de ordem recai sobre

a fase, i.e., ψ(r) = |ψ|eiϕ(r). Assim, tomando o rotacional da 2a Equação de

GL (2.14), temos

∇× js =
e∗|ψ|2

m∗ (~∇×∇ϕ− e∗∇×A)

=
Φ0

2πµ0λ2
∇×∇ϕ− 1

µ0λ2
b (2.25)

Suponha agora que há um vórtice na amostra e considere que este vórtice é reto

e paralelo ao eixo ortogonal z e está localizado no ponto ri = (xi, yi) do plano xy.

Integrando ∇×∇ϕ no plano xy e usando o teorema de Stokes, temos∫
dr2n · ∇ ×∇ϕ =

∮
dl · ∇ϕ = 2πp,

onde, na última igualdade, usamos o mesmo racioćınio que levou à Eq. (2.22).

Logo, podemos identificar ∇×∇ϕ como

2πν(r, ri) = 2πẑpδ(r− ri), (2.26)

o que define a função de fonte ou vorticidade ν(r, ri) de um vórtice com p quanta
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de fluxo (onde p é inteiro positivo), que nesta aproximação é dada por uma função

delta de Dirac. Usando µ0js = ∇× b, podemos reescrever (2.25) como

−λ2∇2b + b = Φ0ν(r, ri) = ẑpΦ0δ(r− ri) (2.27)

A Eq. 2.27 nada mais é do que a equação de London (2.4) com um termo de fonte

devido a um vórtice localizado em ri = (xi, yi) portando um fluxo pΦ0 e com um

núcleo de raio infinitesimal, representado pela função delta. Esta equação pode

ser resolvida facilmente pelo método de transformadas de Fourier. Observando

que b(r) = ẑb(r), temos

b(q) =

∫
dr e−iq·rb(r) =

pΦ0

λ2

1

q2 + λ−2
(2.28)

Tomando a transformada inversa, obtemos a solução exata

b(r) =

∫
dq

2π
eiq·rbz(r) =

pΦ0

2πλ2
K0

( |r− ri|
λ

)
, (2.29)

onde K0(r) é a função de Bessel modificada de ordem zero. Esta função decai

exponencialmente, como e−r/λ, em longas distâncias (r � λ) e diverge logaritmi-

camente, como ln(r/λ), quando r → 0. Deste modo, b(r) seria não regular em

r = 0. Tal divergência é um artefato produzido por termos desprezado o núcleo do

vórtice. Fisicamente, a uma distância da ordem do raio do núcleo, ξ, |ψ(r)|2 cai a

zero. Isso introduz um cutoff (truncamento) em r ∼ ξ que elimina a divergência

em b(r). Assim, o chamado limite de London, no qual se baseia a abordagem que

levou à Eq. (2.29), corresponde a termos r � ξ e λ� ξ.

Nesta abordagem, a energia de linha do vórtice, εv, é dada apenas pelas contri-

buições da energia cinética das correntes e a energia do campo magnético gerado

pelo vórtice. Assim, integrando estas energias no plano xy, excluindo a área

correspondente ao núcleo do vórtice, temos

εv =
1

2µ0

∫
r>ξ

dr (λ2|∇ × b|2 + b2). (2.30)
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Usando a identidade vetorial∇ · (a× b) = b · ∇ × a− a · ∇ × b, onde a = ∇× b,

esta integral pode ser desmembrada em dois termos e a Eq. (2.30) pode ser rees-

crita como:

εv =
1

2µ0

∫
r>ξ

dr (b + λ2∇×∇× b) · b +
1

2µ0λ2

∮
dl · (b×∇× b) (2.31)

Usando a Eq. de London (2.27), vemos que a primeira integral se anula, já que

o núcleo do vórtice é exclúıdo. A segunda integral é tomada sobre dois caminhos

circulares, um de raio infinito e outro de raio igual a ξ, ambos centrados no núcleo

do vórtice. Assim, ficamos apenas com a segunda integral que resulta em

εv =
λ2

2µ0

[
b
db

dr
2πr

]
r=ε

−
[
b
db

dr
2πr

]
r=∞

. (2.32)

O segundo termo se anula, pois b(r → ∞) = 0. Para obter o primeiro termo,

usamos a aproximação assintótica de (2.29) para r � λ, i.e., b(r) ≈ pΦ0

2πλ2 (ln
r
λ

+

0, 12). Assim, temos, finalmente,

εv ≈
ε

2
p2 lnκ =

p2Φ2
0

4πµ0λ2
lnκ, (2.33)

Aqui, definimos também uma importante escala de energia, ε. Note que εv é

proporcional a p2. Assim, a existência de um vórtice com 2 quanta de fluxo é

energeticamente desfavorável em relação a termos dois vórtices com um quantum

cada um. Como veremos a seguir, isso é verdade mesmo considerando a energia

de interação entre os vórtices.

2.2.5 Interações entre vórtices

Considere dois vórtices retiĺıneos paralelos, um localizado no ponto ri e o outro

em rl. O vórtice i “sente” a presença do vórtice l devido à distribuição local de

corrente j
(l)
s gerada por l e vice-versa. Como um vórtice é essencialmente uma

linha de fluxo magnético, ele sente uma força de Lorentz devido à corrente do

outro vórtice que flui em sua posição. Assim o vórtice i sentirá uma força por
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unidade de comprimento dada por

f
(i)
L = j(l)s (ri)× (Φ0ẑ) (2.34)

A corrente gerada por um vórtice é js = ∇ × b. Como b = b(r)ẑ, temos js =

−(∂b/∂r)φ̂. Logo, temos

f
(i)
L = r̂ijΦ0

∂b(l)(ri)

∂ri

=
Φ2

0

4πµ0λ3
K1(rij/λ), (2.35)

onde rij = |ri− rj| e K1(r) é a função de Bessel modificada de 1a ordem. Usando

a primeira igualdade de (2.35), podemos identificar a energia de interação como

sendo

Evv(rij) = Φ0b(rij) =
Φ2

0

4πµ0λ2
K0(rij/λ). (2.36)

Uma maneira mais formal, porém mais trabalhosa, de obter esta energia de in-

teração é integrando as energias cinética e magnética no plano xy, tal como fizemos

para o cálculo da energia de linha. Mas aqui, a área de integração deve excluir os

dois núcleos correspondentes aos vórtices i e j. O resultado é a energia total do

sistema, i.e., E = 2εv + Evv(rij) (de Gennes, 1966, cf.).

2.2.6 Estrutura de um vórtice em duas dimensões

Em filmes finos, com espessura d � λ, campos e correntes são praticamente

constantes ao longo da espessura. Como, neste caso, os vórtice são objetos essen-

cialmente pontuais, seu campo magnético se distribui tridimensionalmente fora

do filme. Assim é mais conveniente escrevermos a equação de London em termos

do potencial vetor e da corrente, já que estes estão confinados no plano do filme.

Para isso, definimos um campo vetorial S por ∇ × S = Φ0ν e reescrevemos a

Eq. (2.27) como

λ2µ0j + A = S =
Φ0

2πr
, (2.37)

onde na última igualdade usamos a identidade ∇× (1/r) = θ̂2πδ(r). Tomando a
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média na espessura do filme, obtemos

J =
1

µ0Λ
(S−A), (2.38)

onde J =
∫
dz j = jd é a corrente lamelar e Λ = λ2/d é o comprimento de

penetração efetivo. Usando ∇ × ∇ ×A = −∇2A = µ0j, obtemos uma equação

para o potencial vetor

−∇2A +
δ(z)

Λ
A =

δ(z)

Λ
S. (2.39)

Esta equação pode ser resolvida pelo método de transformadas de Fourier, embora

a resolução seja um pouco mais intricada que no caso 3D (de Gennes, 1966). A

solução para a corrente lamelar no espaço de Fourier é

J(q) =
1

Λ
S(q)

2Λ q

1 + 2Λ q
=

Φ0

Λ

ẑ × q

q2 + q(2Λ)−1
, (2.40)

onde S(q) = iΦ0
ẑ×q
q2 é a transformada de Fourier de S(r). Esta é a famosa solução

de Pearl (1964) para vórtices em duas dimensões.

A energia de interação entre dois vórtices Pearl a uma distância r um do outro

é dada pela força de Lorentz FL(r) = Φ0J(r)× ẑ (note que aqui a força é integrada

sobre o comprimento do vórtice). No espaço de Fourier, temos

FL(q) = Φ0J(q)× ẑ = iq
Φ2

0

Λ

1

q2 + q(2Λ)−1
(2.41)

A energia Evv(q) de interação entre os dois vórtices pode ser dada por FL(q) =

−iqEvv(q). Assim, podemos identificar Evv(q) como

Evv(q) =
Φ2

0

Λ

1

q2 + q(2Λ)−1
. (2.42)

Para curtas distâncias, r � Λ ou q � Λ−1, temos que J ∝ S, ou seja

J(r) =
S(r)

Λ
= θ̂

Φ0

2πΛr
,

Evv(r) =
Φ2

0

2πΛ
ln

( r
Λ

)
. (2.43)
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Note que neste limite, os vórtices Pearl e os vórtices de Bessel [ou seja, aqueles

dados pela Eq. (2.29)] têm essencialmente o mesmo potencial de interação.

2.2.7 Equação do movimento de um vórtice

Como vimos, a força de interação entre dois vórtices provém da corrente que

um gera sobre o outro. A força de Lorentz que atua sobre um vórtice pode,

em prinćıpio, ser gerada por qualquer fonte de corrente, como uma corrente de

transporte ou a corrente de blindagem nas proximidades da superf́ıcie do espécime

supercondutor. Assim, a Eq. (2.34) pode ser generalizada para qualquer densidade

de corrente superfluida js.

Por outro lado, quando um vórtice se move, há uma força viscosa que se opõe

ao seu movimento. Esta força resulta dos processos de espalhamento sofridos

pelos elétrons normais no interior do núcleo. Note que aqui não estamos, ainda,

falando de impurezas ou imperfeições no cristal hospedeiro. Estamos considerando

um cristal perfeito. Estes processos de espalhamento são semelhantes aos que

ocorrem em um metal normal. Descrevendo de maneira simplista, o núcleo do

vórtice, como elétrons em um metal, se move em velocidade terminal, definida

por um coeficiente de viscosidade η. Assim, a equação de movimento de um

vórtice sob a ação de uma corrente js seria

ηv = j× ẑΦ0. (2.44)

onde (−ηv) é a força viscosa. Cabe aqui comentarmos que um vórtice de fluxo Φ0

se movendo com velocidade v induz um campo elétrico dado por E = B× v =
Φ0

A
ẑ × v, onde A é a área da amostra no plano normal ao vórtice. Portanto, a

Eq. (2.44) pode ser entendida como uma espécie de lei de Ohm. Fazendo Φ0

A
ẑ ×

(· · · ) em cada membro de (2.44), de fato, temos

E = ρffj , ρff =
BΦ0

η
. (2.45)

ρff é conhecido como resistividade de flux flow (termo relacionado ao movimento

cont́ınuo do fluxo magnético). Assim, se tivermos um sistema de N vórtices se mo-
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vendo com velocidade média v, o espécime supercondutor se comporta como um

condutor convencional de resistividade ρff = nΦ2
0/η, onde n = N/A é a densidade

de vórtices no sistema, e dissipando uma potência Pdiss = E · j = 1
ρff
E2 = ηv2.

A derivação microscópica do coeficiente de fricção η é complexa, sendo, ainda

hoje, um tema em aberto (veja, p.ex., Blatter et al. 1994, pg. 1143). Fenomeno-

logicamente, η pode ser estimado por uma abordagem simplificada que considera

que a dissipação decorre de um processo puramente resistivo no interior do núcleo.

Tal abordagem foi utilizada por Bardeen & Stephen (1965), que obtiveram

η ' Φ0Bc2

ρn

, (2.46)

onde ρn é a resistividade no estado normal extrapolada para a temperatura de

interesse.

A grosso modo, a teoria de Bardeen-Stephen deve ser válida no chamado li-

mite sujo de um supercondutor, que corresponde a termos o livre caminho médio

dos elétrons no núcleo do vórtice l � ξ. Neste caso, os processos dissipativos

de espalhamento são dominantes. A maior parte das amostras supercondutoras

encontra-se neste limite.

Uma terceira força que pode ser incorporada à equação do movimento dos

vórtices é a força de ancoragem produzida por inomogeneidades no material su-

percondutor. Normalmente, tais inomogeneidades agem como potenciais atrativos

para as linhas de vórtice, ou seja, como centros de ancoragem de vórtices. Assim,

para “desancorar” um vórtice é necessária uma força maior que um certo valor

cŕıtico que depende da distribuição de centros de ancoragem ao longo da linha de

vórtice. Esta força define a densidade de corrente cŕıtica jc acima da qual o fluxo

magnético começa a se mover no material supercondutor.

2.3 Fases termodinâmicas e dinâmicas de um

sistema de vórtices

No limite de London, a rede de vórtices pode ser entendida como um cristal de

simetria bidimensional cujos elementos constituintes são linhas elásticas, no caso
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3D (monocristais, cerâmicas etc.), ou part́ıculas essencialmente pontuais, no caso

2D (filmes finos ou, sob certas condições, supercondutores altamente anisotrópicos,

como o BSCCO). Este cristal pode ter suas propriedades, como densidade e si-

metria, facilmente alteradas simplesmente mudando a intensidade e/ou a direção

do campo externo. Assim, o sistema de vórtices é um dos poucos sistemas cris-

talinos em que o diagrama de fases termodinâmicas que relaciona a temperatura

T e a densidade do cristal B é facilmente acesśıvel. Além disso, como já mencio-

namos, este cristal (de vórtices) interage com um cristal hospedeiro (atômico) de

tal modo que defeitos naturais ou artificiais no cristal hospedeiro podem mudar

dramaticamente as propriedades dinâmicas e termodinâmicas da rede de vórtices.

Nesta seção, estudaremos o diagrama de fases termodinâmicas da rede de

vórtices, discutindo brevemente os efeitos de desordem. Analisaremos também as

fases dinâmicas que um sistema de vórtice pode adquirir quando submetidos a

uma corrente motriz.

2.3.1 Elasticidade da rede de vórtices

Consideremos uma rede de vórtices em um supercondutor isotrópico infinito, e

seja {Ri} o conjunto das posições de equiĺıbrio dos vórtices no plano xy (os vórtices

estando paralelos ao eixo z). Distorções de uma linha de vórtice i são definidas

pelo campo de deslocamento ui(z). Na aproximação elástica linear, o excesso de

energia produzido por pequenas deformações da rede de vórtices em relação ao

seu estado de equiĺıbrio é quadrática em ui(z). É conveniente expressarmos esta

energia em termos das componentes de Fourier de ui(z), definidas por

u(q, kz) =
Φ0

B

∑
i

∫
dzui(z)e

−iq·Rie−ikzz, (2.47)

onde q = (qx, qy). Assim a forma quadrática mais geral para a energia é

Eelast. =
1

2

∫
d2kz

2π

∫
ZB

d2q

(2π)2
Cαβ(q, kz)uα(q, kz)u

∗
β(q, kz), (2.48)

onde a segunda integral é tomada sobre a primeira zona de Brilouin (ZB) da
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rede rećıproca da rede triangular de vórtices e α, β = x, y. Os coeficientes Cαβ

são os elementos de uma matriz elástica que é real e simétrica no espaço de

Fourier. Na aproximação cont́ınua não-local (Blatter et al., 1994; Brandt, 1995),

esta matriz está relacionada com os módulos elásticos de compressão uniaxial, c11,

cisalhamento, c66, e entortamento, c44, por

Cαβ = (c11 − c66)qαqβ + δαβ[c66(q
2
x + q2

y) + c44k
2
z ]. (2.49)

As deformações na rede de vórtices relacionadas a estes módulos elásticos estão

ilustradas na Fig. 2.4.

c
11

c
66

c
44

Figura 2.4: Três deformações diferentes na rede de vórtices correspondendo aos
módulos elásticos de, da esquerda para a direita, compressão (c11), cisalhamento (c66)
e entortamento (c44).

Devido à interação de longo alcance entre os vórtices, os módulos elásticos c11

e c44 são dispersivos, i.e., são funções de q e de kz dadas aproximadamente por

c11(q, kz) ' c44(q, kz) '
B2

µ0

1

1 + λ2(q2 + k2
z)
. (2.50)

O módulo de cisalhamento c66, no entanto, é essencialmente não-dispersivo e dado

por

c66 '
Φ0B

16πµ0λ2
=
nvε

4
, (2.51)

onde nv é o número de vórtices por unidade de área.

Note que no limite q → 0 e kz → 0 temos c11 = c44 = B2µ−1
0 � c66, o

que caracteriza um sólido essencialmente incompresśıvel. Assim, a dispersão nos
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módulos de compressibilidade e de entortamento tornam a rede de vórtices mais

“macia”. Para campos próximos de Hc2 há uma redução considerável na densi-

dade superfluida que deve ser levada em consideração. Tal redução renormaliza

o comprimento de penetração λ para λ′ = λ/
√

1− b, onde b = B/Bc2, causando

uma forte diminuição dos módulos elásticos (Brandt, 1986, 1991).

2.3.2 Fusão da rede de vórtices

O derretimento da rede de vórtices tem sido extensivamente estudado ao longo

das últimas décadas. Vários trabalhos teóricos (Hetzel et al., 1992; Sengupta et al.,

1991) e experimentais (Charalambous et al., 1993; Safar et al., 1993, 1992; Zeldov

et al., 1995) apresentam evidências de que a transição sólido-ĺıquido em uma rede

de vórtices é de primeira ordem. No entanto, uma teoria completa desta transição

não foi ainda formulada.

Usando a descrição elástica, é posśıvel estimar qualitativamente a curva de

fusão Tf (B) de uma rede de vórtices. A estimativa é, geralmente, baseada no

chamado critério de Lindemann (Lindemann, 1910), que assume que um cristal se

torna instável em relação a flutuações térmicas quando a raiz do desvio quadrático

médio da part́ıcula,
√
〈u2〉, excede uma fração cL da constante de rede a do cristal.

Em outras palavras, a temperatura de fusão pode ser definida por

〈u2(Tf )〉 = c2La
2. (2.52)

onde, empiricamente, cL ∼ 0, 1−0, 2. Simulações numéricas e vários experimentos

têm demonstrado que o critério de Lindemann é bastante útil para estimar a forma

da curva de fusão Tf (B) e são consistentes com um valor constante de cL em uma

ampla faixa de densidade de fluxo.

É preciso, no entanto, atentar para o fato de que a teoria elástica e o critério de

Lindemann não podem dizer nada conclusivo a respeito da natureza da transição,

visto que, na vizinhança da transição, a descrição elástica perde sua validade.

O método de estimar a temperatura de fusão da rede de vórtices usando

o critério de Lindemann foi proposto inicialmente por Houghton, Pelcovits e
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Sudbø (1989). Eles determinaram 〈u2(T )〉 usando a teoria elástica que descre-

vemos brevemente acima. Aqui, usaremos um modelo elástico mais simples pro-

posto por Frey, Nelson e Fisher (1994) para estimar Tf (B). Este modelo, denomi-

nado modelo cage (gaiola) considera as flutuações térmicas de uma única linha de

vórtice interagindo elasticamente com seus vizinhos, que são considerados retos

e fixos em suas posições de equiĺıbrio (veja Fig. 2.5). A temperatura de fusão é

então estimada aplicando o critério de Lindemann ao desvio quadrático médio das

flutuações do vórtice “engaiolado”.

L

u

x

z

y

Figura 2.5: Representação do modelo
cage 3D, onde uma linha de vórtice é de-
formada por efeito de flutuação térmica
enquanto seus vizinhos permanecem eu
seus estados de equiĺıbrio. O sistema de
coordenadas é mostrado.

Inicialmente, consideramos que flutuações térmicas causam uma excitação de

comprimento ∼ L na linha de vórtice. Este segmento é deslocado de sua posição

de equiĺıbrio de um valor u, cujo valor quadrático médio desejamos estimar. A

origem do sistema de coordenadas é colocada na posição de equiĺıbrio do vórtice

teste, direcionando o eixo z paralelamente à linha, como mostrado na Fig. 2.5.

Os demais vórtices da rede produzem um potencial bidimensional que é essenci-

almente parabólico nas proximidades da posição de equiĺıbrio do vórtice teste, ou

seja, o segmento deslocado do vórtice sente uma força restauradora Frest. ≈ −κuL,
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onde κ é a constante elástica da força harmônica. Assim, temos uma energia

∆Eint ≈
1

2
κ u2 · L

associada à interação entre o segmento de vórtice e o restante da rede. A outra

energia elástica envolvida é aquela correspondente à deformação da linha, ou seja,

à variação na auto-energia do vórtice. Esta energia nada mais é do que a energia

de linha εv do vórtice multiplicada pela variação do seu comprimento, ou seja,

∆Eauto = εv

[ ∫ L

0

dz

√
1 +

(du
dz

)2

− L

]
≈ 1

2
εv

∫ L

0

dz
(du
dz

)2

≈ 1

2
εv
u2

L

A variação total da energia elástica é, então, dada aproximadamente por

∆Eel = ∆Eint + ∆Eauto ≈
1

2
κu2L+

1

2
εv
u2

L
(2.53)

O valor de L que minimiza esta energia é L = (ε/κ)1/2, o que produz ∆Eel =
√
κεu2. A média desta energia deve ser comparável com a energia térmica, i.e.

〈
√
κεu2〉 ∼ kBT . Assim, temos finalmente

〈u2〉 ≈ kBT√
κε
. (2.54)

Agora, podemos aplicar o critério de Lindemann e obter a temperatura de fusão

kBTf ≈ c2La
2
√
κε. (2.55)

Para obtermos a curva Tf (B) resta-nos calcular κ(B). Uma boa aproximação

para κ é dada por (Frey et al., 1994)

κ '
[∂2Evv(r)

∂r2

]
r=a

. (2.56)

Para campos intermediários, µ0Hc1 � B � µ0Hc1 (ou ξ � a � λ), as in-

terações são logaŕıtmicas, sendo dadas por Evv = ε ln(r/λ), onde ε está definida

na Eq. (2.33). Assim, temos simplesmente κ = ε/a2, o que produz uma curva de
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fusão dada por

kBTf (B) ≈ c2Lεa =

(
2√
3

)1/2
c2LΦ

5/2
0

4πλ2B1/2
. (2.57)

Na segunda igualdade, usamos B = nΦ, onde n = (
√

3
2
a2)−1 para uma rede

triangular. Usualmente, esta equação é invertida para obter Bf (T ). Note que

Bf (T ) é uma função decrescente, mesmo considerando a dependência expĺıcita de

λ(T ). Por exemplo, na aproximação de campo médio, válida nas proximidades de

Tc, λ
−2 ∝ (Tc − T ), de modo que Bf ∝ (Tc − T )2. Para baixas temperaturas, λ é

essencialmente constante e Bf (T ) ∝ T−2.

No limite de campos baixos, B . µ0Hc1 (ou a & λ), a energia de interação

decai exponencialmente como Evv = ε
√

π
2

λ
r
e−r/λ. Com os vórtices interagindo

apenas fracamente, κ é bastante reduzido sendo dado aproximadamente por κ ≈
ε
a2 (

a
λ
)3/4e−a/λ. Assim, a temperatura de fusão é

kBTf ≈ c2Lεa

(
a

λ

)3/4

e−a/λ. (2.58)

Note que esta equação produz Tf (B) (assim como Bf (T )) monotonicamente cres-

cente. Este comportamento é responsável pela reentrância observada experimen-

talmente nos diagramas B−T de supercondutores de alta Tc para campos baixos.

Um esboço deste diagrama é mostrado na Fig. 2.6 (a).

2.3.3 Fusão de vórtices na presença de desordem

O diagrama de fases da rede de vórtices pode ser sensivelmente alterado devido

ao efeito de desordem no cristal hospedeiro. Para desordem fraca, a fase cristalina

dos vórtices dá lugar a uma fase sólida conhecida como vidro de Bragg. Esta fase

foi primeiramente proposta por Giamarchi & Le Doussal (1995) e posteriormente

corroborada por outros cálculos anaĺıticos (Fisher, 1997; Kierfeld et al., 1997) e

por simulações numéricas (Gingras & Huse, 1996; van Otterlo et al., 1998). Em

um vidro de Bragg, o ordenamento translacional de longo alcance é destrúıdo mas

a ordem topológica é preservada, ou seja, a desordem não é suficiente para gerar
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Líquido de vórtices
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Figura 2.6: Diagramas de fase B−T para um sistema de vórtices em cristais perfeitos
(a) e com desordem (b). As linhas cont́ınuas indicam transições de fase abruptas, de
primeira ordem, enquanto que as linhas intermitentes indicam transições cont́ınuas. As
linhas cont́ınuas finas em (a) correspondem às curvas Bf (T ) nos limites µ0Hc1 � B �
µ0Hc2 e B . µ0Hc1 estudados acima pelo modelo cage. As setas em (b) indicam fusão
induzida por desordem (I) e fusão induzida termicamente (II).

defeitos topológicos, como deslocações. O nome desta fase está relacionado ao fato

de que, apesar de ser uma fase v́ıtrea, seu espectro de difração (acesśıvel, e.g., por

experimentos de difração de nêutrons) apresenta picos de Bragg. Estes picos

divergem algebricamente, em contraste com os picos de um cristal convencional

que divergem exponencialmente. Vários experimentos, como decoração magnética

em monocristais de NbSe2 (Pardo et al., 1998) e de BSCCO (Barnejee et al., 2003)

e difratometria de nêutrons em monocristais de BSCCO (Klein et al., 1998), têm

mostrado evidências de que a teoria de vidro de Bragg é válida para cristais

supercondutores com baixa concentração de defeitos.

Com o aumento dos efeitos de desordem do cristal hospedeiro, o vidro de

Bragg pode “derreter” em um vidro de vórtices amorfo, i.e., topologicamente de-

sordenado. Como o efeito de desordem é, em geral, proporcional à densidade de

vórtices, esta transição pode ocorrer com o aumento isotérmico da densidade de

vórtices. Esta transição e a transição vidro de Bragg–ĺıquido de vórtices são pro-

vavelmente de primeira ordem, como recentemente demonstrado em experimentos
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(Avraham et al., 2001) e simulações numéricas (Olson et al., 2003). Um esboço

do diagrama de fases de vórtices em supercondutores desordenados é mostrado na

Fig. 2.6 (b).

2.3.4 Vórtices em movimento: plasticidade e recristalização

A desancoragem da rede de vórtices em um supercondutor com desordem sub-

metido a uma corrente da ordem de jc é um processo ainda pouco conhecido.

A complexidade se deve ao fato de que a ancoragem não é homogênea, ou seja,

há vórtices mais fortemente ancorados que outros. Algumas simulações numéricas

(Olson et al., 1998; Reichhardt et al., 2001; Ryu et al., 1996) têm traçado um pano-

rama em que o limiar da desancoragem é caracterizado por deformações plásticas

da rede de vórtices, onde os vórtices mais fracamente ancorados começam a se

mover primeiro, destruindo a ordem da rede.

Nos primeiros estágios do movimento, os primeiros vórtices desancorados fluem

em canais “fáceis” desenhados pela estrutura desordenada dos vórtices ainda an-

corados. Este movimento é semelhante ao movimento de filetes de água descendo

uma superf́ıcie rugosa inclinada. À medida que a força de Lorentz aumenta, mais

vórtices são desancorados até que todos se movem de maneira desordenada, como

um fluido. Ocorre que, para correntes ainda mais altas, os vórtices se movem

mais rápido, passando a sentir menos a rugosidade do potencial de ancoragem.

Conseqüentemente, a velocidades suficientemente altas, onde o efeito do potencial

é pequeno, os vórtices tendem a se reordenar em uma rede triangular, semelhante

à rede de equiĺıbrio termodinâmico. Esta recristalização da rede de vórtices foi

sugerida pela primeira vez por Schmid & Hauger (1973).

Koshelev & Vinokur (1994) introduziram o conceito de temperatura de “cha-

coalhamento”, Tsh, para uma rede de vórtices se movendo sobre um potencial de

desordem em alta velocidade. Esta temperatura resulta do efeito do rúıdo provo-

cado pela passagem da rede de vórtices pela rugosidade do meio (correspondendo

à primeira ordem da aproximação perturbativa) e, adicionada à temperatura T do

cristal supercondutor, é capaz de fundir a rede de vórtices. Koshelev e Vinokur
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Figura 2.7: (a) Curvas caracteŕısticas de voltagem–corrente (painel superior) e
resistividade–corrente (inferior) t́ıpicas de um supercondutor desordenado. O sinal de
voltagem é proporcional à velocidade média dos vórtices no interior do espécime. A
queda abrupta do sinal de resistividade é usualmente associada a uma transição de
uma fase desordenada para uma fase ordenada. (b) Diagrama de fases dinâmicas es-
quemático baseado em teorias recentes sobre fases dinâmicas de vórtices. Em baixas
temperaturas e correntes, a rede de vórtices encontra-se ancorada (RA). Aumentando a
corrente, os vórtices passam por uma fase de movimento plástico (MP) e, em seguida,
cristalizam em uma fase de movimento ordenado (MO). A curva de recristalização (ou
fusão dinâmica) assintota a temperatura de fusão de equiĺıbrio para correntes altas.

mostraram que Tch depende da velocidade média dos vórtices como

Tch =
nvγU

ηr3
p

1

v
, (2.59)

onde nv é a densidade de vórtices, γU é uma constante relacionada à correlação

do potencial aleatório e rp é o tamanho caracteŕıstico dos centros de ancoragem.

Este resultado só é válido para a fase cristalina, onde a teoria elástica se aplica.

A fase cristalina se torna instável quanto T + Tch = Tf . Esta relação define a

velocidade de cristalização, que, usando a Eq. (2.59), será dada por

vcr =
nvγU

ηr3
p

1

Tf − T
. (2.60)
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Na Fig. 2.7(b), mostramos um esboço do diagrama de fases dinâmicas, que pode

ser obtido através desta equação (válida para velocidades altas) e de simulações

numéricas.

Movimento plástico

Movimento esmético

Movimento ordenado
(vidro de Bragg)

Figura 2.8: Alguma fases dinâmicas posśıveis para um sistema de vórtices movidos
por uma corrente de transporte. A fase plástica desordenada pode se ordenar em uma
fase esmética, com ordem apenas na direção perpendicular ao movimento, ou em uma
fase topologicamente ordenada, o vidro de Bragg.

Mais recentemente, Giamarchi & Le Doussal (1996, 1997, 1998) mostraram

que a fase cristalina prevista por Koshelev & Vinokur corresponde, na verdade a

um vidro de Bragg. Várias simulações numéricas (Kolton et al., 2001; Olson et al.,

1998; Reichhardt et al., 2001; Ryu et al., 1996) e alguns experimentos (Pardo et al.,

1998) sustentam a existência desta fase em uma certa faixa de corrente aplicada e

temperatura. As simulações citadas acima prevêem também a existência de uma

fase esmética onde os vórtices se ordenam apenas na direção perpendicular à do

movimento (veja Fig. 2.8).



Caṕıtulo 3

A rede de vórtices em filmes
mesoscópicos

As propriedades da rede de vórtices podem mudar drasticamente quando uma

ou mais dimensões do espécime supercondutor são reduzidas a tamanhos me-

soscópicos. Para amostras em que uma ou mais dimensões são comparáveis ao

comprimento de penetração, ξ, não só a rede de vórtices mas a própria estrutura

do núcleo do vórtice pode ser alterada de modo a favorecer a formação de estrutu-

ras anômalas, como moléculas de vórtices (Chibotaru et al., 2000, 2001; Mel’nikov

et al., 2002) e vórtices gigantes, com mais de um quantum de fluxo (Deo et al.,

1997; Fink & Presson, 1966; Moshchalkov et al., 1997; Saint-James, 1965).

Aqui, no entanto, estamos interessados em sistemas cujas dimensões sejam

comparáveis com o comprimento de penetração, λ, de modo que o núcleo do

vórtice pode ser, a priori, desprezado (supondo que o supercondutor seja alta-

mente tipo II). Assim, o efeito de dimensionalidade se restringe às interações dos

vórtices entre si e com o campo externo. A situação mais simples que pode ser

estudada é aquela em que apenas uma das dimensões do espécime é mesoscópica,

como o raio de um cilindro ou a espessura de um filme. Se o campo é aplicado

paralelamente ao eixo do cilindro ou ao plano do filme, a dimensão finita D tem

um efeito confinatório sobre uma eventual rede de vórtices que venha a se formar.

Se D � λ é esperado que a rede de vórtices se comporte como em um sistema

infinito, com propriedades semelhantes às que estudamos no Cap. 2. Se D ∼ λ, a

interação dos vórtices com as superf́ıcies pode dominar e dar origem a novas fases
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da rede de vórtices.

No caso espećıfico de filmes mesoscópicos, os vórtices penetram no filme para-

lelamente às suas superf́ıcies e ao campo magnético externo e, devido a uma forte

pressão das correntes de blidagem, se acomodam inicialmente no plano equatorial

do filme, onde minimizam sua energia. À medida que o campo aumenta, uma

rede de vórtices paralelos às superf́ıcies é formada. Esta rede, como predito por

Shmidt (1969, 1971) e Rusinov & Mkrtchan (1971), é essencialmente triangular.

Em experimentos realizados em super-redes de Nb/Cu com espessura D ≈ λ,

Guimpel et al. (1988) observaram um pico extra na curva de magnetização em

função do campo magnético aplicado um pouco acima do campo de penetração dos

vórtices. Partindo de uma minimização da energia livre de Gibbs, eles mostraram

que o pico correspondia a uma transição de fase onde a cadeia de vórtices estabili-

zada no centro do filme se dividia em duas cadeias. Posteriormente, observou-se,

teórica (Brongersma et al., 1993; Carneiro, 1998; Mawatari & Yamafuji, 1994) e

experimentalmente (Brongersma et al., 1993; Ziese et al., 1996), que em filmes fi-

nos, com D ≤ λ, estas duas cadeias se quebravam em três cadeias para um campo

mais alto gerando um terceiro pico na curva de magnetização, e novas transições,

envolvendo a criação de uma nova cadeia, ocorriam à medida que o campo au-

mentava ainda mais. Assim, ficou estabelecido que, para filmes finos, há uma

seqüência de transições estruturais na rede de vórtices onde o número de cadeias

de vórtices é incrementado em uma unidade. Estas transições ocorrem em valores

espećıficos de campo, os chamados campos de matching, e podem ser identificadas

na curva de magnetização de equiĺıbrio como uma série de picos nestes valores.

Este efeito matching é semelhante ao que ocorre em cilindros mesoscópicos de

seção reta circular (Akkermans et al., 2001; Venegas & Sardella, 1998) ou retan-

gular (Sardella et al., 1999), com a diferença de que nestes dois casos a rede de

vórtices é completamente confinada.

Estados de equiĺıbrio, no entanto, nem sempre são posśıveis de serem obtidos

experimentalmente. Recentes avanços nas técnicas de nanofabricação têm levado

à preparação de amostras mesoscópicas com bordas e superf́ıcies praticamente

livres de imperfeições (Geim et al., 1997; Moshchalkov et al., 1995). Para estes
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sistemas, um ciclo de magnetização convencional é caracterizado por uma histe-

rese (Geim et al., 2000, 1997), mesmo estas amostras sendo extremamente puras.

Esta histerese está relacionada com uma forte barreira de superf́ıcie que atrasa a

entrada de vórtices, quando o campo externo é aumentado, e atrasam sua sáıda,

quando o campo é decrescido (Akkermans et al., 2001; de Souza Silva & Aguiar,

2001; de Souza Silva et al., 2001; Peeters et al., 2002; Schweigert et al., 1998). Os

estados obtidos são, portanto, estados metaestáveis.

Neste caṕıtulo estudaremos a estrutura da rede de vórtices em filmes me-

soscópicos de espessura λ ≤ D ≤ 10λ. Os objetivos principais são dois: (i) deter-

minar o limite da razão D/λ em que o efeito matching discutitdo acima domina a

curva de magnetização e a estrutura da rede de vórtices; e (ii) estudar o papel da

barreira de superf́ıcie na formação de estados meta-estáveis. Iniciaremos descre-

vendo alguns conceitos básicos sobre a barreira superficial de Bean–Livingston.

Em seguida, exporemos um cálculo para a barreira superficial em filmes de espes-

sura arbitrária. Usamos estes resultados para simular a penetração e a dinâmica

de vórtices no interior dos filmes através de um algoritmo de dinâmica de Lange-

vin.

3.1 A barreira superficial de Bean-Livingston

3.1.1 Interação de um vórtice com uma interface supercondutor–
isolante

Quando um vórtice se encontra próximo a uma interface supercondutor–vácuo

(ou isolante), as condições de contorno nesta interface impõem severas modi-

ficações na distribuição de corrente que circunda o vórtice. Assim, para entender

como os vórtices interagem entre si e com as correntes de blindagem da amostra,

é necessário calcular como estas interfaces modificam a estrutura dos vórtices e

sua auto-energia.

O caso mais simples que pode ser estudado é a interação de um vórtice re-

tiĺıneo com uma superf́ıcie plana (Bean & Livingston, 1964; de Gennes, 1966).

Este problema é relevante para amostras macroscópicas, ou seja, cujas interfa-
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ces encontram-se separadas umas das outras por distâncias muito maiores que o

comprimento de penetração λ, e sem efeito de demagnetização (que, em geral,

“entorta” a linha de vórtice). Este tipo de amostra pode ser modelado por um

supercondutor semi-infinito ocupando o espaço x > 0 (a região x < 0 corres-

pondendo ao vácuo). Estamos interessados em obter as distribuições locais de

campos e correntes geradas por um vórtice localizado a uma distância xi da su-

perf́ıcie plana, onde xi > ξ, e alinhado com o eixo z. Escolhemos a origem do eixo

y de modo que yi = 0. A condição de contorno que deve ser satisfeita é que a

densidade de corrente não pode ter componente normal à interface supercondutor–

vácuo. Analogamente ao problema eletrostático de uma linha de carga diante de

um plano condutor aterrado, este problema pode ser resolvido pelo método de

imagens (Jackson, 1999). Assim, a condição de contorno deve ser garantida se co-

locarmos um vórtice imagem, de vorticidade oposta à do vórtice real, na posição

simetricamente oposta, i.e, em r′i = (−xi, 0).

O campo local resultante deverá então ser a soma dos campos gerados pelo

vórtice em (xi, yi) e sua imagem em (−xi, yi):

bv(r, ri) =
Φ0

2πλ2

[
K0

(√
(x− xi)2 + (y − yi)2

λ

)
−

K0

(√
(x+ xi)2 + (y − yi)2

λ

)]
, (3.1)

Observe que o campo local produzido pelo vórtice é essencialmente nulo quando

xi → 0 e tende ao campo de um vórtice isolado quando xi � λ. Assim, o fluxo

magnético portado pelo vórtice depende da sua distância à superf́ıcie e é sempre

menor ou igual a Φ0. Este fluxo pode ser obtido integrando o campo local dado

pela Eq. (3.1). É mais conveniente, no entanto, usar a transformada de Fourier

de (3.1). Usando a Eq. (2.28), temos

bv(q, ri) =
Φ0

4π2λ2

eiqxxi − e−iqxxi

q2 + λ−2
, (3.2)
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Assim, o fluxo total do vórtice é dado por

Φ(xi) =

∫ ∞

0

dx

∫ ∞

−∞
dy bv(r, ri)

=
Φ0

(2π)2

∫ ∞

0

dx

∫ ∞

−∞
dy

∫ ∞

−∞
dqx

∫ ∞

−∞
dqy

eiqxxi − e−iqxxi

q2 + λ−2
ei(qxx+qyy)

Usando a
∫ ∞
−∞ dy eiqyy = 2πδ(qy), obtemos

Φ(xi) =
Φ0

2π

∫ ∞

0

dx

∫ ∞

−∞
dqx

eiqxxi − e−iqxxi

q2
x + λ−2

eiqxx .

Agora, usando a identidade∫ ∞

−∞
dk

e−ikr

a2 + k2
=
π

a
e−|ar|,

obtemos que o fluxo efetivo carregado por um vórtice a uma distância xi da

superf́ıcie de um supercondutor semi-infinito é

Φ(xi) = Φ0

(
1− e−xi/λ

)
. (3.3)

Naturalmente, é esperado que a auto-energia, Eauto, do vórtice também seja de-

pendente da posição. Eauto(xi) pode ser dado por

Eauto(xi) =
1

2
Φ0bv(r = ri, ri).

Aqui, usaremos um procedimento de truncamento para levar em conta o núcleo

do vórtice. Este procedimento consiste simplesmente em substituir r − ri por√
(r − ri)2 + 2ξ2, ou, equivalentemente,

x− xi →
√

(x− xi)2 + ξ2

y − yi →
√

(y − yi)2 + ξ2 (3.4)

Este procedimento, proposto por Clem (1975), corresponde à solução exata das
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equações de Ginzburg–Landau no limite ξ � λ. Assim, obtemos

Eauto(xi) = − ε
2

[
K0

(2xi

λ

)
−K0

(2ξ

λ

)]
, (3.5)

onde ε = Φ2
0/2πλ

2. Como K0(x) é uma função decrescente, percebe-se de imedi-

ato que o vórtice diminui monotonicamente sua energia quando se aproxima da

superf́ıcie, ou seja, o vórtice é atráıdo pela superf́ıcie. A força de atração é

Fauto = −x̂∂Eauto

∂xi

= −x̂ ε
λ

K1

(2xi

λ

)
. (3.6)

3.1.2 A barreira superficial de Bean-Livingston

Para que seja permitida a entrada de um vórtice no espécime, é necessária a

ação de um agente externo. Tal agente pode ser, e.g., um campo magnético H

aplicado paralelamente à superf́ıcie. Consideremos que este campo está alinhado

com o eixo z (e, portanto, com o vórtice). Neste caso, a solução da equação de

London para a penetração do campo externo resulta em bM(x) = µ0He
−x/λ, que

corresponde ao campo Meissner gerado pelas correntes de blindagem. A energia

total do vórtice é então a soma da sua auto-energia com a energia de interação

entre o vórtice e o campo Meissner bM(x), ou seja

E(xi) = Eauto(xi) +
Φ0

µ0

bM(xi)

= − ε
2

[
K0

(2xi

λ

)
−K0

(2ξ

λ

)]
+ Φ0He

−x/λ . (3.7)

Esta energia, a menos de uma constante, pode ser identificada como a energia

livre de Gibbs por unidade de comprimento (veja, e.g., de Gennes, 1966, pgs.

76-79). Aqui, a energia de Gibbs é o potencial termodinâmico relevante pois o

campo externo é considerado constante, i.e., o sistema está em contato com um

“reservatório” de campo magnético. Assim, o sistema encontra seu estado de

equiĺıbrio quando minimiza esta energia. Para campos baixos, E(xi) tem mı́nimo

apenas em xi = ξ. Como ξ é o limite da resolução espacial do modelo de London,
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isso equivale a dizer que o mı́nimo do vórtice é na superf́ıcie, o que corresponde,

na prática, à inexistência de vórtices no sistema. Um mı́nimo global para E(xi)

no interior do espécime só existe para campos suficientemente altos e a posição

de mı́nimo corresponde a xi = ∞, ou seja, a um ponto infinitamente profundo

no interior do espécime supercondutor. Assim, o campo cŕıtico acima do qual é

energeticamente favorável a existência de um vórtice no interior do espécime, ou

seja, Hc1, pode ser definido por

E(xi = ∞)− E(xi = ξ) =
ε

2
K0

(2ξ

λ

)
+ Φ0Hc1 = 0 (3.8)

onde usamos K0(x→∞) = 0 e a aproximação e−ξ/λ = 1 no limite κ� 1. Assim,

obtemos uma estimativa para Hc1:

Hc1 =
ε

2Φ0

K0

(2ξ

λ

)
≈ Φ0

4πµ0λ2
lnκ =

εv
Φ0

, (3.9)

que, não surpreendentemente, é a mesma expressão encontrada no Cap. 1 [Eq. (2.23)].

Isso mostra que, em amostras macroscópicas, Hc1 é insenśıvel a efeitos de su-

perf́ıcie.

Quando aumentamos o campo externo partindo do estado Meissner, a even-

tual entrada dos vórtices se dá através da superf́ıcie. Assim, para um vórtice se

acomodar no mı́nimo de energia estabelecido em H ≥ Hc1 é necessário que ele

transponha a barreira superficial de energia criada pela competição entre a energia

atrativa da superf́ıcie e a energia repulsiva do campo Meissner. Esta barreira su-

perficial é conhecida como barreira de Bean-Livingston. Portanto, a condição de

entrada de um vórtice é que, na superf́ıcie (ou seja, em xi = ξ), a força resultante

sobre ele aponte para dentro do supercondutor, i.e.,

fx(xi = ξ) = − ε

2λ
K1

(2ξ

λ

)
+

Φ0

λ
He−ξ/λ ≥ 0 .

Esta equação define o campo de entrada do vórtice:

Hen =
Φ0

2πµ0λ2
K1

(2ξ

λ

)
=

Φ0

4πµ0λ2
κ =

Hc√
2
. (3.10)
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onde usamos a aproximação assintótica K1(x) → 1/x para x � 1. Assim para

um supercondutor altamente tipo II, o campo de entrada pode ser consideravel-

mente maior que o campo cŕıtico inferior, pois enquanto Hc1 cresce com lnκ, Hen

cresce com κ. Entretanto, irregularidades na superf́ıcie podem produzir fissuras

na barreira superficial que permitem a incursão de vórtices em campos menores

que Hen, de modo que em muitas amostras o campo de entrada real pode ser bem

próximo de Hc1.

3.2 Vórtices em filmes mesoscópicos

Nesta seção, estudaremos a estrutura de um vórtice em filmes superconduto-

res mesoscópicos na presença de um campo magnético aplicado paralelamente à

superf́ıcie do filme. Usaremos a teoria de London para determinar as várias in-

terações que atuam sobre um vórtice e as condições sob as quais um vórtice pode

entrar no filme.

3.2.1 Estrutura dos vórtices e energia total

Consideremos, inicialmente, um filme supercondutor infinito homogêneo de

espessura D. O plano infinito do filme é definido pelos eixos y e z e o eixo x

está orientado ao longo da espessura do filme. O campo magnético externo H é

aplicado paralelamente ao filme ao longo do eixo z. Assim, considerando vórtices

retiĺıneos e paralelos a H = ẑH, o problema se restringe ao plano xy. O campo

local b gerado por uma distribuição arbitrária de N vórtices é dado pela equação

de London

∇2b− λ−2b = −Φ0

λ2

N∑
i=1

δ(x− xi)δ(y − yi), (3.11)

com as condições de contorno de Dirichlet

b(0, y) = b(D, y) = µ0H. (3.12)

Observe que estas condições implicam em jx = ∂b
∂y

= 0 em ambas as superf́ıcies

do filme.
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Podeŕıamos resolver este problema através do método de imagens, tal como

fizemos na seção anterior. Neste caso, para cada vórtice localizado em (xi, yi)

teŕıamos uma série infinita de imagens distribúıdas periodicamente na reta y = yi

do plano xy, semelhante ao problema de uma carga localizada entre duas pla-

cas condutoras aterradas. No entanto, usaremos aqui o método de funções de

Green (Jackson, 1999), por ser mais flex́ıvel a diferentes condições de contorno,

sem haver a necessidade de se determinar o conjunto de imagens que satisfa-

zem estas condições. Este método consiste em determinar a função de Green

G(x, y;x′, y′) do problema, que é dada por

(∇2 − λ−2)G = −δ(x− x′)δ(y − y′). (3.13)

A solução da equação desejada, Eq. (3.11), é obtida usando o teorema de Green

para os potenciais escalares b e G. Aplicação do teorema de Green para b satisfa-

zendo (3.11) e G satisfazendo (3.13), nos dá

b(x, y)− µ0H =
Φ0

λ2

N∑
i=1

∫
dx dy G(x, y;x′, y′)δ(x− xi)δ(y − yi) +∮

dl′
[
G(x, y;x′, y′)

∂b

∂n′
− b(x′, y′)

∂G

∂n′

]
.

A escolha mais adequada para as condições de contorno de G são as condições de

Dirichlet G(x, y; 0, y′) = G(x, y;D, y′) = G(x, y;x′,±∞) = 0. Assim o teorema

de Green nos dá uma solução expĺıcita de b(x, y) se conhecemos G(x, y;x′, y′):

b(x, y) =
Φ0

λ2

N∑
i=1

G(x, y;xi, yi) + µ0H
[
1−

∫ D

0

dx′
∫ ∞

−∞
dy′G(x, y;x′, y′)

]
, (3.14)

O primeiro termo desta equação corresponde à solução não-homogênea da Eq. (3.11),

ou seja, é o campo gerado pelos vórtices. Podemos então identificar Φ0

λ2G(x, y;xi, yi)

como a densidade local de fluxo gerada por um vórtice localizado em (xi, yi). As-

sim, a integral da funçao de Green na área transversal do filme nos dá o fluxo

efetivo Φ(xi, yi) portado pelo vórtice. O segundo termo é a solução homogênea,

que nos dá a distribuição do campo Meissner bM(x, y) no interior do filme.



64 A rede de vórtices em filmes mesoscópicos

Vamos agora encontrar a função de Green requerida. Iniciamos explorando o

fato de que a função delta em coordenadas retangulares em duas dimensões pode

ser expandida na forma

δ(r− r′) = δ(x− x′)δ(y − y′)

= δ(y − y′)
2

D

∞∑
m=1

sin
(mπx

D

)(
sin

mπx′

D

)
, (3.15)

o que correponde à relação de completeza do espaço de funções ortogonais
{√

2
D

sin πmx
D

}
.

Assim, podemos expandir a função de Green como

G(x, y;x′, y′) =
2

D

∞∑
m=1

gm(y, y′) sin
(mπx

D

)
sin

(mπx′
D

)
. (3.16)

Substituindo (3.16) em (3.13), encontra-se que gm(y, y′) deve ser determinado pela

seguinte equação

( ∂2

∂y2
− λ−2α2

m

)
gm = −δ(y − y′), (3.17)

onde

α2
m = 1 +

(
λ
mπ

D

)2

. (3.18)

Usando o fato de que gm(y, y′) deve satisfazer condições de contorno de Dirichlet

em y, y′ = ±∞ e a propriedade de simetria da função de Green, i.e., gm(y, y′) =

gm(y′, y), obtemos

gm(y, y′) =
λ

2αm

e−αm|y−y′|/λ, (3.19)

e a função de Green total será

G(x, y;x′, y′) =
λ

D

∞∑
m=1

e−αm|y−y′|/λ

αm

sin
(mπx

D

)
sin

(mπx′
D

)
. (3.20)
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Assim, a distribuição de fluxo magnético gerada pelos vórtices será

bv(x, y) =
N∑

i=1

bi(x, y) =
Φ0

λ2

N∑
i=1

G(x, y;xi, yi)

=
Φ0

λD

N∑
i=1

∞∑
m=1

e−αm|y−yi|/λ

αm

sin
(mπx

D

)
sin

(mπxi

D

)
. (3.21)

O fluxo efetivo de um vórtice localizado na posição (xi, yi) é obtido integrando a

densidade de fluxo deste vórtice, Φ0λ
−2G(x, y;xi, yi), na área do filme. O resultado

é

Φ(xi) = Φ0

∫ D

0

dx

∫ ∞

−∞
dy G(x, y;xi, yi) = Φ0

[
1−

cosh 1
λ
(xi −D/2)

cosh(D/2λ)

]
. (3.22)

Observe que o fluxo efetivo é máximo no plano equatorial do filme (x = D/2).

Para filmes muito finos, o fluxo efetivo máximo pode ser bem menor que Φ0.

Podemos usar a Eq. (3.22) para obter o campo Meissner:

bM(x) = µ0H
[
1−

∫ D

0

dx′
∫ ∞

−∞
dy′G(x, y;x′, y′)

]
= µ0H

cosh 1
λ
(x−D/2)

cosh(D/2λ)
, (3.23)

que é exatamente o resultado clássico para a distribuição de fluxo em um filme no

estado Meissner.

Vamos agora calcular a auto-energia de um vórtice i no filme, i.e., Eauto =
1

2µ0
Φ0bi(r = ri). Para isso, usamos o procedimento de truncamento da Eq. (3.4)

e obtemos

Eauto(xi, yi) =
Φ2

0

2µ0λD

∞∑
m=1

e−αmξ/λ

αm

sin2
(mπxi

D

)
. (3.24)

A energia total do sistema de N vórtices é então a soma das auto-energias de

cada vórtice com a energia de interação entre eles e a energia de interação com a
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distribuição de campo Meissner. O resultado é

E =
Φ2

0

µ0λD

N∑
i,j>i

∞∑
m=1

e−αm|yi−yj |/λ

αm

sin
(mπxi

D

)
sin

(mπxj

D

)
+

N∑
i=1

[
Φ2

0

2µ0λD

∞∑
m=1

e−αmξ/λ

αm

sin2
(mπxi

D

)
+ Φ0H

cosh 1
λ
(xi −D/2)

cosh(D/2λ)

]
.

(3.25)

3.2.2 Barreira superficial

O termo entre colchetes na Eq. (3.25) produz uma barreira de energia contra

a entrada de um vórtice.

Para determinar o campo de entrada do primeiro vórtice, usaremos aqui a

condição de balanço de forças introduzida na Sec. 3.1. A força total atuando

sobre um vórtice isolado no filme tem componente apenas na direção x e é dada

por

f(xi) =
πΦ2

0

µ0λD2

∞∑
m=1

m

αm

e−αmξ/λ sin
(2mπxi

D

)
+

Φ0H

λ

sinh 1
λ
(xi −D/2)

cosh(D/2λ)
. (3.26)

Fazendo f(xi = ξ) = 0, obtemos o campo de entrada Hen em função da espessura

do filme:

Hen =
πΦ0

2µ0D2

cosh(D/2λ)

sinh(D/2λ− ξ/λ)

∞∑
m=1

m

αm

e−αmξ/λ sin
(2mπξ

D

)
. (3.27)

No limite D � ξ, podemos transformar a soma na Eq. (3.27) em uma integral

sobre a variável s = πξ
D
m. Usando a identidade (Gradshteyn & Ryzhik, 1965)∫ ∞

0

x dx√
δ2 + x2

e−β
√

δ2+x2
sen(ax) =

aδ√
a2 + β2

K1

(
δ
√
a2 + β2

)
,
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Figura 3.1: Campo de entrada Hen dos vórtices em função da espessura do filme
D calculado usando a Eq. (3.27) (linha cont́ınua) e a Eq. (3.27) (linha tracejada). A
linha pontilhada corresponde ao campo de penetração HGL

en (D) obtido pela teoria de
Ginzburg-Landau unidimensional (de Gennes, 1965). A linha ponto-tracejada corres-
ponde ao campo cŕıtico inferior Hc1(D).

obtemos uma expressão fechada para Hen(D):

Hen(D) =
Φ0

π
√

5µ0λ2
K1(

√
5ξ/λ) tanh(D/2λ) (3.28)

Na Fig. 3.1, mostramos curvas de Hen(D) calculadas pela equação exata (3.27)

(linha cont́ınua) e pela equação aproximada (3.28) (linha tracejada) para um

supercondutor com κ = 20. observe que a solução aproximada de Hen concorda

bem com a solução exata para D & 0, 5λ. Outro ponto importante é que o campo

de entrada assume um valor essencialmente constante para D & 8λ, que é dado

por

Hen =
Φ0

π
√

5µ0λ2
κ =

2
√

2

5
Hc (3.29)
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Este valor é bem parecido com aquele obtido para o supercondutor semi-infinito da

Sec. 3.1. Assim, D ≈ 8λ marca um crossover entre o comportamento mesoscópico

e o macroscópico em relação à entrada de vórtices no filme.

Ainda na Fig. 3.1, mostramos a curvaHen(D) calculada numericamente através

de um modelo unidimensional proposto por de Gennes (1965). Este modelo usa

a teoria de Ginzburg-Landau para obter a depreciação do parâmetro de ordem

na superf́ıcie. O comportamento de Hen(D) é bastante semelhante ao comporta-

mento que obtivemos usando a teoria de London, onde a depreciação do parâmetro

de ordem é desprezada.

3.3 Vórtices em filmes mesoscópicos: configurações

e metaestabilidade

Nesta seção, descreveremos simulações da penetração e evolução dinâmica de

vórtices em um filme mesoscópico quando um campo magnético externo é variado.

Estudaremos mais especificamente a influência da espessura do filme nas fases

estruturais da rede de vórtices e como isso afeta o processo de magnetização do

filme.

3.3.1 Simulação e dinâmica de Langevin

Como vimos na Sec. 2.2, o movimento de um vórtice pode ser descrito por

equações de Langevin sobre-amortecidas, apropriadas para part́ıculas de massa

despreźıvel embebidas em um meio viscoso e em contato com um reservatório

térmico. Assim, a equação do movimento de um vórtice i no interior do filme

homogêneo é dada por

η
dri

dt
= −∇iE + Γi(t), (3.30)

onde ∇i é o operador gradiente em relação a i e Γi(t) representa um rúıdo gaus-

siano de média zero cuja variância é proporcional à temperatura T [Eq. (A.3)].

Aqui a função da temperatura é meramente de acelerar a convergência para um

estado de equiĺıbrio. T é escolhida como sendo bem menor que a temperatura na

qual a rede de vórtices funde.
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Nossa simulação se resume em integrar numericamente as equações acopladas

de Langevin para N vórtices que já tenham satisfeito a condição de entrada.

A integração é feita usando o algoritmo apresentado na Sec. A.2 do Apêndice,

expresso pela seguinte equação de recorrência:

xi(tn+1) = xi(tn)− 1

η

∂E(tn)

∂xi

h+ u(tn)
√
Dh, (3.31)

onde h é o passo de tempo na discretização, i.e., tn+1 = tn + h, e D = 2kBT/η

é a difusividade do vórtice. h deve ser pequeno o suficiente para garantir a con-

vergência das soluções. Nas simulações, usamos h ≤ 10−4ηλ4/Φ2
0. u(tn) é uma

variável gaussiana de variância unitária que é sorteada a partir de um gerador de

números aleatórios de distribuição uniforme pelo método de Box-Muller (Press

et al., 1992).

Para simular um filme infinito, usamos condições de contorno periódicas na

direção y com periodicidade Ly � λ. Assim, a célula de simulação tem uma área

A = D × Ly. Para todos os filmes estudados, usamos Ly ≥ 20λ. Verificamos

que este comprimento é grande o suficiente para minimizar efeitos de tamanho

finito. Como a força de interação entre os vórtices decai exponencialmente na

direção y, truncamos a interação numa distância Rcutoff = 10λ. Verificamos que

os resultados da simulação para D = λ foram insenśıveis à escolha de Rcutoff dentre

os valores 8λ, 10λ e 12λ.

O procedimento para a nucleação dos vórtices nas superf́ıcies do filme é como

segue: a cada instante de tempo, uma posição (x0, y0) é sorteada, onde x0 = ξ

ou D − ξ e 0 ≤ y0 < Ly. Calculamos então a força total sobre um vórtice

teste posicionado em (x0, y0), ou seja, a auto-força mais a força Meissner, que

constituem a barreira de superf́ıcie, adicionadas à força de interação com todos

os vórtices no interior do filme. Se esta força tiver componente apontando para o

interior do filme, o vórtice teste é aceito e passa a participar da dinâmica. Caso

contrário ele é rejeitado e a dinâmica prossegue com os N vórtices já existentes.

Eventualmente, um vórtice já aceito pode sair do filme. Consideramos que um

vórtice sai do filme quando, em um dado instante de tempo, ele assume uma

posição x < ξ ou x > D − ξ. Nestas condições, o vórtice é completamente
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descartado e apenas os N − 1 vórtices restantes participam da dinâmica.

Usando este procedimento, simulamos ciclos de magnetização M = µ−1
0 B−H

em função do campo externo aplicado. O campo externo é incrementado, partindo

de H = 0, a passos regulares ∆H após um intervalo de tempo ∆t. A taxa

de varredura do campo, ∆H/∆t, é cuidadosamente escolhida para garantir a

estabilização da configuração de vórtices após cada incremento de campo. A

indução magnética B total do filme é calculada integrando a densidade de fluxo

local em toda a área do filme, i.e.

B =
1

A

∫ D

0

dx

∫ Ly

0

dy

[ N∑
i=1

bi(x, y) + bM(x)

]

=
1

A

N∑
i=1

Φ(xi) + µ0H
tanh(D/2λ)

D/2λ
, (3.32)

onde Φ(xi) é o fluxo efetivo do vórtice i dado pela Eq. (3.22).

Para caracterizar a estrutura da rede de vórtices, as configurações são gra-

vadas periodicamente. Usamos um algoritmo de triangulação de Delauney para

encontrar os vizinhos naturais de cada vórtice e usamos estes dados para estimar

a probabilidade de coordenação sêxtupla P6, ou seja, a probabilidade de, para

uma dada configuração, encontrarmos um vórtice com seis primeiros vizinhos.

Para uma rede perfeitamente triangular esta probabilidade deve ser igual a um.

Devemos, no entanto, levar em conta que em um filme os vórtices adjacentes às

superf́ıcies têm um número reduzido de vizinhos, o que pode reduzir considera-

velmente o valor de P6, mesmo que a rede seja perfeita. Defeitos topológicos na

rede, como dislocações, produzem vórtices com número de coordenação diferente

de 6, e também reduzem o valor de P6.

3.3.2 Configurações e metaestabilidade

Ciclos de magnetização M(H) obtidas pelas simulações de dinâmica de Lan-

gevin para filmes de espessura entre λ e 8λ são mostradas nas Figs. 3.2 e 3.4.

Todas as curvas apresentam histerese e uma seqüência de picos e depressões em

ambos os ramos, crescente e decrescente, do ciclo de magnetização. Flagrantes
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Figura 3.2: Curvas de magnetização (linhas cont́ınuas espessas) calculadas para filmes
homogêneos de espessura D = λ (a), 2λ (b) e 4λ (c). As linhas retas intermitentes
são apenas guias para uma melhor identificação das fases estruturais. O número entre
estas linhas indicam o número de cadeias de vórtices da fase respectiva. As linhas finas
correspondem ao resultado macroscópico de Clem (veja texto).
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das configurações da rede de vórtices em vários valores de campo mostram que

uma depressão no ramo crescente e um pico no ramo decrescente correspondem,

respectivamente, à introdução ou aniquilação de uma cadeia de vórtices (algu-

mas destas configurações são mostradas nas Figs. 3.3 e 3.5). A histerese obser-

vada é bastante robusta. Para o filme D = 8λ, p. ex., observamos que para

δH/∆t ≥ 2 × 10−6 ηλ4/Φ2
0 os ciclos de histerese são virtualmente os mesmos e

nenhuma relaxação é observada.
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Figura 3.3: Configurações da rede de vórtices em um pedaço do filme de D = λ para
os pontos A, B, C, D, E e F indicados na Fig. 3.2.

Os valores de campoHn em que ocorrem estas transições estruturais na rede de

vórtices são usualmente denominados campos de matching, pois logo acima destes

valores a rede de vórtices estabiliza um número n de cadeias que, para aquele

valor de campo, se ajusta de maneira otimizada ao perfil de energia. Quando

o campo externo é aumentado, uma nova cadeia é formada após cada campo

de matching. Em um processo de equiĺıbrio termodinâmico (Brongersma et al.,

1993; Carneiro, 1998), a formação de uma nova cadeia permite a entrada de mais

vórtices no filme (pois a densidade de vórtices em cada cadeia diminui). Tal

fato é observado nas curvas de magnetização de equiĺıbrio (reverśıvel) como uma

queda no valor absoluto da magnetização. Antes da transição, a rede de vórtices
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encontra-se saturada, dificultando a entrada de vórtices e gerando um aumento

em |M |. Assim, a magnetização de equiĺıbrio apresenta picos sobre os valores Hn.
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Figura 3.4: Mesmo que Fig. 3.2, mas para D = 8λ. No canto direito superior é
mostrada uma ampliação de um trecho do ramo decrescente da magnetização.

No caso que estudamos aqui, consideramos que os vórtices têm que transpor

a barreira de superf́ıcie para chegar ao interior da amostra. Mesmo que exista

um mı́nimo de energia no interior do filme, a barreira superficial pode ser alta o

suficiente para impedir que o vórtice chegue a este mı́nimo. Assim, em campo

crescente, há um forte atraso na penetração dos vórtices e, conseqüentemente, um

atraso nas transições (supersaturação). Os estados gerados são, portanto, estados

metaestáveis supersaturados, ou seja, quando, finalmente, uma transição ocorre,

o novo estado já se encontra saturado e a penetração de vórtices é dificultada.

Assim, no lugar de picos, observamos depressões no ramo crescente do ciclo de

magnetização nos valores de campo Hn onde ocorrem as transições.

Para campo decrescente, a barreira superficial atua no sentido oposto, ou seja,

contrária à sáıda de vórtices. À medida que o campo cai, o sistema minimiza

sua energia com a sáıda de alguns vórtices e, eventualmente, com a destruição de

uma cadeia. No entanto, a barreira de superf́ıcie atrasa este processo mantendo



74 A rede de vórtices em filmes mesoscópicos
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Figura 3.5: Configurações da rede de vórtices em um pedaço do filme de D = 8λ
para os pontos A, B, C, D e F indicados na Fig. 3.4. Os valores do campo externo
em unidades de Φ0/µ0λ

2 são, respectivamente: 1,9 (a), 2,2 (b) e 2,4 (c), para campo
crescente, e 2,4 (d), 1,8 (e) e 1,52 (f), em campo decrescente.

um estado metaestável superresfriado com um número de cadeias freqüentemente

menor do que teria o estado de equiĺıbrio para aquele valor de campo. Isso resulta

em curvas de magnetização bastante assimétricas, com os campos de matching Hn

dependendo fortemente da história magnética do filme.

A formação de estados metaestáveis pode dar origem a efeitos inesperados

como o que está ilustrado nas Figs. 3.4 e 3.5. Observe que o ponto D indicado

na curva de magnetização da Fig. 3.4 está posicionado exatamente sobre uma

transição de 10 para 11 cadeias de vórtices que ocorre no ramo decrescente do

ciclo de histerese, quando seria esperado que transições deste tipo (n→ n+ 1) só

ocorreriam a campo crescente. No trecho em que ocorre esta transição invertida,

a barreira de superf́ıcie é finita e vai diminuindo na medida em que o campo é
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Figura 3.6: Diagrama de fase metaestável H–D (campo externo vs. espessura do
filme) para o ramo crescente do ciclo de magnetização. Os dados correspondem aos
campos de matching H1 ≡ Hen (�), H2 (N), H3 (•), H4 (H) e H5 (�) obtidos pelas
simulações realizadas para filmes de espessura λ ≤ D ≤ 10λ.

decrescido. Com a diminuição da barreira, a rede de vórtices se expande cedendo

espaço para uma nova cadeia. Vale frisar que este processo não envolve entrada

ou sáıda de vórtices, embora a indução magnética total possa variar, pois esta

depende das posições dos vórtices no filme através da Eq. 3.32.

Para caracterizar estas transições, calculamos a fração média de vórtices com

6 primeiros vizinhos em função do campo aplicado P6(H). Para melhor visua-

lização, a curva foi suavizada tomando, para cada ponto, a média dos cinco pontos

vizinhos. O resultado é mostrado na Fig. 3.6. Observa-se que as transições são

precedidas por uma forte queda de P6(H), o que indica uma grande proliferação

de dislocações na rede de vórtices, e sucedidas por um aumento acentuado, in-

dicando o reordenamento da rede. A proliferação de dislocações no momento da

transição está ilustrada na Fig. 3.5(d). Esse comportamento abrupto de P6(H)

nas proximidades de um campo de matching é um forte ind́ıcio de que as transições

estruturais na rede de vórtices são de primeira ordem. Na Fig. 3.6, mostramos
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um diagrama H–D com várias fases metaestáveis supersaturadas. As fronteiras

de fase correspondem aos campos de matching em função da espessura D no ramo

crescente do ciclo de histerese, para λ ≤ D ≤ 10λ.

Os resultados mostrados aqui se aplicam a filmes cujas superf́ıcies são per-

feitamente planas. Em amostras reais, no entanto, é dif́ıcil evitar rugosidade na

superf́ıcie e, em alguns materiais supercondutores, é muito comum a formação de

um camada de material fracamente supercondutor na superf́ıcie do filme, o que

pode ser evitado com a deposição de uma camada protetora isolante. Em geral,

estes efeitos modificam as condições de contorno de modo que o efeito da barreira

superficial pode ser severamente reduzido.

Por outro lado, os resultados que obtivemos para o filme mesoscópico podem,

com algumas restrições, ser aplicados para fitas mesoscópicas em campo perpen-

dicular. Com as técnicas de nanofabricação atuais, este tipo de amostra pode ser

fabricado com bordas praticamente perfeitas, de modo que a barreira de superf́ıcie

fica essencialmente intacta. Recentemente, mostramos que uma fita mesoscópica

fina de espessura d� λ (ao longo de z), largura W � Λ = λ2/d (ao longo de x)

e comprimento L� W (ao longo de y) apresenta efeito matching, com transições

estruturais envolvendo criação ou destruição de cadeias de vórtices, e sua curva

de magnetização é marcada por uma forte histerese (de Souza Silva & Aguiar,

2003). As curvas de magnetização e as estruturas formadas são bem semelhantes

aos resultados que apresentamos aqui para o filme mesoscópico mais fino (D = λ).



Caṕıtulo 4

Resposta ac linear da rede de
vórtices em nanoestruturas
periódicas

Uma rede elástica interagindo com uma substrato periódico ŕıgido pode for-

mar diferentes estados comensuráveis ou incomensuráveis, dependendo se as duas

estruturas periódicas apresentam ou não uma conformidade estrutural. Este pro-

blema é relevante em várias áreas da f́ısica da matéria condensada, tais como

camadas monoatômicas adsorvidas em uma superf́ıcie monocristalina (Pokrovsky

& Talapov, 1984), colóides em armadilhas ópticas (Dufrense & Grier, 1998) e re-

des de junções Josephson. Vórtices em filmes supercondutores nanoestruturados

com uma rede de orif́ıcios ou pontos magnéticos constituem um exemplo especial

desta classe de sistemas. Em geral, o potencial produzido pela rede de centros

de ancoragem permite a acomodação de vórtices nos interst́ıcios, possibilitando a

formação de estruturas bem mais complexas.

Além de interesses fundamentais mais amplos, como o discutido acima, vórtices

em nanoestruturas periódicas têm despertado interesses espećıficos para diversas

aplicações de materiais e dispositivos supercondutores. Normalmente, este tipo

de amostra apresenta valores elevados de corrente cŕıtica e baixa taxa de creep,

sendo de grande interesse para aplicações onde a condutividade perfeita é im-

portante. Além disso, a corrente cŕıtica em função do campo aplicado apresenta

picos bem definidos em certos valores de campo, sugerindo aplicações de chavea-

mento controlado por campo magnético. Estes picos correspondem a densidades
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de vórtices que formam estruturas comensuráveis de alta simetria (Moshchalkov

et al., 1998, 1996).

Neste caṕıtulo, estudaremos as propriedades elásticas da rede de vórtices su-

jeita a pequenas excitações alternadas. Nosso objetivo é estabelecer uma relação

entre o espectro de freqüência da resposta ac com modos elásticos da rede de

vórtices ancorada em um potencial periódico.

4.1 Configurações de equiĺıbrio

As posśıveis configurações que a rede de vórtices pode assumir em um filme

supercondutor com uma rede periódica de centros artificiais de ancoragem têm

sido intensivamente estudadas por diversas técnicas de imagem, como microsco-

pia Lorentz (Harada et al., 1996), decoração magnética (Bezryadin et al., 1996)

e microscopia Hall (Field et al., 2002; Grigorenko et al., 2001), e por simulações

numéricas (Reichhardt et al., 1998a). Os vórtices podem formar diferentes es-

truturas, dependendo da simetria da rede de armadilhas e do tamanho das ar-

madilhas. O número máximo ns de quanta de fluxo que uma armadilha pode

estabilizar depende do tamanho das armadilhas e é dado aproximadamente por

ns = rp/2ξ, onde rp é o raio efetivo da armadilha. Assim, armadilhas suficiente-

mente grandes podem aprisionar mais de um quantum de fluxo. Para ns = 1, a

rede de armadilhas satura no chamado campo de comensurabilidade, BΦ, que cor-

responde ao campo onde há exatamente um vórtice (com um quantum de fluxo)

por armadilha. Neste caso, se aumentamos a indução magnética acima de BΦ,

alguns vórtices ocuparão as posições intersticiais, e serão aprisionados pela gaiola

magnética formada pelos vórtices ancorados nas armadilhas. Se a desordem no

material é fraca, é posśıvel obter, através de um processo de annealing, uma supe-

restrutura de vórtices intersticiais comensurável com a rede de vórtices ancorados

(Harada et al., 1996; Reichhardt et al., 1998a). Se aumentarmos ainda mais o

campo, de modo que a indução no filme ultrapasse 2BΦ, os vórtices se organi-

zam em d́ımeros aprisionados nos interst́ıcios e uma superestrutura de d́ımeros é

observada em B = 3BΦ (Harada et al., 1996; Reichhardt et al., 1998a).

Aqui, consideraremos uma rede quadrada de centros de ancoragem com ns = 1.
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Considere um sistema de vórtices pontuais em um filme fino com um campo

externo aplicado perpendicularmente ao filme. Para altas densidades de vórtices,

podemos aproximar as interações entre os vórtices por um potencial logaŕıtmico,

Evv = ε ln(r/Λ) [Eq. (2.43)]. Assumiremos aqui condições de contorno periódicas

em uma célula de simulação quadrada de tamanho L × L. Como o potencial

logaŕıtmico é de longo alcance, a simples truncagem do potencial pode resultar em

erros numéricos consideráveis. No entanto, fazendo uso das condições de contorno

periódicas, é posśıvel escrever o potencial de interação vórtice-vórtice como uma

série rapidamente convergente válida em toda célula de simulação (Doria, 1991;

Grønbech-Jensen, 1996, 1999). Para uma rede quadrada, o resultado é

Evv(xi, yi;xj, yj) = επ
(yi − yj)

2

L2
− ε

2

∞∑
k=−∞

ln
cosh 2π(

yi−yj

L
+ k)− cos

2π(xi−xj)

L

cosh 2πk
,

(4.1)

Esta série considera que, dentro da célula de simulação, a força que um vórtice j

exerce sobre um vórtice i resulta do potencial logaŕıtmico de j mais os potenciais

logaŕıtmicos das suas infinitas imagens localizadas em (xj +mL, yj +nL), onde m

e n são inteiros. O valor exato do potencial resultante pode ser aproximado pela

soma de apenas alguns termos da série.

Modelamos o potencial periódico, gerado pelas armadilhas, por uma rede qua-

drada de poços gaussianos. Para evitar truncamento e discontinuidades, descre-

vemos o potencial periódico de ancoragem por uma função periódica bem com-

portada:

Up(x, y) =
π2αp

a2
pξ

2
p

e−
1
2
(β2

x+β2
y)/ξ2

p , (4.2)

onde βu = sin πu
ap

, u = x, y, e ξp = sin πrp

ap
. A Eq. (4.2) é normalizada de maneira

que αp correspondem à constante de força restauradora em um mı́nimo do poten-

cial de ancoragem. Para rp � ap, esta expressão representa uma rede quadrada

de armadilhas gaussianas e rp coincide com o raio onde a força de ancoragem é

máxima. Assim, a energia total do sistema de vórtices é

E =
1

2

∑
i,j

Evv(xi, yi;xj, yj) +
∑

i

Up(xi, yj) . (4.3)
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Figura 4.1: Configurações de equiĺıbrio da rede de vórtices no potencial de ancoragem
dado pela Eq. (4.2) para números de ocupação n = 0, 25, 0,5, 0,75 e 1, da esquerda para
a direita e de cima para baixo. Os ćırculos menores (pretos) representam os vrtices
e os grandes (brancos) representam os centros de ancoragem. Os polgonos tracejados
correspondem às respectivas células unitárias. As configurações foram obitdas pelo
procedimento de annealing simulado descrito no texto, usando ap = Λ/4, rp = 0, 1ap e
αp = 8πε/a2

p.

Aqui usamos o método de Monte Carlo para simular um processo de annealing

e obter o estado fundamental da rede de vórtices para diferentes números de

ocupação n. O cálculo é baseado no algoritmo de Metropolis. Em cada passo de

Monte Carlo, um vórtice é sorteado e sua posição ligeiramente modificada para

uma posição aleatória dentro de uma vizinhança quadrada ∆R×∆R. Calculamos

então a nova energia E ′ do sistema e a comparamos com a energia anterior, E. Se

a energia diminuir, a nova posição do vórtice escolhido é aceita. Caso contrário,

a nova posição só é aceita com uma probabilidade e(E
′−E)/kBT . O processo de

annealing se inicia a temperaturas altas, maiores que a temperatura de fusão da
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Figura 4.2: Mesmo que a Fig. 4.1, mas para n = 1, 25, 1,5, 1,75 e 2.

rede de vórtices correspondente, com uma distribuição de vórtices aleatória. A

temperatura é então diminúıda lentamente até chegar a zero. O sucesso para a

obtenção da configuração de equiĺıbrio correta depende da escolha adequada da

taxa de variação da temperatura e do tamanho ∆R da vizinhança.

Realizamos simulações para diferentes valores de αp, fixando ap = Λ/4 e

rp = 0, 1ap, e observamos que, para números de ocupação 0 < n ≤ 3, a rede

de vórtices em todas as configurações é completamente ancorada e comensurável

com o potencial periódico para αp > 4πε/a2
p. Para αp = 4πε/a2

p, algumas confi-

gurações, como aquela correspondente a n = 1.75, são apenas parcialmente an-

coradas, i.e., apenas uma fração das armadilhas conseguem capturar um vórtice.

Para valores ainda mais baixos de αp, algumas configurações correpondem a uma

rede incomensurável flutuante. Os resultados para αp = 8πε/a2
p são mostrados

nas Figs. 4.1, 4.2 e 4.3, para αp = 8πε/a2
p. Observamos que as configurações para

valores mais altos de αp são essencialmente as mesmas mostradas nestas figuras.
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Figura 4.3: Mesmo que a Fig. 4.1, mas para n = 2, 25, 2,5, 2,75 e 3.

Algumas destas configurações já foram observadas previamente por simulações de

Langevin (Reichhardt et al., 1998a) e por técnicas de imagem (Bezryadin et al.,

1996; Field et al., 2002; Grigorenko et al., 2001; Harada et al., 1996). É inte-

ressante notar que, quando a ancoragem é suficientemente forte, as configurações

encontradas para um da valor de n são essencialmente as mesmas, independente-

mente da escolha do potencial de interação vórtice-vórtice

4.2 Resposta ac linear e o modelo de uma part́ıcula

Medidas da resposta ac de amostras supercondutoras é uma ferramenta expe-

rimental poderosa e muito utilizada para testar teorias sobre as diferentes fases

que a matéria de vórtices pode assumir. Tais experimentos têm sido utilizados

para estudar as propriedades dinâmicas e de ancoragem de vórtices em materiais

do tipo II na presença de defeitos pontuais desordenados (Henderson et al., 1998;
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Kötzler et al., 1994a, b), rugosidade na superf́ıcie da amostra (Lütke-Entrup et al.,

1997; Pautrat et al., 2001), defeitos colunares produzidos por bombardeamento de

ı́ons pesados (Pasquini et al., 1999, 2002) e nanoestruturas periódicas fabricadas

por litografia (Silhanek et al., 2002).

Há duas maneiras simples de excitar a rede de vórtices com uma força alter-

nada. Pode-se aplicar uma corrente de transporte ac à amostra, ou adicionar ao

campo magnético externo H uma componente ac hac(t). Em geral, a resposta

do sistema é analisada a partir de medidas da susceptibilidade, χac, ou da re-

sistividade, ρac. No regime linear, a resposta do sistema deve ser independente

da amplitude de excitação. Caso contrário, o sistema se desgarra de seu estado

fundamental, dando origem a harmônicos superiores não-nulos, e a resposta é

dita não-linear. O aparecimento de harmônicos superiores marca o “onset” da

transição entre os regimes linear e não-linear.

No regime linear, a resistividade ac é definida por E = ρac(ω)J. Observe

que, em geral, ρac é complexo, o que significa que pode haver um atraso de fase

entre a excitação e o sinal medido. É posśıvel relacionar ρac ao comprimento de

penetração ac λac através da teoria de London. Usando a primeira equação de

London, Eq. (2.1), temos E = −iωµ0λ
2
acJ. Assim o comprimento de penetração

ac é dado por

λ2
ac(ω) =

ρac(ω)

−iωµ0

. (4.4)

Conhecendo-se a forma da amostra, é posśıvel calcular a susceptibilidade ac

a partir de λac ou ρac. Em situações onde o efeito de demagnetização pode ser

desprezado, como cilindros longos com campo axial ou placas com campo para-

lelo, χac(ω) pode ser obtido de maneira relativamente simples (Clem et al., 1976).

No entanto, muito comumente medidas de susceptibilidade são realizadas com o

campo magnético perpendicular às superf́ıcies de discos ou retângulos, situação

em que o alto efeito de demagnetização produz um sinal medido bem mais expres-

sivo. Neste caso χac(ω) pode ser obtido por um método numérico desenvolvido

por Brandt (1994a, b).

Para analisar como estas grandezas macroscópicas estão relacionadas à dinâmica

de vórtices, devemos estudar o comportamento microscópico destes. Uma ex-
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citação jac(r, t) = j(r)e−iωt, seja ela uma corrente de transporte ou a corrente ge-

rada por um campo magnético ac, exerce uma força de Lorentz sobre os vórtices,

dada por φ0j(ri, t)× ẑ gerando um campo de deslocamento u na rede de vórtices.

Para pequenas oscilações, podemos escrever uma equação linearizada para o mo-

vimento dos vórtices em relação às suas posições de equiĺıbrio local (Gittleman &

Rosenblum, 1966; van der Beek et al., 1993):

ηu̇i = −κiui + φ0j(ri, t)× ẑ . (4.5)

Esta é uma equação linear com um termo de oscilação forçada, de modo que sua

solução para o regime estacionário deve oscilar com a mesma freqüência da força

motriz, i.e.,

ui(t) = ui(ω)e−iωt, ui(ω) =
φ0j(ri)× ẑ

−iηω + κp

. (4.6)

(Uma solução mais formal pode ser obtida, e.g., pelo método de transformadas

de Fourier.)

Para uma distribuição aleatória de defeitos, os vórtices interagem com um po-

tencial que apresenta desordem topológica e também energética, já que o número

de defeitos que contribuem para o aprisionamento de uma linha de vórtice é, em

geral, aleatório. Para calcular a resposta macroscópica do sistema, devemos então

calcular a média de u sobre uma distribuição de forças restauradoras. Embora

essa distribuição seja desconhecida, é posśıvel estimar a média das forças restau-

radoras, κL = 〈κi〉, conhecida como constante elástica de Labusch (van der Beek

et al., 1993). Assumindo que a distribuição de barreiras de potencial é unimodal

e caracterizada por um valor t́ıpico U , pode-se estimar κL ∼ U/Lr0, onde L é

um comprimento que caracteriza o tamanho t́ıpico de seções da linha de vórtice

que são aprisionadas independentemente e r0 é o raio de atuação dos defeitos, em

geral, da ordem de ξ para campos bem abaixo de Hc2. U e L podem ser estimados,

p. ex., da teoria de ancoragem coletiva, donde se obtém que κL pode ser expresso

em termos da densidade de corrente cŕıtica: κL = jcφ0/r0.
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4.2.1 O modelo de uma part́ıcula

Um modelo muito usado para descrever a resposta de vórtices em meios

aleatórios é o modelo de uma part́ıcula, que considera, como uma aproximação,

que todos os vórtices são atráıdos para os centros de ancoragem por uma mesma

força restauradora t́ıpica dada por κLu. Neste modelo, a freqüência caracteŕıstica

de ancoragem, ωL = κL/η, estabelece um “crossover”entre dois regimes dinâmicos:

• O regime de altas freqüências. Para ω � ωL, a força viscosa, que é propor-

cional a ηωu, domina sobre a força restauradora −ηωLu. Assim, os vórtices

oscilam com uma amplitude média dada por u(ω) ≈ iφ0j × ẑ/ωη e uma

diferença de fase de π/2, ou seja, o sistema está em quadratura com a força

motriz. A velocidade média dos vórtices, v = u̇ = −iωu, é real, o que

conduz a uma resposta dissipativa do sistema, com uma resistividade real e

dada por

ρac(ω � ωL) =
v(t)B

jac(t)
≈ φ0B

η
=

B

Bc2

ρn

ou ρac(ω � ωL) ≈ ρFF . (4.7)

Assim, o limite de altas freqüências é também conhecido como regime de

flux-flow. O comprimento de penetração,

λac(ω � ωL) =

√
i
ρFF

ωµ0

= (1 + i)
δ√
2
, (4.8)

onde δ é o chamado “skin depth” (veja Jackson, 1999, Secs. 5.18 e 8.1, ou,

para uma discussão mais aprofundada, Landau & Lifshitz, 1960, Sec. 45),

sugere que, neste regime, a amostra supercondutora se comporta como um

metal normal com resistividade ρ = ρFF e “skin depth” δ =
√

2ρFF/µ0ω.

• O regime de baixas freqüências. Este limite equivale a mover os vórtices

quase-estaticamente, de modo que a força viscosa se torna despreźıvel. A

amplitude média de oscilação dos vórtices é, então, real e não dispersiva,

sendo expressa por u(ω) ≈ φ0j × ẑ/κp. Percebe-se de imediato que a ve-

locidade média e, portanto, a resistividade vão a zero linearmente com a
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freqüência,

ρ(ω � ωL) ≈ −iωφ0B

ηκL

= −i ω
ωL

ρFF . (4.9)

Neste caso, o comprimento de penetração é real e dado por

λac(ω � ωL) = λC =

√
φ0B

µ0κL

. (4.10)

λC é conhecido como comprimento de penetração de Campbell. Assim, neste

regime de baixas freqüências, conhecido como regime Campbell, os sistema

se comporta como se estivesse no estado Meissner, blindando campos com

um comprimento caracteŕıstico λC .

4.2.2 Aplicação para redes comensuráveis com n ≤ ns

Uma rede de vórtices comensurável com uma rede periódica de centros de

ancoragem e com uma densidade menor que o número de saturação da rede de

ancoragem (ns) constitui um sistema ideal para o modelo de uma part́ıcula. Para

simplificar nossa análise, consideramos que ns = 1 e que a força motriz se distribui

uniformemente no filme. Assim, se considerarmos que as forças entre os vórtices

se cancelam por simetria, cada vórtice obedece à mesma equação de movimento,

ηu̇ = −κpu + φ0Jac(t)× ẑ , (4.11)

com κi = κp para todo i, onde κp é a constante da força restauradora dos centros

de ancoragem. Ou seja, a solução desta equação, u(t) = u(ω)e−iωt, onde u(ω) =

φ0J× ẑ/(−iηω + κp), descreve o movimento não só de um vórtice em particular,

mas do centro de massa de toda a rede de vórtices. Assim, a resistividade ac do

sistema de vórtices, definida por E = ρacJ, será dada simplesmente por

ρac = ρac(ω) =
u̇(t)B

Jac(t)
= −iωu(ω)

B

J
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Figura 4.4: Espectro de
freqüência da resposta ac de uma
rede de vórtices comensurável
com o potencial de ancoragem
para campos menores ou iguais
ao campo de saturação. São
mostradas as partes real (linhas
cheias) e imaginária (linhas in-
termitentes) do comprimento de
penetração complexo (a) e da
resistividade complexa (b). As
curvas foram obtidas do modelo
de uma part́ıcula.

ou ρac(ω) = ρ′(ω)− iρ′′(ω) =
ω2 − iωωp

ω2 + ω2
p

ρFF , (4.12)

onde ωp = αp/η e ρFF = (B/Bc2)ρn é a resistividade de flux-flow.

Na Fig. (4.4), mostramos curvas das partes real e imaginária de ρac e de λac

em função de ω/ωp obtidas pelas Eqs. (4.12). Note que ω/ωp = 1 coincide com a

freqüência de pico de ρ′′. Vale frisar que aqui ωp é uma freqüência caracteŕıstica

que mede a ação restauradora que cada centro de ancoragem exerce sobre o vórtice

por ele aprisionado e não uma média estat́ıstica sobre uma coleção de forças

restauradoras. Assim, medir o crossover entre os dois regimes dinâmicos significa

obter uma informação precisa sobre a curvatura do potencial de ancoragem nas

proximidades de um centro aprisionador.

4.3 Resposta ac linear para B > BΦ: O modelo

de duas espécies

Quando aumentamos o campo acima deBΦ, onde a rede de ancoragem encontra-
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se saturada, os vórtices que “sobram” tendem a ocupar as posições intersticiais.

Como esses vórtices intersticiais não estão diretamente conectados a um centro de

ancoragem, a restauração de suas posições de equiĺıbrio local se devem a interação

elástica com os vórtices ancorados. Assim, a elasticidade da rede de vórtices passa

a desempenhar um papel importante, de modo que o modelo de uma part́ıcula

não pode mais ser utilizado.

Nesta seção, propomos um modelo simples para estudar a resposta ac linear

da rede vórtices para densidades de fluxo acima do campo de saturação. O efeito

da interação elástica entre vórtices intersticiais e a rede de vórtices ancorados é

calculado exatamente para situações de alta simetria.

4.3.1 Descrição do modelo e equações do movimento

Consideremos N vórtices em um potencial periódico e sob a ação de uma força

motriz alternada Fac(t) = φ0ẑ × Jac(t), com Jac(t) = Je−iωt. Assumimos inici-

almente que a dinâmica dos vórtices é descrita por equações sobre-amortecidas,

i.e.,

ηṙi = −
N∑

j 6=i

∇iEvv(rij)−∇Up(ri) + φ0ẑ × Jac(t) . (4.13)

Podemos simplificar bastante este problema se considerarmos apenas densidades

de vórtices que produzem redes comensuráveis. Nesse caso, a rede de vórtices

é composta de duas sub-redes, uma formada pelos vórtices ancorados, aos quais

rotularemos vórtices da espécie A, e a outra formada pelos vórtices intersticiais,

que serão rotulados como vórtices da espécie B, ambas comensuráveis ao potencial

periódico de ancoragem. Essa é a idéia básica do modelo. Assumimos ainda que

essas duas sub-redes movem-se uma em relação à outra como corpos ŕıgidos, ou

seja, os modos internos de cada sub-rede não são excitados. Tal afirmação se

justifica pois em geral as forças internas de cada sub-rede se cancelam por simetria

(embora isso não seja verdade para algumas configurações de vórtices intersticiais).

Assim, conseguimos reduzir o problema de muitos corpos a um problema de dois

corpos.

Para pequenas oscilações, vórtices da espécie A estão elasticamente conectados
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Figura 4.5: (a) Representação esquemática de uma rede de vórtices para B = 2BΦ sob
a ação de uma força uniforme Fac (os ćırculos vazios representam os centros aprisionado-
res e os cheios representam os vórtices). Note que as sub-redes de vórtices ancorados e de
vórtices intersticiais são deslocadas de suas posições de equiĺıbrio como corpos ŕıgidos,
i.e., sem sofrer deformações. Esse problema pode ser mapeado no análogo mecânico
mostrado em (b), onde κp e κv representam as constantes elásticas de acoplamento
vórtices-rede de defeitos e vórtices ancorados - vórtices intersticiais, respectivamente
(veja texto).

à amostra supercondutora através do potencial de ancoragem, com uma constante

elástica caracteŕıstica κp, e vórtices da espécie B estão conectados à sub-rede A via

interações vórtice-vórtice, com uma constante elástica caracteŕıstica κv. Este pro-

blema é análogo ao problema mecânico de dois blocos A e B de massa despreźıvel

(em um meio de alta viscosidade) conectados por uma mola de constante κv, um

dos quais (bloco A) está conectado a uma parede por uma mola de constante κp

(veja Fig. 4.5). Note que, como a força motriz é a mesma para todos os vórtices,

a força total em cada sub-rede (ou bloco) será NAF para a rede A e NBF para a

rede B, onde NA(B) é o número de vórtices na sub-rede A(B). Assim, as equações

que descrevem as oscilações do centro de massa de cada sub-rede são

ηu̇A = −κpuA − nBκv(uA − uB) + φ0Jac(t), (4.14)

ηu̇B = −κv(uB − uA) + φ0Jac(t), (4.15)

onde nB = NB/NA é o número de ocupação de vórtices intersticiais. As equações

(4.14) e (4.15) constituem um sistema de equações diferenciais lineares não-homogêneas

de 1a ordem. Analogamente à solução da Eq. (4.6), aqui as soluções de estado
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estacionário também são do tipo uA(t) = uA(ω)e−iωt e uA(t) = uA(ω)e−iωt, onde

uA(ω) e uB(ω) são números complexos que calcularemos a seguir. Substituindo

estas soluções harmônicas em (4.14) e (4.15) temos

(−iω + κp + nBκv)uA(ω)− nBκvuB(ω) = φ0J,

−κvuA(ω) + (−iω + κv)uB(ω) = φ0J.

Resolvendo este sistema obtemos:

uA(ω) =
nωv − iω

ωvωp − ω2 − iω(nωv + ωp)

Φ0J

η
, (4.16)

uB(ω) =
nωv + ωp − iω

ωvωp − ω2 − iω(nωv + ωp)

Φ0J

η
. (4.17)

Aqui, n = N/NA é o número de ocupação total dos vórtices e as freqüências

ωp = κp/η e ωp = κp/η são as freqüências caracteŕısticas do acoplamento vórtice-

rede de ancoragem e vórtice-vórtice, respectivamente. Note que toda a dinâmica

é determinada apenas por essas duas freqüências caracteŕısticas. O deslocamento

do centro de massa é descrito por

u(t) = u(ω)e−iωt, u(ω) =
NAuA(ω) +NBuB(ω)

N
. (4.18)

4.3.2 Cálculo do acoplamento vórtice-vórtice

A freqüência de acoplamento vórtice-vórtice pode ser calculada a partir do

potencial U v gerado pela rede de vórtices ancorados, considerando pequenos des-

locamentos de um vórtice intersticial teste em relação a um mı́nimo deste poten-

cial. U v pode ser calculado a partir do potencial de interação entre um par

de vórtices. Para vórtices pontuais em filmes finos o potencial apropriado é

Evv(r) =
∫

d2k
4π2 Ṽ (k)eik·r, onde Ṽ (k) = 2πε/(k2 + 2Λ−1k), ε = Φ2

0/2πλ
2 é a es-

cala de energia e Λ = λ2/d é o comprimento de penetração efetivo. Assim, a

energia potencial resultante da rede de vórtices ancorados pode ser escrita como:
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U v(x, y) = 2πε
Λ2

a2
p

∑
G

eiG·rF (G)

G2 + 2Λ−1G
, (4.19)

onde G = π
ap

(m,n) são os vetores da rede rećıproca dos centros de ancoragem e

F (G) é a função de truncamento necessária para eliminar as divergências e incluir

o efeito do núcleo dos vórtices (Clem, 1974).

No limite de altas densidades (a/π � Λ), a interação vórtice-vórtice é essen-

cialmente logaŕıtmica, V (r) = ε ln(r), e a Eq. (4.19) pode ser reescrita como uma

soma rapidamente convergente, semelhante àquela que usamos na Sec. 4.1. Para

uma rede de centros de ancoragem quadrada temos

U v(x, y) = επ
y2

a2
p

− ε

2

∞∑
k=−∞

ln
cosh 2π( y

ap
+ k)− cos 2πx

ap

cosh 2πk
. (4.20)

Os pontos de mı́nimo deste potencial são (x, y) = ap

2
(m,n), onde m e n são

inteiros. A constante elástica para um vórtice teste localizado em uma dessas

posições de mı́nimo corresponde à segunda derivada de U v avaliada em um destes

pontos:

κv =
2π2ε

a2
p

∞∑
k=−∞

1

1 + coshπ(2k + 1)
=
πε

a2
p

. (4.21)

4.3.3 Espectro de freqüência da resistividade e do compri-
mento de penetração

A resistividade ac devida ao movimento dos vórtices é dada por ρac(ω) =
v(t)B
Jac(t)

= −iω u(ω)B
J

. Usando a Eq. (4.18), podemos escrevê-la como a soma de duas

contribuições provenientes das sub-redes A e B:

ρac(ω) = ρA(ω) + ρB(ω). (4.22)
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onde, usando as Eqs. (4.16) e (4.17),

ρA(ω) = −iωuA(ω)BΦ

J
=

−ω2 − inωωv

ωvωp − ω2 − iω(nωv + ωp)
ρA

FF , (4.23)

ρB(ω) = −iωuB(ω)(B −BΦ)

J
=

−ω2 − iω(nωv + ωp)

ωvωp − ω2 − iω(nωv + ωp)
ρB

FF (4.24)

são as resistividades devidas ao movimento da rede de vórtices ancorados e da

rede de vórtices intersticiais, respectivamente, ρA
FF = BΦ

Bc2
ρn = NA

N
ρFF e ρA

FF =
B−BΦ

Bc2
ρn = NB

N
ρFF . A resistividade total é, então,

ρac(ω) =
−ω2 − iω(nωv + nB

n
ωp)

ωvωp − ω2 + iω(nωv + ωp)
ρFF . (4.25)

Podemos usar procedimento análogo para obter o comprimento de penetração

complexo λ2
ac(ω) = ρac(ω)

−iωµ0
= B

µ0J
u(ω) e as respectivas contribuições das sub-redes

A e B, i.e.

λ2
ac(ω) = λ2

A(ω) + λ2
B(ω), (4.26)

onde

λ2
A(ω) =

BΦ

µ0J
uA(ω), (4.27)

λ2
B(ω) =

B −BΦ

µ0J
uB(ω). (4.28)

Na Fig. 4.6, mostramos espectros de freqüência da resposta linear de redes

de vórtices com densidades 1 ≤ n ≤ 2 em uma potencial de ancoragem tal que

ωp = 8ωv. As curvas de ρac(ω) [(a) parte real ρ′ e (b) parte imaginária ρ′′] e

de λ2
ac(ω) [(c) parte real e (d) parte imaginária] foram obtidas a partir das Eqs.

(4.25) e (4.26).

Note que, assim como no modelo de uma part́ıcula, ρac = ρFF e λac(ω) =√
iρFF

ωµ0
= (1 + i) δ√

2
no limite de altas freqüências (ω � ωp). No regime de baixas

freqüências, ω � ωv, a resposta é não dissipativa, ρ ≈ 0, e caracterizada por um

comprimento de penetração real dado por λac(ω → 0) =
√

B
µ0J

u(ω → 0). Usando
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0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
ρ′

/ρ
FF

0.1 1 10 100
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

ω/ω
v

ρ′
′/ρ

FF

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

R
e(

λ2 ac
)/λ

2 C

0.1 1 10 100
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

ω/ω
v

Im
(λ

2 ac
)/λ

2 C

(a) (c) 

(b) (d) 

Figura 4.6: Espectro de freqüência da resistividade ac e do comprimento de penetração
para campos entre o primeiro e segundo campos de matching, com n = 1, 11

8 , 11
4 , . . . , 2.

A seta indica o sentido crescente de n. Adotamos como escala de freqüência a freqüência
de acoplamento vórtice-vórtice, ωv. A freqüência de ancoragem escolhida foi ωp = 8ωv.

a Eq. (4.18), vemos que u(ω → 0) = φ0J/α
eff
L , onde

αeff
L =

nαvαp

n2αv + nBαp

(4.29)

é a constante elástica (de Labusch) efetiva do sistema composto. Assim, o com-

primento de penetração no modelo de duas espécies é do tipo Campbell, com

λC ≡ λac(ω → 0) =

√
φ0B

µ0αeff
L

. (4.30)

Diferentemente dos sistemas que podem ser descritos pelo modelo de uma

part́ıcula, há aqui um terceiro regime dinâmico, compreendido entre as freqüências

ωv e ωp. Neste regime, a força restauradora de ancoragem, −ηωpu, domina sobre
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Figura 4.7: Espectro de
freqüência da resistividade ac e
do comprimento de penetração
para campos entre o primeiro
e segundo campos de matching,
com n = 1, 11

8 , 11
4 , . . . , 2. A

seta indica o sentido crescente
de n. Adotamos como escala de
freqüência a freqüência de aco-
plamento vórtice-vórtice, ωv. A
freqüência de ancoragem esco-
lhida foi ωp = 8ωv.

todas as outras forças, de modo que vórtices ancorados respondem de maneira

bastante distinta dos vórtices intersticiais. A distinção entre as dinâmicas das

duas espécies de vórtices pode ser vista de modo mais claro na Fig. 4.7. Perceba

que em altas freqüências, ω � ωp, ambas as espécies de vórtices estão no regime

de flux-flow, enquanto que em baixas freqüências, ω � ωv, ambas se encontram

no regime Campbell. Porém, em freqüências intermediárias, ωv < ω < ωp, os

vórtices ancorados têm sua resposta dominada pelo potencial de ancoragem, com

baixa resistividade e um aumento no comprimento de penetração, enquanto os

vórtices intersticiais, que não sofrem ação direta da força de ancoragem, parecem

continuar no regime de flux-flow, com alta resistividade. Neste regime h́ıbrido,

os vórtices intersticiais apresentam um acentuado atraso de fase em relação aos

vórtices ancorados, como mostrado na Fig. 4.7(c). Isto ocorre porque, como dis-

cutido anteriormente, no regime de flux-flow, o movimento dos vórtices é defasado

de π/2 em relação à força excitadora, enquanto que, no regime quase-estático de
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Campbell, o movimento dos vórtices está em fase com a excitação.

4.3.4 Simulação numérica e regime de validade do modelo
de duas espécies

Como vimos o modelo de duas espécies é apropriado para configurações de

vórtices em que há no máximo um vórtice intersticial para cada célula unitária da

rede de ancoragem, ou seja, para densidades de fluxo entre o primeiro e o segundo

campos de matching. Isso, porém, não significa que o modelo será bem sucedido

para todas as configurações de vórtices nesse regime de campo. Na construção do

modelo, impusemos severas restrições de simetria que podem não ser satisfeitas,

mesmo que os vórtices formem uma rede perfeita.

Para avaliar a validade do modelo de duas espécies, fizemos simulações dire-

tas, pelo método de dinâmica molecular, da resposta da rede de vórtices a uma

pequena excitação ac para várias densidades de vórtices. As simulações consis-

tem em integrar numericamente as equações acopladas do movimento, Eq. (4.13).

O potencial de interação vórtice-vórtice é dado pela Eq. (4.1) e o potencial de

ancoragem, pela Eq. (4.2).

É importante verificarmos se a resposta da rede de vórtices no regime linear é

isotrópica, ou seja, se as constantes elásticas são de fato escalares bem definidos

(ou ainda, numa visão mais geométrica, se o potencial sentido por um vórtice

próximo a sua posição de equiĺıbrio é um parabolóide de revolução). Um maneira

simples de implementar esta verificação é considerar uma força excitadora girante,

i.e., ao invés de oscilar em apenas uma direção, a força ac tem duas componentes

ortogonais que oscilam na mesma freqüência mas com uma defasagem de π/2:

Jac(t) =
x̂− iŷ√

2
Je−iωt (4.31)

Definida desta forma, a densidade de corrente tem módulo constante e gira com

uma freqüência angular ω. Assim, se a resposta for isotrópica, espera-se que o

centro de massa dos vórtices efetue uma órbita circular. Caso contrário, haverá

uma excentricidade na órbita, de modo que a constante elástica de Labusch não

pode ser definida unicamente para todas as direções.
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Figura 4.8: Partes real ρ′ (pai-
nel superior) e imaginária ρ′′ (pai-
nel inferior) da resposta ac para um
potencial periódico de ancoragem
com periodicidade ap = Λ/4 e força
restauradora de ancoragem αp =
8πε/a2

p. Os śımbolos são os resulta-
dos da simulação de dinâmica mo-
lecular para n = B/BΦ = 1 (◦),
1.25 (�), 1.5 (♦), 1.75 (4) e 2 (?).
As linhas cheias correspondem ao
resultado anaĺıtico do modelo de
duas espécies [Eq. 4.25]. Nenhum
parâmetro de ajuste foi usado. Os
dados de ρ′′ foram deslocados verti-
calmente para melhor visualização.

Para simplificar a análise dos dados, usaremos as seguintes escalas. (i) Ener-

gia: ε = φ2
0/2πλ

2; (ii) comprimento: Λ = λ2/d; (iii) tempo: τ0 = ηλ/ε; e

(iv) freqüência: ω0 = τ−1
0 . Como condições iniciais da simulação, tomamos as

configurações de equiĺıbrio obtidas pelo procedimento de annealing simulado na

Sec. 4.1. Para garantir que um estado estacionário foi atingido, deixamos o sis-

tema relaxar entre o instante inicial t = 0 e o instante t = 128τ0. Na região de

freqüências que estudamos (ω0 ≤ ω ≤ 104ω0), verificamos que, após este intervalo

de relaxação, a dinâmica encontra-se num regime estacionário, com os vórtices

repetindo seu movimento a cada peŕıodo de oscilação da força excitadora. Todas

as médias de interesse foram calculadas a partir do instante t = 128t0 num inter-

valo de tempo mı́nimo igual a um peŕıodo de oscilação. Como o movimento dos

vórtices no regime estacionário é periódico, seria redundante considerarmos mais

de um peŕıodo.

Os dados da resistividade complexa (ρac = ρ′ − iρ′′), obtida da simulação de
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dinâmica molecular para n = 1 (◦), 11
4

(�), 11
2

(♦), 13
4

(4) e 2 (?), são apresen-

tados na Fig. 4.8 e comparados com as respectivas curvas obtidas diretamente do

modelo de duas espécies [Eq. (4.25)]. Os parâmetros do potencial periódico de

ancoragem usados foram αp = 16πε/a2
p, ap = 0.25Λ e rp = 0.1ap, o que produz um

potencial de ancoragem forte em relação à energia elástica da rede de vórtices.

Para estes valores, as linhas do modelo de duas espécies se ajustam quase que

perfeitamente aos dados numéricos, embora nenhum parâmetro livre de ajuste

tenha sido usado.

Realizando as mesmas simulações para diferentes forças de ancoragem (dife-

rentes valores de αp), observamos que para ancoragens mais fracas a concordância

entre os dados numéricos e o modelo de duas espécies não é tão boa. Tal di-

vergência é mais cŕıtica em freqüências mais baixas, onde a força de acoplamento

vórtice-vórtice é mais relevante.

Para uma análise mais detalhada da concordância entre o modelo anaĺıtico e

as simulações, calculamos a parte real do comprimento de penetração para vários
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valores de αp em diferentes regimes de freqüência. Optamos por analisar λac ao

invés de ρac pois em baixas freqüências a resistividade tende a zero, o que dificulta

a comparação entre os dados numéricos e anaĺıticos. Ao contrário, λac tende a um

valor máximo (λC) neste limite. Os dados numéricos para <(λ2
ac) em função de αp

são mostrados na Fig. 4.9 para os valores de freqüência ω = ω0 (em cima), ωv =

16ω0 (meio) e 8ωv = 128ω0 (em baixo). Os śımbolos correspondem às diferentes

densidades de vórtices (entre n = 1 e n = 2), tendo o mesmo significado que na

Fig. 4.8. Curvas teóricas (linhas) obtidas do modelo de duas espécies também são

mostradas e comparadas com os respectivos dados numéricos. Observe que para

campos de matching inteiros, n = 1 e n = 2, o modelo se ajusta perfeitamente aos

dados numéricos em todas as faixas de freqüência. Isso se deve ao fato de que essas

configurações são altamente simétricas e satisfazem a suposição de que as forças

internas de cada sub-rede se cancelam totalmente. Para campos de matching

fracionários, no entanto, as tensões internas nas sub-redes não são totalmente

anuladas. Isso dá origem às discrepâncias entre os cálculos anaĺıticos e numéricos

encontradas na Fig. 4.9 para n = 11
4
, 11

2
e 13

4
. Note que as discrepâncias ocorrem

para freqüências menores ou da ordem de ωv e para ancoragem fraca, i.e, para αp

comparável com αv.

Na Fig. 4.10, mostramos as partes real e imaginária das contribuições da rede

de vórtices ancorados (pentagramas) e da rede de vórtices intersticiais (losangos)

para o comprimento de penetração complexo (painel superior) e a resistividade

complexa (painel inferior). Os dados foram obtidos da simulação realizada para

n = 2 e as linhas foram obtidas através das Eqs. (4.27) e (4.28) para λ2
A e

λ2
B, respectivamente, e as Eqs. (4.23) e (4.24) para ρA e ρB, respectivamente,

também usando n = 2. Os comprimentos de penetração ac estão normalizados

pelos respectivos limites de baixa freqüência (λ
(A)
C e λ

(B)
C ) e as resistividades, pelos

respectivos limites de alta freqüência (ρ
(A)
FF e ρ

(B)
FF ). Como discutido anteriormente,

as freqüências ωv e ωp definem três regimes dinâmicos: o regime de flux-flow, com

ambas as sub-redes se movendo livremente; o regime dominado pelo PPA, onde os

vórtices aprisionados nas armadilhas artificiais são fortemente ancorados enquanto

os vórtices intersticiais se movem livremente, como no regime flux-flow; e o regime
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Figura 4.10: Contribuições
parciais da rede de vórtices
ancorados (?)e da rede de
vórtices intersticiais (♦) para
o comprimento de penetração
ac (em cima) e a resistividade
ac (em baixo) para B = 2BΦ.
Os comprimentos de penetração
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tivos limites de baixa freqüência.
As linhas intermitentes indicam
as freqüências caracteŕısticas
ωv (esquerda) e ωp (direita),
as quais definem três regimes
dinâmicos (veja texto).

quase-estático de Campbell, onde ambas as sub-redes estão fortemente ancoradas

e respondem com uma imitação do efeito Meissner.





Caṕıtulo 5

Transporte e fases dinâmicas de
vórtices em nanoestruturas
periódicas

Vimos na Sec. 2.3 que vórtices movidos por uma força de Lorentz para longe do

equiĺıbrio interagem não só com a desordem térmica, mas também com a desordem

intŕınseca da matriz supercondutora. O efeito combinado das desordens térmica

e material dão origem a uma variedade de fases dinâmicas e transições entre estas

fases. Assim, vórtices, nestas condições, constituem um sistema ideal para estudar

fases de não-equiĺıbrio.

Um sistema dinâmico igualmente interessante, porém menos estudado, é o

sistema de vórtices em movimento interagindo com uma matriz periódica, como

filmes supercondutores com nanoestruturas periódicas ou redes de junções Joseph-

son. Assim como os sistemas de vórtices em meios desordenados, este sistema é

caracterizado por uma variedade de fases dinâmicas. Mas aqui, o fato de o “subs-

trato” sobre o qual os vórtices se movem ser periódico e não desordenado deve

introduzir diferenças importantes nas propriedades de transporte dos vórtices e

na natureza das diferentes fases de não-equiĺıbrio.

A maioria dos estudos realizados sobre o movimento de vórtices em subs-

tratos periódicos são recentes e essencialmente numéricos. Reichhardt, Olson e

Nori (1997; 1998b) foram os primeiros autores a tratar o problema espećıfico do

movimento de vórtices sobre uma rede periódica de armadilhas. Eles realizaram

uma série de simulações de dinâmica molecular a temperatura nula e encontra-
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ram uma rica variedade de fases dinâmicas. Nenhuma das fases, no entanto,

apresenta ordem de longo alcance ou quase-longo alcance. Posteriormente, Car-

neiro (1999, 2000), Marconi & Dominguez (1998, 2001) e Reichhardt & Zimányi

(2000), através de simulações de dinâmica molecular a temperatura finita, mostra-

ram que os vórtices se reordenam em uma rede, comensurável ou incomensurável

com o potencial de ancoragem, quando movidos a uma velocidade suficientemente

alta. Assim, as fases plásticas de alta velocidade encontradas por Reichhardt

et al. (1997, 1998b) são provavelmente fases metaestáveis que podem ser corrigi-

das termicamente. Este fenômeno de cristalização dinâmica é semelhante àquele

encontrado para o movimento de vórtices em meios desordenados (veja Sec. 2.3).

Entretanto, não se sabe ainda o quão longe se pode levar esta analogia entre

vórtices em meios desordenados e vórtices em meios periódicos. Além disso, a

natureza da transição ainda não é conhecida e não se sabe se pode ser dado um

caráter termodinâmico a estas fases dinâmicas.

Neste caṕıtulo, propomos um modelo elástico simples para resolver as equações

de Langevin que descrevem o movimento de uma rede de vórtices empurrada

por uma força motriz sobre um potencial periódico. Usamos este modelo para

calcular curvas caracteŕısticas de voltagem–corrente e para a estimar a curva de

cristalização dinâmica da rede vórtices, i.e. a fronteira entre as fases dinâmicas

ordenadas e desordenadas encontradas em simulações numéricas.

5.1 Fusão da rede de vórtices revisitada: o mo-

delo cage 2D

Como vimos na Sec. 2.3, o modelo cage propicia uma maneira simples de

estudar flutuações em redes de vórtices no limite elástico. Podemos usar o mesmo

modelo para obter a temperatura de fusão de uma rede de vórtices em filmes finos.

Assim como no caso 3D (Sec. 2.3), consideramos flutuações de um único

vórtice, estando os demais vórtices da rede fixos em suas posições de equiĺıbrio. Se

a espessura do filme d� λ, os vórtices podem ser tratados como linhas ŕıgidas de

comprimento d, ou seja, a auto-energia de cada vórtice é sempre a mesma e igual

a dεv, onde εv é a energia de linha do vórtice dada pela Eq. 2.33. Assim, a única
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contribuição para a variação da energia do vórtice engaiolado é devida à interação

com seus vizinhos. O potencial efetivo sentido pelo vórtice engaiolado é essenci-

almente parabólico próximo à sua posição de equiĺıbrio e dado por Eint = 1
2
κr2.

Consideraremos aqui densidades de vórtices tais que o espaçamento entre vórtices

a� Λ = λ2/d, ou seja, interações vórtice-vórtice logaŕıtmicas [Evv = dε ln(r/λ)].

Este tipo de interação é idêntico ao limite a � λ da interação de Bessel entre

linhas de vórtices em 3D. Assim, κ é dado aproximadamente pela Eq. (2.56), o

que resulta

κ = d
ε

a2
=

Φ2
0

2πµ0Λa2
=

√
3

2

Φ0B

2πµ0Λ
, (5.1)

onde, na última igualdade, consideramos uma rede de vórtices triangular. Usando

o teorema da equipartição da energia, temos kBT = 1
2
κ〈u2〉. Aplicando o critério

de Lindemann, obtemos a temperatura de fusão em duas dimensões (2D),

kBTf =
1

2
κc2La

2 =
1

2

c2LΦ2
0

2πµ0Λ
. (5.2)

Assim, em duas dimensões, a temperatura de fusão de equiĺıbrio é independente

de B. Este resultado é consistente com a teoria de Kosterlitz-Thouless (Kosterlitz,

1974; Kosterlitz & Thouless, 1973) de transições de fase em sistemas bidimensi-

onais. Esta teoria propõe que a fusão de um cristal bidimensional ocorre pela

quebra e proliferação de dislocações. A aplicação desta teoria a uma rede bidi-

mensional de vórtices resulta em uma temperatura de fusão dada por (Doniach

& Huberman, 1979; Fisher, 1980)

kBTKT =
A1

16π
√

3

Φ2
0

2πµ0Λ
, (5.3)

onde A1 é uma constante de renormalização dos módulos elásticos compreendida

no intervalo 0, 4 . A1 . 0, 75 (Fisher, 1980). Comparando as Eqs. (5.2) e (5.3),

obtemos que o modelo cage e a teoria de quebra de dislocações proporcionam o

mesmo resultado para a temperatura de fusão se a constante de Lindemann no

modelo cage for cL ≈ 0, 095−0, 13. Este resultado está consistente com os valores

emṕıricos de cL usualmente encontrados (cL ≈ 0, 1 − 0, 2). Daqui em diante,
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adotaremos o valor cL = 0, 12 quando o valor numérico de cL se fizer necessário.

Podemos usar o modelo cage 2D para obter uma solução aproximada das

equações de Langevin para o sistema de vórtices em um filme homogêneo. A

equação de Langevin que descreve as flutuações de um vórtice l arbitrário, ulrl(t)−
Rl, onde rl(t) é a posição do vórtice no instante t e Rl sua posição de equiĺıbrio

na rede, é

ηu̇l =
N∑

j=1

fv−v
l (rlj) + Γl(t). (5.4)

No limite de pequenas flutuações, podemos usar a aproximação harmônica de

campo médio do modelo cage, eliminando assim o acoplamento entre as equações

de Langevin.

ηu̇l = −κul + Γl(t) . (5.5)

Aplicando a transformação de Fourier u(t) =
∫

dω
dt

u(ω)e−iωt em ambos os lados

de (5.5), obtemos:

iωηul(ω) = −κul(ω) + Γl(ω),

ou

ul(ω) =
Γl(ω)

iωη + κ
, (5.6)

onde f(ω) =
∫
dt f(t)eiωt. ul(ω) é também uma variável gaussiana de média zero.

A média quadrática das flutuações do vórtice, ou seja, a média de |ul(ω)|2 sobre

todas as freqüências e sobre a força aleatória, será então

u2 =

∫ ∞

−∞
dω

〈
|ul(ω)|2

〉
=

∫ ∞

−∞
dω

〈
Γl(ω) · Γl(−ω)

〉
ω2η2 + κ2

, (5.7)

onde usamos f(ω) = f(−ω) para f(t) real. Usando o teorema da flutuação-

dissipação, Eq. (A.3), obtemos

u2 = 2ηkBT
1

ηκ

∫ ∞

−∞

dζ

ζ2 + 1
=

2kBT

κ
, (5.8)

que coincide com o resultado obtido pelo teorema da equipartição de energia.
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5.2 O modelo cage dinâmico

O modelo cage de equiĺıbrio, como descrito acima, considera deslocamentos

do vórtice de sua posição de rede produzidos por flutuações térmicas. Quando os

vórtices são empurrados por uma força externa, a interação com inomogeneida-

des materiais ou artificiais também pode deformar a rede de vórtices ou mesmo

destruir sua ordem topológica. Para esta situação de não-equiĺıbrio, devemos

construir um modelo que inclua tanto flutuações térmicas quanto flutuações di-

namicamente induzidas pela interação com a matriz supercondutora.

Nossa proposta é adaptar o modelo cage para incluir tais flutuações dinâmicas

e descrever, de maneira simples, as propriedades de transporte e as posśıveis fases

e transições de fases dinâmicas de um sistema de vórtices em filmes com potenciais

periódicos de ancoragem.

5.2.1 Equações do movimento

Iniciamos escrevendo as equações de Langevin para Nv vórtices em um poten-

cial de ancoragem periódico bidimensional, que representa a interação com uma

rede regular de armadilhas, e sob a ação de uma força motriz fd:

ηṙl = fd + Fv-v
l + Fp(rl) + Γl(t), (5.9)

onde

Fp(rl) =
∑
Q

(−iQ)UQe
iQ·rl (5.10)

representa a força local de ancoragem, i.e., a força de interação de um vórtice com

a rede periódica de armadilhas, Q são os vetores da rede rećıproca da rede de

armadilhas e UQ são as componentes de Fourier do potencial efetivo de ancora-

gem. Para uma rede quadrada de centros de ancoragem de periodicidade ap, por

exemplo, temos Q = 2π
ap

(m,n), onde m e n são inteiros.

Supomos, inicialmente, que o centro de massa (c.m.) dos vórtices se move com

velocidade constante dada por v = 1
Nv

∑Nv

j=1 ṙj(t). Isso nos permite transformar o

sistema de referência de laboratório para o do centro de massa através da equação
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rl(t) = Rl + vt+ ul(t) . (5.11)

Rj são as posições de rede não perturbadas (posições de equiĺıbrio) dos vórtices

no referencial do centro de massa e ul(t) é o deslocamento do vórtice l em relação

à sua posição de equiĺıbrio Rl. Podemos agora usar a Eq. (5.11) para reescrever

a equação de Langevin na forma:

ηu̇l(t) = fd − ηv + Fv-v
l + Fv-p(Rl + ul(t) + vt) + Γl . (5.12)

Tomando a média da Eq. (5.12) sobre todos os vórtices podemos obter uma

expressão que relaciona v e a força motriz fd, ou seja, a caracteŕıstica voltagem-

corrente do sistema. Note que a média sobre a força aleatória é despreźıvel, pois∑Nv

j=1 Γj ∼
√
Nv. A média sobre as forças de interação vórtice-vórtice também é

nula, pois em regime estacionário a soma das forças internas do sistema deve ser

nula. Assim, temos

ηv = fd +
1

Nv

Nv∑
j=1

Fp(Rj + uj(t) + vt) . (5.13)

De acordo com essa equação, fd deve depender do tempo e da força aleatória,

de modo a satisfazer o v́ınculo de que a velocidade do centro de massa deve ser

constante. Para obter resultados f́ısicos que possam ser diretamente relacionados

a medidas experimentais, tomamos a média da Eq. (5.13) no tempo e no rúıdo

térmico e obtemos

ηv = FL +
1

Nv

Nv∑
j=1

∫ τ

0

dt

τ

〈
Fp

(
Rj + uj(t) + vt

)〉
. (5.14)

Podemos interpretar FL, que é a média térmica e temporal de fd, como a força de

Lorentz gerada por uma corrente uniforme e constante e a Eq. (5.14) como aquela

que nos fornece a caracteŕıstica voltagem-corrente.

Observe que toda a não linearidade da relação v-FL é proporcionada pela

média da força de ancoragem, 〈〈Fp〉〉 [segundo termo do lado direito da Eq. (5.14)],
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que depende de maneira não trivial da própria velocidade do centro de massa e do

rúıdo térmico. Tal dependência pode ser analisada, a grosso modo, como se segue:

no limite v → 0, 〈〈Fp〉〉 é máxima e coincide com a força média de ancoragem

estática. À medida que a velocidade aumenta em resposta à força motriz, a

média de Fp na direção do movimento diminui tendendo a zero no limite de altas

velocidades. Neste limite, a fricção efetiva do movimento dos vórtices é dada

aproximadamente pela constante de fricção de Bardeen-Stephen, η, pois ηv ≈ FL.

A descrição acima também é válida para potenciais de ancoragem aleatórios.

A diferença é que a quebra de simetria translacional de uma distribuição periódica

de centros de ancoragem faz com que as propriedades de transporte do sistema de

vórtices sejam anisotrópicas, ao contrário do que ocorre no caso de distribuições

aleatórias. Assim, o segundo termo do lado direito da Eq. (5.14) merece uma

análise cuidadosa para que possamos determinar como essa anisotropia afeta o

movimento dos vórtices. Outra questão fundamental é se a lei de escala da velo-

cidade de recristalização com a temperatura é semelhante àquela encontrada pela

teoria de Koshelev-Vinokur (veja Sec. 2.3) para movimento em meios desordena-

dos.

Propomos, aqui, uma adaptação do modelo cage para obtermos soluções para

o problema de não-equiĺıbrio descrito acima. Neste modelo cage dinâmico, assu-

mimos que, em velocidades suficientemente altas, os vórtices formam uma rede

elástica aproximadamente triangular. Assim, consideramos flutuações de um

vórtice, no referencial do c.m., em torno de sua posição de equiĺıbrio intera-

gindo com seus vizinhos através de um potencial de campo médio parabólico

determinado por uma constante elástica fenomenológica κ, dada pela Eq. (5.1).

Reescrevemos a Eq. (5.12) como

ηu̇l(t) = fd − ηv − κ(ul − ū) + Fp(Rl + ul(t) + vt) + Γl , (5.15)

onde ū = 1
N

∑
j uj(t) representa um posśıvel deslocamento estático do centro de

massa provocado pelo potencial de ancoragem. Este deslocamento estático pode
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ser melhor entendido se escrevermos a força de ancoragem na forma

Fp(Rl + ul(t) + vt) = Fest
p (Rl,ul(t)) + Fdin

p (Rl,ul(t), t) ,

Fest
p (Rl,ul(t)) =

∑
Q·v=0

(−iQ)UQe
iQ·(Rl+ul(t)) ,

Fdin
p (Rl,ul(t), t) =

∑
Q·v 6=0

(−iQ)UQe
iQ·(Rl+ul(t)+vt) . (5.16)

Fest
p (Rl,ul(t)) é a contribuição estática da força de ancoragem (não depende expli-

citamente do tempo) e Fdin
p (Rl,ul(t), t) a contribuição dinâmica (com dependência

expĺıcita no tempo). A contribuição estática resulta dos modos em que Q ⊥ v,

ou seja, é o equivalente a tomar a média da força de ancoragem ao longo da

direção de movimento. O resultado é um potencial unidimensional periódico na

direção perpendicular à do movimento, o chamado potencial de washboard, se este

estiver orientado em uma das direções de rede do potencial de ancoragem, ou

uma constante, se o movimento for em qualquer outra direção. A parte dinâmica

do potencial de ancoragem produz flutuações na rede de vórtices em movimento

que, como veremos, podem destruir a rede em velocidades suficientemente baixas.

Para velocidades elevadas, no entanto, estas flutuações são despreźıveis e a rede

de vórtices encontra-se em um estado de equiĺıbrio determinado pelo potencial

estático de ancoragem.

Assumindo que o deslocamento estático é uniforme, as novas posições de

equiĺıbrio são dadas por R′
j = Rj + ū. Assim, {Rj} corresponde às posições

de equiĺıbrio dos vórtices na ausência do potencial de ancoragem e {R′
j} corres-

ponde às posições de equiĺıbrio dos vórtices na presença do potencial estático. É

conveniente, então, expressarmos a Eq. (5.15) em termos de

δl(t) = ul(t)− ū. (5.17)

Note que é o desvio quadrático médio de δl(t), e não de ul(t), que determina

a estabilidade da fase elástica. Substituindo as Eqs. (5.17) e (5.13) em (5.15),
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obtemos

ηδ̇l = −κδl +
1

N

∑
j

(Nδj,l − 1)Fp(R
′
j, δj, t) + Γl(t). (5.18)

As Eqs. (5.18) e (5.14) são as equações que descrevem o modelo cage dinâmico.

A seguir, implementamos uma solução auto-consistente destas equações usando

um método perturbativo.

5.2.2 Solução perturbativa: aproximação de 1a ordem

Analogamente ao cálculo desenvolvido na Sec. 5.1, tomamos a transformada

de Fourier em ambos os lados da Eq. (5.18), o que resulta em

δl(ω) = δ
(T )
l (ω) +

1

N

∑
j

(Nδj,l − 1)×

∑
Q

FQe
iQ·R′

j

∫
dt

τ
eiQ·(δj(t)+vt) eiωt

−iηω + κ
(5.19)

onde δ
(T )
l (ω) = Γ(ω)/(−iηω + κ) é o deslocamento térmico no espaço de Fourier.

A Eq. (5.19) pode ser resolvida perturbativamente, assumindo que δj(t) �
Q−1

0 , onde Q0 = 2π/ap, onde ap é a periodicidade da rede de armadilhas. A

aproximação de primeira ordem corresponde a usarmos eiQ·δl(t) ∼ 1 no lado direito

de (5.19). O resultado é

δ
(1)
l (ω) = δ

(T )
l (ω) +

1

N

∑
j

(Nδj,l − 1)
∑
Q

FQe
iQ·R′

j

∫
dt

τ

ei(ω+ωQ)t

−iηω + κ

= δ
(T )
l (ω) +

1

N

∑
j

(Nδj,l − 1)
∑
Q

FQe
iQ·R′

j
δω,−ωQ

−iηω + κ
(5.20)

onde ωQ = Q · v. Tomando a transformada de Fourier inversa, temos

δ
(1)
l (t) = δ

(T )
l (t) +

∑
Q

FQ e
iωQt

iηωQ + κ

1

N

∑
j

(Nδj,l − 1)eiQ·R′
j (5.21)

Assim, em primeira ordem de perturbação, o rúıdo térmico e o potencial dinâmico

de ancoragem contribuem separadamente para as flutuações do vórtice engaiolado.
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(a) (b)

a

a

a’

a

Figura 5.1: Movimento de uma rede de vórtices sobre um rede quadrada de centros
de ancoragem. Em (a), a rede se move em uma direção (indicada pela seta) de baixa
simetria do potencial de ancoragem. O movimento é incomensurável e a rede é es-
sencialmente idêntica à rede de equiĺıbrio (triangular) pois o potencial de ancoragem
não é capaz de deformá-la (veja texto). Em (b), o movimento é comensurável sobre
uma direção de alta simetria da rede de ancoragem. A comensurabilidade é parcial,
ocorrendo apenas na direção perpendicular ao movimento.

Devemos distinguir aqui dois tipos de movimento para a rede de vórtices em

relação ao potencial de ancoragem: movimento comensurável e movimento in-

comensurável. Estas duas situações estão ilustradas na Fig. 5.1. Apesar de a

estrutura da rede de vórtices não ser considerada explicitamente no modelo cage,

a Eq. (5.21) captura a diferença entre estes dois tipos de movimento através do

termo 1
N

∑
j(Nδj,l − 1)eiQ·R′

j . Usando a identidade

∑
j

eiQ·Rj = N
∑
G

δQ,G , (5.22)

onde G são os vetores da rede rećıproca da rede de vórtices não perturbada, a

Eq. (5.21) pode ser escrita como

δ
(1)
l (t) = δ

(T )
l (t) +

∑
Q

FQ e
iωQt

iηωQ + κ
eiQ·ū(

eiQ·Rl −
∑
G

δQ,G

)
(5.23)

Quando a rede de vórtices em movimento é incomensurável com o potencial

de ancoragem, nenhum vetor não nulo G da rede rećıproca dos vórtices coincide
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com um vetor Q da rede rećıproca dos centros de ancoragem, ou seja, o único

termo que contribui para
∑

G é aquele com G = 0. Neste caso, o potencial de

ancoragem não exerce força total sobre a rede de vórtices, pois

1

N

∑
j

Fp(Rj) =
1

N

∑
Q

(−iQ)UQ

∑
j

eiQ·Rj =
∑
Q,G

(−iQ)UQδQ,G = 0 . (5.24)

Temos então o chamado “sólido flutuante”. No entanto, localmente, os vórtices

experimentam forças provenientes do potencial de ancoragem. As flutuações cau-

sadas por estas forças (e pelo rúıdo térmico) podem desestabilizar a fase incomen-

surável.

Quando a rede de vórtices se move em uma das direções de alta simetria do po-

tencial de ancoragem, existe a possibilidade de a rede de vórtices ser comensurável

com a contribuição estática do potencial (a concretização desta possibilidade de-

pende de quem sai ganhando da competição entre as energia elástica e de anco-

ragem). Neste caso, a comensurabilidade ocorreria na direção perpendicular ao

movimento. Na direção do movimento, em geral, a rede é incomensurável (exceto

quando a/ap é um número racional). Assim, na fase comensurável existem vetores

G não nulos que coincidem com os vetores Q e contribuem para
∑

G. Cada um

cancela com os termos eiQ·Rl correspondentes na Eq. (5.23), pois para Q = G as

exponenciais se igualam a 1 (o vetor da rede rećıproca é sempre perpendicular ao

vetor da rede real correspondente).

A fase comensurável pode ser melhor entendida se considerarmos, como exem-

plo, a situação descrita na Fig. 5.1(b), onde os vórtices interagem com uma

rede quadrada de centros de ancoragem. Para a simetria quadrada temos Q =
2π
ap

(n1, n2), onde os ni são inteiros. Os vetores da rede rećıproca dos vórtices são

expressos por G = m1b1 +m2b2, onde b1 e b2 são os vetores da célula unitária

da rede rećıproca que estão relacionados com os vetores a1 e a2 da célula unitária

da rede real por bi = 2π
aj×ẑ

ai·aj×ẑ
, onde i, j = 1, 2 e i 6= j (Ashcroft & Mermin, 1976;

Kittel, 1986). Os vetores da célula unitária real [indicados na Fig. 5.1(b)] são

a1 = apx̂ +
av

2
ŷ; a2 = avŷ , (5.25)
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Assim, os vetores da célula unitária da rede rećıproca são

b1 =
2π

ap

x̂; b2 = − π

ap

x̂ +
2π

av

ŷ .

Portanto, nesta fase comensurável, os vetores Q e G orientados na direção x

(com n2,m2 = 0) coincidem. É posśıvel também haver comensurabilidade na

direção y se a/ap for um número racional. Aqui consideraremos apenas o caso

mais geral, e mais simples, de comensurabilidade apenas na direção perpendicular

à do movimento.

Baseados nas considerações acima, podemos escrever a Eq. (5.23) como

δ
(1)
l (t) = δ

(T )
l (t) +

∑
Q

′ FQ e
iωQt

iηωQ + κ
eiQ·R′

l , (5.26)

onde
∑′ significa que os vetores Q que coincidem com vetores G da rede rećıproca

dos vórtices são exclúıdos da soma. Esta restrição equivale a excluir os termos em

que Q ⊥ v ou Q · v = 0, caso existam. Consistentemente, isto está de acordo com

o fato de que não há contribuição estática para δl(t) (lembre-se que a contribuição

estática do potencial de ancoragem corresponde exatamente aos termos em que

Q · v = 0).

5.2.3 Flutuações e caracteŕıstica voltagem–corrente

Na aproximação de primeira ordem, a média quadrática das flutuações dos

vórtices em uma direção α arbitrária do plano xy é dada por:

δ2
α ≡ 1

N

∑
j

∫ τ

0

dt

τ

〈[
δ
(1)
α,j(t)

]2〉
=

kBT

κ
+

∑
Q,Q′

′ QαQ
′
αUQUQ′

(iηωQ + κ)(iηωQ′ + κ)
×

eiK·ū 1

N

∑
j

eiK·Rj

∫ τ

0

dt

τ
eiωKt (5.27)

onde K = Q + Q′ e ωK = K · v. O indicativo linha no somatório duplo significa
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que os vetores Q e Q′ que satisfazem Q · v = 0 e Q′ · v = 0 são exclúıdos dos seus

respectivos somatórios. Usando a Eq. (5.22) e a identidade
∫

dt
τ
ei(ω−ω′)t = δω,ω′

obtemos

δ2
α =

kBT

κ
+

∑
Q,Q′

′
QαQ

′
α

UQUQ′eiK·ū

η2ω2
Q + κ2

δωK,0

∑
G

δK,G (5.28)

A caracteŕıstica voltagem–corrente pode ser obtida substituindo a solução

aproximada para δl(t), dada pela Eq. (5.26), na Eq. (5.14). Em primeira ordem

de aproximação temos

ηv = FL +
1

N

∑
j

∑
Q

FQe
iQ·R′

j
1

τ

∫ τ

0

dt eiQ·vt
〈
1 + iQ · δ(1)

j (t) + · · ·
〉

th

= FL +
1

N

∑
j

∑
Q

FQe
iQ·R′

j
1

τ

∫ τ

0

dt eiωQt +

1

N

∑
j

∑
Q

FQe
iQ·R′

j
1

τ

∫ τ

0

dt eiωQt
〈
iQ · δ(T )

j (t)
〉

th
+

∑
Q

∑
Q′

′
FQ

iQ · FQ′

iηωQ′ + κ
ei(Q+Q′)·ū ×

1

N

∑
j

ei(Q+Q′)·Rj
1

τ

∫ τ

0

dt ei(ωQ+ωQ′ )t (5.29)

Calculando as somas sobre as part́ıculas e as integrações no tempo, encontramos

ηv = FL +
∑
Q⊥v

FQe
iQ·ū

∑
G

δQ,G +

∑
Q

∑
Q′

′FQiQ · FQ′

iηωQ′ + κ
eiK·ūδωK,0

∑
G

δK,G (5.30)

O segundo termo da Eq. (5.30) dá a contribuição do potencial de washboard para

a resposta da rede dos vórtices. O fator
∑

G δQ,G indica que esta contribuição

será não nula apenas se a fase for comensurável. Neste caso, o potencial de

washboard tende a ancorar os vórtices em relação a uma componente da força

motriz transversal ao movimento. O terceiro termo é bem mais complexo e está
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relacionado à resposta não linear do movimento dos vórtices.

É posśıvel obter a contribuição da temperatura para a relação v–Fd em pri-

meira ordem de perturbação através do termo de segunda ordem da expansão de

eiQ·δ(1)j na Eq. (5.30).

FT =
1

N

∑
j

∑
Q

FQe
iQ·R′

j
1

τ

∫ τ

0

dt eiQ·vt
〈
− 1

2

[
Q · δ(1)

j (t)
]2〉

th

= −kBT

κ

∑
Q⊥v

Q2FQe
iQ·ū

∑
G

δQ,G +O(U2) (5.31)

Como a força de washboard, esta contribuição é perpendicular à direção do movi-

mento e, como esperado, se opõe à força de washboard, ou seja, o rúıdo térmico

suaviza o efeito da ancoragem transversal. Incluindo este termo, a Eq. (5.30) se

escreve

ηv = FL +
∑
Q⊥v

(
1−Q2kBT

2κ

)
FQe

iQ·ū
∑
G

δQ,G +

∑
Q,Q′

′FQiQ · FQ′

iηωQ′ + κ
eiK·ūδωK,0

∑
G

δK,G (5.32)

Nas próximas seções analisaremos os resultados do modelo cage, mas espe-

cificamente as Eqs. (5.32) e (5.28), para os dois tipos de movimento ordenado:

incomensurável e comensurável.

5.3 Fases dinâmicas de uma rede incomensurável

5.3.1 Transporte e quebra de simetria rotacional

Como vimos, em uma rede incomensurável não há vetores G da rede rećıproca

dos vórtices que coincidam com vetores Q da rede rećıproca do potencial de

ancoragem. Assim,
∑

G δQ,G = δQ,0. Substituindo este resultado nas Eqs. (5.32)

e (5.28), obtemos que o desvio quadrático médio das flutuações é

δ2 =
2kBT

κ
+

∑
Q

Q2|UQ|2

η2(Q · v)2 + κ2
, (5.33)
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e, na mesma ordem de aproximação, a relação v vs. Fd é

v =
Fd

η
−

∑
Q

QQ2|UQ|2

η2(Q · v)2 + κ2
Q · v . (5.34)

Note que δ2 = u2, pois no movimento incomensurável não há deformação estática

da rede, ou seja, ū = 0.

Para analisar as Eqs. (5.33) e (5.34) mais detalhadamente e obter alguns

resultados numéricos, consideraremos um potencial de ancoragem espećıfico cor-

respondendo a uma rede quadrada de armadilhas. Para simplificar nossa análise,

consideraremos um potencial em que apenas as componentes de Fourier corres-

pondendo às direções de mais alta simetria (direções [1,0], [0,1], [1,1] e [-1,1]) são

não nulas, ou seja,

UQ =


U1 for Q = ±2π

ap
x̂,±2π

ap
ŷ,

U2 for Q = ±2π
ap

(x̂± ŷ),

0 qualquer outra direção.

(5.35)

Os eixos x e y estão orientados ao longo das direções [1,0] e [0,1], respectivamente,

como mostrado na Fig. 5.2(a). Para obter resultados numéricos, escolheremos

U1/κa
2
p = 1/2π ' 0.16, correspondendo a ancoragem forte, e U2 = U1/2. Isso

gera o potencial mostrado na Fig. 5.2(b). A força máxima que esse potencial

exerce sobre um vórtice é Fmax = 8πU1/ap = 4κap

Apresentaremos os resultados numéricos em função de Fd ao invés de v. Assim,

podemos comparar nossos resultados com simulações e experimentos, onde usual-

mente a quantidade controlável é a corrente de transporte (ou, equivalentemente,

a força de Lorentz). Para isso, invertemos a Eq. (5.34) auto-consistentemente

através de um método iterativo. Começamos com uma força motriz de alta in-

tensidade, Fd = 50κap � Fmax, e orientada a um ângulo α da direção [1,0]. Para

esta força, v é aproximado pela solução de velocidades muito altas, v = FL/η.

Fd é então decrescido lentamente, a passos pequenos, mantendo α fixo. A cada

passo, o valor de v é obtido substituindo no lado direito da Eq. (5.34) o valor de

v obtido no passo anterior. A relação v–Fd assim obtida é usada para calcular as
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Figura 5.2: (a) Rede quadrada de armadilhas. As direções de maior simetria estão
indicadas. Também é indicado o sistema de coordenada e são definidas as variáveis
angulares da velocidade do centro de massa v e da força motriz Fd. (b) Potencial de
ancoragem gerado pela Eq. (5.35) com U2 = U1/2.

curvas de δ2 e Tcr em função de Fd.

As grandezas envolvidas serão expressas nas unidades seguintes. (i) Força:

Fmax = 8πU1/ap = força máxima do potencial de ancoragem; (ii) Velocidade:

ηFmax; (iii) Comprimento: ap = periodicidade do potencial de ancoragem; e (iv)

Temperatura: Tf = temperatura de fusão de equiĺıbrio.

Na Fig. 5.3, mostramos curvas de v e de u =
√
u2 como funções de FL para di-

ferentes valores da direção α da força motriz. As linhas horizontais correspondem

ao comprimento de Lindemann u = cLav, que determina uma estimativa para a

destruição da fase elástica. Aqui, escolhemos cL = 0.121 e av = ap/
√

2, o que é

equivalente a termos dois vórtices por célula unitária do potencial de ancoragem

(B = 2BΦ). Como o modelo cage é um modelo elástico, ele só é estritamente

válido para flutuações abaixo deste valor. As curvas v vs. Fd mostradas nesta

1veja discussão sobre a escolha da constante de Lindemann na Sec. 5.1
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Figura 5.3: Componentes vx e vy da velocidade do centro de massa e raiz da média
quadrática das flutuações u como funções da intensidade da força motriz Fd para várias
direções α da força motriz. (a) 32, 5◦ ≤ α ≤ 40◦: o movimento dos vórtices é capturado
pela direção [1,1] do potencial de ancoragem (vx = vy) para valores de Fd menores que
os indicados pelas linhas ponto-tracejadas verticais. (b) 0◦ < α < 32, 5◦: o movimento
é capturada na direção [1,0] (vy = 0). As linhas horizontais nos painéis inferiores de (a)
e (b) correspondem a u = cLa para B = 2BΦ e cL = 0, 12 (veja texto), acima da qual a
fase elástica se torna instável em relação a flutuações.
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figura, evidenciam que a velocidade do c.m. não é, em geral, paralela à força

motriz, o que leva a uma quebra da simetria rotacional das curvas V –I. Esta

anisotropia pode ser melhor entendida se observarmos a dependência da direção

do movimento θ = atan(vx/vy) com a intensidade da força, como mostrado na

Fig. 5.4 para diferentes direções da força motriz. Esta figura mostra que, em ve-

locidades suficientemente baixas, a rede de vórtices é atráıda para as direções de

alta simetria [1,0] ou [1,1], dependendo da direção da força motriz. O movimento

dos vórtices é capturado pela direção [1,0] para 0 < α . 32, 5◦ e pela direção [1,1]

para 32, 5◦ . α < 45◦.
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Figura 5.4: Direção do movimento θ em função da intensidade da força motriz FL

para direções de FL no intervalo 5◦ ≤ α ≤ 45◦ em incrementos de 5◦. A seta indica o
sentido crescente de α.

A preferência dos vórtices em se mover nas direções de alta simetria foi recen-

temente observada em simulações numéricas (Carneiro, 2002; Marconi & Domin-

guez, 1998, 2001; Reichhardt & Nori, 1998) e experimentos em redes de junções Jo-

sephson (Marconi et al., 2000) e filmes nanoestruturados com uma rede periódica

de antidots (?). A captura dos vórtices nestas direções produz um fenômeno

conhecido como ancoragem transversal, onde a rede de vórtices é ancorada em

relação a uma força perpendicular à direção do movimento. Este fenômeno
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também é encontrado em outros sistemas, como o problema de deslizamento de

uma camada monoatômica sobre um substrato periódico (Granato & Ying, 2000).

Uma condição necessária para que haja ancoragem transversal é que os vórtices se

ordenem em uma fase comensurável com o potencial de ancoragem na direção per-

pendicular ao movimento.2 Observe que, nos resultados mostrados na Fig. (5.3),

as flutuações divergem no momento da captura. Isso indica que a fase incomen-

surável não é estável nesta região, devendo dar lugar a uma fase comensurável

(que estudaremos em detalhes na Sec. 5.4) onde a deformação estática da rede

produzida pelo potencial de washboard deve ser levada em conta. Portanto, é es-

perado que tenhamos uma transição sólido incomensurável–sólido comensurável

(ou esmético transversal) quando o movimento dos vórtices se aproxima de uma

direção de alta simetria. No entanto, as flutuações cruzam o limite de Lindemann

antes de efetivamente divergirem (por artefato produzido por termos desprezado

ū) e a captura ocorrer. Isso indica que podemos ter um fase ĺıquida entre as fases

sólidas comensurável e incomensurável. Em simulações numéricas recentes, Car-

neiro (2002) observou um cenário semelhante. Em seu diagrama de fases, a rede

de vórtices passa do estado sólido incomensurável para um estado ĺıquido e, em

seguida, para um estado sólido comensurável na medida em que seu movimento

se aproxima de uma direção de alta simetria.

5.3.2 Cristalização dinâmica

Aplicação do critério de Lindemann à Eq. (5.33), define a temperatura em

que a fase elástica incomensurável se torna instável em relação a flutuações. In-

terpretamos esta temperatura como aquela em que ocorre uma transição de fase

dinâmica entre uma fase desordenada e a fase elástica incomensurável e a deno-

minaremos temperatura de cristalização dinâmica Tcr. Sua dependência com a

velocidade é dada por

Tcr(v) = Tf − Tpp(v), (5.36)

2Observe que neste caso há duas possibilidades: ou os vórtices se ordenam em um cristal
bidimensional comensurável, ou em um cristal ĺıquido esmético, com ordenamento apenas na
direção perpendicular ao movimento.
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onde Tf = 1
2
κa2

vc
2
L é a temperatura de fusão de equiĺıbrio e

kBTpp(v) ≡ κ

2

∑
Q

Q2|UQ|2

η2(Q · v)2 + κ2
(5.37)

é identificada como uma temperatura efetiva que resulta das vibrações provocadas

pelo potencial periódico de ancoragem. Em primeira ordem de perturbação, a

cristalização dinâmica da rede de vórtices é uma soma dos efeitos da temperatura

termodinâmica (a temperatura do material supercondutor) e desta temperatura

efetiva, essencialmente dinâmica. Se prosseguirmos com o cálculo perturbativo,

a contribuição de segunda ordem corresponde a um termo cruzado envolvendo a

temperatura e o potencial de ancoragem (veja de Souza Silva & Carneiro, 2002).

Mas, para o regime de velocidades que estudamos, este termo muito pequeno.

Tpp é semelhante à temperatura de shaking Tsh introduzida por Koshelev &

Vinokur (1994) para movimento de vórtices em um potencial de desordem (veja

Sec. 2.3). Há, no entanto, diferenças importantes entre estas duas temperaturas.

Tsh resulta naturalmente de uma relação de flutuação–dissipação semelhante à

teoria de flutuação–dissipação da força de Langevin, tendo, portanto, um signifi-

cado semelhante ao de uma temperatura termodinâmica (Cugliandolo et al., 1997;

Kolton et al., 2002). Tpp tem uma interpretação bem mais complicada, dada a

sua natureza altamente anisotrópica (dependendo fortemente da direção de v).

Além disso, para velocidades altas, Tpp escala com v−2, enquanto que Tsh escala

com v−1. Este é um resultado importante do nosso modelo pois permite distinguir

as contribuições do potencial periódico e de um eventual potencial de desordem,

intŕınseco do material, para o processo de cristalização dinâmica dos vórtices.

Na Fig. 5.5, apresentamos um diagrama de fases dinâmicas simplificado mos-

trando linhas de cristalização obtidas pelo modelo cage dinâmico. No painel su-

perior, mostramos o diagrama T–Fd com linhas de cristalização para diferentes

orientações da força motriz. Abaixo dessas linhas, temos uma fase sólida incomen-

surável, enquanto que acima, a fase é desordenada. O diagrama α–Fd mostrado no

painel inferior corresponde às intersecções das curvas Tcr(Fd) do T–Fd diagrama

com a linha T = 0. Para outras temperaturas T < Tf , encontramos diagramas
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Figura 5.5: Em cima: Linhas de cristalização dinâmica para 10◦ ≤ α ≤ 40◦. Em
baixo: Diagrama de fases dinâmicas α–FL para T = 0.

α–Fd semelhantes.

5.4 Fases dinâmicas de uma rede comensurável

5.4.1 Ancoragem transversal

Como vimos, a fase comensurável só é posśıvel quando a velocidade do centro

de massa é orientada em uma das direções de alta simetria do potencial de anco-

ragem. Além disso, se a rede for comensurável apenas na direção perpendicular

à v (caso que estudamos aqui), a soma
∑

G δQ,G equivale a selecionar vetores
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Q satisfazendo Q ⊥ v, i.e.,
∑

G δQ,G = δωQ,0. Neste caso, a Eq. (5.30) pode ser

expressa como

ηv = Fd + Fest
a + Fdin

a , onde

Fest
a =

∑
Q⊥v

QUQ

(
1−Q2kBT

2κ

)
sinQ · ū,

Fdin
a =

∑
Q,Q′

′
Q

Q ·Q′UQUQ′

η2ω2
Q′ + κ2

(−ηωQ′ cosK · ū + κ sinK · ū) δωK,0. (5.38)

Fest
a é uma espécie de força de atrito estática que se opõe a uma força transversal

à direção de movimento e depende apenas do potencial estático de washboard e

da temperatura. Fdin
a é a força de atrito dinâmica que se opõe ao movimento dos

vórtices.

Por construção, a direção da velocidade do c.m. é constante e orientada em

uma das direções de simetria da rede de armadilhas. Além disso, ū tem compo-

nente apenas na direção perpendicular a v pois a rede é considerada incomen-

surável na direção de v. Podemos então separar a Eq. (5.38) em duas equações:

ηv = Fd,‖ +
∑
Q,Q′

′
Q‖

Q ·Q′UQUQ′

η2ω2
Q′ + κ2

(−ηωQ′ cosK · ū + κ sinK · ū) , (5.39)

para a direção paralela (‖) ao movimento do c.m., e

0 = Fd,⊥ +
∑
Q⊥v

QUQ

(
1−Q2kBT

2κ

)
sinQ · ū +

∑
Q,Q′

′
Q⊥

Q ·Q′UQUQ′

η2ω2
Q′ + κ2

(−ηωQ′ cosK · ū + κ sinK · ū) , (5.40)

para a direção perpendicular (⊥) ao movimento do c.m. A componente transversal

Fd,⊥ da força motriz deve ser pequena o suficiente para garantir a estabilidade

da fase comensurável (o quão pequena será discutido mais adiante). A Eq 5.40

define implicitamente ū como função de v e T . Através desta equação, é posśıvel

obter também a maior força transversal F⊥,c que garante a estabilidade da fase

comensurável, ou seja, a força cŕıtica necessária para desancorar a rede de vórtices
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do potencial de washboard.

Para prosseguir com o cálculo, consideremos o potencial espećıfico definido

pela Eq. (5.35). Consideramos inicialmente que a rede de vórtices é comensurável

e se move na direção [0,1] do potencial de ancoragem (eixo y). Para velocidades

muito altas (Fx � Fmax), o termo de “atrito” dinâmico se anula, restando apenas

a força estática transversal. Assim, neste limite, teremos

v ≈ Fx/η e (5.41)

Fx ≈ −F est
a,x = −2Q0U1

(
1−Q2

0

kBT

2κ

)
sinQ0ū, (5.42)

A Eq. (5.42) define a força cŕıtica transversal para velocidades muitos altas pois

só existe solução para ū se |Fx| ≤ Fx,c(v →∞, T ), onde

Fx,c(v →∞, T ) = 2Q0|U1|
(
1−Q2

0

kBT

2κ

)
. (5.43)

De acordo com esta equação, para Fx = Fx,c, o máximo deslocamento trans-

versal que a rede comensurável pode sofrer é ū = ap/4. Note que, em T = 0,

Fx,c(v →∞, T ) corresponde exatamente à máxima força que o potencial de wash-

board exerce sobre a rede vórtices.

Para velocidades mais baixas, a contribuição do termo Fdin
a se torna impor-

tante. Os termos que contribuem para a soma
∑

Q,Q′ são aqueles que satisfazem,

simultaneamente Q‖ = −Q′
‖ 6= 0 e Q ·Q′ 6= 0. Os vetores Q e Q′ que satisfazem

estas condições são dados na Tabela 5.1. Com a ajuda desta tabela, obtemos a

componente longitudinal da força dinâmica,

F din
a,y = −2

Q4
0U

2
1

η2Q2
0v

2 + κ2
ηv − 8

Q4
0U

2
2

η2Q2
0v

2 + κ2
ηv − 8

Q4
0U1U2

η2Q2
0v

2 + κ2
ηv cosQ0ū ,

o que nos dá a relação v–Fy:

ηv = Fy − ηv
2Q4

0

η2Q2
0v

2 + κ2
(U2

1 + 4U1U2 cosQ0ū+ 4U2
2 ) . (5.44)
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Q/Q0 Q/Q0 K/Q0 Q ·Q′/Q2
0 ωQ′/Q0v

−ŷ 0 −1
+ŷ +x̂− ŷ +x̂ −1 −1

−x̂− ŷ −x̂ −1
−ŷ 0 −1

−ŷ +x̂− ŷ +x̂ −1 +1
−x̂− ŷ −x̂ −1

+x̂+ ŷ −ŷ +x̂ −1 −1
−x̂− ŷ 0 −2

−x̂+ ŷ −ŷ −x̂ −1 −1
+x̂− ŷ 0 −2

+x̂− ŷ +ŷ +x̂ −1 +1
−x̂+ ŷ 0 −2

−x̂− ŷ +ŷ −x̂ −1 +1
+x̂+ ŷ 0 −2

Tabela 5.1: Q e Q′ que satisfazem as condições do somatório duplo nas Eqs.
(5.38) e (5.47) para o potencial de ancoragem da Eq. (5.35). Q0 = 2π/ap.

A componente transversal é

F din
a,x = −4

Q4
0U1U2

η2Q2
0v

2 + κ2
κ sinQ0ū ,

o que nos dá

0 = Fx − 2Q0U1

(
1−Q2

0

kBT

2κ
− 2

Q3
0U2

η2Q2
0v

2 + κ2

)
sinQ0ū . (5.45)

Usando o mesmo racioćınio que nos levou à Eq. (5.43), obtemos uma equação

para a força cŕıtica de desancoragem transversal dependente da velocidade e da

temperatura

Fx,c(v, T ) = 2Q0|U1|
(
1−Q2

0

kBT

2κ
− 2

Q3
0U2

η2Q2
0v

2 + κ2

)
. (5.46)

Observe que Fx,c é função crescente de v e decrescente de T . Isso indica que tanto

flutuações térmicas quanto flutuações induzidas dinamicamente pelo potencial de
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ancoragem contribuem para diminuir Fx,c e, eventualmente, desancorar a rede de

vórtices e destruir a fase comensurável.

Na Fig. 5.6, mostramos as caracteŕısticas voltagem–corrente e a curva da força

cŕıtica transversal para movimento comensurável ao longo de [0,1]. Usamos para o

potencial de ancoragem os mesmos valores numéricos usados na seção anterior, i.e.,

U1 = −0, 16κap e U2 = U1/2. Usando as Eqs. (5.44) e (5.44), podemos eliminar

ū e calcular como a velocidade v do c.m. varia com a força transversal Fx para

uma dada força longitudinal Fy. O resultado para diferentes forças longitudinais

é mostrado na Fig. 5.6(a). Observamos que v é uma função crescente de Fx. Esse

fato pode parecer surpreendente, pois seria esperado que v crescesse com a Fy, mas

que Fx não tivesse qualquer influência sobre v, uma vez que v está vinculado pelo

potencial de ancoragem a manter-se orientado na direção y. No entanto, à medida

que a força transversal aumenta, os vórtices se afastam dos mı́nimos do potencial

de washboard, onde a rugosidade por eles sentida é máxima, para regiões de menor

rugosidade, onde a resistência ao movimento é menor. Em outras palavras, a força

de “atrito” dinâmico Fdin
a diminui quando ū aumenta. Observe que para forças

longitudinais altas, o crescimento de v com Fx é quase impercept́ıvel pois neste

limite tende a zero e, portanto, o efeito da rugosidade é despreźıvel.

Na Fig. 5.6(b), mostramos uma curva de v em função de Fy (curva voltagem–

corrente) para Fx = 0 (ou seja ū = 0). A curva foi calculada a partir de

uma solução auto-consistente da Eq. (5.44) (usando o mesmo método usado na

Sec. 5.3). Esta solução também é usada para obter Fx,c em função de Fy.

5.4.2 Flutuações anisotrópicas e cristalização dinâmica

Usando
∑

G δQ,G = δωQ,0 para a fase comensurável, a Eq. (5.28) pode ser

reescrita como

δ2
α =

kBT

κ
−

∑
Q,Q′

′QαQ
′
αUQUQ′

η2ω2
Q + κ2

cos(K · ū)δωK,0 . (5.47)

Vamos agora analisar esta equação mais de perto aplicando nosso potencial de

ancoragem modelo. Os vetores Q e Q′ que contribuem para o para o somatório



126 Transporte e fases dinâmicas de vórtices em nanoestruturas periódicas
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Figura 5.6: Resultados do modelo cage dinâmico para movimento comensurável ao
longo da direção [0,1] e a T = 0, mostrando a dependência da velocidade longitudinal,
v, com as componentes transversal Fx (a) e longitudinal Fy (b) da força motriz. A linha
intermitente corresponde à força cŕıtica transversal, a partir da qual a fase comensurável
se torna instável. (c) Fx,c em função de Fy. As forças estão normalizadas pela força
máxima de ancoragem Fmax = 8π|U1|/ap.

duplo na Eq. (5.47) devem satisfazer as mesmas condições do somatório duplo da

Eq. (5.47). Podemos, então usar a Tabela 5.1 para efetuar a soma.

O resultado para as flutuações na direção do movimento é

δ2
y =

kBT

κ
−

[
− 2

Q2
0U

2
1

η2Q2
0v

2 + κ2
− 4

Q2
0U

2
2

η2Q2
0v

2 + κ2
− 8

Q2
0U1U2

η2Q2
0v

2 + κ2
cosQ0ū

]
,

ou

δ2
y =

kBT

κ
+

2Q2
0

η2Q2
0v

2 + κ2
(U2

1 + 4U1U2 cosQ0ū+ 2U2
2 ) , (5.48)
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Figura 5.7: Raiz do desvio quadrático médio das flutuações transversais (δx) e longi-
tudinais (δy) para movimento na direção [0,1] e T = 0 em função da velocidade do c.m.,
v. As forças estão normalizadas pela força máxima de ancoragem Fmax = 8π|U1|/ap

e os comprimentos estão normalizados pela periodicidade do potencial de ancoragem.
Gráfico menor: Dependência de δy com a força transversal Fx para valores fixos de v.

e, para as flutuações na direção perpendicular a v, temos

δ2
x =

kBT

κ
+

4Q2
0U

2
2

η2Q2
0v

2 + κ2
. (5.49)

Comparando estas duas equações, podemos perceber que as flutuações causadas

pelo movimento dos vórtices são anisotrópicas, com δy > δx (veja Fig. 5.7. O

máximo de anisotropia ocorre quando ū = 0, ou seja, para Fx = 0. Neste caso, os

vórtices estão se movendo nos mı́nimos do potencial de washboard, onde o rúıdo

longitudinal é máximo. Para Fx 6= 0, o desvio padrão das flutuações longitudinais,

δy, decresce com a força transversal Fx para valores fixos de v, como mostrado na

Fig. 5.7. Isso ratifica nosso argumento de que o rúıdo causado pelo movimento dos

vórtices sobre o potencial de ancoragem diminui com a força transversal, sendo

este o motivo da velocidade aumentar com o aumento de Fx.

A anisotropia nas flutuações dos vórtices sugere que a ordem longitudinal

das cadeias de vórtices estabilizadas nos canais do potencial de washboard pode
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ser destrúıda com os vórtices ainda ancorados nos canais, ou seja, com a ordem

transversal ainda mantida. Isto deve ser verdade para B = Φ0

avap
& BΦ = Φ0

a2
p

(ou

av . ap). O ordenamento nas cadeias é determinado pela razão δy/av. De acordo

com o critério de Lindemann, este ordenamento é perdido quando δy/av ≥ cL.

O ordenamento transversal, entre as cadeias, está relacionado com a razão δx/ap,

que, devido a anisotropia das flutuações que determinamos, pode ser consideravel-

mente menor que δy/av. Assim, a fase comensurável elástica deve fundir para uma

fase esmética, longitudinalmente desordenada, mas com ordenamento transversal

comensurável com o potencial de washboard. Esta conclusão é consistente com re-

sultados de simulações numéricas de dinâmica de Langevin (Carneiro, 1999, 2000;

Marconi & Dominguez, 1998, 2001; Reichhardt & Zimányi, 2000), onde transições

de fase dinâmicas entre um sólido comensurável e um esmético são encontradas

para baixas temperaturas. Em temperaturas elevadas, i.e, próximas da tempe-

ratura de fusão de equiĺıbrio, Tf , a transição é de um sólido para um ĺıquido

isotrópico.



Caṕıtulo 6

Conclusões

Estudamos o efeito da barreira de superf́ıcie na penetração de vórtices em

filmes mesoscópicos e na estrutura e termodinâmica da rede de vórtices nestes

filmes. Esta barreira superficial é gerada pela competição entre a força das cor-

rentes de blindagem, que empurram o vórtice para o interior da amostra, e a

interação atrativa entre o vórtice e as interfaces do filme. O cálculo da barreira

de superf́ıcie e das interações entre vórtices foi realizado para filmes homogêneos

de espessura arbitrária e no limite de London. Mostramos que, para estes filmes,

o campo em que a barreira superficial se anula, permitindo a entrada de vórtices,

decresce monotonicamente com o aumento da espessura D do filme e atinge um

valor essencialmente constante para um certo valor deD (∼ 8λ para κ = 20). Usa-

mos um algoritmo de dinâmica de Langevin para simular a penetração e evolução

dinâmica de vórtices no interior do filme. No decorrer da dinâmica, os vórtices se

organizam em uma rede composta de cadeias de vórtices paralelas às superf́ıcies do

filme. Esta rede sofre transições estruturais envolvendo a criação ou destruição de

uma única cadeia de vórtices à medida que o campo externo é variado, como pre-

visto por cálculos de equiĺıbrio (Brongersma et al., 1993; Carneiro, 1998). Aqui,

o fato de termos considerado explicitamente a nucleação de vórtices na superf́ıcie

do filme e sua eventual incursão sobre a barreira superficial, nos permitiu estudar

com detalhes a formação destes estados em um processo de magnetização onde

o campo magnético externo é lentamente varrido de zero até um valor máximo

e depois decrescido, retornando a zero. Para filmes livres de imperfeições, este

processo gera uma histerese na curva de magnetização. Tal histerese é provocada
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pela barreira superficial que atrasa tanto a entrada quanto a sáıda de vórtices.

Este processo gera estados metaestáveis profundos, fazendo com que as transições

estruturais sejam fortemente dependentes da história magnética do filme.

Desenvolvemos um modelo simples para estudar a resposta linear da rede de

vórtices comensurável com uma rede quadrada de armadilhas artificiais. O mo-

delo é apropriado para distribuições de vórtices n entre um e dois vórtices por

armadilha. Neste caso, podemos considerar a rede de vórtices como composta

de duas sub-redes: uma rede de vórtices aprisionados pelas armadilhas e a outra

rede de vórtices intersticiais. O espectro de freqüências da resistividade complexa,

obtido através deste modelo, sugere que a dinâmica do sistema é determinada por

duas freqüências caracteŕısticas. Uma freqüência corresponde ao acoplamento en-

tre a rede de vórtices e a rede de armadilhas. A outra freqüência corresponde

ao acoplamento entre a rede de vórtices ancorados e a rede de vórtices inters-

ticiais e foi calculada analiticamente como função da periodicidade da rede de

vórtices ancorados. Calculamos também a constante de Labusch efetiva αL como

uma função das duas constantes elásticas caracteŕısticas. Deste modo, a partir

de medidas macroscópicas de αL, é posśıvel determinar experimentalmente estas

duas freqüências e, assim, obter informações úteis sobre a interação dos vórtices

com a nanoestrutura periódica e sobre propriedades elásticas da rede de vórtices.

Realizamos uma série de simulações de dinâmica molecular para verificar a apli-

cabilidade do modelo. Os vários estados comensuráveis da rede de vórtices foram

obtidos através de um processo de annealing simulado. Observamos que o modelo

se ajusta perfeitamente aos resultados numéricos de dinâmica molecular para es-

truturas de alta simetria, como o estado n = 1 e n = 2, para todas as freqüências

e forças de ancoragem estudadas. Para ocupações fracionárias de vórtices, o mo-

delo funciona bem apenas para freqüências intermediárias e altas ou forças de

ancoragem fracas.

A partir de um modelo de campo médio simples, estudamos as proprieda-

des de transporte de vórtices sobre uma rede periódica de armadilhas artificiais.

Assumindo que, em alta velocidade, os vórtices fluem como uma rede elástica,

calculamos, através de um método perturbativo, a relação entre a velocidade do
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centro de massa da rede de vórtices e a força motriz, que é equivalente à relação

voltagem–corrente acesśıvel experimentalmente. Calculamos também o desvio

padrão das flutuações dos vórtices em função da velocidade e da temperatura do

filme supercondutor. Consideramos separadamente os dois casos posśıveis de mo-

vimento ordenado: movimento incomensurável e movimento comensurável. Para

o movimento de uma rede incomensurável, a relação voltagem–corrente é alta-

mente anisotrópica, com movimento preferencial em direções de alta simetria do

potencial de ancoragem. Quando o movimento cai exatamente sobre uma des-

tas direções, a suposição de que a rede de vórtices é incomensurável deixa de ser

verdadeira se o potencial de ancoragem for forte o suficiente. Para estes casos,

assumimos que a rede é comensurável e calculamos a força tranversal cŕıtica acima

da qual o potencial de ancoragem não mais consegue manter o movimento numa

direção de alta simetria espećıfica. Estes resultados estão de acordo com uma

série de simulações de dinâmica molecular recentes (Carneiro, 2002; Marconi &

Dominguez, 1998; Reichhardt & Zimányi, 2000). Usando o critério de Lindemann,

estudamos a estabilidade destas fases elásticas. Deste critério, resulta que a tem-

peratura de cristalização dinâmica, ou seja, a temperatura em que o movimento

plástico desordenado dos vórtices cristaliza em uma fase ordenada elástica, escala

com o inverso do quadrado da velocidade da rede. Este resultado, obtido para

o movimento de vórtices em um potencial periódico, contrasta com o resultado

de Koshelev & Vinokur (1994) para o movimento de vórtices em um potencial de

desordem, onde a temperatura de cristalização escala com o inverso da velocidade.





Apêndice A

Dinâmica de Langevin

A.1 Equação de Langevin e o teorema da flu-

tuação dissipação

Uma part́ıcula imersa em um fluido viscoso está sujeita a forças de caráter

aleatório provocadas pelo impacto da part́ıcula com as moléculas termicamente

agitadas do fluido. Assim a equação do movimento para esta part́ıcula, supondo

que ela sofre ainda ação de uma força externa F, é usualmente dada pela equação

de Langevin (veja, p.ex., Kubo, Toda & Sato, 1992):

m
dv

dt
+ ηv = F + Γ(t) (A.1)

onde −ηv é a força viscosa e Γ(t) é uma força estocástica gaussiana com as

seguintes propriedades

〈Γ(t)〉 = 0, (A.2)

ou seja, em média, o impacto provocado pelas moléculas do fluido é nulo, e

〈Γα(t)Γβ(t′)〉 = η2Dδα,βδ(t− t′), (A.3)

Aqui, 〈· · · 〉 significa média no ensemble de forças aleatórias. Os ı́ndices α e β

indicam as componentes do vetor Γ. Esta equação significa que os impactos são

descorrelacionados, independentes. A relação (A.3) é conhecida como teorema da

flutuação-dissipação, onde o coeficiente de difusividade D é dado pela relação de
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Einstein-Smoluchowski

D =
2kBT

η
. (A.4)

A força de Langevin Γ(t) que satisfaz as propriedades enunciadas acima é

também chamada de rúıdo branco, pois seu espectro de potência, dado por∫
dt eiωt〈Γα(t)Γβ(0)〉 = 2ηkBTδα,β,

é independente da freqüência.

A.2 Integração numérica da equação de Lange-

vin

Vamos agora obter um algoritmo para a simulação do movimento de uma

part́ıcula de massa despreźıvel em um meio viscoso sob a ação de uma força F

e de um rúıdo gaussiano representado pela força de Langevin. A equação de

Langevin na direção α é

η
drα

dt
= Fα + Γα(t) (A.5)

Aplicaremos aqui um método de diferenças finitas. Este método consiste em

discretizar o tempo em intervalos regulares de duração h. As funções temporais

são então avaliadas nos instantes tn = tn−1 + h, onde n é um inteiro positivo.

Iniciamos integrando a Eq. (A.5) no intervalo tn < t < tn+1. Para rα = x, temos

η

∫ tn+1

tn

dt
dx

dt
= η[x(tn+1)− x(tn)] =

∫ tn+1

tn

dt Fx(t) +

∫ tn+1

tn

dtΓx(t) (A.6)

Supondo que F (t) é uma função bem comportada, o primeiro termo do lado direito

de (A.6) pode ser aproximado por∫ tn+1

tn

dt Fx(t) = Fx(t)h+O(h2), (A.7)

que corresponde ao método clássico de integração de Euler. O segundo termo é

a integral de uma variável estocástica gaussiana, sendo, portanto, também uma
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variável gaussiana. Assim, definimos

Ωh(tn) =

∫ tn+1

tn

dtΓx(t),

cujo valor médio é

〈Ωh(tn)〉 =

∫ tn+1

tn

dt 〈Γx(t)〉 = 0

e a correlação temporal é

〈Ωh(tn)Ωh(tk)〉 =

∫ tn+1

tn

dt

∫ tk+1

tk

dt′ 〈Γx(t)Γx(t
′)〉 = η2D

∫ tn+1

tn

dt

∫ tk+1

tk

dt′ δ(t− t′).

A integral em t′ é igual a 1 se t pertence ao intervalo [tk, tk +h] e nula se t estiver

fora do intervalo. Assim, podemos reescrever a equação acima como

〈Ωh(tn)Ωh(tk)〉 = η2D (h− |tn − tk|)θ(h− |tn − tk|)

onde θ(x−a) é a função teta de Heaviside, ou seja, assume os valores 1 para x > a

e 0 para x < a. Para k 6= n, temos |tn − tk| ≥ h. Neste caso, a função teta nos

retorna sempre o valor 0. Para k = n, temos |tn − tk| = 0 e a função teta assume

o valor 1. Assim a correlação de Ωh(tn) é dada simplesmente por

〈Ωh(tn)Ωh(tk)〉 = η2Dhδn,k.

Logo, a variância da variável gaussiana Ωh(tn) é 〈Ωh(tn)2〉 = η2Dh. Assim pode-

mos escrevê-la como

Ωh(tn) = u(tn)
√
η2Dh

onde u(tn) é uma variável gaussiana de média 0 e variância unitária. Assim, na

menor ordem de aproximação, a equação que descreve o movimento da part́ıcula

é

x(tn+1) = x(tn) +
1

η
Fx(tn)h+ u(tn)

√
Dh. (A.8)
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