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Resumo

Nesta tese estudamos o efeito que a geometria de modelos de cordas cosmicas
causa na estrutura do espaco plano. Como geometria de base, utilizamos inicial-
mente dois modelos de corda conhecidos por Flower-Pot e Ballpoint Pen, onde us-
amos o formalismo das formas diferenciais para calcular propriedades geométricas
especificas, como holonomia para curvas fechadas, déficit angular, loops de Wilson
e transporte paralelo spinorial com o objetivo de verificar os efeitos da estrutura
interna destes modelos.

Continuando nosso trabalho no contexto destes modelos, utilizamos a teoria
de Hamilton-Jacobi para verificar quais as influéncias dos mesmos no espalhamento
da luz.

Estudamos também a propagacao da luz nas proximidades da corda negra,
que constitui um modelo para um buraco negro cilindrico numa geometria de base

hiperbdlica.



Abstract

In this thesis we study the effect that the geometry of models of cosmic
strings causes in the structure of flat space. As background, we use two string
models known as Flower-Pot and Ballpoint. For that, we use the formalism of
differential form to calculate specific geometrical properties, such that, holonomy
for closed curves, deficit angles, Wilson’s loops and spinorial parallel transport with
the objetive of obtain information about the effects of inside structure these models.

For these string models, we use as the main tool the Hamilton-Jacobi theory
to calculate scattering of light.

In addition to this strings, we study ligth beam propagation near a black
string, which is a model for a black hole in a cilindrical geometry with hiperbolic

background.
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Capitulo 1

Introducao

Com o desenvolvimento da teoria da relatividade restrita no inicio do século
XX, nossa visao sobre os conceitos fisicos até entao vigentes foi bastante modificada.
Esta teoria, proporcionou a generalizacao das leis da mecanica newtoniana conhecida
como mecanica classica, com resultados que deram origem a cosmologia moderna e
auxiliaram no desenvolvimento da teoria de particulas elementares, da fisica de altas
energias, além de outros campos da fisica moderna. Como ponto importante desta
teoria temos a luz, que exibe um comportamento especial na natureza, nao obede-
cendo a mecanica newtoniana quando tratamos as velocidades obedecendo regras
vetoriais como soma e subtragao aplicadas a corpos em movimento. Sua velocidade
é constante, sendo tomada como limite superior para velocidade no universo con-
hecido. Estas curiosas informacoes constituem o principio da relatividade especial,
que nao leva em consideracao a influéncia do campo gravitacional no movimento da
luz.

Com o tempo, Einstein desenvolveu a relatividade geral, onde esta agora é

tratada como teoria mais geral por ter consideracoes sobre o campo gravitacional.



Este novo cenario, nos fornece informacgoes sobre a influéncia da gravidade no movi-
mento dos corpos ou da luz, onde o campo gravitacional surge como fator de al-
teragdo da geometria do espago (curvatura). Com a estrutura do espago sendo
modificada, temos a introdugao do conceito de espaco-tempo, onde agora ambos
estao intimamente ligados e para analisar fenomenos em determinadas regioes, ne-
cessitamos de um objeto chamado de métrica, que descreve a estrutura do espaco
em questao, levando em consideracao a curvatura existente.

Diversas métricas sao solugoes das equacoes de Einstein, nos mostrando que
nossa visao da fisica do cotidiano descrita por leis classicas, pode ser bastante difer-
ente em outros espagos onde temos curiosos fenomenos. Um exemplo é o buraco
negro, que obedece a estrutura da métrica de Schwarzschild dotada de singularidade.
A relatividade geral tornou-se uma das mais importantes teorias da fisica, junto com
a mecanica quantica, mecanica newtoniana, eletromagnetismo e termodinamica es-
tatistica, além do que, é forte concorrente das teorias que tentam explicar a evolucao
do universo.

Em cosmologia temos diferentes métricas propostas, que juntamente com a
teoria de defeitos topoldgicos, encontram varias aplicagoes na fisica. O nome defeito,
no contexto relevante a este trabalho, surge do fato de que considerando uma ge-
ometria conhecida, podemos alterar matematicamente a sua estrutura, provocando
uma falha proposital que fisicamente ira alterar alguns fatores, como a trajetéria da
luz nestas regioes.

As cordas césmicas, provenientes da teoria de defeitos aplicada a gravitacao,
surgiram no inicio do universo com o mesmo em estado de resfriamento e ainda
com simetria muito alta, mas demonstrando sinais de quebra desta simetria através

da matéria, que aos poucos ia se redistribuindo em diferentes estados e regioes es-



pecificas. As configuracoes de matéria estabelecidas estre as regioes ainda uniformes
e modificadas sao as que definem fisicamente as cordas, onde estas por sua vez, se-
riam bastante longas com espessura muito fina resultando numa alta densidade.

Um modelo simples de corda césmica utilizando teoria de defeitos, pode ser
construido, imaginando que uma folha de papel circular, representa o espaco plano
e em seguida, retirando-se um setor deste espaco com angulo qualquer, temos a
alteracao que define a introducao do defeito, nos permitindo construir uma corda
cHésmica com curvatura infinita.

Um exemplo de métrica para este tipo de corda pode ser encontrado em [1]
que nos da

ds* = dt* — dr* — o*r*d¢* — d2°. (1.1)

Podemos notar que o defeito foi introduzido no espaco através do angulo central «,

retirado da estrutura original do espago plano que em coordenadas cilindricas seria
ds* = dt* — dr* — r*d¢* — dz*. (1.2)

Uma forma de ilustrar a construgao da corda mensionada, pode ser vista na figura

NG WA

Figura 1.1: Modelo de Corda Césmica singular

Outros modelos de corda podem ser propostos com a finalidade de evoluir
cada vez mais, para um que seja mais completo e que leve em considercao pro-

priedades fisicas como, tensao, frequéncia de oscilagao e densidade das cordas césmicas.
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Nos capitulos seguintes, modelos mais complexos que levam em conta a estrutura
geométrica interna de cordas serdo analizados. Estes modelos [2] sdo conhecidos por
Flower-Pot (vaso de flores) e Ballpoint Pen (caneta esferogréfica), que diferem no
que diz respeito a curvatura definida em suas métricas.

A partir destes modelos de corda com estrutrura interna, calculamos uma
quatidade chamada holonomia que nos fornece informagoes sobre o campo grav-
itacional das cordas e que esta associada ao transporte paralelo. No calculo das
holonomias utilizamos o formalismo das formas diferenciais que introduzimos no
capitulo 2 referente aos fundamentos matematicos.

Algumas analogias com conhecidos efeitos da fisica podem ser feitas, e um
exemplo pode ser visto no caso do efeito Aharonov-Bohm magnético da mecanica
quantica, onde o fluxo do campo magnético controla o grau de interferéncia das
particulas que passam em torno do cilindro, e que tem seu andlogo gravitacional
dado pelo efeito Aharonov-Bohm gravitacional [3], que no lugar do campo magnético,
possui um campo gravitacional controlando a interferéncia de particulas que estao
passando em torno da corda através do espago plano (fig.1.2). Vale ressaltar que
neste caso, o angulo a que introduz o defeito, é o nosso parametro de controle do
grau de interferéncia das particulas.

Ainda na parte de holonomias, estudamos o transporte paralelo espinorial,
onde levamos em conta a natureza quantica do spin utilizando as matrizes que con-
stituem a base em questao dadas pelas matrizes de Pauli. Uma referéncia para esta
parte pode ser encontrada em [4] onde Tony Rothman, George F. R. Ellis e Jeff Mu-
rugan estudam as propriedades de determinado espaco-tempo utilizando o calculo
de holonomias para transporte paralelo quantico (spinorial) e transporte paralelo

vetorial em véarias érbitas e curvas abertas.
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Figura 1.2: Tlustragao do efeito Aharonov-Bohm gravitacional por analogia com o

mesmo efeito quantico conhecido.

Apoés analisar a estrutura geométrica destes modelos de corda, verificamos
qual seria a trajetoria da luz e o movimento de particulas proximas as cordas ou até
mesmo em seu interior. Algo neste sentido foi estudado por Subenoy Chakraborty e
Md. Farook Rahaman [5], que calcularam propriedades do movimento de particulas
préximas a uma corda coésmica. Nesta tese, obtemos as geodésicas para a luz nos
capitulos de espalhamento, onde para isso utilizamos inicialmente o formalismo ten-
sorial para ilustrar um dos caminhos possiveis na obtencao de geodésicas e que
consiste no final, na resolucao de uma equacao diferencial proveniente da equagao
das geodésicas. Refizemos o célculo, com o uso do formalismo de Hamilton-Jacobi
que toma a equacao de Hamilton-Jacobi e uma proposta de solucao com variaveis de
separagao nos dando uma integral como barreira final para obtencao da geodésica
procurada.

Por fim, estudamos o espalhamento de luz em um modelo bastante curioso de
corda, e que é chamado de corda negra, ja que se trata de um modelo tridimensional

para os buracos negros e que sera visto no capitulo de espalhamento em corda negra.



Capitulo 2

Fundamentos Matematicos e

Ferramentas da fisica

O objetivo deste capitulo, é oferecer informacoes basicas da matematica
utilizada, para dar melhor suporte aos interessados que venham a consultar este
trabalho. Inicialmente, discutiremos a teoria das formas diferenciais utilizada no
capitulo de holonomias e posteriormente falaremos sobre o formalismo tensorial e o

de Hamilton-Jacobi, que serao utilizados nos capitulos de espalhamento.

2.1 Formas Diferenciais

Antes de introduzir o conceito de forma diferencial, discutiremos outros con-
ceitos ainda mais fundamentais como variedades e campos vetoriais.

Em linhas gerais, podemos dizer que variedades sao espagos mais gerais que o
R™, mas que localmente parecem com ele. Tais espagos sao chamados de variedades

n-dimensionais e um bom e simples exemplo é a variedade descrita pela esfera bidi-



mensional (S?) que localmente parece com R? mas que globalmente sabemos que
¢ diferente. Formalizando mais este conceito podemos dizer que uma variedade n-
dimensional é um espago topologico M dotado de cartas ¢, que sao fungoes que
levam qualquer conjunto aberto U, que cobre M em R" (¢, : U, — R™) onde esta
definicao nos da que cada ponto de M pertence a algum aberto U, que equivale a
R™ localmente.

Falando em variedades diferenciais, precisamos falar também em campos ve-
toriais. Aqui nossa nocao geométrica de vetores dard lugar a uma definicdo mais
sofisticada que ird defini-los algebricamente nos dando maior generalidade para
poder definir vetores em uma variedade qualquer M. Se tomarmos uma funcao
f e um campo de vetores ¥ sobre R", podemos derivar f na direcao de v obtendo
com isso a derivada direcional de f, dada por ¥f. Se z!, ..., 2" forem as coordenadas
em R" e (v!,...,v") forem as componentes do vetor ¥, podemos escrever a derivada
direcional como

if =o' ﬂ +or 2l g (2.1)

oz
onde d,, = 0/0z". Como a equacdo acima ¢é valida para toda funcdo f, temos que
v = v*0u, o que significa que ¥ é uma combinacao linear de tais derivadas parciais.
Podemos fazer uma analogia deste processo com o mecanismo de um operador que

serd muito tutil para definir vetores sobre variedades. Um campo vetorial v sobre M

é uma funcao que satisfaz as seguintes propriedades

u(f +g) = 0(f) + (g), (2.2)
v(af) = av(f), (2.3)
v(fg) = v(f)g + fulg), (2.4)

para toda f,g € C°(M) e a € R". Aqui C*°(M) denota o conjunto de todas as

funcoes suaves reais sobre a variedade M infinitamente diferencidveis.



Entao seja vec(M) o conjunto de todos os campos vetoriais sobre M. E
importante dizer que podemos entao, adicionar campos vetoriais e multiplica-los

por fungoes sobre M. Matematicamente isso significa que
(0+w)(f) = o(f) + w(g), (2.5)

(9v)(f) = gv(f), (2.6)
dado que v, W € vec(M) e f,g € C*°(M). Mas do que foi dito acima, todo campo
vetorial U € vect(R™) pode ser representado como uma combinagao linear dos {0, }.
Os campos vetoriais {0, } s@o linearmente independentes, isso implica que eles for-
mam uma base de vect(R"). Entao, as fungoes v* sdo chamadas de componentes
do campo vetorial .

Temos um pequeno problema com relagao ao que foi dito. Se tivermos por
exemplo uma esfera em S? imersa em R? e se a cada ponto da esfera associarmos um
vetor, ele terd que ser infinitesimal para pertencer a S?, pois se a seta que representa
a grandeza vetorial tiver tamanho finito, estara sem duvida fora da esfera ja que o
vetor como uma flecha nao acompanha a curvatura em S?. Se estamos interessados
em vetores de tamanho finito, temos entao, que contornar este problema adotando
vetores que estejam contidos num plano tangente a um ponto que pertenca a S? e
agora de forma mais geral comegaremos a utilizar estes vetores tangentes a uma
variedade M para tomar nossas derivadas direcionais no ponto p da variedade. Se
tomarmos um campo vetorial ¥ sobre M podemos tomar a derivada direcional de
uma funcao qualquer f € C*°(M) e o resultado, que representamos por v(f)(p),
pode ser interpretado como a derivada de f na direcao de v, (vetor tangente a M)
no ponto p. O conjunto de todos os vetores tangentes p € M, é chamado de espago
tangente em p que ¢ representado por T, M. Isso nos mostra que um campo vetorial

determina um vetor tangente para cada ponto da variedade (fig.2.1).
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Figura 2.1: Representacao do espaco dos vetores tangentes T,/ a um ponto p da

variedade representada pela esfera S2.

Para terminar nosso resumo sobre vetores tangentes temos que 7,/ ¢é um
espago vetorial sobre os niimeros reais e notemos que, em geral, para qualquer var-
iedade s6 faz sentido dizer que dois vetores tangentes sao iguais se ambos forem
tangentes ao mesmo ponto p além do que, nao faz sentido adicionar vetores que nao
estao sobre o mesmo ponto como em R”.

Agora passaremos a tratar de outros objetos chamados 1-formas que sao
funcoes lineares que por aplicacao w levam vetores pertencentes ao espaco tangente
T, M em nimeros reais, mapeando a variedade em R". Assim as 1-formas w tomam

campos vetoriais ¢ e nos dao funcoes que satisfazem

ou seja, sao lineares.
Podemos generalizar o conceito de 1-formas para 2-formas e consequente-
mente para k-formas, onde uma 2-forma agora toma dois vetores de T),M e leva em

um numero real, sendo que esta 2-forma deve ser uma aplicacao w anti-simétrica e o

10



conjunto das mesmas é definido como AQ(RZ). Como ¢ de se esperar, uma k-forma
¢ uma aplicagao w que toma agora k vetores pertencentes a T,,M e os levam em um
numero real sendo também anti-simétrica. O conjunto a que pertencem as k-formas,
nés denotaremos por A*(IR7)*.

Podemos definir uma operacao que sera utilizada nos préoximos capitulos
chamada de produto exterior representado por (A) e que funciona tomando for-
mas lineares quaisquer @i, s, ...,¢x nos dando um elemento (p; A Yo A ... A i)
pertencente a Ak(R;L)*. Como por exemplo, se tomarmos duas formas lineares dadas
por 1 € 3, 0 produto exterior delas serd (@1 A @2) que estard em A*(R7)* e é uma

2-forma. A operagao (1 A p2) é definida de forma geral por
©®1 A ©2 A oA @k(ﬁl,ﬁg, ,Uk) = det((pl(ﬁj)), (29)

ou seja,

1 A P2 A A iU, Vo, o, Ty) = U (2.10)

or(t1) o or(Ui)

Citando mais uma vez nosso exemplo mais simples, para duas formas lineares temos

—

©1(T1)  p1(v)

(01 A @2) (T, T2) = : (2.11)
©2(Th)  p2(T2)
(1 A p2)(U1, U2) = 1 (01)p2(V2) — 1(Va)p2(T1), (2.12)
assim,
P1 N\ P2 = —p2 A 1. (2.13)

A expressao acima nos dd que o produto exterior de um vetor ¢ qualquer
com ele mesmo deve ser nulo (A ' = 0) e concorda também com a anti-simetria do

—

produto vetorial convencional (VX = —wX7)

11



Temos também que o conjunto {(dz; A dz;);i < j} forma uma base de
A*(R7)*, onde agora estamos mudando de notacao para (o1 A @a) = (dz; A d;), no
nosso produto exterior. Podemos agora falar das formas diferenciais que sao as
mesmas aplicagoes w ou k-formas tais que

wp) = > apaw(p)(dza A Adri),, (2.14)
i< i,
onde 7,7 € {1,2,....,n}, aj_u : R" — R e a;;._i sao diferencidveis. Como exemplo
disto temos para uma 2-forma diferencial ou também chamada simplesmente de 2-
forma lembrando que i1 < ... < 7.
Se w é uma k-forma e ¢ é uma s-forma, podemos definir o produto exterior

COINoO:

w/\gz):ZaIbJ(dx]/\da:J), (2.15)

I,J
comw = Y ;ardry para ] = (iy < ... <iy)ep =) ;bydr;para J = (j; < ... <iy).

Aqui estao alguns exemplos de formas diferenciais em R3
a) O-formas: Fungoes diferencidveis f : R" — R;
b) 1-formas: a1dzy + asdzy + azdzs;
c¢) 2-formas: ajaedxy A dzg + azdxy A des + agszdxs A drs;
d) 3-formas: ajezdzy A dxs A drs.

Para terminar a discussao sobre formas diferenciais aqui vao algumas pro-
priedades aplicaveis a trés formas diferenciais sendo elas w uma k-forma, ¢ uma

s-forma e 6 uma r-forma:
a) (wWA@E)ANO=wA (pA0);

b) wA @ = (=1)"p Aw;

12



c)wA(p+0)=wANp+wAb.

A seguir vamos definir uma operagao que permite elevar o grau de uma k-
forma. Isto pode ser feito através da aplicacao do operador diferencial exterior
ou derivada exterior dado por d, que atuando sobre uma k-forma w = ), a;dz;

nos dé uma (k+1)-forma dada por

dw = Zd&;/\dml. (2.16)
I

Algumas propriedades de d sao
a) d(wy + wy) = d(wy) + d(ws), se wy e we sdo k-formas;

b) d(w1 A U)Q) = dw1 N wo + (—1)’“w1 A d’LUg,

que podemos identificar como uma regra de Leibniz generalizada.
¢) d(dw) = d*w = 0.

Este novo operador nos apresenta uma curiosidade quando aplicado em 0-,
1-, 2-formas em R3. Para as O-formas, seja f = f(z,y, z) uma fungio, ao aplicarmos

o operador d temos como resposta o nosso conhecido gradiente dado por

0 0 0
df = a—idm + 8_§dy + a—ﬁdz. (2.17)

Se aplicarmos d a uma 1-forma dada por w = w,dr + wydy + w.dz teremos o

rotacional dado por

Ow, ow, Ow, ow,  Ow,
= |- - — — . (21
dw ( ay)da:/\dy—l—(ay 8z)dy/\dz+(8z ax>dzAdx (2.18)

Note que ddf = 0 o que corresponde ao rotacional do gradiente.

Se agora aplicarmos em uma 2-forma dada por u = ugyd, Ady+uy.dy Ad, +u..d. ANd,

teremos o divergente

[ Ouy.  Ouzy  Ougy
du_(@x * dy * 0z

> dx Ndy N dz, (2.19)

13



Onde novamente temos consisténcia com ddw = 0, ja que o divergente do rotacional
é zero. E assim vemos que o resultado da aplicacao do operador d depende do grau
da forma.

Na préxima secao, iremos falar sobre conexoes. Estas conexoes sao necessarias
para o calculo das holonomias no capitulo 3, onde iremos utilizar o formalismo das
formas diferenciais para calcula-las, embora este nao seja o iinico caminho para obte-
las. Uma o6tima referéncia para estudo de aplicagoes das formas diferenciais pode

ser vista em [6], onde temos aplicagbes ao eletromagnetismo.

2.2 Conexoes

As conexoes sao estruturas geométricas que caracterizam a curvatura local
de um espaco definido por uma métrica.

A partir da métrica, temos uma férmula muito conhecida e muito importante
para estudos em relatividade geral, e que pode ser utilizada para o cédlculo das

conexoes. Esta equacao é dada por

FU — lgap(ﬁgl/p + agpu . ag,ul/)7

) o ov op (2:20)

onde g é o tensor métrico em sua forma covariante se g,,, com indices baixos, e em
sua forma contravariante se ¢g"” estd com indices altos, com a relagao entre ambos
dada por g" = (g,,,)"".

Estes termos I'], sao as conexoes, conhecidas também como conexoes de
Christoffel, simbolos de Christoffel, conexoes de Levi-Civita ou conexoes

Riemanianas e que podem também aparecer com a seguinte representacao
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1%

Um exemplo da importancia do uso destas conexoes, estd no calculo das

geodésicas da luz no espaco definido por uma métrica. Estas geodésicas podem ser

obtidas pela equacao das geodésicas

d%x° dx* dx¥
o —0. 9.91
PR TN (2:21)

Podemos tomar como exemplo o célculo das conexdes no (R?) em coordenadas

polares. A métrica para este espaco é dada por

ds® = dr* + r*df?, (2.22)
o tensor métrico sera
9rr  Gro 1 0
v = = ) y (223)
Jor 9oo 0 r

entao, o ¢" = (g,,) "' é dado por

10
g = : (2.24)
0 &
Assim, as conexoes sao
1 dg dg dg
" = —g"(=2L 72Ty =0 2.25
" 2g(8r+8r 8/)) ’ (2.25)
L 50090, | 0gp0  Ogoo
T — _ TP P p — = — 226
06 2 ( 60 + 80 8p ) T, ( )
continuando com os céalculos temos as outras conexoes dadas por
or =179 =0, (2.27)
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r’ =o, (2.28)
1
rf =0, (2.30)

Calculando as conexoes, podemos obter as geodésicas para este espaco através da
equacao (2.21). Apds rever o conceito de conexao, podemos falar sobre uma técnica
muito util para analisar curvaturas e que é conhecida como transporte paralelo.
Intuitivamente, o transporte paralelo consiste em mover um vetor através de uma
regiao e verificar a mudanca de orientacao do mesmo, com o objetivo de saber se
temos curvatura ou nao de acordo com tal mudanca. Esta verificacao pode ser feita

em curvas abertas ou fechadas (fig.2.2).

Figura 2.2: A esquerda temos a nocao de transporte paralelo em uma curva aberta
no espago plano. A direita temos o transporte numa curva fechada que pertence
a esfera (S?) com curvatura. Na esfera vemos claramente a alteragao da diregao
do vetor transportado ao mesmo ponto, e que estd com outra orientacao devido a

curvatura do caminho percorrido.

De posse das conexoes que nos dizem como € a estrutura do espaco, saberemos

como caminhar no mesmo, podemos entao unir tal informacao com a nogao de
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transporte paralelo vista anteriormente para analisar a curvatura e obter outras
informagoes pertencentes a estrutura geométrica em estudo. As conexoes podem ser
utilizadas para calcular as componentes do tensor de Riemann também conhecido
como tensor de curvatura que é uma entidade importantissima para relatividade
geral, jA que com este tensor podemos calcular a curvatura de forma quantitativa
utilizando também suas contragoes conhecidas como tensor de Ricci e o escalar
de curvatura.

Com isso encerramos nossa discussao sobre conexoes falando das equacoes de
estrutura de Maurer-Cartan originadas dos tensores de torgao e curvatura, onde

utilizando a teoria de formas diferenciais temos

T = de® + wi N e, (2.31)

y = dwy + we A wy. (2.32)

Estas equacoes nos fornecem outro caminho para calcular as conexoes, como vere-

mos no capitulo de holonomias onde obtemos a matriz conexao e a holonomia.

2.3 Holonomias

Holonomias, sao objetos matematicos, que em gravitagao nos fornecem in-
formacao global sobre o campo gravitacional de uma regiao de interesse. Estes
objetos estao associados ao transporte paralelo vetorial, que utiliza as conexoes
mencionadas neste capitulo. Podemos obter uma expressao para a holonomia, uti-
lizando argumentos intuitivos. Assim, suponha que temos um vetor v® num ponto

p de uma curva fechada C' do espago-tempo fig.(2.3).
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Figura 2.3: construgao do conceito de holonomia

Ao transportarmos este vetor através de C' retornando a p, teremos em geral, um
vetor v* diferente de v* devido a curvatura. O novo vetor v%, pode ser obtido por
uma transformagao Ug, que funciona como um mapa linear associado a curva C' e
ao ponto p contendo toda informagao topoldgica necessaria para transportar o vetor
através de C.

0" = Ugv”, (2.33)
A esta transformacao, damos o nome de holonomia.
Mas, como obter uma expressao para Ug 7
Podemos imaginar um sistema que contenha a curva C()), tal que, A € [0,1] e
C(0) = C(1) = p. Agora se transportarmos o vetor v* de C(\) a C'(A+d\) teremos
um novo vetor, dado pela matriz transformagao Mg deste pequeno deslocamento.
Para o deslocamento completo de C(A = 0) a C(\ = 1), teremos a matriz Ug dada
pelo produto ordenado dos NV mapas lineares Mg de todo trajeto.
Logo, para N — oo

Ug = U {53 -+ %Mg(X()\)) _i, (2.34)

N
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onde 3 é um termo introduzido para que Ug = 1, como resultado para a holonomia
calculada no espago plano. A expressao acima, é um produto ordenado de infinitas

exponenciais, que pode ser escrito como
U(C) = petiet+My), (2.35)

ou seja

U(C) = PeleM, (2.36)

onde P ¢é o indicador de que temos um produto ordenado ao longo de C.
Precisamos saber, quem sao os Mg que definem nosso mapa linear para pequenos
deslocamentos. Podemos associa-los com as conexoes do espaco, visto que ambos

definem nossa base localmente (fig.2.4).

C() C(a)

Figura 2.4: Matriz transformagao M.

A expresao para calcular a holonomia é entao dada por

U(y) = Pe Tt (2.37)
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onde, v é a curva na qual fazemos o transporte paralelo e P indica que estamos
fazendo um produto ordenado.

As holonomias, podem ser vistas como uma forma quantitativa de tratar-
mos o transporte paralelo. Elas também abrem espaco para uma outra quantidade
chamada de Loop de Wilson que faz parte das chamadas variaveis de loop, que pos-
suem invariancia sob transformacoes de calibre. Os loops de Wilson sao dados pelo

trago da matriz da holonomia
W(y) = Tr[U()], (2.38)

que neste trabalho, serve apenas para escrever nossos resultados de forma simplifi-

cada, nao trazendo nenhuma informacao adicional.

2.4 Teoria de Hamilton-Jacobi

A teoria de Hamilton-Jacobi oferece uma forma de cédlculo das equacoes de
movimento para um sistema fisico. Nos capitulos de espalhamento utilizamos esta
técnica e por isso discutiremos agora como funciona este importante instrumento
tedrico.

Nos sistemas hamiltonianos podemos encontrar muitas vezes dificuldade no
calculo das equagoes de movimento. Para um dado hamiltoniano, os calculos serao
mais faceis ou dificeis de acordo com o nimero de coordenadas ciclicas que apare-
cem nele e que sao especiais porque possuem momento constante associados a elas,
o que implica em leis de conservacao. Estes momentos constantes sao chamados
de momentos conjugados e pelo fato de serem constantes, facilitam a resolucao de
sistemas hamiltonianos. Sendo assim, desejariamos que os problemas desta na-

tureza tivessem o maximo de coordenadas ciclicas possiveis. Tentamos fazer isso
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utilizando as transformacgoes candnicas que tém este nome devido ao fato de que
elas sao transformacoes das coordenadas e momentos que deixam um hamiltoniano
H complicado em uma forma mais facil ou canonica fazendo com que as antigas
coordenadas nao ciclicas sejam agora ciclicas, com a transformacao.

Existem varios tipos de transformacoes possiveis, e iremos agora identificar
a que utilizaremos ao longo deste trabalho que é a transformacgao conhecida por F,
onde, Fy = Fy(q;, P;,t) que é uma transformagao canonica que depende das velhas

coordenadas e de novos momentos dados pela seguinte transformacao

0F;

=22 _p 2.39
Pi= B (2.39)

Com a transformacao acima temos uma modificacao no hamiltoniano que nos leva

a um novo hamiltoniano que chamaremos de K, onde o mesmo agora é dado por:

0F,
K=H+ — 24

onde H é o hamiltoniano antigo e F, é a transformacao canonica.

Desejamos conhecer explicitamente F, para obter as equagoes de movimento
associadas ao sistema descrito pelo hamiltoniano acima como veremos mais adiante
no exemplo. Para isso faremos K = 0 e obteremos uma equacao que nos fornecera
F5, onde esta equagao é conhecida como equagao de Hamilton-Jacobi e é definida
por

OF,

H(gpi )+ 22 =0, 2.41
(g pirt) + 5 (2.41)

Se os novos momentos sao dados por p; = %—Z;? = P, como vimos, ficamos com
K

0F, 0F, oF,

Hgy, g 22 022 4 222 9.42
(611» , 4 aql 8% )+ ( )

ot

que é uma equacao diferencial parcial em (n+1) varidveis ¢, ..., g, e t.

Partindo da equagao acima iremos propor uma solucao para F5y utilizando
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o método de separacao de variaveis. Tal solucao chamaremos de Fy, = S que é
conhecida como fungao principal.

Para ilustrar o método e simplificar o entendimento do mesmo, iremos obter
as equagoes de movimento para o oscilador harmonico simples em uma dimensao.

O hamiltoniano para este sistema é dado por

1

H = %(PQ +m’w?e?), (2.43)
com w = %
Utilizando a transformacao do momento dada por p; = %—Z? e 0 hamiltoniano
dado, temos a equacao de Hamilton-Jacobi
1 {/0S\* , ., aS
— || = — =0. 2.44
2m [(8(1) e +8t (2.44)

E agora utilizando separacao de variaveis temos uma proposta de solucao para esta
equacao dada por

S =W(q) — at, (2.45)

onde « é uma constante de separacao para t. Substituindo a solucao S na equagao

de Hamilton-Jacobi temos

2m dq

1 [(3_”/)2 n m2w2q2] _ o, (2.46)

que por integracao nos da

242
W= \/2ma/1/1 - m;"aq dg. (2.47)

Assim substituindo este resultado na solugao para S temos

2,2
S = \/2m04/ \/1— m;uaq dq — at, (2.48)
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que ¢ a solugao da equacao de Hamilton-Jacobi.
Calculando a derivada parcial em relagao a a temos a equacao de movimento

para ¢(t). Logo % = (3 nos da

n / L =i+
vV 2mao /1 — mw?q? 1 7
2c

onde integrando por substitucao temos a equacao de movimento para o oscilador

(2.49)

dada por

q(t) = 7232 sen[w(t + B)], (2.50)

sendo « e 3 constantes de integracao determinadas pelas condigoes iniciais do movi-
mento. Esta equacao representa a equacao de movimento ou geodésica para o os-
cilador, e é este tipo de equacao que iremos procurar nos capitulos seguintes.

A diferenca entre este procedimento e o que iremos adotar, é que a equagao
de Hamilton-Jacobi apresentada esta definida para sistema hamiltonianos classicos.
No nosso caso, iremos precisar da versao relativistica desta equacao, que possui o
termo temporal elevado ao quadrado. Esta diferenca, surge quando definimos a agao
no sistema em questao. No caso classico, o tempo é apenas um parametro o que
resulta num termo em primeira ordem. No caso relativistico, o tempo esta incluso

nas coordenadas e isso implica em um termo de segunda ordem.
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Capitulo 3

Holonomias em Cordas Cosmicas

Neste capitulo, apresentaremos nossos resultados para o calculo de holono-
mias em cordas com estrutura interna. Estamos interessados em modelos de cordas
cHdsmicas que possuem espessura, diferentemente das cordas infinitesimais mostradas
em (1.1). Esta espessura, ainda que seja da ordem de 1073?m, é a responsavel pela
existéncia de uma estrutura interna. Exemplos destas cordas, sao o Flower-Pot e o
Ballpoint Pen vistos em [1] que tém caracteristicas préprias.

Partiremos agora para obtencao das holonomias, que serao calculadas para os mod-

elos de corda citados acima.

3.1 O Flower-Pot

Este é um modelo de corda, onde a curvatura do espaco-tempo esta concen-
trada no anel de raio 79 &~ 1073 ¢cm mostrado na figura 4.51.

A métrica para este modelo é dada por
ds* = —dt* + P(r)*dr* + r*d¢® + d2?, (3.1)

24



e

Figura 3.1: Geometria associada ao modelo correspondente ao Flower-Pot

onde temos que

, T <Tg—E€

P(r)=q : (3.2)
1 ,r>rg+ce€
com ¢ € [0, al.
1) Para ds* = —dt* + (£)%dr? + r’d¢* 4 dz*, ou seja, considerando a regido interior

a rog, podemos escolher a seguinte base
e’ = e, dr" (3.3)

onde utilizando o formalismo de formas diferenciais temos

/

ed =dt — de’ =0
elzﬁdr — del =0

2 =rdp = de?=dr Ndp

e =dz — de? =0

\
Com estes resultados, podemos calcular as conexoes ou tetradas, dadas por w;-
através da equagao de estrutura de Cartan|7] para um espago cuja geometria esta
livre de torcao.

de® + wi A e’ =0, (3.4)
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Para (a = 0,1,2,3), os tinicos termos nao nulos sao

2m
2 _ _ 1
wi = (—)do = —w;, (3.5)
a
onde w) = —w] se as tetradas envolvidas nao estiverem associadas ao tempo. Outra

propriedade util nos da que w]i- =0sei=j.

Assim, nossa matriz conexao é dada por

0 O 0 0
0 0 (-Z) 9
0 (32) 0 0
0 0 0 0
e com isso podemos obter a matriz de holonomia dada por
U(y) = Pe™ Tt (3.7)

onde 7 é a curva na qual iremos fazer o transporte paralelo de nossa base de vetores.
Note que v pode ser qualquer curva, mas so estamos interessados nas curvas fechadas
que nos dao informagao global sobre a curvatura do espaco interno a mesma. Es-

colhendo a curva v = ¢ (curva fechada) temos

U(y) = Pe~ JyTnde" — o= $Tods. (3.8)
logo
U(y) =e e, (3.9)
Oé2 @3

Uly) = 1—04F¢+§Fi— §F3+..., (3.10)

e utilizando o fato de que

2 27

I3 = —(;)Qﬂp e I = —(E)Qr;, (3.11)



ficamos com a seguinte expressao para nossa expansao

U(’y)zl—am)[l—% —i—...]—aﬁ%[—%—i— (2;) — ..,
(3.12)
Ulry)=1- ag—j;sen(Zﬂ) —a? (2;)2 [cos(2m) — 1], (3.13)
Uy) =1, (3.14)

que na forma matricial é dada por

1 000
0100
U(y) = (3.15)
0010
0 001

A matriz identidade acima representa a holonomia para a métrica correspondente
a regido definida por P(r) = 3= dada anteriormente. Este resultado, nos diz que

nesta regiao (r < ro + €), a estrutura interna da corda é dada pelo espaco plano.

2) Se ds? = —dt* + dr? + r?d¢* + dz*, temos agora a métrica para a regiao externa
do flower-pot dada por r > 1y, onde utilizando o mesmo procedimento, podemos

calcular novamente a holonomia. Tomando a base anterior (3.3) para esta métrica,

temos )
=dt = de®=0
el=dr = de!=0
< e =rdp = de? =dr ANd¢p
\ eB=dz = de*=0



As tnicas tetradas nao nulas derivadas de (3.4) sao

2 _ 1 _ 2

e com isso, nossa matriz conexao para a v = ¢ ¢ dada por

00 0 O

00 —-10
I'y =

01 0 O

00 0 O

Utilizando a eq.(3.7) e expandindo da mesma forma, obtemos que

UR)=1—aly+ g—jfi + ?)j_fr¢ -
onde
Iy =-Ts,
U(y) =1 —Tysen(a) — I'}[cos(a) — 1],
entao

1 0 0

U(y) = 0 cos(a) sen(a)
0 —sen(a) cos(a)

0 0 0

= o O O

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

As curvas abertas 7 e z nao sao de nosso interesse, visto que nao trazem informagcoes

relevantes para o problema em questao, ja que estamos analisando a estrutura do

espaco interior ao transporte paralelo. O tempo, apesar de ser uma curva tipo

fechada se tomamos um periodo determinado também nao nos interessa pois a

métrica é estatica. Esta matriz pode ser interpretada como um gerador de rotagoes

em torno do eixo z, onde U(y) = exp(—iaJi2). Apds calcular a holonomia, podemos

obter o déficit angular que um vetor sofre ao ser transportado ao longo de ¢.
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3.1.1 Angulos de Déficit no Flower-Pot

Podemos calcular os angulos de déficit (y) utilizando

cosya = Uj, (3.22)
onde A é um indice tetrédico.
Para a métrica com Py = 2=, os tinicos termos U4 relevantes sdo os definidos por

A=1le A=2 Em A = 0 temos U{ associado ao tempo, que nio influencia no
transporte de vetores. Em A = 3 temos U3 que é um termo associado a varidvel z,
que por sua vez é uma curva aberta que nao é afetada por a.

Assim

COSX(1,2) = U((11,’22)) =1, (3.23)
X(1,2) = 0, (324)

o que faz sentido se em r < 7y 0 espago ¢ plano.

b) Para a métrica com P(r) = 1, da mesma forma, s6 temos A =1e A = 2.

cosX(1,2) = U((117’22)) = cos(a), (3.25)
X2 = @, (3.26)

ou seja
IX(2)| = e+ 2] (3.27)

se ¢ € [0,a] vemos que 2 — v ou |a — 27| é o angulo de déficit e isso implica em
n=-—1

X(,2) = |ov — 2. (3.28)
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3.2 O Ballpoint Pen

Neste modelo, o espaco é plano para r > 71y e a curvatura é constante no
interior da regiao r < rp, onde temos uma calota esférica colada em cima do tronco

de cone que tinhamos para o flower-pot.

<%¢

Figura 3.2: Geometria associada ao Ballpoint Pen

A nossa métrica [1] agora é dada por

1
2

2
r- 1 _ 2 _I_ 2 , <
piry={ Lt Ts he (3.29)
1 ,T > T
onde
2
= —. 3.30
R== (3.30)

1
Para a métrica dada por P(r) = [:—;(1 —K?) + /12] * do ballpoint pen, iremos cal-
0

cular a holonomia utilizando o mesmo método aplicado ao flower-pot. Assim

4
=dt = de’=0

el=dr = de!=0
2 =rdp = de? =dr ANdp

\ e=dz = de’=0
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Novamente utilizando a equacao de Cartan (3.4), temos as tetradas nao nulas

2 1 1 2
wi =A2d¢ e wy, = —wy,

onde
A= :—2(1—/<L2)+/<;2]-
0

Com isso, nossa matriz conexao sera

00 0 0

0 0 —Az 0
T, = 1 ,

0 Az 0 0

00 0 0

e a holonomia em v = ¢ fica com o seguinte formato

2 063

3!

& 2
U(’y)zl—aF¢+§F¢+

Ur)=1- A_%F(bsen(aA%) - A_llﬁ[cos(aA%) —1],

ou seja,

1 0 0

Uly) = , ,
0 —sen(aAz) cos(aAz)

0 0 0

4
ATy — - ATE — ...

0
0 cos(aA2) sen(aAz) 0

E

1

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

Podemos também, determinar a curvatura escalar R com o resultado anterior, onde

a mesma foi calculada em [8] e é dada por

R 20P(r)/or
r P(r)3
Assim para r < 1
2
R = r_g(liz - 1)a

(3.37)

(3.38)



e parar > 1y

R=0. (3.39)

Note que em r < ry a curvatura escalar depende de rq e se fizermos o limite em que
rg — 0o = R — 0, teremos uma regiao plana que corresponde a estrutura do

flower-pot

Figura 3.3: Limite para ro — o0 no modelo do Ballpoint Pen

e se g — 0 = R — o0 a curvatura ¢ infinita e teremos uma geometria associada
a métrica da corda sem estrutura vista em [1].
Da mesma forma que no flower-pot, queremos agora obter o déficit angular sofrido

pelo vetor transportado nesta regiao.
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3.2.1 Angulos de Déficit no Ballpoint Pen

Novamente, iremos utilizar a equagao (3.22) para calcular o angulo de déficit

s6 com os termos A =1e A =2, Assim

coSX(1,2) = COS(O&A%), (3.40)
Y = aAz, (3.41)
x| = |aA2 + 27n), (3.42)
e com a = &
2m 2

x| = . (3.43)

2
— {—2(1 — K + /{2} + 2mn
Kk |rg

Mas, y — 0 quando VA — & logo, o valor de n para que a condi¢do acima seja

verificada serd n = —1, e a equacao (3.42) que nos da o déficit angular fica
VA
Xl = 2r(L= — 1)l (3.4

A métrica da regiao exterior do Ballpoint Pen dada por P,y = 1, ¢ idéntica a métrica
da regiao exterior do Flower-Pot, o que nos da os mesmos resultados para o déficit

angular.

3.3 Loops de Wilson

Como vimos, o calculo das holonomias nos da informagao sobre a estrutura
global da curvatura em regioes contidas em curvas fechadas.
Esta quantidade, pode ser definida também em termos dos Loops de Wilson

[9] que sao dados pelo trago da holonomia. Assim, para uma curva 7y temos que,
W(y) =TrlU()]. (3.45)
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Para o Flower-Pot
Sevy=¢e Py =5

W(y) = 4. (3.46)
O resultado acima concorda com o resultado conhecido para o espaco plano, que as
vezes ¢ dado por W(y) = —4+ Tr[U(v)], onde escrevemos nesta forma apenas para

ajustar o valor para W(y) = 0.
Sey=¢e P, =1

1 0 0 0
W) = Tr 0 cos(a) sen(a) 0 (3.47)
0 —sen(a) cos(a) 0O
i 0 0 0 1 |
W(v) =2(1+ cos(a)) (3.48)

onde se fizermos « = 2, teremos o resultado para o espago plano W(vy) = 0 como
seria de se esperar.

Para o Ballpoint Pen
Sey=¢e P, = [%(1—&2)4—&2 B

N

1 0 0 0
0 cos(aAz) sen(alz) 0
W(y)="Tr ) ) , (3.49)
0 —sen(aAz) cos(aAz) 0
0 0 0 1
W (y) = 2(1 + cos(aA?)). (3.50)

Sey=¢eP,=1

Nesta regiao temos o mesmo comportamento que o da regiao externa do Flower-Pot,
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visto que ambas sao equivalentes.

Tabela de Resultados

Modelo Flower-Pot Ballpoint Pen

Métrica | P(r) =2 | P(r)=1 P(r)=A": P(r)=1
Tr|U] 4 2(1+ cos(a)) | 2(1 + cos(aAz)) | 2 (1+cos(a))

Déficit x 0 la — 27| 27 (¥2 — 1) la — 27|

3.4 Transporte Paralelo Espinorial

Para calcular holonomias com spins, temos que generalizar o nosso formal-
ismo definindo a nova matriz conexao que agora sera a matriz conexao spinorial.

Esta matriz [4] é definida por
FSB = —(O’bBYer + 8#‘7?31'/)7 (3.51)

onde a matriz sz ¢ a matriz conexao anterior. Antes de calcular as holonomias
temos que escolher nossa base, que neste caso serd a base formada pelas matrizes

de Pauli mais a identidade, dadas a seguir

—_
e}

S|
ot = — : (3.52)

V2 \ o1

.1
obt = — : (3.53)

1
oy = — ; (3.54)
RV



(3.55)

Como estas matrizes independem de ¢, o termo com as derivadas 9,0%, = 0 e a

equagao (3.51) se reduz a
1 .

Para o flower-Pot.

Se a métrica for dada por P(r) = -, os tinicos termos nao nulos sao

Logo

Com esta nova matriz conexao podemos calcular a holonomia,

U(y) =e,
que por expansao
ot , ad m,
U(’y)-l—ar(z)—i-ar(ﬁ—i-a(a)r(b‘i‘ )
T 2
U =1 - Lesen(m) — L feosm) - 1),
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(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)



U(y) =1+ 2(2)°T2, (3.65)

1 . .
FgB = 5(010YU]23YFé2 + O'QCYUJIS,Yril). (3.66)
Como
[hy=—-1=-I7, (3.67)
1 . .
ISy = 5(—0103/012337 +o5Vop), (3.68)
1.
ISy = —5i0s. (3.69)
A holonomia sera
U(y) = eele, (3.70)
o, ad 1,
entao
Uy)=1-— 2F¢sen(%) - 4r;[cos(%> — 1], (3.72)
ou
o—ila/2) 0
Uvy) = . 3.73
=" s 3.7

Para o ballpoint pen, se a métrica for dada por P(r) = A~2. Os tnicos termos nio

nulos sao
[ly=—A% e 2 =As (3.74)
assim
L, . :
ISy = %(af%gy — oVl ), (3.75)
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Novamente, temos a holonomia por expansao

a? a3 A3
URy)=1—aly+ Eri + 5(7)%(25 + .
com L
Az
g = —( 5 )Ty
Entao
2r alz  4(0y)? a2
U6) = 1= Dsen(5) - Ll eos 235 -1,
ou )
TCYN V) N
Uly) =
0
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Capitulo 4

Espalhamento em Cordas

Cosmicas

Neste capitulo, continuaremos a discutir nossos resultados, considerando a
influéncia dos modelos de corda definidos pelos Flower-Pot e Ballpoint Pen, na
trajetoria de raios de luz que se propagam nestes espacos. Para isso, precisaremos
calcular as geodésicas de cada modelo, e inicialmente iremos utilizar o formalismo

tensorial.

4.1 Meétodo Tensorial

4.1.1 Flower-Pot

Seja ds* = —dt*+ P%(r)dr? +r?d¢*+dz* a métrica dos modelos definidos pelo
flower-pot e ballpoint pen [1]. Queremos agora, obter as equagoes das geodésicas
nestes espacos, com o objetivo de estudar o efeito que o campo gravitacional dos

modelos causa na propagacao da luz.
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Para o flower-pot, na regiao definida por r < r¢, temos P(r) = 3=. O tensor métrico

g € dado por

1 0 0 0
0 (&) 0 0
Guv = 2 ) (41)
0 0 20
0 0 0 1
onde sua versao contravariante ¢ sera
1 0 0 0
0 (Z)2 0 0
g = (4.2)
0 O riz 0
0 O 0 1
Assim, podemos calcular os simbolos de Christoffel I' nao nulos
, 2m
bp = _(E)Q-Ta (4.3)
1
1
e — = 4.5
or r’ ( )

e utilizando a equacao das geodésicas (2.21), obtemos as solugoes para r, ¢ e z.

Para r, temos
d*r do do
R o it
az " eoar dr

- (%)Zm's? = 0. (4.7)

P26 dr do
D)
az e ar

0, (4.6)

Para ¢, temos

0, (4.8)
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.2 .
¢+ ;M) =0. (4.9)
Para z, temos
z2 =0, (4.10)

que é consequeéncia da simetria de translacao ao longo de Z. Iremos resolver as
equagoes encontradas para este caso por analogia com um resultado obtido em [10],

onde temos os seguintes resultados para os simbolos de Christoffel

I =17 = —é, (4.11)
r
PEG = —p27‘, (412)
1
e, =19 =—. (4.13)
T

Podemos observar entao, que se aplicarmos a tranformagao abaixo em (4.11), (4.12)
e (4.13)
2
0=6, B=0c p="—", (4.14)
«

teremos o resultado para nossa métrica.

Assim, tomando as solugoes dadas para as geodésicas em [10] que sao

\/—+2E (t + D)2, (4.15)

0(t) = %Arctang (%ﬂ) + %, (4.16)
z(t) = At — gArctcmg (%C—{—D)) - 5717 + B, (4.17)

onde A, B, C, D, E, F sdo constantes de integragao e fazendo uso de (4.14), teremos

as nossas geodésicas

r(t) = \/i (@Y 4+ 2Byt + Do), (4.18)

2T
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o A Eo(t + Do) aFy
t) = —Arct 4.19
R ] e e (4.19)
onde Ay, By, Co, Dy, Ey, Fy sao as constantes de integracao.
Se P(r) =1 para r > ry + €, o tensor métrico sera
10 0 0
01 0 0
g = (4.21)
00 % 0
00 0 1
Da mesma forma, temos os simbolos de Christoffel nao nulos dados por
1
e, = =, (4.23)
o 1
Iy, =, (4.24)

onde, utilizando a equacao das geodésicas (2.21) temos novamente as equagoes para
r,pe z.

Para r, temos

i —r¢? =0, (4.25)
Para ¢, temos
.9 .
o+ -1 =0, (4.26)
r
Para z, temos
z2=0. (4.27)

Para obter nossas solugoes por analogia, utilizaremos agora a transformagao abaixo
=0, p=1-¢e 0=0¢, (4.28)
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que nos dard para as geodésicas, as seguintes solugoes

C? )
T(t) = E + 2E1(t + Dl) s

o(t) = Arctang (

2B, (t + Dy)
Cy

Z(t) = Alt + Bla

onde Ay, By, Ci, Dy, Ey, F} sao também constantes de integracao.

4.1.2 Ballpoint Pen

Para este modelo, teremos o tensor métrico dado por

1 0 0 O
0 A 0 0
9" =
00 % 0
0 0 1
onde :—3(1 — k) + K2 = A.
0
Os simbolos de Christoffel ndo nulos sao
o r(k? —1)
T2 — 2k 4 2k
. r(r? — r?k? + r2k?)
Loy = — =
0
1
o _
Fm5 =
1
re ==,
or =7

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

Podemos calcular as equagdes das geodésicas com (2.21). Que para o Ballpoint Pen
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nos da

Para r,
. r(k?—=1) ., r(r?=r’k>+r3k?) .,
- = 4.
T r2 —r2k? + T%kQT 3 ¢ =0, (4.37)
Para ¢,
.2 .
¢+ -1 =0, (4.38)
Para z,
z2=0. (4.39)

Aqui, podemos notar que este sistema de equacoes é bem complicado. O método
tensorial utilizado, é apenas um, dos caminhos possiveis para obtencao de geodésicas.
Outra forma de obter as geodésicas, é utilizar a teoria de Hamilton-Jacobi, que sera
o método utilizado por noés a partir de agora para obter as geodésicas no flower-pot

e ballpoint pen.

4.2 Hamilton-Jacobi

Agora iremos obter as geodésicas para os feixes de luz espalhados de forma
mais elegante, utilizando a teoria de Hamilton-Jacobi (HJ). Inicialmente faremos
isto para as métricas do Flower-Pot e do Ballpoint Pen e em seguida para o mod-
elo da corda césmica sem estrutura, para efeito de comparacao. Precisaremos do
hamiltoniano do sistema, e o mesmo pode ser obtido através da métrica do espago

em questao. Se estamos livres de potencial

1 o

Assim o hamiltoniano

1 oo
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na representacgao [11] dos momentos é dado por

1 ..

Com o hamiltoniano em maos, podemos escrever a equagao de HJ como em [5]

H(q,05/0q,t) + (0S/0t)* = 0, (4.43)

onde q representa as coordenadas generalizadas do espaco e % = p sao os momentos
generalizados em funcao de S, que é a chamada fungao principal e que pode ser

vista em [12] como solucao da equagao de HJ. Assim para esta métrica teremos

() o (5 (B (3

Note que consideramos a parte temporal da equacao de HJ elevada ao quadrado.
Isto ocorre, porque no caso do espago quadridimensional, temos o tempo como uma
das coordenadas e nao como uma parametro quando estavamos no caso classico em 3
dimensoes. Neste caso temos uma acgao diferente, resultando nesta diferenca. Temos

uma proposta de solugao utilizando variaveis de separacao dada por
S(r,¢,z,t) = S1(r) + Jo + pz — Et, (4.45)

onde p e J s@o os momentos linear e angular associados as varidveis z e ¢ respecti-

vamente. Combinando as equagoes (4.44) e (4.45) temos

Si(r) = / V—(p? +r=2J% — E?)P2dr, (4.46)

com isso a solugao S fica

S(r, ¢, 2,t) = / V= (p?+7r72J2 — E2)P2dr + J¢ + pz — Et. (4.47)
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As equagdes de movimento sao dadas por

95N _ constante, (22 = constante, (22 = constant (4.48)
OF = constante, ap = constante, 97 = constante, .

e fazendo as constantes arbitrarias iguais a zero, temos inicialmente para a primeira

(%) _o (4.49)

EP
/ dr = t, (4.50)
B2 — p2 _ J_22

definida para E? < p* 4+ r—2J%

equacao

As geodésicas para r sao obtidas por integracao da equagao (4.50), que nos da

_ 1 (t—Q)(E2—p»)]* | ,
r(t) = =) {[ EP() ] +J } (4.51)

com §)y = constante de integracao.

Para <g—‘§> =0

pP
E2_p2_i_22

dr = 2, (452)

com a mesma condigao anterior (E? < p? + r=2J?).

Integrando da mesma forma que antes, obtemos

)= Frop

V(B2 —p?) — J2 4+ Qy, (4.53)
onde substituindo esta equagao na eq.(4.51) temos z(t)
p

para (8—‘3) =0

/ P dr = ¢, (4.55)

r (—EQJQPQ)TQ —1
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definida para (E? — p*)r? > J2.
Fazendo a seguinte substituicao, r = 4/ EQJ—_QPQCosseCH teremos

1 J?
o(r) = —P(r)arcsen (; m) + O, (4.56)

onde substituindo a eq.(4.51)

_ (JEP(r))?
o(t) = —P(r)arcsen (\/(t T OWR(EE — ) + (JEP(1)? ) + Q. (4.57)

Note que, com r(t), z(t) e ¢(t) temos todas as geodésicas. E ainda 25 e s s@o

constantes de integracao.

4.2.1 Geodésicas para o Flower-Pot

Com os resultados anteriores podemos listar as geodésicas obtidas para o
Flower-Pot em ambas as regioes:

Se r < 19— € temos P(r) = (a/27) e assim

B 1 (t—Qo)(E2—p2)2n]?
r(t) = J ) {[ o } +J } (4.58)
o(t) = — (a/27) arcsen (@ / ﬁ) + Qo, (4.59)
W (ETETAN )
2(t) = 2t — Q) + O, (4.61)
r(¢) = Cossec (__27T(§Z_ 92)) < E2J_2 p2> | (4.62)
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1 J?
o(r) = — (a/2m) arcsen <; m) + O,

z(r) = m\/ﬂ(ﬂﬂ —p?) — J2+ Q.

Se r > rg + € (regiao externa) temos P(r) = 1 e assim as geodésicas sao:

1 oo s,
T(t>J(E2p2){[ o ”}’

_ (JE)?
@(t) = —arcsen <\/(t Q02 (B — )2 + (JE)Q) + Q,

2(t) = %(t — Q) + O,

r(¢) = Cossec (—(¢p — €22)) ( E2J7—2}92) ,

1 J?
o(r) = —arcsen N2 + o,

z(r) = EQZin Vr2(E2 —p?) — J2 + Q.

48

(4.63)

(4.64)

(4.65)

(4.66)

(4.67)
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4.2.2 Grafico de Geodésica no Flower-Pot

Para r < rg:

Figura 4.1: Geodésica para o Flower-Pot com a = /2

Temos neste grafico (4.1), um exemplo de geodésica em coodenadas cilindricas no

espaco tridimensional.

4.2.3 Pontos de Retorno

Aqui iremos obter os pontos de retorno das trajetérias para r, visto que para
¢ e z isso nao tem importancia devido a simetria associada a essas trajetorias. Os

pontos de retorno para r sao dados por

dr
ar _o 471
", (4.1)
logo, se a equacao (49) nos dé que
EP
/ dr =1, (4.72)
E? —p2 — J_22
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derivamos ambos os lados da equacao acima em ralacao a r e obtemos

EP ot

. ;{_22 = (4.73)
utilizando agora a equagao que nos da os pontos de retorno temos
(B? = p*)r* = J* =0, (4.74)
e finalmente os pontos de retorno sao dados por
r= iﬁ. (4.75)

4.2.4 Geodésicas para o Ballpoint Pen

Temos agora uma métrica um pouco mais complicada do ponto de vista

operacional. A equacao de Hamilton-Jacobi serd

98\’ 95\’ as\> (oS
(== Al == —2 = 4.
(&) (&) (&) +(5) - 10
E da mesma forma que antes, iremos propor uma solucao do tipo

S(Tv ¢7 Z, t) = SI(T) + J¢ +pz— Et7 (477)

que por substitui¢ao, nos da para Si(r

(B2 — p2)r2 — J?
/ \/ N dr, (4.78)

r, ¢,z t) /\/ Jer+ng5+pz—Et. (4.79)

As geodésicas para o Ballpoint Pen sao obtidas utilizando-se o mesmo método usado

assim

para calcular as geodésicas do Flower-Pot. Para

(25) o as
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teremos

7a2
E/ rd {w K% dr=t, (4.81)
2 2

. ]+T2|:(E2—p2)K2—( = }_JQKQ
onde se
1 _ k2 E2 2
7o
1— K?)J?
0
JPK? = ¢, (4.84)
ficamos com
r2

2\/a b+ 2ar? + 2v/art + br2 — c\/a

com A\g=constante de integracao.

(4.86)
Manipulando a equagao (4.86) temos
J2K2 4 p?
)=\ ———. 4.87
0= 5k (1.87)

oieng) _ b = 4.88
(e B NG p- (4.88)

Vimos que ao verificarmos os limtes de rg, temos as equacoes do Ballpoint Pen

onde p estd definido como

recaindo nas do Flower-Pot e nas da corda sem estrutura. Vimos isso através dos
valores dos limites da curvatura escalar R. Com isso, as equagoes obtidas por HJ
para o ballpoint, devem recair nas do flwer-pot. Isso pode ser visto, aplicando-se

por exemplo o limite ry — oo na equagao (4.85), pois quando isso acontece, a — 0,
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b— (E* — p*)k>.
Agora,

(%i) =0, (4.89)

com esta equagao, iremos obter z(r) e consequentemente z(t) por substitui¢ao de

r(t). Assim

/\/[(E2 —p2;72”2 — 7 Adr =z/p, (4.90)

onde, a integral acima nos da

2 4 2 _
A(r) = P, b+ 2ar® + 2v/ar* + br? — ¢\/a L
2\/a 2\/a

para a e b definidos antes.

(4.91)

Finalmente

(g_§> _ 0, (4.92)

e com esta ultima equacao temos

dr
/ - @ 4.93
/ \/A[(EQ —p2)rt — J2r?] ¢ ( )
Definindo
[(1_K )r(?E _p)} =1 (4.94)
{K2(E2 ) #} - (4.95)
[J° K] =n, (4.96)
ficamos com
dr
J/ N/ (4.97)

Que nos possibilitara calcular as outras geodésicas para este modelo.
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4.2.5 Graficos das Geodésicas do Ballpoint Pen

Temos agora os graficos para o ballpoint pen, obtidos com a solu¢ao numérica
das equagoes diferenciais vistas em 4.37, 4.38, 4.39.

Para a regiao interior deste modelo, variando o «, obtemos os seguintes graficos:

Figura 4.3: Geodésica para o Ballpoint Pen com a = 7/6.
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-1

Figura 4.4: Geodésica para o Ballpoint Pen com a = 7/3.

Figura 4.5: Geodésica para o Ballpoint Pen com o = 7/2.
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Figura 4.6: Geodésica para o Ballpoint Pen com o = 7

Figura 4.7: Geodésica para o Ballpoint Pen com « = 47/3.
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Figura 4.8: Geodésica para o Ballpoint Pen com o = 57/3.
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Figura 4.9: Geodésica para o Ballpoint Pen com a = 1,998x.
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Capitulo 5

Espalhamento em Corda Negra

Neste capitulo, iremos calcular o espalhamento da luz que se propaga em
uma geometria diferente da que tratamos nos capitulos 3 e 4.
Tomaremos como base a geometria da corda negra, que é uma generalizacao do
modelo bidimensional para buracos negros na terceira dimensao (3+1). O modelo de
construcao desta corda baseia-se na superposi¢ao de buracos negros, nos dando uma
geometria cilindrica. Tais camadas superpostas sao dadas por espacos hiperbdlicos

contendo buracos negros bidimensionais. Neste caso, a métrica é dada por
ds? = —N2dt? + N7 2dr® + r*(N®dt + dp)? + dz?, (5.1)

onde, N e N? sao funcdes de r dadas por

16.J>
N%(r) = —8M + *r* + 5 (5.2)
e
—4J
¢ —

sendo M o termo associado a massa, J ao momento angular e 1) associada a constante

cosmolégica A (A = —?). Assim como em [13] s6 estamos interessados em cordas
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estaticas onde J = 0.
Tentaremos obter as geodésicas neste espaco, utilizando o mesmo método aplicado
ao flower-pot e ballpoint pen que foi o de Hamilto-Jacobi.

A nova métrica com J =0 é
ds* = —N2dt* + N~2dr* + r?d¢? + d2?, (5.4)
e a equacao de Hamilton-Jacobi
—% (%—f)QJrN? (g—f)err? (2_2)2+ <g—5>2=0, (5.5)
com a mesma proposta de solucao utilizando variaveis de separacao, temos
S(r,¢,z,t) = Si(r) + Jo + pz — Et, (5.6)

onde p e J sao novamente os momentos linear e angular associados as variaveis z e
¢ respectivamente.

Assim a funcdo Si(r) apds a substituicao serd

1
Si(r) = / N—%\/TQ(EQ — N2p2) — N2J2dr, (5.7)

e a solucao completa

1
S(Ta ¢727t) - /W\/T2<E2 - N2p2> — N2J%dr + J(b +pz— Et. (58)

Novamente, iremos utilizar

DRI RIC R

para calcular as trajetérias (geodésicas).

Inicialmente, para obtermos r(t), iremos utilizar (g_S) = 0.

E/L rdr
NZ%./r2(E? — N?p?) — N2.J?

=t (5.10)
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com N? = *r? —8M.

Ficamos entao com uma integral que apds resolvida nos fornece a seguinte equagao

E | b (ae? +a2p? + a2yt + 22yt —ap?r2y? — 22yl
— n
2/aet Vae (—a+r?¢?)
L2V Car P P @ Car )
onde a = 8m e (y = constante de integracao.
Simplificando esta equacao obtemos uma equacao biquadrada em r
rt K(t) + 2 U(t) + Z(t) = 0, (5.11)
com as fungoes K, U e Z definidas por
K(t) = Fp*)? — (Ge =% — B)*, (5.12)
Ut) = F*Q —2(Ge™® — B) (He =) + 4), (5.13)
Z(t) = F2J%a + (He O0=%) 4 A)* (5.14)

e para A, B, C, F, G, H e Q constantes.
Resolvendo entao a equacao biquadrada, obtemos as quatro solugoes possiveis para

a geodésica em r(t). Estas solugoes sao

—u  Vu?—4kz

ri(t) = — T o7 , (5.15)
—u  Vut—4kz

Tg(t) — ﬁ — 72 2 , (516)
—u w2 —4kz

Tg(t) = — ﬁ + — 2k ) (517)



—u Vu2 —4kz

=\ 2% + 2% (5.18)

T4 (t)

Neste caso, existe um problema na visualizacao das geodésicas para a corda
negra. F que agora, a geometria que temos mesmo sem a presenca da corda, ¢ dada
pela superposicao de espacos hiperbdlicos que diferem da geometria que estavamos

tratando, no caso do Flower-Pot e Ballpoint Pen.

<Z_§> 0 (5.19)

iremos obter a préxima solugao. Neste caso, teremos uma equagao semelhante a que

Utilizando agora

foi obtida anteriormente e que é dada por

d
p/ T =z, (5.20)
\/r2(E2 _ N2p2) — N2J2

onde resolvendo a integral, temos a seguinte equagao biquadrada
rp+ 12T (2) + W(z) =0, (5.21)

para p=constante real e T(z) e W(z) sao fungoes complexas dadas por

p= B — Cip*y?, (5.22)
T(z) = C?A, — 2B, Ay — 2iBypipe 211, (5.23)
W (z) = C%aJ? + 2iAypppe= V=00 _ p2y2e—40ilz—C) 4 A2 (5.24)

onde, Ay, By ,C sao constantes.

Com isso as solugoes possiveis para r(z) sao

() :—\/‘T— -4y (5.25)

2p 2p
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=T T2 —4Wp

=T T2 —4W
=T T2 —4W
ra(z) = \/Qp ¥ P (5.28)

Podemos obter as solugbes para z(t) utilizando as solugoes para r(t) encontradas
antes em 5.15, 5.16, 5.17 e 5.18.

Finalmente, podemos usar

(25) - 629

para obter as solugoes em ¢ e assim ficamos em condicoes de obter todas as geodésicas

do sistema. Para ¢ teremos

dr
J/ r/r?(E* — N?p?) — N2J2 > (5:30)

Logo, resolvendo a integral

—Jln(Qaj2+82 2 4ap? r2—j2 r2 o2 n 2\/aj2—p2 4 2472 (e2+ap?—j2 wz))

Jajr2 2 D
N —¢—C.  (5.31)

Note que a equagao acima nos da ¢(r) e com este resultado podemos obter ¢(t) por

substituicao de r(t) encontrando quatro solugoes.

As constantes (; e (5 sao constantes de integragao.
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Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Nesta tese, pudemos verificar as propriedades geométricas de alguns mode-
los de cordas cosmicas e obter as geodésicas para feixes de luz que movimentam-se
dentro ou préximos aos mesmos.

Ao longo deste trabalho, utilizamos diversos fundamentos matematicos e
fisicos que foram introduzidos de forma simplificada nos capitulos iniciais.

Para obter nossos resultados, utilizamos o célculo das holonomias vetorial e
spinorial para compreender a estrutura interna das cordas. No caso do Flower-Pot,
verificamos que sua estrutura interna é descrita pelo espaco plano. Ja na regiao ex-
terna, calculamos a holonomia em ¢ e obtemos a matriz que expressa a informagao
contida no campo gravitacional em funcao do defeito .

Para o Ballpoint Pen, na regiao interna, o calculo da holonomia nos revelou
uma estrutura interna mais complexa. Neste caso, temos a matriz de holonomia em
funcao da posicao r e do raio da corda. Calculamos também os angulos de déficit
para ambos os modelos, e pudemos verificar a consisténcia dos resultados ao fazer-

mos os limites necessarios.
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J& no capitulo de espalhamento, calculamos vérias geodésicas possiveis em
todas as regioes dos modelos, com a finalidade de compreender qual a influéncia da
curvatura na trajetéria de particulas ou feixes de luz.

Aproveitando o método utilizado no cédlculo do espalhamento para as cordas
com estrutura interna, obtemos algumas geodésicas para o modelo da Corda Negra.

Em trabalhos futuros, iremos analisar os resultados obtidos para as geodésicas
do Flower-Pot e Ballpoint Pen. Pretendemos também, tracar as trajetorias dos feixes
de luz na presenca da Corda Negra para efeito de comparacao e estudar o espal-
hamento quantico nos modelos. Na parte de holonomias, pretendemos estudar o
transporte paralelo na regiao de interface definida na fronteira entre r < rg e r > ro,

tomando curvas fechadas nestas regioes.
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Apeéndice A
Espalhamento de Particulas

Neste apéndice, iremos considerar o espalhamento de particulas dotadas de
massa myg. Utilizaremos apenas a métrica para o Flower-Pot, ja que o mecanismo
de calculo é repetitivo se calcularmos o espalhamento para os outros modelos.

Nos agora consideraremos um termo de massa na equacao de Hamilton-Jacobi para
o Flower-Pot

as\* [2x\?[8S\* _, [0S\’ [0S )
(%2 Y (22 - = 1
&) () &) (&) +(3) wmize 0
assim como no espalhamento, iremos propor uma

S(t,r,¢,z) = S1(r) + Jo + pz — Et, (2)

com p e J momentos linear e angular de mq associados as coordenadas z e ¢. Apds

substituicao

/2W \/r2 — (p2 +md)| — J2dr, (3)

S(t,r,¢,z) /27rr\/r2 (p? +md)] — J?dr + pz + J¢ — Et. (4)

As geodésicas obtidas por

95N _ constante, (22 = constant 95 _ constant (5)
8E = constante, ap = constante e aJ = constante,
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Sao

[E? — (p? + md Fao
p
Z(t) = Etv (7)
e

2 K
o(t) = — (21) Arcsen J — — (a_) (8)

s |:27T[E2—(p2+m0)]t:| e 2

Ea

onde K é uma constante de integragao. Note que, o termo de massa implica apenas

em uma constante a mais nas equagcoes anteriores.
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Apeéndice B
Espalhamento em Cordas sem Estrutura

Com o estudo das propriedades dos modelos de corda com estrutura, temos
verificar quais sao as solugoes para o modelo mais simples de corda, que é o da corda

sem estrutura dada pela seguinte métrica
ds* = dt* — dr* — [*r2d¢® — d2?, 9)

calcularemos inicialmente as geodésicas através da equagao de Hamilton-Jacobi (HJ)
como fizemos anteriormente nos modelos do Flower-Pot e do Ballpoint Pen. A

equacao de HJ para os feixes espalhados pela corda dada pela métrica acima sera

as\? [8S\’ o o [0S\ [0S\’

) () —pp2 (2] (2] = 1

(&) - (&) - (%) - (%) -0 1o
cuja proposta de solugao é dada por

S(r, ¢, z,t) = =S1(r) — Jo — pz + Et. (11)

Repetindo os célculos realizados para obtencao das geodésicas nos outros modelos
onde J, p e E continuam associados a momento angular, momento linear e energia,

temos os seguintes resultados

S, (r)\°>  J?
E? — — —p*=0 12
(B50) -~ 5= =0 (12)
novamente isolamos S;(r) e substituinmos na solu¢ao proposta acima, oque nos da
1 J?
S(T,gb,z,t):— - Tz(EQ_pQ)_@dT_J¢_pZ+Et7 (13)
r
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com

oS

—1, (15)

E/ rdr
\/TZ(EQ —p2) _ é_i

e integrando por substituigao temos a solugao para r(t)

Espera-se que fazendo a transformacao 3 = - vista antes, para o resultado do

angulo de deficit da corda sem estrutura na solucao do Flower-Pot, que a solugao

obtida aqui para r(t) recaia na do Flower-Pot. Como na regiao externa do Flower-

Pot, P(r) = & =1, oque nos diz que o« = 27 = (3 = 1 temos a solucao para r(t) da

2Tl':

corda sem estrutura nos dando

r(t) = \/E2 1_p2 {<E2 _E§2)2t2 +J2. (17)

Obtemos entao o resultado esperado, confirmando que a expressao da corda sem

estrutura recai na solugao do Flower-Pot se 5 = 1.
Logo tomando as solugoes do Flower-Pot para a regiao externa e fazendo J = J/3

teremos as solugoes para a corda sem estrutura dadas por

= arcsen <JE)2
= (\/[th YR <JE>2> ’ )

(1) = %t, (19)
r(¢) = J72C'ossec (—9) (20)
BB ) 7



1/ J?
o(r) = arcsen (; BB =) —pz)) ) (21)

Ar) = g VB =) = P (22)

Podemos ter algumas diferencas nos sinais destas solucoes se tentarmos voltar para
as do Flower-Pot. Estas diferencas ocorrem devido a diferenca das partes positiva e

negativa das métricas escolhidas que estao diferentes.
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