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Resumo

Os autoestados de um elétron em um sistema com desordem nao correla-
cionada sao exponencialmente localizados para qualquer grau de desordem e di-
mensao menor ou igual a 2. A presenca de desordem em outros sistemas fisicos
também induz a localizagao de excitagoes coletivas, tais como magnon e modos
vibracionais. Recentemente, uma série de versoes do modelo de Anderson tém
mostrado que a presenca de correlagoes de longo alcance sobre a distribuicdao de
desordem podem estabilizar estados deslocalizados. Neste trabalho analisaremos
os efeitos de correlacao de longo alcance sobre trés sistemas fisicos nos quais, a
presenca de desordem, induz a localizagdo de quantidades fisicas: 1) O modelo de
Heisenberg ferromagnético unidimensional com desordem nos acoplamentos entre
os spins. 2) Cadeia Harmonica com massas aleatérias. 3) O modelo de Anderson
unidimensional e bidimensional. Correlagoes de longo alcance foram introduzidas
nesses sistemas construindo-se distribuicoes de desordem apropriadas com densidade
espectral S(k) oc 1/k%. Mostramos que o modelo de Heisenberg apresenta uma fase
de ondas de spin livres na regiao de baixas energias, para a > 1. Nesta fase metalica
as ondas de spin exibem dinamica balistica na cadeia. Evidenciamos também que,
neste mesmo regime, a cadeia harmonica apresenta uma fase de modos vibracionais
estendidos na regiao de baixas frequéncias, causando transporte balistico de ener-
gia. Em ambos os modelos estudamos o comportamento super- e sub-difusivo para
a < 1. No modelo de Anderson 1d nés confirmamos a fase metdlica para o > 2 e
mostramos que este valor critico depende exponencialmente da forca da desordem.
Finalmente, nosso estudo do modelo de Anderson 2d com desordem diagonal revelou
a presenca de uma transicdo Metal-isolante em o = 2 e, no caso de desordem nas

amplitudes de hopping, uma transicao tipo Kosterlitz-Thouless em « = 0.
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Abstract

The one-electron eigenstates in a system with an uncorrelated disorder distri-
bution are exponentially localized for any degree of disorder for dimensions smaller
than 2. The presence of disorder in other physical systems also induces the local-
ization of collective excitations such as magnon and vibrational modes. Recently,
a series of versions of the Anderson model showed that the presence of long-range
correlations in the disorder distribution can stabilize delocalized states. In this
work, we analyze the effects of long-range correlations on three physical systems in
which disorder is known to induce localization of collective excitation modes: 1)
Heisenberg ferromagnetic chain with disorder in the spin couplings. 2) Harmonic
Chain with random masses. 3) The one-dimensional and bi-dimensional Anderson
model. The long-range correlations were introduced in these systems constructing
appropriated disorder distributions with spectral density S(k) oc 1/k*. We show
that the Heisenberg model presents a phase of free spin waves in the region of low
energies, for o > 1. In this metallic phase, the spin waves show a ballistic dynamics
in the chain. We also evidence that harmonic chains present a phase of extended
vibracional modes in the low frequencies region, causing ballistic transport of en-
ergy. In both models, we study the super and sub-diffusive behavior for « < 1. In
the 1d Anderson model we confirm the metallic phase for o > 2 and show that this
critical value depends exponentially on the degree of disorder. Finally, our study of
the 2d Anderson model with diagonal disorder disclosed the presence of a Metal-
insulator transition in o = 2 and, for the case of disorder in the hopping amplitude

, a Kosterlitz-Thouless metal-insulator transition in a = 0.
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Capitulo 1

Transicao de Anderson em

Sistemas Desordenados

1.1 Introducao

A maior parte dos estudos tedricos em soélidos se baseia nos fundamentos,
métodos e conceitos da Mecanica Estatistica e de Mecanica Quantica aplicados a
modelos com invaridncia translacional. Em geral, as quasi-particulas ou excitagoes
coletivas nesses modelos, como por exemplo elétrons, magnons ou fonos, sao des-
critas por funcoes de onda estendidas por todo sistema. Este tipo de modelagem
é uma boa aproximacao se o sélido em estudo for um cristal perfeito. Entretanto,
uma grande parte dos s6lidos encontrados na natureza, e mesmo os produzidos em
laboratério, contém defeitos que destroem a invariancia translacional e modificam
as propriedades fisicas previstas pelos modelos teéricos mencionados. Um exemplo

disso é o modelo de bloch que prevé uma resisténcia nula para cristais perfeitos. Este
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resultado é bastante diferente dos encontrados em cristais reais. Portanto, é impor-
tante incluir nos modelos tedricos a presenca dos defeitos. O tratamento analitico
de modelos com desordem, tanto na Mecanica Quantica quanto na Mecanica Es-
tatistica, é bastante complexo devido a presenca de funcoes de variaveis aleatérias
que caracterizam a desordem. No final década de cinquenta, Anderson [1, 2, 3, 4, 5]
introduziu um modelo contendo os ingredientes basicos para se estudar as transi¢oes
entre os estados metdlicos e isolantes da materia. O modelo de Anderson considera
os elétrons movendo-se sobre a influéncia de um potencial aleatério. A interagdo
Coulombiana entre os elétrons é desprezada. Mesmo com muitas simplificagoes, o
modelo de Anderson é considerado até hoje a estratégia mais eficiente para se estu-
dar os efeitos da desordem sobre as propriedades de transporte eletronico. Efeitos
adicionais, como o de correlagio eletronica [6, 7, 8, 9], sdo levados em conta em uma
etapa mais aprofundada na descri¢ao do sistema de interesse. Anderson mostrou que
a natureza dos estados eletronicos apresenta forte dependéncia com o grau de des-
ordem existente [1]. Em geral, para desordem fraca as fungbes de onda eletronicas
sdo estendidas e o comportamento do sistema é tipicamente metdlico [2, 3, 4, 5].
Para desordem forte os estados eletronicos sao exponencialmente localizados e o
material torna-se isolante. Para um grau de desordem intermediério o sistema pode
apresentar uma transicao metal-isolante, dependendo da dimensao do sistema.

O modelo de Anderson prevé que todos os estados eletronicos sao exponen-
cialmente localizados, para qualquer grau de desordem, em sistemas com dimensao
menor ou igual que 2. O caso limite d = 2 pode apresentar uma transi¢ao metal
isolante se o termo de acoplamento spin-érbita for considerado [10]. Entretanto,
nos ultimos dez anos, uma série de extensoes do modelo de Anderson unidimen-

sional tém sido propostas nas quais foram encontrados alguns estados estendidos

Departamento de Fisica - UFPE



1.1 Introducao 6

ressonantes [11, 12, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20] e também fases metélicas [21, 22, 23].
O novo ingrediente presente nestes modelos unidimensionais é a existéncia de cor-
relagoes de curto e longo alcance na distribuicao da desordem. A existéncia de
uma fase metdlica, mesmo em sistemas uni-dimensionais vem chamando a atencao
da comunidade cientifica [24, 25] e motivando o estudo de sistemas com desordem
correlacionada em outras areas do conhecimento. Como exemplo podemos citar os
estudos sobre a transmissao de micro-ondas em guias retangulares com espalhadores
correlacionados [26] e, mais recentemente, a conjectura de que as correlagoes de longo
alcance sdo responsdveis pelo transporte eletronico no DNA [27].

Neste trabalho analisaremos os efeitos de correlagoes de longo alcance em
varios sistemas fisicos nos quais a presenca de desordem induz a localizagao de
quasi-particulas ou excitacoes coletivas. Nesta tese estudaremos basicamente trés
sistemas: 1) O modelo de Heisenberg unidimensional com estado fundamental fer-
romagnético e acoplamentos aleatérios entre os spins. Em consequéncia, as ondas
de spin com energia nao nula sao localizadas devido a desordem nos acoplamentos.
Vamos introduzir correlagoes de longo alcance nos acoplamentos e estudar numeri-
camente como o grau de localizacao e a dinamica das ondas de spin sao afetados
pelas correlagoes. 2) Cadeia Harmonica com massas aleatdrias. Neste sistema os
modos vibracionais com frequéncia nao nula sao também localizados devido a aleato-
riedade das massas. A localizacdo dos modos é um dos mecanismos fundamentais
que controla o transporte de energia e, portanto, a condutividade térmica numa
cadeia harmonica. Vamos introduzir correlagoes de longo alcance na distribuigao
das massas e estudar os efeitos dessas correlagoes sobre os modos vibracionais e o
transporte de energia. 3) O modelo de Anderson 1d e 2d com correlagoes de longo

alcance. Vamos apresentar um estudo complementar sobre a natureza dos estados
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eletronicos no modelo de Anderson unidimensional e também algumas generalizagoes
do caso bidimensional.

Esta tese estd organizada da seguinte forma: No restante deste capitulo vamos
apresentar, a titulo de motivagao para nosso trabalho, uma revisao tedrica sobre as
propriedades de transporte eletronico no modelo de Anderson com desordem nao
correlacionada e com correlagoes. Apresentaremos também uma descricao sobre a
relacao entre a localizacdo no modelo de Anderson e a localizacao de magnons numa
cadeia ferromagnética e modos vibracionais numa cadeia harmoénica. No capitulo
2, vamos apresentar nosso estudo sobre a natureza das ondas de spin no modelo de
Heisenberg com acoplamentos correlacionados. No capitulo 3, iremos apresentar os
resultados para a cadeia Harmonica. No capitulo 4, vamos mostrar os resultados
para o modelo de Anderson uni-dimensional e algumas generalizagoes para o caso 2d.

Finalmente, no capitulo 5, apresentaremos nossas consideracoes finais e perspectivas.

1.2 Transicao de Anderson

Os estados estacionarios de um elétron em um cristal sem desordem, ou seja,

numa rede com perfeita simetria translacional, podem ser obtidos a partir da equacao

de Schrédinger [28]:
2

Hy = [0 5 +U () = BY, (1.1)
onde U(r) é um potencial com periodicidade U(r+R) = U(r) e R é um vetor de Bra-
vais tipico da rede. As ondas de bloch, solugdes da Eq. (1.1) sdo estendidas por todo
espaco, o elétron podendo mover-se para qualquer posicao da rede transportando

carga e energia. Anderson mostrou que a natureza da funcao de onda pode mudar
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de estendida, como no caso das ondas de bloch, para localizada. Se uma func¢ao de
onda é localizada suas amplitudes sao nao nulas somente em uma pequena regiao
da rede.

Vamos discutir de forma qualitativa o papel da desordem na localizacao dos
estados eletronicos. Considere o modelo de bloch com potencial periddico nulo
(U(r) = 0), ou seja, um elétron livre. Se introduzirmos uma tnica barreira de
potencial, a funcao de onda sera parcialmente transmitida e parcialmente refletida
pela barreira. Se, ao invés de uma unica barreira, introduzirmos duas barreiras de
potencial, a fun¢do de onda sofrerd duas reflexées. As duas barreiras geram ondas
refletidas e incidentes que podem sofrer interferéncias destrutivas ou construtivas a
depender da diferenca de fase existente. Estas interferéncias podem mudar bastante
o padrao da funcao de onda. Se um potencial aleatério estiver presente, o que pode
ser representado por barreiras de potencial em posicoes aleatdrias ou com inten-
sidades aleatorias, a fungao de onda sofrera varias reflexoés as quais nao mantém
coeréncia de fase. Estas reflexdes causam interferéncias destrutivas que induzem
uma localizacdo exponencial da funcao de onda. A funcdo de onda se concentra
em uma pequena regiao e tem valor desprezivel em qualquer outra regiao do sélido.
Neste regime, o sistema esta na fase isolante. No caso de ondas estendidas, onde o
elétron é itinerante na cadeia, temos a fase metdlica. O modelo de Anderson tridi-
mensional apresenta uma transicao metal-isolante para um valor critico da “for¢a™
da desordem. Na préxima secao vamos apresentar uma breve revisao do modelo de

Anderson.

1.2.1 Modelo de Anderson

Departamento de Fisica - UFPE
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O modelo de Anderson [1, 2, 3, 4, 5] considera apenas os elementos essen-
ciais para se estudar a natureza dos estados eletronicos em sistemas desordenados.
O Hamiltoniano contém um termo cinético que descreve o hopping do elétron en-
tre sitios vizinhos na presenca de um potencial aleatorio. A ideia geral é estudar
diversos fenomenos em metais que aparecem devido a presenca de desordem. Na
representacdo de Wannier (tight binding), o Hamiltoniano de Anderson pode ser

escrito como

H=Y eli><il+Y_ t;li><j| (1.2)
7

i#]

O estado |i > representa o orbital atomico centrado no sitio i. O conjunto de or-
bitais atomicos |i > sdo ortogonais entre si e representam uma base na qual podemos
expandir os autoestados de H. O termo ¢; é a energia do sitio 7, ¢;; € o elemento de
matriz do Hamiltoniano entre os sitios 7 e j. O elemento de matriz ¢;; é chamado
de integral de transferéncia entre os sitios i e j (outra denominacdo para ¢;; é am-
plitude de hopping) e decresce muito rapidamente com a distancia entre eles. A
caracteristica fundamental da Eq. (1.2) é que as energias ¢; sao escolhidas aleatori-
amente dentro de um intervalo de largura W. O paramtro W é chamado de largura
da desordem. Como discutiremos na seccao 1.2.3, o modelo de Anderson tridimen-
sional apresenta uma transicao metal isolante em W = W,, onde W, é o valor critico
de W tal que o sistema torna-se metdalico para W < W,. A obtencado dos autoesta-
dos eletronicos 1y do Hamiltoniano H envolve a solucdo da equagao de Schroedinger
com um termo aleatério. Utilizando a expansao dos autoestados nas bases de or-
bitais (¢ = >, ;| >) obtemos a equacdo de Schroedinger (Hty = E7)) para este
Hamiltoniano:

E Ci =€ C; + Z tij Cj. (13)
J
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1.2 Transicao de Anderson 10

Vamos analisar a Eq. (1.3) em dois casos limites, supondo que os potenciais
estao distribuidos sobre uma rede regular e que s6 existem integrais de transferéncia,

de mesma magnitudes, entre os z primeiros vizinhos. Logo, a Eq. (1.3) fica

j=z
ECZ'ZGZ' CZ+tZ Cit+j, (14)
j=1

onde t é a integral de transferéncia entre qualquer par de sitios da rede, tomada
como unidade de energia, inclusive para a largura da desordem W. O problema sem
desordem (estados estendidos) pode ser resolvido como caso limite da Eq. (1.4). No
caso cristalino, W = 0, as energias ¢; sao todas iguais (podem ser escolhidas €; = 0).

Para uma cadeia linear a Eq. (1.4) se reduz a
FE ci=1 (Ci—l + CZ'_|_1). (15)

Funcgoes exponenciais complexas obedecem equagoes semelhantes a Eq. (1.5). Es-
colhendo ¢, = cpe™*, (1.5) é satisfeita se E = 2tcos(k). Isto corresponde a banda
cristalina da teoria de Bloch (=2t < E' < +2t). Portanto, no caso de cadeias unidi-
mensionais (z = 2) a largura da banda cristalina é B = 4 ¢t. De forma geral, a largura
da banda cristalina para uma rede de dimensao d com numero de coordenacao z é
B = 2z t. Outro caso limite ¢ W # 0 et = 0. Com o acoplamento removido
teriamos os orbitais atémicos como solu¢ao do problema (estados localizados) .

O problema nao trivial (t e W nao nulos) foi estudado por Anderson através
de teoria de perturbagdo. Ao longo dos anos, este problema tem sido estudado
por uma grande variedade de técnicas analiticas e numéricas. Neste trabalho uti-

lizaremos, em particular, métodos de fun¢des de Green, matriz de transferéncia
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1.2 Transicao de Anderson 11

e diagonalizacdo direta. Através desses formalismos, que serdo apresentados nas
préximas secoes e nos capitulos 2, 3 e 4 podemos calcular quantidades como a razao
participacao £ e o comprimento de localizacao A. Estas quantidades medem o grau
de localizacao dos autoestados do Hamiltoniano H. Na proxima se¢ao vamos apre-

sentar uma descricao detalhada dessas quantidades.

1.2.2 Medidas do Grau de Localizacao

A existéncia de uma transicao metal-isolane em um dado sistema é caracteri-
zada pela mudanca na natureza estendida-localizada dos autoestados do Hamiltoni-
ano. Para se obter uma descri¢ao quantitativa é crucial descrever o carater estendido
ou localizado de um certo estado por um tnico nimero. Uma forma simples de fazer
esta descrigao é resolver a equagao de Schroedinger H|V¥; >= E;|¥; > e investigar
os autoestados |¥; >. Entretanto, a presenca de desordem no hamiltoniano dificulta
um tratamento analitico da equaciio de Schroedinger. Uma alternativa é utilizar a
expansao dos autoestados |¥; > nos orbitais atomicos (|¥; >= Zjvzl cgi) 7 >) e
a equagao de Schroedinger para escrever uma representagao matricial do Hamilto-
niano H. Podemos diagonalizar numericamente H na presente base e calcular um
nimero que meca o grau de localizagao dos estados |¥; >. Este niimero é chamado
de razao participagao £ [5]:

(1.6)

Para compreender como a participacao esta relacionada com o grau de localizagao
vamos analisar o caso de uma cadeia pura onde todos os autoestados sao estendidos

com ¢; constante. Lembrando que o numerador de (1.6) é igual a 1 para manter a
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1.2 Transicao de Anderson 12

normalizagio dos autoestados do Hamiltoniano e } cj|? = 1, temos que |¢;| = \/_%

Substituindo na expressao da participacao obtemos:

1 1
P P :N_ 1.7)
SN (

3

Portanto, £ é o nimero de sitos onde as amplitudes ¢; da funcao de onda sao difer-
entes de zero. Para fungoes de onda localizadas em uma certa regidao do espaco & é
finito no limite termodinamico [5].

Outra medida de localizagao comumente utilizada é o comprimento de lo-
calizagao A que é definido a partir do comportamento assintético da funcao de
onda [5, 4]. Em grandes distancias a fun¢do de onda apresenta um decaimento

exponecial do tipo

Uy(r) = ¢(r) exp (=r/X), (1.8)

onde r é a distancia ao centro de localizacao. Para estados estendidos, A\ — oo.
Existem véarios métodos para calcular A, entre os quais destacamos o grupo de
renormalizacao e matriz de tranferéncia, que serao utilizados em nosso trabalho.
Devemos também enfatizar que o comportamento dinamico de um sistema
desordenado pode indicar a existéncia de estados estendidos no sistema. Considere
o modelo de Anderson 1d como exemplo. Suponha que em ¢ = 0, um elétron é
colocado no sitio m de modo que |c,,(¢t = 0)]> = 1, ¢;(t = 0) = 0 para i # m.
Assumindo que é possivel resolver a equacao de Shroedinger dependente do tempo

para este problema,

= EjCj(t) + tjfl,jcjfl(t) + tj,j—|—lcj—|—1(t)a ] = 1, 2, N, (19)
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1.2 Transicao de Anderson 13

vamos examinar ¢,,(t) para t — oco. Se a probabilidade de encontrar o elétron no
sitio m apés transcorrido um longo periodo de tempo for zero, isto é ¢, (t — c0) = 0,
no limite termodinamico, o elétron é itinerante através da cadeia (estado estendido).
Se ¢ (t = 00) # 0, entdo o elétron nao estd difundido por toda a rede e pode ser
encontrado apenas nas vizinhangas de m (estado localizado). A quantidade |c,,(t)|?
é chamada de probabilidade de retorno ao ponto de partida. Uma maneira direta de

obter |c,,(t)|? é efetuar a integracao numérica do conjunto de equacdes de movimento

usando o método de Runge-Kutta [29].

1.2.3 Teoria de Escala para a Transicao de Anderson.

Vamos apresentar a teoria de escala que foi originalmente utilizada por Abra-
hams, Anderson, Licciardello, e Ramakrishnan [2] para se obter a dependéncia da
transicdo de Anderson com a dimensdo. A hipétese basica desta teoria de escala
é que uma unica quantidade caracteristica, a condutancia generalizada g, controla
a transicao de estado estendido para localizado em 7" = 0. A teoria de escala foi
aplica na reformula¢ao do modelo de Anderson feita por Thouless [30]. Na abor-
dagem de Thouless as unidades bésicas sdo agora caixas de volume (¢ que contém
muitos sitios. O sélido é formado de varias caixas acopladas uma as outras. As ener-
gias caracteristicas do modelo de Anderson W e t sao mapeadas respectivamente no
espacamento médio entre os niveis AE e no deslocamento § £ causado por mudancas
nas condicoes de contorno. Um elegante argumento euristico, baseado no principio

da incerteza, conecta 0 F com a condutividade ¢ no limite macroscépico. Através
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1.2 Transicao de Anderson 14

do principio da incerteza pode-se estabelecer:
0F = h/tp, (1.10)

onde tp é o tempo necessario para um pacote de onda eletronico difundir até os
contornos de uma caixa de lado L. Considerando que o elétron realiza um movimento

Browniano dentro da caixa podemos escrever:
tp = L?/D, (1.11)

onde D é a constante de difusao. Usando a relacao de Einstein entre a condutividade
e as propriedades de difusao:

o=¢’>Dn(E), (1.12)

e combinando as Egs. (1.10)-(1.12), temos

SE — oh

= T T (1.13)

A densidade de estados média pode ser escrita como funcao do espagamento médio
entre os niveis

n(E) = 1/(L°AE). (1.14)

A razdo AE/SE é agora adotada como sendo uma medida da for¢a da desordem
no sistema, andloga a razao W/t no modelo de Anderson tradicional. Estados es-
tendidos sao sensiveis a mudangas nas condigdes de contorno (§E > AFE), enquanto

que estados localizados ndo o sdo (6E < AFE). O parametro de desordem, g~!, é
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1.2 Transicao de Anderson 15

definido por

1
g(L)

Substistuindo as Eq. (1.13) e (1.14) na Eq. (1.15) podemos observar a dependéncia

AE
5 (1.15)

de escala do parametro g:

g(L) = (h/e*) o L*2. (1.16)

A Eq. (1.16) se aplica apenas a estados estendidos no limite macroscépico, desde
que a Eq. (1.13) sé é verdadeira neste limite. O termo L%™2 ¢ é a condutancia
de um cubo (d-dimensional) de lado L e condutividade o. Logo, a fungao g(L)
pode ser vista como uma condutancia generalizada expressa em unidades de e? /.
A teoria de escala examina a dependéncia de g(L) com o comprimento de escala
utilizado. Seja go = g(Lo) = 6E(Ly)/AE(Ly) a condutancia generalizada para um
sistema composto de caixas acopladas de volume Lg. A teoria de escala assume que,
dado go em uma escala de comprimento Ly, podemos obter ¢ numa escala maior
L = Ly b. Na nova escala Ly b a condutancia g é completamente determinada pelo
valor anterior gy e pelo fator de escala b. O comportamento de escala da funcao g
pode ser obtido a partir da func¢ao f(g):

_dlng(L)

Bl9) =~ (1.17)

Para [ positivo, g cresce com o crescimento de L; para [ negativo, g decresce
com o crescimento de L. O comportamento qualitativo de 3(g) estd representado
na figura 1.1 para d = 1, 2 e 3. A curva mostrada na figura 1.1 foi proposta
por Abrahams et al [2]. O comportamento qualitativo da funcdo [(g) pode ser

determinado a partir dos seus limites assintdticos (¢ — oo e g — 0). Para g grande
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B>

Condutéancia Genéra.liza,da g—>

Figura 1.1: O comportamento qualitativo de 3(g) para d = 1, 2 e 3 na teoria de
escala apresentada por Abrahams, Anderson, Licciardello e Ramakrishnam.

podemos usar a Eq. (1.16) e mostrar que

limg0off(g) =d — 2. (1.18)

Logo, B(oc) é +1 emd = 3,0 em d = 2 e —1 em d = 1, como mostrado na
figura 1.1. Para g pequeno, ou seja, no limite de fraco acoplamento e forte desordem,
o teorema de Anderson prevé que os estados eletronicos sao localizados e decaem
exponencialmente com a distancia. Nos contornos de uma caixa de dimensao linear
L, a amplitude da funcdo de onda de um elétron localizado dentro da caixa é da
ordem de e "%, onde 7 é o expoente de Lyapunov (inverso do comprimento de

localizagao \). O acoplamento entre as caixas também decaem exponencialmente
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1.2 Transicao de Anderson 17

com L, de forma que g(L) oc e”7". Usando a Eq. (1.17), temos,

limg—0B(9) =Ing. (1.19)

e portanto, 3(g) se aproxima de —oo quando g tende a zero, independente da di-
mensdo. Assumindo que [(g) tenha variagdo lenta e monotoénica entre os limites
g — oo e g — 0, nossa andlise reproduz o comportamento qualitativo da figura 1.1.
As setas do diagrama de fluxo sobre as curvas representam a direcao em que g sofre
variagoes quando L cresce. Parad = 1 e d = 2 as setas indicam que g sempre diminue
quando L cresce. Em d = 3 temos dois comportamentos: Abaixo de um certo g,
(B(g) < 0) as setas do diagrama de fluxo indicam que a condutéancia generalizada g
diminue quando L cresce; acima de g. (8(g) > 0) o comportamento é contrério, g
cresce quando L cresce. O ponto no diagrama de fluxo (g., 5(g.) = 0) é chamado
ponto fixo instavel. Este diagrama mostra claramente a dependéncia da transicao
de Anderson com a dimensao: em 1d e 2d nao existe transi¢ao metal-isolante, com
a condutividade indo sempre a zero quando [ — oo; em 3d existe uma transicao
metal-isolante. O comportamento critico perto desta transicao em 3d também foi
obtido apartir da teoria de escala [5]. Em analogia com as teorias de transigoes de
fase de segunda ordem, a condutividade em corrente continua opc € 0 comprimento
de localizagdo A, préximos da energia critica de transigdo (mobility edge) tem um

comportamento tipo lei de poténcia:

Opc X (E — EC)S

A AR (1.20)

Os valores dos expoentes s = v = 1 foram numericamente obtidos usando uma
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1.2 Transicao de Anderson 18

expansao em d-+ e por Wegner [31] e também por técnicas de expansdo diagramética
por Vollhard e Wolfle [5]. Recentemente, consideragoes sistemdticas de varidveis
irrelevantes e correcoes nao-lineares na teoria de escala tém refinado os resultados
da teoria de escala, obtendo o expoente critico com maior precisao numeérica v ~
1.57 [32, 33, 34, 35].

Existem muitos experimentos na literatura [5] onde transigbes metal-Isolante
com desordem vém sendo observadas. Os exemplos mais proeminentes sao os experi-
mentos realizados em silicio dopados com fésforo ou bério [5, 8, 9, 36, 37, 38]. Nestes
experimentos a desordem é oriunda das posicoes aleatérias dos dtomos dopantes.
A forca ou largura da desordem pode ser modificada variando a concentracao de
dopantes Np ou através de um campo. Em ambos os casos a distancia entre os
dopantes muda e isto modifica a largura da desordem W. No caso experimental a
energia critica E, do sistema é a concentracao critica dos dopantes Nj, ou o valor
do campo H, para os quais a transi¢ao acontece. Durante muitos anos foi sugerido
que a existéncia de dois tipo de materiais: semicondutores ndo compensados com
v = 0.5 e semicondutores compensados e materiais amorfos com v = 1 [5, 8, 36].
Recentemente foi observado um expoente v = 1 para o silicio dopado com fésforo
nao compensado (Si : P) [37] e v = 1.6 para silicio dopado com Bdrio (Si : B) [38].
Portanto, nao so a classificacao do tipo de material como também o valor do ex-
poente sao questoes que permanecem abertas. Em geral, a diferenca no expoente
vem sendo atribuida a presenca de outros efeitos no experimento como por exem-
plo a interagdo Coulombiana entre os elétrons [37]. Em sélidos reais os elétrons
correlacionam seus movimentos uns com os outros de forma a evitar configuragoes
muito energéticas. Estas correlagbes sao responsaveis pela transi¢ao de Mott [6, 9.

Propriedades de localizacao como um efeito de interferéncia vem sendo observados
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1.3 Modelo de Anderson com Correlagoes 19

em escala macroscopica através de experimentos de propagacao de ondas eletro-
magnéticas ou ondas de dgua [5]. O padrdo de ondas na dgua pode ser comple-
tamente espalhado ou restrito a uma pequena regiao da superficie dependendo se
os espalhadores forem periddicos ou aleatérios. Devemos também mencionar o im-
pacto que as ideias e conceitos acima descritos tiveram no desenvolvimento da teoria

quantica de transporte em nanoestruturas [39)].

1.3 Modelo de Anderson com Correlacoes

As previsoes do modelo de Anderson, isto é, a existéncia de estados local-
izados em 1d e 2d para qualquer quantidade de desordem e a possibilidade da
ocorréncia de uma transicdo metal-isolante em 3d tém sido comprovadas tanto
através de métodos analiticos como numéricos. A localizacao dos estados eletronicos
em cadeias uni-dimensionais foi demonstrada analiticamente por K. Ishii [40] e é
uma consequéncia natural do teorema de Furstenberg sobre produtos de variaveis
aleatorias nao correlacionadas. Entretanto, uma série de trabalhos tém sido recen-
temente propostos nos quais a presenca de desordem correlacionada e/ou sequéncias
pseudo-aleatorias sao responsaveis por um comportamento nao usual no modelo de
Anderson uni-dimensional. Em 1976, Theodorou e Cohen [41] mostraram que um
modelo tight-binding unidimensional com as amplitudes de hopping aleatérias apre-
senta um energia critica, no centro da banda, onde a fun¢ao de onda é estendida.
Entretanto, Fleishman and Licciardello [42] mostraram que neste caso a funcao de
onda tem um comportamento assintético do tipo 1, x e *V™. Portanto, apesar

do comprimento de localizacdo definido como 1/l = —limy o (logi,/n) ser di-
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vergente, este estado deve ser considerado como localizado j4 que o coeficiente de
transmissdo vai a zero no limite termodinamico [43].

Em meados da década de 80 vérios trabalhos envolvendo modelos tight-
binding unidimensionais com potenciais incomensuraveis revelaram a presenca de
uma transi¢do metal-isolante. Por exemplo, um potencial do tipo €, = V cos k|n|”
onde £k = 2ma e o é um numero irracional entre 0 e 1 apresenta varios aspectos
interessantes [44, 45, 46]. Para 0 < v < 1 existem estados estendidos na faixa
—24+V < E < 2 -V e estados localizados nas faixas 2 -V < FE < 24V e
—2-V < FE < -24V para V < 2, enquanto que todos os estados sao localizados
para V > 2. Para v = 1 os estados eletronicos sao localizados se V' > 2 e estendidos
se V < 2. Paral < v < 2 todos os estados sao localizados, mas o coeficiente de
Lyapunov se aproxima de zero no centro da banda. Finalmente, para v > 2 o sis-
tema se comporta como um modelo de Anderson unidimensional e todos os estados
sao exponecialmente localizados.

Nas ultimas décadas modelos com desordem correlacionada tém despertado
um grande interesse da comunidade cientifica. Em 1989, Flores [11] mostrou que o
Hamiltoniano de Anderson unidimensional com potencial e amplitude de hopping
aleatoérios pode apresentar uma energia critica, F., onde a transmissao da funcao
de onda ocorre (deslocalizagdo) se forem introduzidas correlagoes entre as energias
dos sitios e os termos de hopping. Este resultado é uma generalizagao da energia
critica de transmissao, que aparece no centro da banda, quando existe apenas des-
ordem no hopping. Ainda em 1989 Dunlap et al [12] estudaram o Hamiltoniano de
Anderson uni-dimensional para uma liga bindria. Na liga bindria, as energias dos
sitios do sistema podem ser €4 ou e€g com probabilidades p e 1 — p. Os sitios com

energia €4 sempre aparecem aos pares. Foi mostrado que se |e4 — eg| < 2t onde
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t é a amplitude de hopping, o sistema apresenta uma energia ressonante onde a
fungdo de onda é deslocalizada. Em 1992, Bovier [14] estudou o modelo tight bind-
ing uni-dimensional com distribuicao de desordem tipo dimeros. Usando teoria de
pertubacao foi analisado o comportamento da densidade de estados e do coeficiente
de Lyapunov (inverso da largura da fun¢ao de onda) obtendo resultados semelhantes.
Uma série de trabalhos envolvendo correlagoes tipo dimeros surgiram desde entao
sempre com os mesmos resultados: Divergéncia do comprimento de localizagao em
algumas energias criticas [15, 16, 17, 18, 19, 20]. A diferenga fundamental entre o
modelo de Anderson original e os modelos de dimeros é a existéncia de correlagdes
nas energias dos sitios. Um formalismo numérico bastante eficiente que demostra a
existéncia das energias ressonantes em cadeias bindrias [47] é o formalismo de matriz

de transferéncia, o qual discutiremos em seguida.

1.3.1 Matriz de Transferéncia Unidimensional

Vamos considerar um modelo tight binding uni-dimensional cujo Hamiltoni-

ano pode ser escrito como

H=Y ¢lj><jl+ Y [tjsli ><j+1+tili ><j—1], (1.21)
J J

onde |j > é o orbital atémico centrado no sitio j e €; é o potencial aleatério. Usando

a expansao [¢p >= ), ¢|l >, a equagdo de Schroedinger pode ser escrita como

tl,l—|—lcl—|—1 + tl_l,lcl_l = (E - GZ)Cl. (122)
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Esta tltima equagao pode ser rescrita em uma forma matricial utilizando técnicas

de matriz de transferéncia

(B-e) _t-1y
G+ ) _ ti41 ti41 G
7
Cy 1 0 Ci—1

Ou, usando uma redefinicao de variaveis, temos,

Ci1 =T,C, (1.23)
onde

Ci+1
Cip1 =
Gl

, €1} é a matriz de tranferéncia definida por

(E—e) _ ti—1g

Tl — ty i1 b1

1 0

Logo, dado uma condicao inicial Cy = (zé) podemos obter as amplitudes da funcao

de onda nos sitios N—1 e N através do produto de todas as matrizes de transferéncia:
N

Cy=[]T % Co. (1.24)
!

O expoente de Lyapunov 7, ou o inverso do comprimento de localizacao A, dos

autoestados é definido por

1 1
T=5= lim — log Ol (1.25)
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Figura 1.2: O expoente de Lyapunov 7 versus F para o modelo de dimeros aleatorios.
Os sitios podem ter energias €4 = 0.8 com probabilidade p e eg = 0 com proba-
bilidade 1 — p. O sitio com energia €4 sempre aparece em pares. Observe que o
lyapunov é zero em uma tnica energia ressonante £ = ¢4 = 0.8.

Se no limite termodinamico o expoente de Lyapunov é finito, a largura da funcao
de onda é também finita e o estado é localizado. Se a funcao de onda é estendida o
expoente de Lyapunov deve ir a zero no limite termodinamico.

Vamos aplicar este formalismo no modelo de dimeros aleatérios para obter as
energias ressonantes. Consideraremos uma cadeia de N sitios, com dois diferentes
valores de energia: €4 com probabilidade p e eg com probabilidade 1 — p. O sitio
com energia €4 sempre aparece aos pares. Vamos considerar os termos de hopping
tiiy1 = 1.0 paras = 1,..., N. A figura. 1.2 mostra o expoente de Lyapunov 7 para
N = 10", p = 0.5, ¢4 = 0.8 e eg = 0.0. O expoente de Lyapunov é finito em

todas as energias exceto na energia £ = 0.8. Este valor é o valor do dimero €y .
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Vamos centrar nossa atencao neste modo de energia E = ¢4 = 0.8. Para os sitios
do tipo A o termo E — €4 = 0 da matriz de transferéncia é zero. Para esta energia
o produto de duas matrizes de transferéncia é igual a —I. Desta forma, os dimeros
do tipo A nao espalham a funcao de onda com energia E' = €4, apenas alteram sua
fase. Devido ao comportamento do comprimento de localizacao perto da ressonancia
(1/7(F) o (E — E,)?) este sistema apresenta v/ N estados no espalhados [12], onde
N é o tamanho da cadeia. Wu e Phillips [15] mostraram que a distribuigdo de
desordem na polianilina é descrita exatamente por este modelo de dimeros aleatérios.
A existéncia destes estados estendidos ressonantes foram verificadas por Bellani et
al [13] em experimentos com super-redes de dimeros aleatérios (GaAs-AlGaAs).
Recentemente, Cressoni e Lyra [48] estudaram cadeias recozidas onde a cor-
relacao entre as energias dos sitios ¢ dada por < €;¢; >oc e~ "=1l/¢. Foi mostrado que
o comprimento de localizagao cresce com o comprimento de correlacao &, mas todos

os estados permanecem localizados dado a auséncia de ressonancias tipicas.

1.3.2 Correlagoes de Longo Alcance no Modelo de Anderson

Como foi mostrado na sec¢ao anterior a presenca de correlacoes de curto al-
cance na distribuicao de desordem modifica as propriedades eletronicas do sistema
gerando algumas energias ressonantes. Efeitos relacionados com a presenca de cor-
relagoes de longo alcance em sistemas desordenados foram recentemente analisados.
Sequéncias com correlagoes de longo alcance nao apresentam um comprimento de
escala caracteristico [49] e sua densidade espectral é aproximadamente uma lei de
poténcia da forma S(k) = 1/k“. A fungao S(k) é obtida através da transformada

de Fourier da func@o correlagdo de dois pontos < €e€; > e k = 1/A, onde A é o
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comprimento de onda das ondulacoes na sequéncia. Em 1994, M. C. Varriale e A.
Theumann [50] estudaram um gés de elétrons d-dimensional, em 7" = 0, na presenca
de potenciais aleatérios com correlacoes espaciais de longo alcance que decaem com

| 7477 onde o é um parametro.

a separagao |x| de acordo com uma lei do tipo |z
Usando um formalismo Lagrangeano e teoria de perturbagao foi demostrado a ex-
isténcia de transicdo de Anderson em altas dimensoes (d > 4). No inicio de 1998,
Russ at al [51] estudaram um modelo de Anderson uni-dimensional onde as energias
dos sitios apresentam uma fung¢éo de correlagdo dada por C(l) x< €€y >oc 177
onde v é uma constante positiva. Eles mostraram que todos os estados sao local-
izados para <y positivo mas o comprimento de localizacao diverge quando 7y tende a
zZero.

Ainda em 1998, Moura e Lyra [21] estudaram o modelo de Anderson uni-
dimensional com correlacoes de longo alcance na diagonal do Hamiltoniano. Para
introduzir as correlagoes de longo alcance, as energias dos sitios foram escolhidas
como sendo um movimento Browniano fracionario. Esta sequéncia apresenta uma
densidade espectral tipo lei de poténcia, S(k) = 1/k®, onde o parametro « controla
o grau de correlacao na sequéncia. Utilizando um formalismo de grupo de renormal-
izacao eles mostraram que este sistema pode exibir uma fase de estados estendidos
no centro da banda se a > 2. Pela primeira vez uma verdadeira transicao metal
isolante em sistemas uni-dimensionais desordenados foi encontrada. O mesmo grupo
generalizou o estudo para cadeias com hopping aleatério mostrando que a presenca
de correlacoes de longo alcance nas integrais de transferéncia induz uma transi¢ao
metal-isolante para a > 1. Vamos utilizar o formalismo de matriz de transferéncia
apresentado na seccao 1.3.1 para reproduzir a transicao metal-isolante encontrada

nas Refs. [21, 22]. Como mencionado, a sequéncia de energias dos sitios foi consid-
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erada como o traco de um movimento Browniano fraciondrio com uma densidade
espectral S(k) = 1/k®. Vamos fazer uma breve revisao sobre estas sequéncias.

O conceito de movimento Browniano fraciondrio(MBF) foi introduzido por
Mandelbrot [52, 53] como uma generalizagdo de uma funcao aleatéria z(t). Vamos
denotar por By(t) a posi¢do de uma particula que descreve um movimento Browni-
ano fracionario de expoente de Hurst H, apés t passos. O incremento médio é igual

a zero (< By (t) — By(ty) >= 0) e a variancia nos incrementos V(¢ — ty) é dada por
V(t—to) =< [Bu(t) — Bu(to)]* >=2D7(|t — to|/7)*", (1.26)

onde 7 é o intervalo entre duas observagoes sucessivas da posicao da particulae D é a
constante de difusdo. Em uma fun¢io aleatéria X () o expoente de Hurst H é igual a
1/2 enquanto que no MBF o expoente H é um niimero real dentro do intervalo [0, 1].
E importante lembrar que existem correlagoes de longo alcance entre os passos de
um MBF enquanto que no caso de um movimento Browniano simples a correlagao
é nula. A fungdo que mede a correlagido entre os incrementos (Bg(0) — By(—t))
e (Bg(t) — Bg(0)) é proporcional a < [Bg(0) — Bg(—t)|[Bu(t) — Bg(0)] >. Por
conveniéncia vamos escolher que By (0) = 0 e usar um sistema de unidades especial
de modo que 7 =1 e 2D7 = 1. Logo, a expressao para a fungao de correlacio entre

os incrementos no futuro (By(t)) e os incrementos no passado(—Bgy(—t)) seré:

By (t)?

Ct) =] ] = (22871 —1). (1.27)

Podemos notar que para H = 1/2 a fungéo de correlagio é zero para todo t. Este
resultado ja era esperado pois o movimento Browniano simples é recuperado em H =

1/2 e nao existe correlagdes entre incrementos passados e futuros. Entretanto, para
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H diferente de 1/2 a func¢io de correlacdo C(t) é diferente de zero. Um movimento
Browniano fraciondrio pode ser persistente (H > 1/2) ou antipersistente (H <
1/2). No caso persistente, se durante algum tempo no passado os incrementos forem
positivos, ou seja a caminhada sofreu crescimento, os incrementos futuros tendem
a ser positivos. Consequentemente, incrementos negativos no passado implicam
em incrementos negativos no futuro. No caso antipersistente, o comportamento é
contrario, incrementos nagativos no passado implicam em incrementos positivos no
futuro e vice-versa. Para gerar uma sequéncia temporal aleatéria z(¢;) que apresente
densidade espectral tipo lei de poténcia (S(w) = 1/w®*), Moura e Lyra [21] utilizaram
um formalismo de transformada de Fourier discreta descrito nas Refs. [54, 55, 56,
57, 58, 59, 60]. Suponha que a posigao da particula seja observada nos instantes
t; = i1, e que tenha N valores num periodo 7" = N7. A densidade espectral tipo lei
de poténcia é imposta pela equagio abaixo [57]

N/2
mi=a(t;) =Y (S(wp)Aw)'cos(wit; + o). (1.28)

k=1
Esta equacao acima é a decomposicao de Fourier discreta da sequéncia z;. As
frequeficias wy sdo miltiplos da frequéncia fundamental Aw = 27/T (w, = kAw).
As N/2 fases ¢, uniformemente distribuidas no intervalo [0, 27|, representam a
tinica fonte de ruido da série. Escolhendo 7 =1 e S(wy) = 1/wg a equagao para os

termos da série pode ser escrita como

A a2 aps [ 2k
=Y [k | P eos ( = + 0 ) (1.29)
k=1

O parametro « controla as correlagoes desta sequéncia. Quando o = 0 temos uma
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sequéncia aleatdria, sem correlacdes entre os eventos (ruido branco), quando o = 2
recuperamos o movimento Browniano simples sem correlagoes entre os incremen-
tos. Para introduzir correlagoes de longo alcance no modelo de Anderson, Moura e
Lyra consideraram, em um primeiro estudo, as energias dos sitios ¢; como sendo os
nimeros z; gerados pela Eq. (1.29). Entretanto, segundo a Eq. (1.29) a variancia nos
incrementos desta sequéncia cresce com o tamanho da série (< (2,1 —;)% >oc N2H).

De forma a obter uma distribuicao de energias com variancia independente do

tamanho (A¢; = /< €2 > — < ¢ >2 = () eles normalizaram a sequéncia definida
pela Eq. (1.29) removendo a dependencia das amplitudes de Fourier com o tamanho
da cadeia N. Logo, a equagao para gerar as energias dos sitios (¢;) pode ser escrita

cOomo
N/2

€ = Z (;C(O;) cos (27;\T;k + (bk), (1.30)

k=1

onde a constante C(«), que agora multiplica os termos da série, serd escolhida de
modo que A¢; = 1. Um gréafico de €; versus i é mostrado na figura 1.3(a) para o =
0,0.5,1.5e N =2 x 10°. A densidade espectral (S(k) oc 1/k%) para a = 0,0.5,1.5
é mostrada na figura 1.3(b). S(k) foi obtida a partir da transformada de Fourier
numérica de ¢; [S(k) = (€x)? onde ¢ sdo as componentes de Fourier]. Vamos aplicar
o formalismo de matriz de tranferéncia para calcular o expoente de Lyapunov para
o modelo de Anderson com as energias dos sitios descritas pela Eq. (1.30). Vamos
considerar todas as amplitudes de hopping iguais a um (¢ = 1). A figura 1.4(a)
mostra o expoente de Lyapunov para cadeias de 50000, 100000 e 200000 sitios e
parametro de correlagdo o = 2.5. Observamos a existéncia de uma faixa de energias
onde o expoente de Lyapunov é zero, isto é, existe uma fase de estados estendidos

perto do centro da banda. Se a fase de estados estendidos for produto de efeitos
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Figura 1.3: (a) Sequéncias geradas pela Eq. 1.30 com N = 2 x 10° e parametro
de correlacdo o = 0,0.5,1.5. (b) Densidade espectral S(k) obtida numericamente.
Observe o comportamento S(k) oc 1/k* para o = 0,0.5, 1.5.

de tamanho finito, esta nao deve permanecer no limite termodinamico. Observe
entretanto que os resultados para diferentes tamanhos apresentam uma superposicao
perfeita. O diagrama de fases deste modelo foi obtido por Moura e Lyra [21] através
do célculo de y(E) para varios valores de « e a consequente localizagdo da posi¢ao
das energias criticas. A figura 1.4(b) mostra uma reprodugdo do diagrama de fases
no plano (E/t, ). Para qualquer sequéncia de energias com incrementos persistentes
(o > 2) existe uma faixa de energias onde y(E) = 0.0 [21]. Uma generalizacao deste
estudo para sistemas com amplitudes de hopping aleatéria foi feita pelos mesmos
autores [21] em meados de 1999. Eles consideraram as amplitudes de hopping como
sendo os nimeros obtidos a partir da Eq. (1.30) ou seja t¢;;+1 = ¢. Para evitar
algum ¢, nulo, o valor médio da sequéncia foi deslocado (< ¢;; >= 4.0) mas a

normalizacao da variancia é mantida. Uma reproducao dos resultados para o caso
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Figura 1.4: (a) Expoente de Lyapunov 7 versus energia E para cadeias de 50000
,100000 e 200000 sitios e distribui¢ao de desordem com parametro de correlagao oo =
2.5. Observe a existéncia de uma faixa de energias onde o Expoente de Lyapunov
é nulo.(b) Diagrama de fase no plano (E/t,a) para o modelo de Anderson com
correlacdes de longo alcance nas energias dos sitios. Para @ > 2 existe uma fase de
estados estendidos no centro da banda.

de hopping correlacionado é mostrado na figura 1.5(a) para « = 1.5 e N = 50000,
100000 e 200000 sitios. Neste caso, o sistema apresenta uma transi¢cao metal isolante
para o > 1. O diagrama de fase para este modelo é apresentado na figura 1.5(b). As
energias criticas agora sao medidas em unidades da variancia At da distribuicao de
hopping. Ainda em 1999 resultados semelhantes a estes foram obtidos pelo grupo de
Izrailev e Krokhin [23]. Utilizando uma teoria de perturbagao de segunda ordem eles
obtiveram uma transicao metal isolante em sistemas com desordem correlacionada.

A presenca de uma verdadeira fase metalica em sistemas com correlagoes
de longo alcance na distribuicao de desordem vem chamando a atencao da co-

munidade cientifica e motivando muitos estudos mesmo que em outras areas da
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Figura 1.5: (a) Expoente de Lyapunov 7 versus energia E para cadeias de 50000
,100000 e 200000 sitios e distribuicao de hopping com com parametro de correlacao
a = 1.5. (b) Diagrama de fase no plano (E/t, ) para o modelo de Anderson com
correlacdes de longo alcance nas amplitudes de hopping. Para o > 1 existe uma fase
de estados estendidos no centro da banda.

fisica. Podemos citar a observacao experimental de transmissao de micro-ondas em
guias retangulares com espalhadores correlacionados [26]. O aparato experimental é
mostrado na figura 1.6(a). Os espalhadores colocados no guia de ondas sao parafu-
sos micrométricos cujo as dimensdes sdo correlacionadas . A figura 1.6(b) mostra o
coeficiente de transmissdo para os modos no guia de ondas. Eles encontraram uma
faixa de frequéncias [w.,w?] onde os modos sao transmitidos. Uma generalizacao
inicial do modelo proposto por Moura e Lyra [21] para sistemas bi-dimensionais foi
apresentado por Shiong et al [25]. Eles estudaram um sistema quasi-unidimensional
N x M onde N é o comprimento e M a largura, com correlacoes de longo alcance
na dire¢do maior (dire¢do N). Eles mostraram que, no regime de fortes correlagoes,

este sistema exibe uma transi¢ao tipo Kosterlitz-Thouless, cujo comprimento de lo-
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Figura 1.6: (a) Aparato experimental da ref. [26]. (b) Coeficiente de transmissao
para os modos no guia de ondas com espalhadores correlacionados.

calizagio diverge com \  exp (¢/v/E — E.). No capitulo 4 vamos reproduzir este
resultado utilizando um formalismo de matriz de transferéncia bi-dimensional. Re-
centemente foi estudada uma versao do modelo de Anderson cuja distribuicao de
desordem apresenta uma forma particular de correlagoes de longo alcance [27]. Neste
modelo uma distribuicao bindria de energias dos sitios €; e €, é gerada através do
“método de transformada de Fourier modificada™ [61]. Utilizando um formalismo de
matriz de transferéncia eles mostraram que este sistema também apresenta uma fase
metalica no limite de correlacoes fortes. Entretanto, os autores perceberam que esta
fase metalica é na verdade consequéncia de uma suavizacao na distribuicao de desor-
dem [27]. No final de 2002 a resistividade p do modelo de Anderson com correlagoes

de longo alcance nas energias dos sitios proposto na Ref. [21], foi calculada através
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de um formalismo de matriz de tranferéncia modificado [62]. Eles encontraram que
para o > 2 existe uma faixa de energias [E!, E?] no centro da banda onde a resis-
tividade apresenta uma decaimento p o« N~” onde N é o tamanho do sistema e v é
um expoente muito préximo de 1 (v = 0.95). Eles concluiram que os estados esten-
didos encontrados por Moura e Lyra [21] representam estados com resisténcia nula
no limite termodinamico. No capitulo 4 vamos calcular o coeficiente de transmissao
e estudar a dindmica eletronica no modelo de Anderson com correlacoes de longo
alcance estudado nas Ref. [21, 22]. Apresentaremos também algumas generalizagoes

deste problema para sistemas bi-dimensionais.

1.4 Magnons e Modos Vibracionais em Sistemas

Desordenados

Os resultados da teoria de escala para o modelo de Andersom unidimensional
com desordem na diagonal nao correlacionada prevé que todos os estados sao ex-
ponencialmente localizados. Como apresentamos na secccao 1.3.2, a generalizagao
proposta por Moura e Lyra [21] mostra uma transi¢do metal-isolante, mesmo em sis-
temas 1d, induzida pela presenca de correlagoes na distribui¢ao de desordem. Este
resultado motiva o estudo da propagacao de excitacoes tipo magnon, fénos, luz ou
ondas acusticas em meios com desordem correlacionada. Em uma dimensao existem
varias analogias entre a propagacao de ondas e problemas de transporte eletronico
em sistemas desordenados. Por exemplo, a equacao de movimento para um magnon
no modelo de Heisemberg ferromagnético pode ser exatamente mapeada no proble-

ma de um elétron em um Hamiltoniano tight-binding onde os termos de hopping
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sdo aleatérios e distribuidos sempre em pares [63]. Este modelo eletrénico com
hopping aleatério dimerizado é um generalizagao do conhecido modelo de dimeros
aleatério proposto por Dunlap [12] no final da década de 80.

Em 1929 bloch introduziu o conceito de onda de spin (magnon) estudando
uma cadeia de N spins acoplados com seus primeiros vizinhos por uma energia J.
A energia de interagdo entre dois spin S, e §j é dada por h = —Ji,jgi . §j. O

hamiltoniano deste sistema pode ser escrito como [63, 64]:

H=- Y 7,5-S; (1.31)
n=—N/2

Este é o modelo de Heisenberg que mostrou que a energia do campo molecular
de Weiss resulta da interacao (exchange) entre os spins. Para uma distribuigao
de acoplamentos J; ; > 0 o estado fundamental é ferromagnético. bloch verificou
que em baixas temperaturas, o estado com um desvio em um unico spin sdo as
excitacoes de mais baixa energia do sistema. Estas excitagoes sao chamadas de
ondas de spin e sao quantizadas em energia : magnons. Se os acoplamentos sao
constantes (J;; = constante) as ondas de spin propagam-se por toda a cadeia,
semelhante as funcoes de bloch para problemas eletronicos. Entretanto em sélidos
reais a presenca de defeitos induz uma aleatoriedade nos acoplamentos entre os
spins. A propagacao de ondas de spin no modelo de Heisemberg ferromagnético
com desordem nos acoplamentos entre os spins tem sido objeto de estudo ha muitos
anos [63, 64, 65, 66]. No caso de desordem nao correlacionada os acoplamentos J
sao aleatoriamente escolhidos num intervalo (Jyim, Jmaz) segundo uma distribuigao
de probabilidade P(J). E bem estabelecido que todos os modos com energia nio

nula (F > 0) sdo localizados devido a desordem, enquanto que a largura A do modo
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com (E = 0) apresenta uma divergéncia [63, 66]. A largura A das ondas de spin é
equivalente ao comprimento de localizagao da funcao de onda eletronica definido na
seccao 1.2.2. O comportamento funcional de A\, bem como da densidade de estados
(DOS) perto de E = 0 depende do tipo de distribuigao de probabilidade P(.J) [63].
Por exemplo, se P(J) é escolhida de tal forma que os dois primeiros momentos
<1/J > e < 1/J? > sdo finitos, a largura das ondas de spin \ diverge proporcional
a 1/E e a densidade de estados é porporcional a 1/v/E [63]. A dinamica das ondas
de spin nesta mesma cadeia foi estudada por Evangelou [66] apartir do cédlculo
numérico do deslocamento médio quadratico no tempo o?(t). Se a distribuicdo de
probabilidade P(J) é escolhida de tal forma que ao menos o primeiro momento
< 1/J > é finito, o sistema apresenta uma dinamica superdifusiva (o%(t) o< t3/2) no
limite de tempos longos (¢ o< 00).

A equagdo de Schriodinger (H|¢p >= E|¢ >) para as excita¢des de ondas de
spin nesta cadeia pode ser exatamente mapeada na equacao de Schrodinger para
um problema eletronico com desordem nas integrais de hopping. Este mapeamento
foi apresentado por Ziman [63] e serd apresentado com detalhes no capitulo 2. O
mapeamento exato deste problema numa cadeia eletronica permite o estudo das pro-
priedades de localizagao das ondas de spin utilizando técnicas que foram desenvolvi-
das para sistemas eletronicos, como matriz de transferéncia e técnicas de fun¢oes
de Green e também o cdlculo da funcao participagao. Efeitos de correlacées nos
acoplamentos entre os spins foram recentemente analisados por Lyra et al [68]. Uti-
lizando um procedimento de diagonalizacao direta do Hamiltoniano eles calcularam a
fungao participacao para este sistema. As correlacoes foram introduzidas utilizando
o mesmo formalismo apresentado na sec¢ao 1.3.2. Eles encontraram uma fase de

ondas de spin nao espalhadas para sequéncias de acoplamentos com parametro de
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correlacao o > 1. Entretanto, nao foi possivel descrever completamente a transicao
e encontrar as energias criticas pois este estudo foi restrito a sistema pequenos
N < 2000 devido a dificuldade em diagonalizar matrizes grandes. A presenca de
correlacoes de longo alcance em sistemas magnéticos é um tépico de pesquisa com
grande interesse atual [67]. No capitulo 2 vamos apresentar um estudo detalhado
sobre a natureza e a dinamica das ondas de spin no modelo de Heisenberg unidi-
mensional com correlagao de longo alcance nos acoplamentos J. Vamos aplicar um
procedimento de renormalizacao que permite calcular o comprimento de localizacao
dos modos para sistemas grandes e estimar com boa precisdo numérica as energias
criticas. Através de um procedimento de integragao numérica e diagonalizacao exa-
ta calcularemos o desvio médio quadratico 0?(t) e estudaremos como a dinamica é
afetada pelas correlacoes de longo alcance.

A equacgao para os modos vibracionais em uma cadeia harmonica desor-
denada também tem um mapeamento exato em problemas eletrénicos [69]. A
relevancia da pesquisa, tanto analitica quanto computacional, de modos vibracionais
em cadeias com desordem e/ou anarmonicidade tem origem na possibilidade de
se entender os modos inelasticos que aparecem em vidros ou outras substancias
com arranjos atomicos aleatérios [70]. O estudo tedrico de modos vibracionais
em cadeias harmonicas desordenadas tem sido objeto de estudo durante varias
decadas [71, 72, 73, 74, 75, 76, 77, 78, 79, 80, 81, 82, 83, 84]. Por outro lado
os efeitos da presenca de anarmonicidade sobre os modos normais foram extensi-
vamente estudados na literatura desde Fermi, Pasta e Ulam em 1955 [85] até os
famosos trabalhos de Toda [86]. Toda introduziu um termo exponencial na for¢a
de interacao entre os atomos. Esta rede nao linear de Toda obedece equacoes de

movimento que sao exatamente soliiveis em termos de funcoes elipticas.
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Em nosso trabalho vamos concentrar nossa atencao numa cadeia com N
atomos que interagem através de uma forca harmonica, ou seja, uma forca propor-
cional a distancia entre os dtomos f = 3; ;(u; — u;), onde u; e u; representam as
posicoes de dois atomos consecutivos. A desordem neste modelo pode ser colocada
de duas formas: através de uma distribuicdo de massas aleatorias e constantes de
forca iguais (8;; = 1) ou massas iguais m; = m e constantes de forca aleatérias [70].

A equagao de movimento para as amplitudes u, pode ser escrita como

d’u,
My~ = B (U = tn—1) + Bo(tns1 — tn)- (1.32)

Assumindo uma dependéncia temporal com uma tinica frequéncia [u,, = u, exp (—iwt)]

podemos obter uma equacao estacionaria para os modos:

(Bn—l + /Bn - w2mn)un - 6n—1un—1 + /Bnun—i—l . (133)

Este equacdo pode ser mapeada na equacao de Schrodinger para um problema
eletronico semelhante a Eq. (1.22). Este mapeamento foi apresentado por Dean [69]
e pode ser facilmente reproduzido definindo-se uma nova variavel ¢, = mi/ 2un.

Substituindo-a na equacao acima teremos
(Buet + B — wmn) (en/ms/?) = Bo(enor /ma’) + Bulnsn/m,/h) . (1.34)

Multiplicando (1.34) por 1/m}/2 e definindo t,_15 = —fn1/\/Mn—1Mn, topi1 =
=B/ M1, €0 = (Bn_1 + Bn)/mn € E = w? temos exatamente a Eq. (1.22):

tn,n—f—lcn—i—l + tn—l,ncn—l = (E - €n)cn- (135)
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Utilizando o formalismo de matriz de transferéncia, Matsuda e Ishii mostraram
que os modos vibracionais da cadeia harménica com frequéncia ndo nula (w > 0) sdo
localizados [73] e préximo de w = 0 existem V/N estados estendidos pois o compri-
mento de localizag¢ao A dos modos diverge como A o< 1/w?. Eles também mostraram
que a condutividade térmica nesta cadeia é fortemente dependente destes modos vi-
bracionais nao espalhados. O efeito de correlagoes em cadeias harmonicas tém sido
objeto de grande interesse no meio académico. Em 1994 Kundu e Datta mostraram
que correlacdes na distribuicdo de massas produz um novo conjunto de modos vi-
bracionais estendidos [74]. No modelo de Kundu e Datta as massas podem assumir
valores mg e m; com probabilidade p e 1 —p. A correlacao é introduzida através do
tipo de distribui¢ao das massas my que podem aparecer em duplas (dimeros) ou seg-
mentos de trés massas (trimeros). Eles mostraram que, no caso de dimeros, aparecem
VN modos nio espalhados em torno da frequéncia w. = m; e no caso de trimeros
aparecem N4 novos estados. Se m; = 0 eles mostraram que a cadeia harmonica
apresenta N®¢ modos estendidos em torno de w, = 0. Modos ndo espalhados
foram também encontrados em cadeias harmonicas com correlagoes tipo dimeros na
distribuigao de constantes de forca. [75]. Outras formas de correlagbes em cadeias
harmonicas foram também analisadas. Por exemplo, Lyra e Cressoni [76] analisaram
o efeito de correlagbes induzidas por recozimento térmico (thermal annealing). Eles
mostraram que o comprimento de localizagao dos modos vibracionais apresenta um
decaimento exponencial para distancias maiores que o comprimento de correlagao
térmica. Utilizando argumentos analiticos Datta e Kundu [77] demonstraram que
o transporte de energia em cadeias harmonicas com desordem correlacionada e nao
correlacionada esta diretamente relacionado com os modos vibracionais nao espal-

hados e com as condigoes iniciais do sistema. O transporte de energia foi estudado
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através do segundo momento da distribuig¢do espacial de energia My(t). Inicial-
mente o sistema é perturbado através de um impulso (P) sobre uma dada massa
da cadeia, (P,, = P%,n,) ou através de um deslocamento (()) em uma massa da
cadeia (Qn, = Q%0 n,). A evolugio da energia na cadeia é governada pelas equagoes
de Hamilton. Integrando-se estas equagoes podemos obter a energia h,(t) em cada

massa e calcular o segundo momento da distribuicao na forma:

My(t) = (0 = ng)?ha(t). (1.36)

Kundu e Datta mostraram que para uma cadeia com desordem nao correlacionada,
My (t) o t3? se a condicdo inicial é de impulso e M;(t) o< t'/2 se a condicdo inicial
é de deslocamento. A dependéncia de Ms(t) com a condigdo inicial foi também
obtida na Ref. [79]. Se a distribui¢ao de massas apresentar correlagoes o transporte
de energia muda, podendo atingir o expoente maximo M, (t) o t'¥/¢ para o caso de
correlacoes tipo trimeros: mim;m; com m; = 0 e excitacdo inicial tipo momento.
Este méximo expoente estd relacionado com os N%°¢ modos estendidos em torno
de w, = 0, como demonstrado na Ref. [74]. Na Ref. [77] todos os resultados para
M, (t) obtidos analiticamente foram confirmados por simula¢ao numérica da evolucao
da energia na cadeia. O segundo momento estd relacionado com a constante de
difusdo na cadeia através da relacdo D(t) o< dMsy(t)/dt [74, 87]. Por outro lado,
a condutividade térmica esta relacionada com a constante de difusao e portanto
com o segundo momento da distribuicdo de energia Ms(t) [87]. Recentemente a
condutividade térmica de cadeias harmoénicas e anarmonicas com massas aleatérias
nao correlacionadas [81] e também de cadeias com massas alternadas [82, 84| foram

numericamente investigadas. A dependéncia da condutividade com o tamanho da
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cadeia e o valor da condutividade térmica no limite termodinamico sao questoes que
permanecem controversas [83].0 segundo momento estd relacionado com a constante
de difusao na cadeia através da relacdo D(t) ox dMy(t)/dt [74, 87]. Por outro lado,
a condutividade térmica esta relacionada com a constante de difusao e portanto
com o segundo momento da distribui¢do de energia Ms(t) [87]. Recentemente a
condutividade térmica de cadeias harmonicas e anarmonicas com massas aleatdrias
nao correlacionadas [81] e também de cadeias com massas alternadas [82, 84| foram
numericamente investigadas. A dependéncia da condutividade com o tamanho da
cadeia e o valor da condutividade térmica no limite termodinamico sao questoes que
permanecem controversas [83].

No capitulo 3 desta tese vamos apresentar um estudo detalhado da natureza
dos modos vibracionais em cadeias harmonicas com correlagoes de longo alcance na
distribuicao de massas, utilizando o formalismo de matriz de transferéncia para cal-
cular o comprimento de localizacao dos modos vibracionais. Estudaremos também o
transporte de energia nesta cadeia através do cdlculo numérico do segundo momento

da distribuigdo de energia Ms(t).
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Capitulo 2

Natureza das Ondas de Spin em
Ferromagnetos com desordem

correlacionada

2.1 Introducao

Neste capitulo vamos estudar a natureza das ondas de spin no modelo de Heisen-
berg ferromagnético em d = 1 com correlagoes de longo alcance na distribuicao dos
acoplamentos J entre os spins. Utilizaremos o formalismo do grupo de renormali-
zagao numérico para calcular o comprimento de localizacao dos modos e estudar
como o grau de localizacao neste modelo é afetado pela presenca de correlacoes na
distribuicao de desordem. Estudaremos também a dinamica das ondas de spin nesta
cadeia. Na préxima secao vamos apresentar uma breve revisao sobre o modelo de
Heisenberg, a equagao de movimento para um magnon neste modelo, o formalismo

do grupo de renormalizagao neste contexto e o método de Dean para calcular a
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densidade de estados.

2.2 Magnons em Cadeias Ferromagnéticas Desor-
denadas

Consideraremos uma cadeia linear contendo N ions de spin S = S, + S,y + S,Z. O
hamiltoniano que descreve a interacao entre os spins destes ions é dado pela equacao

abaixo:
N/2

H=- ) JnSh, + Soit. (2.1)

n=—N/2

Vamos introduzir os operadores S, e S, definidos por

St =857 41485y,
S, =Sy —1Sy.

Usando as relagoes de comutagao dos operadores de spin ([S¢, Si] = iS§dk,) podemos

demonstrar as seguintes relagoes:

[S,:—,S;_] = 25155k,l: [Slivslﬂ = SI_cF(SkJ’
[SE, S, ] = =Sk Ok [S,:,Sf“] =[S..5 |=0.

Para estudar as excitagoes do sistema, vamos considerar agora que um desvio
de spin é introduzido no sitio n. Introduzir este desvio corresponde a aplicar o opera-
dor S, ao estado fundamental, no qual todos os spins se encontram perfeitamente
alinhados. Nosso objetivo é obter a equacao de Schrodinger para um magnon numa

cadeia ferromagnética. Vamos aplicar o Hamiltoniano definido na Eq. 2.1 ao estado
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|, >, definido por |¢, >= §R\¢0 >:

N
Hip, > = — ZJl,l—H S1.S1|bn >= (2.2)
=1

N
1 _ _
- Z Jig [S7SF + §(Sl+sl+1 + S S )]|6n >=

=1
N 1 N
== hun SiSialén > =5 Y i S ST én >
=1 =1

N
1 _
—3 ZJl,l—H Sy Sihaldn > .
-1

Calculando os trés somatérios separadamente:

\)H, = — ZZI\;I i1 SfSF1 |6 >: Explicitando os termos | =n—1 e | = n obtemos

n—2
H = = JunSiSialén > —(Ja-1nSi1Sién >)
=1
N
_(Jnan+1S7ZLSTZL+1‘¢7L >) - z Jl,l+1Slelz+1|(/5n > . (2.3)

l=n+1

Lembrando que S? aplicado ao estado |¢, >, com ¢ # n, tem valor mdximo S na

direcao z, temos

n—2 N
H o= =) Jius1 Pl > = Y Jist S > — (Jucin Sy Szl dn >)
=1 l=n+1
- (Jn,n-i—l 5255+1|¢n >)- (2-4)
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Utilizando as relagoes de comutacao entre S* e S™, obtemos

H, ——ZﬁmSW>—ZﬁmS%>Jmnnﬁswptm%ﬂ
I=n+1
—Jn,n+1 Sn—l—l(Sn SZ|¢0 > _Sn |¢0 >)' (25)

Lembrando a relagao SZ|¢g >= S|@o > na equagao anterior, teremos:

H’=—ZLMSM>—Z%MSW

I=n+1
~Jn—1n Spo1 (S = D[dn > —Jnni1 Si1 (S = 1)[6n >) (2.6)

Aplicando os operadores SZ.; e SZ_, no estado |¢, > temos

H, = _ZJIH—IS (n > — Z Jll+15 | = Jn-1,n S%| ¢y >
l=n+1
_Jn,n—H SQ‘¢n > +Jn71,n S‘(bn > +Jn,n—|—1 S‘¢n . (27)

Podemos agrupar os quatro primeiros termos desta tltima equagao em um sé so-

matorio e a equacao para H; resulta

N
H = — Z Jri41 SQ|¢n > +S (o1 + Jnpnt1)|dn > - (2.8)

=1

O somatério — Zl]il Ji1415% é igual a energia (Ey) do estado fundamental |¢y >

Portanto a expressao final para H; é

Hl = E0|¢n > +S(Jn—1,n + Jn,n-l—l)‘(lsn > (29)
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i)Hy = — Zl]il Jiis1 S; Sii1]6n >: Substituindo |¢, >= S, |¢o > e utilizando as

relacoes de comutacao entre os operadores ST e S, teremos

N
1 _ 2 -
H, = 9 ZJl,H—l S111(257 6|0 >) + S, 516 >

=1

N
= - Z i1 S5 (257 61| do >) (2.10)

=1

Na equagdo acima S;"|¢y >= 0 pois o estado @y > contém todos os spins na dire¢io

(+)- A funcao delta seleciona os termos do somatério com | = n:

Hy = —Jnni1 Spy1Snldo >= —Jnng1 SSpyildo >
== _Jn’n+1 S|¢n+1 > . (211)
iii)Hs = —% llil Jri+1 Sl_Sfjrl\qﬁn >: De forma analoga, obtemos
1 X
Hy = — > T Sy 12871 G110 + Sy Sialldo > (2.12)
=1

~ . ’ _|_ ’ . . ~
Na expressao acima o termo que contém S, +1\¢0 > é nulo pois todos os spins estao

apontando na diregdo (+). Portanto

N
Hy = - Z Jie1 57 57 O141,m |00 > - (2.13)

=1
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Usando a funcdo delta e lembrando que S, |9 >= ¢, 1, teremos

Hy = —Jp 1,8, 1Sb0 >= —Jn12 55, 1|00 >
= —Jn-1,n S|¢n—1 >

(2.14)
Coletando os resultados acima obtemos :

H|¢n >= E0|¢n > +S[(Jn—1,n + Jn,n+1)|¢n > _Jn,n—H ‘an—i—l >
—Jnfl,n ‘ﬁbnfl >] (215)

Da equagao acima verificamos que |¢, > ndo é autoestado de H, pois um
desvio no sitio n nao fica localizado em n, propagando-se ao longo da cadeia através
de seus vizinhos n 4+ 1 e n — 1. Esta propagacgao estabelece a excitagao coletiva do
sistema, ou seja, a onda de spin. Portanto precisamos determinar que estado repre-
sente esta configuragdo. Vamos representar por |® > uma onda de spin. Podemos

expandir esta onda de spin usando os estados |¢,, >
N
@ >=C(S,N)) cn |¢n > (2.16)
n=1

onde os numeros ¢, representam as amplitudes de probabilidade de ocorrer um
desvio no sitio n. Vamos demostrar que |® > é autoestado de H usando a equagao

de Schrodinger:

H|® >=FE|® > . (2.17)
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Usando as Eq. (2.17) e (2.16) temos

N

H®> = C(S,N)> c.H|p, >
n=1
N

= C(Sa N) Z{EO + S[(Jnfl,n + Jn,n+1)cn|¢n >

n=1

— Jn,n+1 Cn‘¢n+1 > — Jn—l,n Cn|¢n—1 >]} = E|(I) > . (218)

Desta equacao anterior obtemos

N N
Z(Jnfl,n + Jn,n—l—l) Cn|¢n > — Z Jn,n—|—1 cn‘¢n—|—1 >
n=1 n=1
N N
FE — F
=D Jutn Calbnor >= =gt Y cald > (2.19)
n=1 n=1

Fazendo n = n+1 no segundo somatdrio e n = n—1 no terceiro somatério obtemos,

N

= (E - Ey)
Z{[(Jn—l,n + Jn,n—H) Cp — Jn,n—H Cp4+1 — Jn—l,n cn—l]}|¢n >= TO Z Cn |¢n >
n=1

n=1

(2.20)
Portanto, fazendo &€ = F — Ey e S = 1/2 temos a equacao de Schrédinger para o

modelo escrita em funcao dos nimeros c,:
(Jn—l,n + Jn,n—H) Cn — Jn,n—|—1 Cnt+1 — Jn—l,n Cn—1 = 2gcn (221)

Esta relacao de recorréncia entre os numeros ¢, pode ser usada, entre outros as-
pectos importantes, para se obter uma representagao matricial do Hamiltoniano
H na base (|¢p1 >,|¢2 >,...,|¢, >). Esta representagdo consiste em uma matrix

tridiagonal, ou seja, todos os termos da matriz sao nulos exceto os termos da diag-
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onal principal (H,, = Ju-1, + Jnnt1) € das duas primeiras diagonais secundérias
(Hpnt1 = Hpy1n = —Jnnt1). Esta matriz de H pode ser muito util para estudos
numeéricos baseados em diagonalizagao direta. Usando rotinas apropriadas como a
tqli [89] pode-se obter todos os autovetores e autovalores da matriz Hamiltoniana
H e calcular a funcao participacao £&. Como foi apresentado no capitulo 1, a parti-
cipagao diverge de forma linear com o tamanho da cadeia se o estado for estendido e
¢ uma constante para estados localizados. Este tipo de procedimento vem sendo fre-
quentemente utilizado para estudar as propriedades de localizagao de mignons em
cadeias ferromagnéticas desordenadas [68]. Nés iremos aplicar um procedimento de
renormalizacao que originalmente foi utilizado para calcular o expoente de Lyapunov

no modelo de Anderson.

2.2.1 Método do Grupo Renormalizacao Usando o Oper-

ador de Green.

O método é deduzido a partir das equacoes de movimento para o operador
de Green associado ao hamiltoniano. Para compreender o papel do operador de
Green em modelos Hamiltonianos vamos analisar o seguinte exemplo: suponha que

os autoestados de um Hamiltoniano H, (Hamiltoniano de referéncia) sdo conhecidos:

Hy|¢n, >= Ey|dp, > . (2.22)

Considere agora um segundo Hamiltoniano H definido por

H=Hy+V, (2.23)
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ou seja, o operador H é o Hamiltoniano do sistema de referéncia na presenca de

uma interacao V. A equacgao de autovalores para o Hamiltoniano H é definido por
H|Y, >=E|{, > . (2.24)

Os autoestados de H estao relacionados com os autoestados do modelo de referéncia
pela relacao

0 >= |0 > +V ¢y >, (2.25)

onde G é o operador de Green associado ao Hamiltoniano G = ﬁ Entao, os
autoestados de um Hamiltoniano H, onde H = Hy + V e os autoestados de H,
sao conhecidos, podem sempre ser obtidos usando os operadores de Green. Para
deduzir o método de renormalizacao, vamos escrever as equacoes de movimento para
os elementos de matriz do operador de Green. Uma discussao mais detalhada pode
ser encontrada na referéncia [88]. A partir da Eq. 2.12 podemos obter a seguinte
relacao entre operadores

EG(E) = I+ HG(E). (2.26)

Vamos agora obter o conjunto de equagoes de movimento para os elementos
de matriz do operador de Green G(E). O elemento de matriz G, ,, =< l|G(E)|m >
é dado por,

EGm = S+ < I|HG(E)|m > . (2.27)

Para condensar as equagOes usaremos a notacdo A;,, =< l|A|m >, onde A é um
operador qualquer. Usando a relacdo de completeza, ), |k >< k| = I no produto
HG(F) temos,
EGim = 6im + ¥ Hik Grm, (2.28)
k
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onde usamos mais uma vez a notagdo < [|A|m >= A;,. Sem perda de generalidade
vamos escrever as equacoes de movimento para os elementos [,0 do operador de

Green

EGio =010+ Z Hi ;G- (2.29)
k

O Hamiltoniano H sé tem termos diferente de zero na diagonal principal (H;; =
(Ji_1y + Jig41) = €) e nas diagonais secundarias (Hy, 11 = Hyi10 = —Jnnt1) logo,
podemos escrever a equacao de movimento para os elementos de matriz do operador
de Green:

(E—e)Gio=01,0—J—1,Gi—10 — Ji1+1 Gi110- (2.30)

Paral = 0,1, 2, ... teremos um conjunto infinito de equacoes acopladas, apresentadas

a seguir:

(E—e€)Gop = 1—Jo1G_10— Jo—1Gp
(E - 61)G1,0 = _JI,O Go,o - J1,2 G2,0

(E —€n-1) Ga—1o = Ou—1,0 — Ja—121-2 Ga—2,0 — Ja—1,2 Gao
(E —€x)Gaupo = 60— Juu1Gu-10— Juzs1 Guiio

(E — €n41) Gay1o0 = Out1,0 — Jar1,2 Goo — Jot1,2142 Gaurao (2.31)

Observe que, para um dado ¢, a equagao de G, é acoplada as equacoes de Gy €
Gi_10. Portanto, podemos remover do conjunto de equagoes o elemento de matriz
G associado ao spin localizado no sitio 2. Apds este processo, teremos efetuado um

processo de dizimacgao do spin do sitio ¢ e precisamos renormalizar os parametros
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€1 € €41 associados aos spins localizados nos sitios ¢ — 1 e ¢ + 1, bem como o
acoplamento entre eles. Para compreender como as equagoes que renormalizam
estas quantidades sao deduzidas a partir das equagoes de movimento apresentadas
anteriormente, vamos dizimar formalmente o sitio 2/ + 1, substituindo a equacao de

Gai41 na equagao de Gyp.

—Jo1,21 Gap — Jorg1,2142 Gaigo
(E — €x)Gap = 0210 — Jar2-1 Gau—1,0 — Jau2141 ( : =~ .

E — eyq1

Observamos que, apds as substituicoes sé restaram os elementos de matriz Gy,

Ga—1,0 € Gyt2,0. Agrupando melhor estes termos, teremos,

Jor o141 Jar+1,2 Jor 2141 J: €
, , _ 2041 J2u41,204+2 €2141
[E—Gzz——E |Ga10 = S ,0—J2u20-1 Gou—1,0+ Gar42,0-
— €2141 E - €21+1
(2.32)

Lembrando que €g,2; é real e que J2l,2l—1 = J2l—1,2l € J2l+1,2l = JQl’2l+1, podemos

escrever a equagao anterior como

J 2 J: J:
[E—Ggl—‘E,Ql’ﬂ]GQl,O = 521,0—J2l,2l—1Gzl—1,0+< 21’%“ 2l+1’21+2) Gaiga0- (2.33)
— €2141 — €21+1

Note que apds a dizimacao a equagdo de movimento (2.30) mantém sua estrutura
original. O coeficiente que aparece no termo Gs, o € 0 parametro ey renormalizado.
O coeficiente do termo Gg129 é 0 acoplamento efetivo entre o spin 2/ e o spin 2/ + 2,
ap6s a dizimagao do spin 2/ + 1. Podemos escrever a equagao que renormaliza o

termo da diagonal do Hamiltoniano €3 como sendo

eg)(E) = ey + Jo o141 Jou 0141 (2.34)

E— €21+1
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O indice superescrito (1) indica que apenas um spin foi dizimado. Substituindo a
equacao para Ggq10 na equacao de Ggio € repetindo este mesmo procedimento

podemos encontrar a equagao que renormaliza o parametro €y, o na forma

1
GSZLQ(E) = €942 + Jout1,2042 o Jor+1,2142- (2.35)
— €241
O acoplamento efetivo entre os spins 2/ e 2] + 2 é
1
JQ(IeQQ2(E) = Joo41 m——— Jog1,242- (2.36)

E — €21+1

Os demais spins nao sofreram nenhuma mudanca. Podemos continuar a remover
os spins iterativamente até que tenhamos no final apenas os dois spins extremos de
uma cadeia com N +1 sitios. Removendo sequencialmente os sitios 1,2,..., N —1 as
equagoes que renormalizam as energias e acoplamento efetivo dos dois sitios restantes

sao

N-1 _ e 1 e

V(B = & 2(E)+Jé,]{,f_)1E G(N_”(E)Jg,]éf_)l, (2.37)
—EeN-1
1

(N-1)

ey (E) = en+Jn-in N5 JIN-1,N, (2.38)

E—ey (E)
e e 1
3 e = 5740 IN-1,N. (2.39)

N-—-2
E-5(B)

Onde egN_l) (E)e Y (E) representam os parémetros €g e €y ap6s N —1 dizimagoes
e Jéi{,f )(E) é o acoplamento efetivo entre os spins 0 e N.

A natureza localizada ou deslocalizada das ondas de spin pode ser investigada
através do calculo expoente de Lyapunov v(E) que é uma medida do inverso do

comprimento de localizacao A das ondas de spin. Se no limite termodinamico o
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expoente de Lyapunov é finito, a largura da funcao de onda, ou seja, a largura das
ondas de spin é também finita e o estado é localizado. Se a fun¢ao de onda é estendida
o expoente de Lyapunov deve ir a zero no limite termodinamico. O expoente de
Lyapunov pode ser escrito em funcao dos elementos de matriz do operador de Green

como [88|

n = =l (2.40)

Os elementos de matriz Gy n e Gy podem ser obtidos em funcao de Jéff:,f ) (E).
Apés os spins terem sido dizimados o Hamiltoniano efetivo para os dois sitios

restantes pode ser escrito como

o (B

HEDE) = | (N-1)
to,N (B) ey (E)

Vamos utilizar este operador H(¢//) para calcular o operador de Green efetivo G(¢/7),
Este procedimento requer apenas a inversio do operador E — H() Apés esta

inversao temos os elementos Gy n(E) e Go n(E) necessarios ao cédlculo de ~:

E— " V(B

GN’N(E) = N-1 N-1 e e ? (241)

(B—a" VENE = (E) = Ly LN

s

Gon(E) = i T . (2.42)

(B~ " (B)(E (B — K 13

Logo, substituindo as duas equagoes anteriores na Eq. 2.40 teremos:

1. E—-"E
W(E) = Jim [l T2y 2.4
—00

S ()
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No limite de N — oo, o termo + In(E — e(()N_l)) tende a zero uma vez que o

parametro €, renormalizado é finito. Logo, fica assim estabelecida uma relacao

entre y(E) e Jéf](,f) (E)

v(F) = — lim

1 e
Jim [l TG (E)]): (244)

Portanto, o procedimento de renormalizacao permite o cdlculo direto do ex-
poente de Lyapunov. O algoritmo numérico é bastante simples e estavel, basta
iterar as equagoes que renormalizam os termos da diagonal do Hamiltoniano € e
os acoplamentos J entre os spins. Apés um grande nimero de iteragoes, em geral
acima de N = 10*, o expoente v(E) pode ser obtido através de uma regressio linear

da quantidade In |J(§f1{,f ) (E)| versus o tamanho da cadeia N.

2.2.2 Densidade de Estados

Nesta se¢do vamos apresentar o método de Dean [69], um potente formalismo,
baseado no teorema dos autovalores negativos, que permite calcular a densidade
de estados (DOS) em qualquer sistema fisico cujo Hamiltoniano seja tridiagonal.
Este formalismo foi bastante utilizando para se obter as propriedades espectrais no
modelo de Anderson 1d, em cadeias Harmonicas e também pode ser utilizado no
modelo de Heisenberg. Para obter a densidade de estados precisamos resolver a

equacgao caracteristica para o Hamiltoniano

det(H — \I) = 0. (2.45)
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A equacgao anterior é equivalente a

(61,1 - ) Ji2 0
Jo1 (€20 — ) Jo3 0
0 J3,2 (63,3 — )\) J3,4 0
JNfl,N (€N71,N71 - /\) JN,N
0 0 0 JN,N (GN,N_)\)

Vamos considerar inicialmente a sequéncia de polinémios go(A) = 1, g1(A), g2(A),

... gn(N), onde

(1 —2A)  Jig 0
Ja (€22 — A) Jo3 0
0 J39 (33— A) Jsa O
gi(A) =
Ji—l,i (Gi—l,z‘—1 - )\) Ji,i
et =1,2,...,N. Observe que o polinémio g;(\) = 0 parai = N é a equagio secular

que desejamos resolver. Usando o método de cofatores podemos mostrar que os
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polinémios g;(\) obedecem a seguinte relagdo de recorréncia:

9i(N) = (&5 — N)gi1(X) = J7 9 19i-2(N), (2.46)

1=1,2,...,N. O teorema de Sturm estabelece que se a e b sao dois niimeros reais
e b > a, o nimero de solugbes da equagio gy(A\) = 0 (equacdo secular) dentro do
intervalo ¢ < A < b é igual a p(b) — p(a) onde p(€¢) é o nimero de variagdes de
sinal entre termos consecutivos da sequéncia go, g1(§), ¢2(€), - .-, gn(§). Portanto,

podemos obter a densidade de estados integrada (IDOS) como sendo
IDOS = p(X) = p(=00) = p(}) (2.47)

Para obter o nimero de variagoes de sinal entre termos consecutivos da sequéncia
de polinomios g;(A) vamos reescrever a relagao de recorréncia (2.46) como

hz()\) = (6“' - )\) — Jz2,z+1/h1—1()‘) (Z = 1, 2, ceey N), (248)

)

onde h;(A) = gi(A)/gi—1(N). Podemos obter todos os termos da sequéncia hg, hi(A),
ho(A), ..., hy(X) executando a relagdo de recorréncia (2.48) numericamente. As
mudancas de sinal entre termos consecutivos da sequéncia g;()\) equivale a valores
negativos de h;(A). A densidade de estados pode ser obtida através de uma simples

derivagao numeérica.

2.2.3 Singularidades no Comprimento de Localizacao e Den-

sidade de Estados
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No comego da década de 80 Ziman [63] mostrou que a equagdo de Schrédinger
para o problema de um mégnon numa cadeia ferromagnética desordenada pode ser
mapeada em uma equacao para uma cadeia eletronica com desordem apenas nos
termos de hopping. A cadeia eletronica equivalente ao problema de magnons ap-
resenta uma distribuicdo de hopping dimerizada com ¢; = t;,;. Zimam considerou
uma cadeia ferromagnética descrita pela Eq. (2.21) com os acoplamentos J aleato-
riamente escolhidos dentro do intervalo (0,1) e obedecendo uma distribui¢ao de

probabilidade normalizada tipo lei de poténcia
P(J)=(1-=106)J7", (2.49)

onde § < 1. Esta distribuicdo de probabilidade permite estudar os limites de desor-
dem fraca 6 < 0 e desordem forte, 6 > 0, neste ultimo caso os valores de J préximos
a zero sao altamente provaveis. Utilizando teoria de pertubacao e técnicas de matriz

de transferéncia foram obtidas as singularidades do comprimento de localizacao A:

A=E-1=9/C=9" G) 0<é<1
A= E30-9) (i) —1<d<0 (2.50)
A=E1, (iii) 6 < —1,

e da densidade de estados (DOS):

DOS=EY0  (i))0o<é<1

1 (2.51)
DOS = E™3, (ii) 6 < 0.

No regime 0 < § < 1 os valores de J préximos de zero sao bastante provaveis
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DOS

Figura 2.1: (a) Comprimento de localizagdo A versus E para cadeias com N =
2 x 108, Os acoplamentos aleatérios sao escolhidos no intervalo (0, 1) segundo uma
distribui¢do de probabilidade tipo lei de poténcia P(J) = (1 —6)J % (6 = 0.5,—0.5
e —2). (b) Densidade de Estados (DOS) versus F para cadeias com N = 2 x 10°.
A mesma distribui¢do P(J) foi utilizada com expoentes § = —1 e 0.5. Nossos
dados numéricos reproduzem as sigularidades do comprimento de localizacao e da
Densidade de estados apresentadas nas Eq. (2.50) e (2.51).

e os dois primeiros momentos < 1/J > e < 1/J? > sido divergentes enquanto
que no regime —1 < § < 0 apenas o primeiro momento < 1/J > é finito. No
ultimo caso, § < —1 os dois momentos da distribui¢do de acoplamentos < 1/.J > e
< 1/J? > sao finitos. Vamos aplicar o procedimento de renormalizagio e o método
de Dean para reproduzir numericamente as singularidades de A e DOS. A Fig 2.1
mostra o comprimento de localizagdo A\ obtido a partir do grupo de renormalizagdo
e a densidade de estados (DOS) para cadeias com N = 2 x 10° spins e diferentes
expoentes na distribuicao de probabilidade. Para o comprimento de localizacao

utilizamos 0 = 0.5, —0.5 e —2 e para a densidade de estados 6 = —1 e 0.5. Na
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figura 2.1 os simbolos representam nossos dados numéricos enquanto que a linha é
um ajuste tipo lei de poténcia dos dados. Utilizando as formulas obtidas por Ziman,
os expoentes de A\ nestes trés casos seriam 0.3333, 0.75 e 1.0, respectivamente. Os
expoentes de DOS nos dois casos seriam 0.5 e 0.666, respectivamente. Podemos ver

que o ajuste tipo lei de poténcia reproduz de forma satisfatoria estes expoentes.

2.2.4 Mapeamento na Cadeia Eletronica

A equagao de Schrédinger para o problema de magnon Eq. (2.21) é equiva-

lente ao seguinte problema eletronico
E* bn = tn—l,n bn—l + tn,n+1 bn+1 (252)

onde os termos de hopping sao aleatérios mas distribuidos em pares ou seja ty1 = 1 2,
2,3 = t34 € assim por diante. Este mapeamento pode ser verificado dizimando os
sitios impares do conjunto de equagoes (2.21). Vamos fazer, como exemplo, uma
dizimacao dos sitios n =1 e n = 3. Primeiro vamos fazer as seguintes mudancas de
varidveis nos sitios pares e na energia. by = —cg, bo = —c1, by = —co e (E¢) = V2E™.
Agora basta eliminar do conjunto de equagdes os sitios impares n = 1 e n = 3. Para

tal vamos escrever as trés primeiras equacoes

V 2E™ b1 = tO,l (—C()) + t1,2 (—Cl), (253)
V2E™ (—c1) = t1,2 b1 + 12,3 bs, (2.54)
V 2E™ (bg) = t2’3 (—Cl) + t3’4 (—CQ) (255)
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vamos multiplicar a equagdo (2.54) por V2E™ e substituir os termos b;vV2E™ e
bsv2E™. O resultado final pode ser escrito como

2E™ (—Cl) = tl,g [tO,l (—C()) + tl,g (—Cl)] + t2’3 [t2,3(—01) + t3,4 (—02)] (256)
Agrupando os termos que contem cy, ¢; € ¢y temos
(—2Em + tiQ + tg’:),) (G —t172 tO,l Co — t2,3 t3,4 Co (257)

Como as amplitudes de hopping aparecem em pares, vamos utilizar a seguinte mu-
danca de varidveis: ) otg1 = 17y = Jo1 e tastss = t5 3 = Jo3, para deixar a Eq. (2.57)

idéntica a equagao para o méagnon (2.21) para n=1e £ = E™
2Em C1 = (J(),l + J273) C1 — J(),l Co — J2,3 Co. (258)

Na proxima secao vamos introduzir correlacoes de longo alcance na distribuicao de
acoplamentos e mostrar, utilizando o formalismo de normalizacao, que as correlagoes

de longo alcance podem estabilizar uma fase de ondas de spins livres neste sistema .

2.3 Cadeia Ferromagnética com Desordem Cor-

relacionada

Vamos estudar a natureza das ondas de spin na presenca de acoplamentos cor-
relacionados. Para introduzir as correlacoes de longo alcance utilizaremos o mesmo

procedimento descrito no capitulo 1. Os acoplamentos J, serao obtidos a partir da
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Figura 2.2: A densidade de estados (DOS) para cadeia com N = 10° sitios obtida
através do método de Dean. Podemos observar que a DOS torna-se menos rougosa
quando « é aumentado e que suas singularidades na regido de baixas energias nao
sao alteradas devido a presenca de correlagoes de longo alcance na distribuicao dos
acoplamentos.

equagcao
N/2

JIn =

k=1

(;C(O;) cos <27X;k + ¢k>. (2.59)

Para evitar acoplamentos nulos nesta sequéncia vamos escolher < J,, >= 4.5. Como
foi apresentado no capitulo 1, a variancia desta sequéncia foi normalizada AJ, = 1.
Utilizamos o procedimento do grupo de renormalizacao para calcular o expoente de
Lyapunov dentro da banda de energias permitidas nesta cadeia. A banda de ener-
gias permitidas pode ser encontrada através da densidade de estados (DOS), que foi
calculada usando o método de Dean [69]. Na figura 2.2 temos a densidade de estados

normalizada para cadeias com N = 10° sitios. A densidade de estados apresenta
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5‘3 10
E E
Figura 2.3: (a)Expoente de Lyapunov < versus E para cadeias com N = 10° e
a = 0. O expoente de Lyapunov é finito para todas as energias exceto para £ = 0.
Perto de E = 0, y se anula de forma linear v oc E' (ver o inset). (b) Expoente de
Lyapunov vy versus F em escala log-linear para cadeias com N = 10° e o = 0.5 e

0.8. O expoente de Lyapunov continua finito portanto nao existem ondas de spin
estendidas para 0 < o < 1.

valores nao nulos entre as energias 0 e aproximadamente 12.5. Obter exatamente a
maxima energia permitida para esta cadeia nao ¢ um problema trivial pois em geral
a densidade de estados apresenta, no final da banda, um decaimento exponencial.
No insete da figura 2.2 podemos ver que, no inicio da banda, a densidade de estados
diverge com 1/ V'E para todos os valores de « estudados. Isso mostra que as singular-
idades da densidades de estados na regiao de baixas energias nao sao alteradas pela
presenca da correlagoes de longo alcance na distribuicao dos acoplamentos entre os
spins J,. Este resultado ja era esperado [63] pois os acoplamentos J,, definidos pela
Eq. (2.59) tém < 1/J > e < 1/J? > finitos para qualquer grau de correlacdo. Pode-

mos notar também uma diminuicao da flutuacdo na densidade de estados quando o
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Figura 2.4: Expoente de Lyapunov 7 versus E para cadeias com N = 10° e o = 1.5.
~ se anula dentro de uma faixa de finita de energias. Este comportamento revela a
presenca de ondas de spin estendidas na regidao de baixas energias.

parametro «, que controla o grau de correlacao na desordem, é aumentado. Para
a = 1.5 temos uma parte nao flutuante na regiao de baixas energias semelhante
ao caso de uma cadeia pura com .J,, = constante. Estudos anteriores mostraram
que a suavizagao da densidade de estados estd conectada com a presenca de estados
estendidos [16]. A figura 2.3(a) mostra o expoente de Lyapunov v em func¢ao da
energia F para cadeias com N = 10° sitios e parametro de correlacio o = 0. Neste
caso, o expoente de Lyapunov é finito para todas as energias exceto para F = (.
Perto de E = 0 o expoente de lyapunov se anula de forma linear (y o E') como
mostra o inset da figura 2.3(a). Este resultado estd em plena concordancia com os
resultados obtidos na referéncia [63] e demonstrados na se¢io 2.2.2 para cadeias fer-

romagnéticas com distribuicoes de acoplamentos J que apresentam os dois primeiros
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Figura 2.5: Diagrama de fases no plano (E., ), onde E, é o mobility edge (medido
em unidades de AJ) e N = 10° sitios. A fase de ondas de spin estendidas aparece
quando o >1e E < E..

momentos < 1/J > and < 1/J? > nao divergentes. A figura 2.3(b) mostra o ex-
poente de Lyapunov 7y versus E para cadeias com N = 10° sitios e parametros de
correlacao o = 0.5,0.8. Nossos resultados numéricos indicam que, para £ > 0, ndo
existem ondas de spin estendidas para 0 < a < 1. O comportamento do sistema é
qualitativamente diferente se o parametro o é maior que 1 (o > 1). Na figura 2.4
mostramos o expoente v versus E para o = 1.5 e N = 10%. Observe que o expoente
de Lyapunov é zero na regiao de baixa energia. Este resultado numérico é um forte
indicio da existéncia de uma fase de ondas de spin estendidas nesta regiao. Em
nosso calculos numéricos utilizamos cadeias com tamanhos entre 10° e 10° spins,
obtemos 0 mesmo o comportamento para o expoente y(E), o que indica que esta

fase de ondas de spin é estavel no limite termodinamico. Vamos levantar um dia-
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grama de fases no plano (E,, a) onde a energia critica F. (medida em unidades da
varidncia AJ) é a energia limite entre a fase estendida e a fase localizada (mobility
edge). Este diagrama de fases do modelo pode ser obtido através do célculo de (FE)
para varios valores de « e a consequente localizagao da posigao das energias criticas.
Nés estimamos a energia critica E. como sendo a energia na qual o coeficiente de
Lyapunov torna-se menor que 1/N onde N é o comprimento da cadeia. A Fig 2.5
mostra o diagrama de fases, sendo os erros estatisticos menores que o tamanho dos
simbolos. Uma andlise dos dados (ver o inset) sugere que, perto do parametro de
correlacdo critico o = 1, a energia critica E. depende do expoente de correlagdo na
forma E, «x (o« —1)¥, com v = 1/3. Uma informacao adicional sobre a natureza das
ondas de spin nestas cadeias com desordem correlacionada pode ser obtida através
do comportamento dinamico das ondas de spin. Na préxima se¢ao vamos estudar a

dinamica das ondas de spin através do calculo do desvio médio quadratico no tempo

o(t).

2.4 Dinamica de Ondas de Spin

Para investigar a dinamica das ondas de spin nesta cadeia vamos calcular o
deslocamento médio quadratico no tempo (0?(t)). Vamos considerar que para ¢t = 0
uma excitacdo (desvio de spin) estd localizada no sitio ng. A func¢io de onda que
representa este estado inicial é |¢p(t = 0) >= |¢,, >. A evolucdo temporal deste
estado é descrita pela equagdo de Schrodinger (% = 1):

d|o(t) >

im e = H|g(t) > (2.60)
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Utilizando a expansdo |¢(t) >= ). cn|¢, > podemos escrever a equagao de Schrodinger

para a amplitude da fun¢do de ondas em cada sitio

de, (t
Z& = (Jn,n+1 + Jnfl,n) Cn(t) - Jnfl,n Cnfl(t) - Jn,n+1 cn+1(t) n = 1a seey N

dt
(2.61)
As amplitudes da funcao de onda ¢, (t) podem ser escritas em funcao dos autovetores

V) e autovalores E; de H como [66]

N
ca(t) =< dul exp(—iH) $(1) bn, >= Y VPV, exp (—iEjt). (2.62)

J
Para se calcular ¢, (t) através da Eq. 2.63 é necessério diagonalizar o Hamil-
toniano Hyyx para N > 1000, o que exige muito tempo computacional. As am-
plitudes da fun¢ao de onda no tempo c¢,(t) podem também ser obtidas através da
integracao direta das equacoes de movimento. A integracao do sistema (2.62) pode
ser feita através de um algoritmo de Runge-Kutta de quarta ordem com incremento
menor que 0.01. O erro neste procedimento é da ordem de 1078. Vamos aplicar
dois procedimentos entretanto, o formalismo de integragao ¢ mais rdpido e eficiénte.
Através da integracao numérica, resultados com excelente precisao para cadeias com
N > 10% sao obtidos em poucas horas de cdlculo computacional. O segundo mo-
mento da distribui¢do espacial de probabilidade (desvio médio quadrético) é dado

por

o?(t) = Z(n —ng)? cn(t)ci(t). (2.63)

n
A partir do desvio médio quadratico o%(t) nés podemos estimar o alargamento es-
pacial do pacote no tempo. Evangelou [66] mostrou que se a distribui¢do de proba-

bilidade para os acoplamentos (P(J)) tem o primeiro momento (< 1/J >) nédo di-
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Figura 2.6: Desvio médio quadratico o° versus tempo ¢ para uma cadeia onde os
acoplamentos sao escolhidos dentro do intervalo (0, 1), obedecendo uma distribuigao
de probabilidade P(J) = (1 — §)J°. Para 6§ < 0 o primeiro momento (< 1/J >) é
sempre finito e o sistema apresenta uma dinamica superdifusiva (o?(t) o< t3/2) para
tempos longos.

2

vergente, 02(t) oc t3/2.  Para demonstrar numericamente esta propriedade no caso
das ondas de spin, os acoplamentos J foram aleatoriamente escolhidos dentro do
intervalo (0,1) e obedecendo uma distribuicdo de probabilidade normalizada tipo
lei de poténcia P(J) = (1 — §)J~°, o mesmo sistema estudado por Ziman [63].
Para § < 0 (< 1/J >) é sempre finito. Na figura 2.6 reproduzimos um dos resulta-
dos da referéncia [66] para § = —2. Podemos ver o comportamento super difusivo,
o?(t) o t3/2, para tempo longos. Para tempos pequenos nés encontramos uma di-

fusdo balistica: o(t)? oc 2. Isto indica que neste estdgio inicial as ondas de spin
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Figura 2.7: Desvio médio quadrético o2 versus tempo ¢ para o = 0 obtido através
da integracao das equacoes de movimento. Utilizamos o procedimento de cadeia
expandida para eliminar os efeitos de borda. O pacote apresenta uma dinamica
balistica inicial e depois um comportamento superdifusivo 02 oc #3/2) para tempos
longos.

nao percebem a presenca de desordem [66]. Estudaremos agora como este compor-
tamento dinamico é alterado pela presenca de correlacoes na distribuicao de acopla-
mentos. No caso de acoplamentos aleatérios ndo correlacionados (o = 0) vamos
utilizar o procedimento de integragao numérica numa cadeia com tamanho inicial
N = 500, localizando a excitacao inicial no centro da cadeia |¢(t = 0) >= [pn/2 >.
Quando as probabilidades c;(t) ou cy(t) excederem 1071% ou seja o pacote comeca
a chegar nas bordas, nés adcionamos mais sitios expandindo a cadeia. Este proced-

imento, chamado de self-expanded chain é geralmente utilizado para evitar efeitos
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Figura 2.8: Desvio médio quadratico o2 versus tempo ¢ para o = 0.5 obtido através
da integracao das equagoes de movimento em cadeia com N = 20000 sitios. O
sistema apresenta uma dinamica balistica mais longa entretanto o comportamento
superdifusivo (02 o t/2) é ainda encontrado para tempos longos.

de bordas. Para a > 0 este procedimento é menos eficiente pois é complicado ex-
pandir a cadeia e manter a tranformada de fourier dos acoplamentos como uma lei
de poténcia bem definida( S(k) o< 1/k*). Portanto, para evitar os efeitos de bordas
quando a > 0 vamos utilizar cadeias com N > 10%. Nés também encontramos,
para qualquer o > 0, uma difusdo balistica [o(t)* o #?] para tempos pequenos. Na
figura 2.7 nés mostramos o desvio médio quadratico versus tempo para o = 0 calcu-
lado usando integragao numérica das equagoes de movimento. Neste caso a dinamica
apresenta um comportamento super-difusivo para tempos longos :o(t)? o t3/2. Este

resultado estd em acordo com os resultados obtidos na referéncia [66] pois a sequéncia
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Figura 2.9: (a) Desvio médio quadrético 0% versus tempo ¢ para o = 0.5 e N = 20000
obtido através da integragdo numérica das equagoes de movimento. (b) O mesmo
resultado obtido através de diagonalizagao exata em cadeias com N = 2000 (linha
pontilhada), 4000 (linha tracejada) e 8000 (linha com ponto-traco) sitios. O com-
portamento balistico (02 oc £?) é encontrado em todos os tempos.

de acoplamentos descrita pela Eq. (2.59) apresenta < 1/J > finito para qualquer
valor do parametro . A figura 2.8 mostra os dados para o(t)? obtidos a partir do
formalismo de integracdo numérica para o = 0.5 e 2 x 10 sitios. Neste caso, o
comportamento balistico inicial é mais prolongado. Entretanto, para tempos longos
o sistema apresenta ainda uma dinamica super difusiva.

No regime de correlagdes fortes (o > 1), o comportamento é completamente

diferente. A figura 2.9 mostra que para o = 1.5 o pacote tem um alargamento
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balistico para todos os tempos. Neste presente caso, apresentamos os resultados
através da integracdo numérica em uma cadeia com N = 2 x 10* sitios e diagonali-
zagao exata para N = 2000, 4000 e 8000 sitios. No caso de diagonalizagao exata é
mais complicado eliminar os efeitos de borda pois as cadeias sao menores. Como
n6s mostramos na secao anterior para qualquer o > 1 o sistema apresenta uma fase
de ondas de spin estendidas na regiao de energia baixa. Este novo comportamento
dinamico representa mais um forte indicio sobre a natureza estendida das ondas de
spin nesta cadeia. Este regime balistico para o > 1 pode ser melhor compreendido
utilizando um argumento apresentado nas referéncias [12, 66]. Em nosso caso vamos
utilizar o problema eletronico equivalente para obter o coeficiente de difusao deste
sistema com desordem correlacionada. O coeficiente de difusao D do elétron pode
ser estimado integrando-se v(k)A(k) sobre os vetores de onda k associados com os
estados estendidos que efetivamente participam do transporte, onde v(k) and A(k)
sao respectivamente a velocidade e o caminho livre médio. Em uma cadeia finita
com tamanho N os estados estendidos tem A(k) =~ N. A integracdo é feita sobre
a fracao finita de estados que sdo deslocalizados, com Ak = constante. No pro-
blema eletronico equivalente, a densidade de estados ¢ uma fung¢ao nao singular na
regidao onde os estados sdo estendidos logo, os modos tem velocidade constante [66].
Como v(k) é constante podemos trocar N por ¢ e escrever o coeficiente de difusao
como sendo D o t. Consequentemente, o desvio médio quadratico é dado por
(6%(t))y = Dt o t?, confirmando a natureza balistica obtida em nossos cdlculos

numéricos.
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Capitulo 3

Natureza dos Modos Vibracionais
em Cadelas Harmonicas com

Desordem Correlacionada

3.1 Introducao

Neste capitulo apresentaremos nossos resultados para a cadeia harmonica
com correlagoes de longo alcance. Introduziremos correlagoes de longo alcance nas
massas utilizando o formalismo descrito no capitulo 1. Através dos procedimentos de
matriz de transferéncia e diagonalizagao exata, vamos calcular o comprimento de lo-
calizagao e a funcao participacao para os modos vibracionais. Estudaremos também
o transporte de energia nesta cadeia com massas correlacionadas. Para estudar o
transporte de energia vamos calcular numericamente Ms(t), o segundo momento da

distribuicao espacial de energia. Na seccao seguinte vamos apresentar uma breve
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revisao sobre os modos vibracionais em cadeias com desordem nao correlacionada.

3.2 Cadeia Harmonica com Desordem Nao Cor-

relacionada

Nesta secao utilizaremos o formalismo de matriz de transferéncia para re-
produzir um dos principais resultados de Ishii [40] para a cadeia harmoénica: a di-
vergéncia do comprimento de localizacdo A dos modos vibracionais com frequéncia
nula (A o« 1/w?). Vamos considerar uma cadeia harmonica com N massas. A
equacao de movimento para o deslocamento u, da m-ésima massa com frequéncia

de vibragao w é dada por [73, 74]

(ﬁnfl + ﬁn - w2mn)un - ﬁnflunfl + ﬁnun+1 ; (31)

onde m,, é o valor da massa no n-ésimo sitio e /3, é o valor da constante da mola
entre as massas m, € my,y1. Neste estudo vamos fixar todas as constantes de mola
iguais a unidade £, = 1. Aplicaremos o formalismo de matriz de transferéncia
unidimensional, semelhante ao apresentado no capitulo 1, para se estudar a natureza
dos modos vibracionais deste sistema. Vamos escrever a Eq. (3.1) de uma forma

matricial

U, 2 —muw? —1 U,
= . (3.2)
Up 1 0 Up—1

Para uma dada frequéncia w, existe uma matriz de transferéncia 7;, 2 x 2 que conecta
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os deslocamentos das massas nos sitios n — 1 e n com o deslocamento no sitio n + 1:

2 —myw? -1
T, = ) (3.3)
1 0

Se os deslocamentos uy and u; sdo conhecidos, o valor de u,, pode ser obtido através

do produto de todas as matrizes de transferéncia:

N
Qv =[] 7 (3.4)
n=1

O grau de localizacao de cada modo é medido através do expoente de Lyapunov
v [73, 74, 78]:
|Qne(0)]

1
= lim — log =N 3.5
y= lim < log FOIE (3.5)

onde ¢(0) = (Z;) ¢ uma condicao inicial genérica. Em nossos estudos utilizaremos
no minimo 10° matrizes de tranferéncia para calcular o expoente de Lyapunov. A
natureza dos modos vibracionais pode também ser investigada através do calculo da
funcao razao participagao £&. Como jé foi descrito no capitulo 1, £ apresenta uma
divergéncia linear com o tamanho da cadeia N quando o estado é estendido e é uma

constante para estados localizados. £ é definido como [5, 75, 76]

N
Zn:l Ui

N )
Zn:l U;LL

{(w) = (3.6)

onde os deslocamentos u,, sao aqueles associados as autofrequéncias w de uma cadeia
de N massas. Para obter estes deslocamentos vamos aplicar um formalismo numérico

de diagonalizacao sobre a matriz secular dos modos Ay definida por [72, 74]
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Y(E) 10°

10 10 10

Figura 3.1: Expoente de Lyapunov «y versus energia E para cadeia com 10° massas
aleatérias nao correlacionadas. As massas foram aleatoriamente escolhidas dentro
do intervalo [1,4.5] obedecendo uma distribui¢do uniforme. Os simbolos indicam os
dados e a linha cheia um ajuste. Observe que o expoente de Lyapunov se anula de
forma quadrética v o w?.

m; ™m;

Azz,i+1 = Azz+1,i = = ; (3.7)

T (mymgyr) (mymiq1)’

Ay = Ctios) = 2,

Esta matriz Ayyny foi obtida a partir do mapeamento do problema da cadeia
harmonica numa equacao tipo tight-binding eletronica. Este mapeamento ja foi
discutido na secao 1.4 do capitulo 1. Para diminuir a flutuacao no calculo da razao
participagao faremos médias usando 100 amostras ou mais. A matriz secular Ay
é uma matriz tridiagonal portanto utilizaremos o algoritmo tqli [89] para efetuar a

diagonalizacao. No cdlculo da participacao utilizaremos sistemas menores (N < 10%)
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pois a diagonalizagao numérica de matrizes grandes exige tempo computacional ex-
cessivo. Vamos calcular o expoente de Lyapunov para uma cadeia harmonica com
massas aleatérias nao correlacionadas. Consideraremos uma distribuicao de mas-
sas aleatoriamente escolhidas em um intervalo [m,im, Mmaz] 0bedecendo uma dis-
tribuicao uniforme. Para o calculo do expoente de Lyapunov utilizaremos neste caso
cadeias com 10% massas, Mypim = 1 € Mypee = 4.5 . A figura 3.1 mostra o expoente
de Lyapunov v em funcao da energia F para esta cadeia nao correlacionada . Os
simbolos indicam os dados numéricos e a linha cheia um ajuste tipo lei de poténcia.
Observe que o ajuste (7 o< w?) reproduz exatamente o resultado de Ishii [40] para

uma cadeia harmonica com desordem nao correlacionada.

3.3 Cadeia Harmonica com Desordem Correlacionada

Vamos introduzir as correlacoes de longo alcance nas massas utilizando o
mesmo formalismo apresentado no capitulo 1. As massas serao escolhidas a partir

do trago do movimento Browniano Fracionério [54, 58, 55]:

N/2

My, = Z % cos (27;\716 + qﬁk). (3.8)

Para evitar massas nulas vamos fixar o valor médio desta sequéncia em < m,, >= 5.
O procedimento de normalizacao, descrito no cap. 1, necessario para manter a
variancia fixa Am,, = 1 sera utilizado. Nosso interesse é calcular o Expoente de
Lyapunov e a razao participacao para diversos valores do expoente de correlacao a.

A densidade de estados (DOS) para este modelo foi obtida aplicando-se o
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Figura 3.2: Densidade de Estados Normalizada (DOS) como fungiao de w? para
N = 10°. Para calcular DOS utilizamos o método de Dean. A densidade de Estados
torna-se menos rugosa quando o parametro « é aumentado. Para o = 1.5 podemos
observar uma parte sem flutuacao perto do centro da banda.

método de Dean na matriz Ayyy definida pelas Egs. (3.7). A figura 3.2 mostra a
densidade de estados normalizada DOS em funcdo de w? para cadeias com N = 10°
sitios. Note que DOS torna-se menos rugosa quando o parametro o é aumentado.
Em geral fortes flutuagoes na densidade de estados estao relacionadas com a pre-
senca de estados localizados, enquanto que a auséncia de flutuacao na DOS esta
usualmente conectada com estados deslocalizados [66, 74]. A figura 3.3 mostra o
expoente de Lyapunov v versus w? para a = 0, ou seja, uma cadeia com massas
aleatérias e nao correlacionadas. Observe que o expoente de Lyapunov é sempre
finito para todas as frequéncias e se anula em w = 0 como 7 x w? (ver o inset
da figura 3.3). Estes resultados estdo em plena concordancia com os resultados da

referéncia Ref. [73]. A figura 3.4 mostra a razao participagao rescalada £/N versus
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Figura 3.3: Expoente de Lyapunov - versus w? para a = 0 ou seja, uma cadeia com
massas aleatdrias nao correlacionadas, e N = 2 x 105 sitios. O expoente 7 ¢ finito
para frequéncias nao nulas e vai a zero de forma quadratica (7 o< w?) para w — 0
(ver inset).

w? para a = 0. Observe que £(w? = 0)/N permanece finito no limite termodinamico
entretanto, para qualquer frequéncia nao nula os modos vibracionais sao localizados
com £/N — 0, N — oo. Estes resultados para a func¢do participagdo confirmam os
resultados obtidos através do calculo do expoente de Lyapunov. Para investigarmos
os efeitos de correlagoes de longo alcance na desordem calculamos o expoente de
Lyapunov e a razao participagao para o > 0. A figura 3.5(a) mostrar o expoente de
Lyapunov como func¢ao de w? para a = 0.75 ¢ N = 2 x 105. A fig 3.5(b) mostrar
a razdo participacdo versus w? para o = 0.75 e N = 200, 400, 800, 1600. Apesar do
expoente de Lyapunov 7 ser muito pequeno na regiao de baixas frequéncias, a razao
participacao rescalada se anula para w? > 0 e N grande. Portanto, todos os modos

com frequéncia nao nula permanecem localizados. N6s obtemos este mesmo resulta-
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Figura 3.4: Razao participacao rescalada pelo tamanho da cadeia (§/N) versus
w? para a = 0 (massas aleatérias sem correlagao). Em nossos estudos numéricos
utilizamos cadeias com N = 200, 400, 800, 1600. Para modos vibracionais com w > 0,
&/N — 0 quando N diverge. Este resultado confirma a natureza localizada destes
modos.

dos para todos os valores do parametro de correlacao a < 1. Entretanto, a natureza
dos modos muda drasticamente quando o > 1. A figura 3.6(a) mostra y versus w?
para o = 1.5 e N = 2 x 10° sitios. O expoente de Lyapunov se anula dentro de uma
faixa finita de frequéncias. Este resultado é um forte indicio numérico que este sis-
tema apresenta modos vibracionais estendidos. A razdo participagdo rescalada £/N
[ver figura 3.6(b)] apresenta um colapso bem definido na regiao de baixa frequéncia.
Este resultado é mais um forte indicio que o sistema apresenta uma fase de modos
vibracionais estendidos e que esta fase é estavel no limite termodinamico.

Na cadeia harmoénica com desordem nao correlacionada a localizacao dos

modos ¢ um dos mecanismos fundamentais que controla o transporte de energia, e
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Figura 3.5: (a) Expoente de Lyapunov v versus w? para @ = 0.75 e N = 2 x
10° sites. (b) Razao participagao rescalada £/N versus w? para a = 0.75 e N =
200,400, 800, 1600. O expoente de Lyapunov 7, no inicio da banda, é muito pequeno
quando « é préoximo de 1. Entretanto, todos os modos com w > 0 sao localizados
pois £/N — 0 quando N diverge.

portanto, a condutividade térmica na cadeia harmonica. A presenca destes modos
vibracionais nao espalhados pode alterar o transporte de energia. Na préxima se¢ao
estudaremos diretamente os efeitos destas correlacoes sobre o transporte de energia

na cadeia harmonica.

3.4 Transporte de Energia

Para estudarmos a evolucao temporal da energia nesta cadeia harmonica

vamos calcular o segundo momento da distribuigao espacial de energia [77, 79]. Esta
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Figura 3.6: (a) Expoente de Lyapunov v versus w? para a = 1.5 ¢ N = 2 x 105
sitios. 7y se anula dentro de uma faixa de frequéncias, revelando a presenca de modos
vibracionais extendidos. (b) Razao participacao rescalada £/N como fungao de w?
para o = 1.5 e N = 200, 400, 800, 1600. A fase de modos vibracionais extendidos é
confirmada pelo colapso da participacao na regiao de frequéncia baixa.

quantidade estd relacionada com a condutividade térmica pela férmula de Kubo [87,
77]. Vamos considerar que o Hamiltoniano cldssico H da cadeia harménica pode ser

escrito como

H=> ha(t), (3.9)

onde a energia hy,(t) é a por¢do da energia total sobre a massa do sitio n (m,). A
energia hy,(t) é igual a energia potencial das molas que estao acopladas na massa m,,

mais a energia cinética desta massa. Logo podemos escrever uma expressao formal
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para hy,(t):
2

hlt) = 5+ Qs — Q)7 + (@0 Qu)). (3.10)

- 2m,

Os termos P, e @), representam o momento e o deslocamento da massa no sitio n.
As equacoes de movimento para P, e (), podem ser obtidas a partir das equacoes

de Hamilton abaixo:

Pn(t) = _aaéln = ﬁn[(Qn—H - Qn) - (Qn - Qn—l)]; (311)
Qu(t) = gg = P;‘,Lf) (3.12)

A razdo h,(t)/H entre a energia concentrada no sitio n (h,(t)) e a energia
total do sistema H pode ser utilizada para definir o segundo momento da distribui¢ao
espacial de energia Ms(t) [77]. Em ¢t = 0 a energia H é introduzida na cadeia
através de uma perturbacao, esta perturbacao pode ser dada ao sistema através de
um impulso (P) sobre uma dada massa da cadeia (P,, = P%,,5,) ou através de um
deslocamento (QQ) em uma massa da cadeia (Qn, = Q°n,). Logo podemos escrever

M, (t) como sendo
N

My(t) = 3" (0 = o)l (t)/H]), (313)

n=1

onde ng ¢ o sitio da cadeia onde inicialmente (¢ = 0) a perturbacdo ocorreu. Vamos
aplicar um formalismo de integragao numérica para resolver as equagoes diferenciais
para P(t) e Q(t) (Egs. (3.11) e (3.12)) e calcular h(t) através da Eq. (3.10). Para
realizar a integragao deste sistema de equagoes iremos utilizar o algoritmo de Runge-
Kutta de quarta ordem com incremento temporal At. Durante a integracdo vamos
calcular também a energia total H(t) através da Eq. (3.9) e comparar com a energia

inicial da cadeia H (¢t = 0). A razdo entre estas duas quantidades define o incremento
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temporal At exigido durante a integragdo. Vamos ajustar o incremento dentro do
intervalo 107° < At < 1073 de modo que |1 — H(t)/H(t = 0)| < 10~ em todos
nossos calculos. O segundo momento da distribuigao espacial Ms(¢) tem a mesma
importancia que o desvio médio quadratico do pacote eletronico em cristais ou ma-
teriais amorfos [77]. Em uma dada cadeia harmonica onde a energia foi introduzida
através de uma condicgdo inicial de impulso, a energia se propaga mais rapido do que
em cadeias com excitacao inicial tipo deslocamento. Este resultado foi validado por
argumentos analiticos e cdlculos numéricos [77, 79]. Vamos calcular numericamente
M, (t) para vérios valores do pardmetro « e considerar os dois tipos de condi¢io

inicial: Excitacao inicial tipo impulso e Excitacao inicial tipo deslocamento.

Ezcitacao inicial tipo impulso

Vamos considerar a mesma cadeia harmonica descrita na secao 3.3. As con-
stantes de forca sdo todas iguais a 1 (3, = 1) e as massas sao geradas a partir
da Eq. (3.8). Introduziremos um impulso inicial no centro da cadeia P, (t = 0) =
Ong,n/2 € estudaremos numericamente a evolugdo da energia. Em nosso cdlculos
para a = 0 vamos utilizar o método da cadeia auto-expandida com tamanho inicial
N = 1000 para eliminar os efeitos de bordas. Durante a integra¢ao numérica va-
mos manter a fragdo da energia nas bordas da cadeia [hy(t)/H e hy(t)/H] menores

que 107300

em todos os tempos da integracao. Para qualquer o > 0 nao é possivel
utilizar o método de cadeia auto-expandida, portanto vamos utilizar uma cadeia
grande com N = 10000 massas e interromper a integracdo quando as quantidades
[ho(t)/H e hy(t)/H] excederem 1073%°. A figura 3.7 mostra o segundo momento

da distribuigdo de energia rescalado M,(t)/t'® versus tempo ¢ para a = 0 (linha
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Figura 3.7: Segundo momento da distribuigao de energia rescalado M,(t)/t'-5 versus
tempo ¢ para @ = 0 (linha pontilhada) e @ = 0.75 (linha tracejada) com condigao
inicial tipo impulso. Para 0 < a < 1 nés encontramos apenas um comportamento
superdifusivo no limite de tempos longos.

pontilhada) e & = 0.75 (linha tracejada). O caso (« = 0) corresponde a uma cadeia
com massas aleatérias sem correlacdo e a = 0.75 a uma cadeia com distribuicao de
massas com um fraco grau de correlagoes. Como podemos ver, nés encontramos um
comportamento superdifusivo para o = 0. Este resultado estd de acordo com os re-
sultados analiticos e numéricos para o transporte de energia em cadeias harmonicas
com massas ndo correlacionadas e excita¢do inicial tipo impulso [77]. Para o = 0.75
o segundo momento da distribuicao de energia ainda apresenta um comportamento
superdifusivo Ms(t) oc t15, pois o grau de correlagdo nas massas ¢ fraco. Por outro

lado, para o > 1, nés encontramos uma mudanca no tipo de transporte de ener-
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Figura 3.8: Segundo momento da distribui¢ao de energia rescalado Ms(t)/t? versus
tempo ¢ para o = 1.5 (linha pontilhada) e & = 2.0 (linha tracejada) com condicao
inicial tipo impulso. Para o« > 1 temos um comportamento balistico no limite de
tempos longos.

gia. A figura 3.8 mostra o segundo momento da distribuicao de energia rescalado
M,y(t)/t?, para « = 1.5 (linha pontilhada) e @ = 2.0 (linha tragejada). No regime
de a > 1 nés mostramos na secao 3.3 que esta cadeia harmodnica apresenta uma
fase de modos vibracionais estendidos na regiao de baixas frequéncias. Associado
a estes estados estendidos o segundo momento M,(t) apresenta um comportamento

balistico.

Ezcitacdo inicial tipo deslocamento
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Figura 3.9: Segundo momento da distribuigao de energia rescalado My(t)/t%5 versus
tempo ¢ para « = O(linha pontilhada) e & = 0.75 (linha tracejada) com condigao
inicial tipo deslocamento. O comportamento subdifusivo é encontrado no limite de
tempos longos.

O comportamento dindmico do segundo momento Ms(t) em cadeias harménicas
com desordem nao correlacionada e condigao inicial tipo deslocamento é completa-
mente diferente do comportamento dindmico de M(t) no caso de condicao inicial
tipo impulso [77, 79]. De fato, através de um formalismo analitico foi mostrado
que My(t) o< t°° em uma cadeia harmonica com desordem nao correlacionada e
condicao inicial tipo deslocamento [77]. Este comportamento subdifusivo também
foi obtido através de técnicas numéricas. Para o = 0 (linha pontilhada) nés repro-

duzimos este comportamento, como podemos ver na figura 3.8 através do segundo

Departamento de Fisica - UFPE



3.4 Transporte de Energia 87

O.lIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII|IIIIIIIII
a=1.5
--0=2.0
N
t
- ™~ e e e e e =
 005F ...
S T
>
0IIIIIIIII|IIIIIIIII|IIIIIIIII|IIIIIIIII
0 1000 2000 3000 4000

t

Figura 3.10: Segundo momento da distribuigio de energia rescalado My(t)/t? versus
tempo ¢t para o = 1.5 (linha pontilhada) e & = 2.0 (linha tracejada ) com condigao
inicial tipo deslocamento. Para a > 1 nds encontramos um comportamento balistico
no limite de tempos longos.

%5 versus tempo t com condicdo inicial tipo deslocamento

momento rescalado M,(t)/
Qno(t = 0) = 0pny,n/2. Ainda na figura 3.9 podemos ver o segundo momento resca-
lado, Mo(t)/t%°, para o = 0.75 (linha tracejada). Em nossos cdlculos numéricos
nés encontramos que este comportamento subdifusivo Ms(t) oc t°° é mantido para
0 < a < 1. Para correlagdes fortes (o > 1), que induzem novos modos vibra-
cionais estendidos, o transporte de energia é mais rapido do que neste regime sub-
difusivo. Nossos cédlculos numéricos indicam que para a > 1 o segundo momento

M, (t) novamente assume um comportamento balistico, M(t) oc ¢?, como mostra

a figura 3.10. O segundo momento esta relacionado com a constante de difusao
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na cadeia e esta, por sua vez, relacionada com a condutividade térmica através da
férmula de Kubo [87]. Portanto, o transporte de energia balistico na cadeia no
regime de o > 1 pode influenciar fortemente a condutividade térmica de cadeias

harmonicas desordenadas.
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Capitulo 4

Modelo de Anderson com
Correlacoes de Longo Alcance :

Novos Resultados

4.1 Modelo de Anderson 1d com Correlagoes de

Longo Alcance:Novos Resultados

Como apresentamos na secao 1.3.2 do capitulo 1, o modelo de Anderson 1d
com correlagoes de longo alcance nas energias foi estudado na Ref. [21]. Neste sis-
tema a sequéncia de energias dos sitios ¢; foi gerada através de um formalismo de
transformada de Fourier discreta e apresenta um espectro de poténcia S(k) o< 1/k*.
Para a > 2 e considerando a variancia das energias fixa Ae¢; = 1, este sistema apre-

senta uma transi¢do metal isolante [21]. A existéncia desta transigio foi question-
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ada na Ref.[90]. Neste trabalho, os autores publicaram um estudo sobre a natureza
dos estados eletronicos neste modelo quando a variancia nao é normalizada. Eles
concluiram que, se a variancia diverge, os estados sao localizados e somente se a
variancia é fixa existe uma transicao de estados localizados para estados aparente-
mente estendidos [90]. O primeiro resultado encontrado por eles, estados locali-
zados para varidncia grande, nada mais é que um dos resultados da teoria usual
de localizacao. Mesmo no modelo de Anderson 3d, os estados sao localizados se a
variancia ou a largura da desordem W for grande comparada com a amplitude de
hopping (W >>t) [2]. A segunda conjectura apresentada na Ref. [90], transicao de
estados localizados para estados aparentemente estendidos, é baseada numa critica
ao procedimento de normalizacao da variancia das energias dos sitios utilizado na
Ref. [21]. Eles concluiram de forma erronea que a normaliza¢do imposta gera uma
suavizacao da desordem, e que esta suavizacao da desordem é responsavel por estados
aparentemente estendidos. O procedimento de normalizagao é necessario somente
para manter a largura da banda de estados permitidos ou seja, a faixa de energias B
onde a densidade de estados é diferente de zero, fixa no limite termodinamico. Se a
largura ou variancia da distribuicao de desordem depender do tamanho do sistema
a largura B da banda de estados também dependerd. Com a variancia da desor-
dem fixa, o sistema apresenta, no limite de N — oo, uma desordem macroscopica e
largura da banda de estados independente do tamanho da cadeia [21]. Mais recente-
mente um extensivo estudo da resistividade deste modelo [21] mostrou que os estados
estendidos tém resisténcia nula e que a origem deste comportamento esta ligado as
correlagoes de longo alcance na desordem [62]. Nesta se¢do vamos apresentar um
estudo adicional sobre a natureza dos estados eletronicos no modelo de Anderson

1d com correlacoes de longo alcance. Vamos calcular o coeficiente de transmissao
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deste modelo e mostrar que os estados estendidos, obtidos através do cdalculo do
expoente de Lyapunov [21], tém transmitancia maxima |t(F)| &~ 1. Utilizando este
formalismo mostraremos que o valor critico (o, = 2) encontrado na referéncia [21]
depende de uma forma especial da variancia da distribui¢ao Ae;, nao sendo portanto

uma caracteristica universal do modelo.

4.1.1 Coeficiente de Transmissao

O coeficiente de transmissao ou transmitancia ¢(F) do modelo de Ander-
son com desordem nao correlacionada apresenta um decaimento exponencial com o
comprimento do sistema N. Este resultado, que foi demonstrado por Ishii [73], estd
de acordo com a presenca de estados exponencialmente localizados neste sistema.
Vamos calcular o coeficiente de transmissao para este sistema com desordem correla-
cionada utilizando um formalismo de matriz de transferéncia. Consideraremos um
sistema com niumero infinito de sitios, —oco < n < oco. Vamos considerar também

que nosso sistema esta divido em trés partes cujos hamiltonianos podem ser escritos

como [91]:
n=1

H, = Z t(ln ><n+1]+n—1><nl|), —-oco<n<l,
n=—00
N

H, = Zen|n ><n|+ [thpiiln ><n+ 1+ t,14n><n—1|], 2<n <N,
=2
nnZOO

H; = Z t(ln><n+1l+|n—1><n|), N+1l<n<oo. (4.1)
n=N+1

Os seja, entre os sitios 2 e N temos o modelo de Anderson. O restante do sistema
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é composto de dois condutores perfeitos sem desordem. Os autoestados de H; e Hj

sao ondas de Block que podem ser escritas como

cn = Ae'*" 4 Be —oo < n <1, (4.2)

cn = Ce*™ 4 De n ,N+1<n<o0. (4.3)

De acordo com a Eq. (1.23) da se¢@o 1.3.1 a amplitude da funcdo de onda nos sitios
N+1e N +2 esta relacionada com as amplitudes nos sitios 0 e 1 através do produto

de todas as matrizes de transferéncia:

N+1

C C
N+2 _ H T,l 1 (44)
=1

CN+1 Co

onde Qni1 = Hl]\:{l T, é o produto das matrizes de transferéncia. Substituindo as

Egs. (4.2) e (4.3) na tltima equagdo, temos,

Ce,‘k(]v.m) +D€—ik(N+2) Aetk +Be—ik
Cezlc(N-{—l) + De~tk(N+1) A+ B

Para escrever a Eq. (4.5) de outra forma vamos definir as seguintes matrizes S(k) e

M(k,N):

etk ik
S(k) = , (4.6)
1 1
e
e—ik(N—i—l) 0
M(k,N) = 4.7
(k, N) 0 cik(N+1) (4.7)
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Utilizando estas matrizes podemos escrever facilmente as identidades a seguir:

Ae™* + Be™* B
= S(k) : (4.8)
A+ B A
Ceik(N+2) 4 De—ik(N+2) D
| | — M(k, N)S(K) . (4.9)
Cezk(N—H) + De—zk(N—H) C

Vamos substituir estas duas tltimas identidades na Eq. (4.5),

D B
M NSE) || =@vasi | (4.10)

e multiplicar toda a equagio por S(k) M (k, N)~! para obter

D B
= P(k,N) : (4.11)
C A

A nova matriz de transferéncia P(k, N) pode ser escrita como

eik(N—l—l) 0
P(k,N) = S(k) 'Qni1S(k). (4.12)

0 e—ilc(N+1)
Para calcularmos a transmitancia nés consideramos o elétron movendo-se de —oo
até oo com energia F = 2t cos (k). No trecho n > N +1 s6 existem ondas na dire¢ao

positiva de n, logo D=0. A razdo entre as quantidades |C/A|? é a transmitancia
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t(F) do sistema. Utilizando a Eq. (4.11) podemos escrever ¢(E) como sendo

— Py (k, N)

t(E)| = |P12(]§’N)P11(k,N)

+ Poy(k, N)|>. (4.13)

Vamos aplicar este formalismo para calcular a transmitancia ¢(F) para o
modelo de Anderson 1d com correlagbes de longo alcance. Vamos considerar o
hamiltoniano descrito pela Eq. (1.21) com as energias dos sitios €; descritas pelo trago
do movimento Browniano [Eq. (1.30)]. O mesmo procedimento de normalizagao da
variancia foi utilizado (Ae; = 1). Para ter uma boa estabilidade numérica utilizamos
cadeias com N = 2 x 10° sitios. Se o hamiltoniano apresentar apenas estados
localizados, ou seja, & < 2, nés obtemos sempre uma transmitancia nula t(E) <
1072°. Entretanto, no regime em que este sistema apresenta uma fase metdlica, ou
seja, @ > 2, nés encontramos estados com uma transmitancia méxima [¢(F)| ~ 1.
Os resultados de [t(E)| versus E para o = 2.25,2.5,2.7,3 podem ser observados
na figura 4.1. Numericamente nossos dados tem precisdo de 107 ou seja [t(E)| =
0.9999. Nos também plotamos o expoente de Lyapunov para este sistema. Para
calcularmos o expoente de Lyapunov 7y utilizamos o comportamento assintético do
produto de matrizes de transferéncia Qni1: v = limy_o0(1/N)log|@n+1Co/Col.
Este formalismo j& foi apresentado na secdo 1.3.1. Observe que a fase de estados
cuja transmitancia é maxima, [t(E)| & 1, corresponde exatamente & fase de estados
estendidos prevista pelo calculo do expoente de Lyapunov.

Uma questao importante é saber se o valor critico do parametro de correlagao
a. depende da largura da desordem utilizada. Neste modelo a largura da desordem
é controlada pela varidncia Ae; da distribuicao de desordem. No trabalho original
de Moura e Lyra [21] nao foi analisado se existe alguma dependéncia do valor critico

a, = 2 com a variancia Ae; ou se este valor é universal. A figura 4.2 mostra o
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Figura 4.1: Transmitancia [t(E)| e expoente de Lyapunov vy versus E para sistemas
com parametro de correlagdo o =:(a)2.25, (b) 2.5 (¢)2.7 e (d)3. Todas os sistemas
téem N = 2 x 10° sitios e variancia da distribui¢do de energias Ae; = 1.
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Figura 4.2: (a) Transmitancia |[t(F)| e expoente de Lyapunov + para @ = 1.8 e
a=19e N =2x10° sftios. A variancia destas sequéncias foi normalizada de modo
que Ae; = 0.5. Observe a existéncia de uma fase de estados estendidos no centro da
banda mesmo para o < 2.

coeficiente de transmissdo [t(F)| e o expoente de Lyapunov y para sistemas com
a < 2 e Ag; = 0.5. Observe que o sistema pode apresentar estados estendidos neste
regime de o < 2. Estamos considerando que os estados sao estendidos quando o
Lyapunov 7 é da ordem de 1/N e a transmitancia |t(F)| ~ 1. Para cada valor de
a < 2 existem uma variancia maxima de desordem A e; na qual o sistema ainda
apresenta estados estendidos. Logo uma fase de estados estendidos pode também
ser encontrada quando o < 2 e A¢; < (A¢;).. A dependéncia de o, < 2 com
a variancia (Ae;). é apresentada na figura 4.3. Os simbolos indicam os pontos e
a linha um ajuste nao linear. Nos estudamos varias sequéncias com parametro
de correlacao 1.5 < a, < 2. Utilizando « neste intervalo as variancias criticas

(A€;). encontradas foram sempre maiores que 0.1. Dentro deste intervalo de valores
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18

16

0.3 0.9

(Be).

Figura 4.3: Parametro de correlagao critico «, versus variancia critica (Ae;).. Os
simbolos indicam os dados numéricos e a linha cheia indica um ajuste exponencial.

utilizados 1.5 < a, < 2 e 0.1 < (A¢j), < 1.0 nds fizemos uma andlise dos dados
numéricos através de um procedimento de ajuste exponencial (linha cheia na figura
4.3). Nosso melhor ajuste sugere que «, dependa exponencialmente da variancia

critica (Ag;).:
o, = o + g exp [Bo(A¢€j), 0.1 < (Aej). < 1.0, (4.14)

onde oy = 0.576077, g = 0.783665 e¢ [y = 0.59749. Entretanto nés nao temos

nenhum argumento analitico que corrobore esta dependéncia.
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4.1.2 Dinamica Eletronica

Nesta secao vamos estudar o dinamica do elétron no modelo de Anderson
com correlacoes de longo alcance. Como foi discutido na sec¢ao 1.2.2, a dinamica de
um elétron em sistemas desordenados representa uma forte assinatura da natureza
localizada ou estendida dos autoestados do Hamiltoniano. Vamos calcular a proba-
bilidade de retorno até a origem P(t) e o desvio médio quadritico oo(t) para o
modelo de Anderson e estudar os efeitos das correlacdes de longo alcance sobre a
dinamica. O procedimento para se calcular estas quantidades foi descrito na secdo
1.22 e consiste basicamente em considerar que em ¢ = (, o elétron é colocado no sitio
m de modo que |c,(t = 0)]> =1, ¢;(t = 0) = 0 para i # m. c¢; sdo as amplitudes
da funcao de onda no sitio j. A equacao que governa a dinamica eletronica neste
sistema é a equacao de Shroedinger dependente do tempo:

de;(t)
dt

ih = €¢(t) + 116100 + 5 (8), §=1,2,..N. (4.15)

A probabilidade de retorno até a origem P(t) é dada por
P(t) = |en(t)]%, (4.16)

e o desvio médio quadratico é dado por

N

o?(t) =Y (i —m)?|ci(t) | (4.17)

i=1

Se a probabilidade P (o) de se encontrar o elétron no sitio m no limite de ¢ — oo for

zero, isto é, P(00) = |cp(t — 00)[? = 0, o elétron foi difundido através da cadeia. Se
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Figura 4.4: (a)Probabilidade de retorno até a origem P(t). (b) Desvio médio
quadrético rescalado o?(t)/t? para a = 0,1.5,2.5 ¢ N = 15000 sitios. Observe
que, para a = 2.5, P(t) vai rapidamente a zero e o2(t) oc t2.

P(o0) # 0, entdo o elétron nao foi difundido por toda a rede e pode ser encontrado
no sitio m e nas vizinhangas de m. O desvio médio quadrético oy(t) é uma medida
do alargamento do pacote eletronico neste sistema. Como ja apresentado no capitulo
2 o desvio médio quadratico das ondas de spin apresenta um alargamento balistico
se os estados sdo estendidos. Uma maneira direta de obter as amplitudes da funcéo
de onda eletronica c;(t) é fazer a integragdo numérica do conjunto de equagdes de
movimento Eq. (4.15) usando o método de Runge-Kutta. Durante a integracdo
numérica vamos calcular a integral da funcdo de onda I(t) = Ejvzl lcj(t)|?. Para
garantir a precisdo numérica desejada neste calculo (]7(¢)—1| < 107'%) vamos aplicar
o formalismo de Runge-Kutta com intervalos de tempos At < 1072, O sitio m serd
escolhido como o centro da cadeia m = N/2. Para evitar os efeitos de borda vamos

utilizar sistemas com N > 10* e interromper a integracio numérica quando uma das
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probabilidades |c; (¢)|? e |en ()| for maior que zero. Consideraremos que as energias
dos sitios sdo descritas pelo traco do movimento Browniano fraciondrio Eq. (1.30)
e as amplitudes de hopping sao todas iguais a unidade ¢;;11 =t = 1. A Fig. 44
mostra a probabilidade de retorno até a origem, P(t), e o desvio médio quadratico
rescalado o?(t)/t? para o = 0,1.5,2.5 ¢ N = 15000 sitios. Observe que para a < 2
a probabilidade de retorno apresenta um comportamento oscilatorio, enquanto que
para a = 2.5, P(t) rapidamente vai para zero. Para qualquer o < 2 o desvio médio
quadratico apresenta um comportamento tipico de localizacdo: o2(t) = constante
quando ¢ — oco. Para a = 2.5 o desvio quadrdtico médio o?(t) apresenta um
comportamento balistico, o%(t) o t?, em todos os tempos estudados. Portanto, os
estados estendidos apresentados na Ref. [21] tém coeficiente de transmissao t(F) =~ 1
e apresentam uma dinamica balistica. Em nossa opiniao estes resultados refurtam
dividas na literatura [90] sobre a veracidade da transi¢do metal-isolante induzida

por correlagoes de longo alcance [21] em sistemas unidimensionais.

4.2 Correlacoes de Longo Alcance no Modelo de

Anderson 2d

Nesta secao vamos apresentar algumas generalizacoes do modelo de Ander-
son unidimensional com desordem correlacionada proposto nas referéncias [21, 22]
para o caso bidimensional. Em 1999 Xiong at al [25] apresentaram uma primeira

generalizacao para o caso 2d. Eles consideraram o Hamiltoniano de Anderson num
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Figura 4.5:
plano x — y

H=> epmlim><im|+t Y (lim><jn|+|jn ><im|) (4.18)

2,m <im,jn>

onde 7 e m sao nimeros inteiros que representam respectivamente as posicoes = e y
dos sitios no plano. < im, jn > é uma notacao para indicar que a soma é feita sobre
os primeiros vizinhos e €, é a energia do sitos (i, m). A amplitude de hopping ¢ é a
unidade de energia. Os autores [25] consideram que o sistema tem a forma de uma
longa faixa com a direcao y muito maior que a direcao z. Um exemplo ilustrativo
desta geometria pode ser visto na Fig. 4.5. O estudo do Hamiltoniano de Anderson
em uma geometria quasi-unidimensional como esta (uma faixa NxM com N >> M)
foi objeto de grande interesse na década de 80 [5] devido a possibilidade de se calcular
o comprimento de localizacio dos autoestados em longas faixas, tipicamente N > 10°
e M < 100, e extrapolar o comportamento obtido nesta geometria N x M para uma

geometria verdadeiramente 2d (uma caixa N X N). Esta extrapolagio é feita através
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de uma andlise de tamanhos finitos [5]. Os métodos numéricos para se calcular o
comprimento de localizagao nesta geometria serao apresentados na proxima seccao.
As correlacoes de longo alcance foram introduzidas na direcao maior através da
seguinte superposicao:

onde v;,, sao numeros aleatérios que obedecem a uma, distribui¢ao uniforme e sao es-
colhidos dentro do intervalo [-W/2, W/2]. O termo 7, é uma sequéncia de energias

correlacionadas definidas pelo trago do movimento Browniano fracionario

N/2
Cla 2mmk
N = Z k(—a) cos ( N + q5k> (4.20)
k=1

Portanto, este sistema apresenta correlacdes de longo alcance na dire¢do maior
(dire¢ao y). Para se calcular o comprimento de localiza¢do os autores utilizaram
um formalismo de matriz de transferéncia bidimensional [25, 5] que serd apresen-

tado na proxima secgao.

4.2.1 Métodos Numéricos

(a) Método de Matriz de Transferéncia 2d

O formalismo de Matriz de Tranferéncia tem sido bastante utilizando no
calculo do comprimento de localizacao A para o modelo de Anderson 2D. Existem
varias vantagens em utilizar este método mas, sem duvida alguma, a maior delas
é que nao é necessario calcular os autoestados do Hamiltoniano. Outro aspecto

interessante do formalismo de matriz de transferéncia é que a precisao numérica no
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calculo de A pode ser controlada durante o procedimento. Em outro caso, onde os
autoestados do Hamiltoniano Eq. (4.18) sdo calculados através de diagonalizagio
numeérica o erro é estimado apés o calculo e, em geral, sao necessarias médias sobre
varias amostras para se reduzir a flutuacao nas quantidades fisicas. O ponto de
partida para se deduzir o formalismo de matriz de transferencia é escrever a equacao

de Shroedinger estacionaria (H|® >= E|® >):

tigr1cipr = (B — Hy)ei — ti1i6im1. (4.21)

No caso unidimensonal c¢;;1, ¢; e ¢;_; representam respectivamente as amplitudes
da fungdo de onda |® > nos sitios i + 1, i e ¢ — 1. O termo t;_;; representa o
hopping entre os sitios 1 — 1 e 7, ¢; ;41 representa o hopping entre os sitiostei+1 e
H; representa a energia do sitio. Vamos considerar que o sistema tem a geometria
igual a uma tira N x M onda N >> M (ver figura 4.5). Entao vamos generalizar
a Eq. (4.21) definindo a classe de vetores ¢ onde ¢ = 1,..., N. Um dado vetor &,
contém as M amplitudes da funcao de onda sobre a linha m do sistema. A equacao

Eq. (4.21) pode ser escrita como

tiit1Cin = (BI— Hy)6 — tio1,Ci-1, (4.22)

onde t;;y; agora é uma matriz M x M cuja diagonal representa os M termos de
hopping entre as linhas 7 e 1+ 1, H; é uma matriz tridiadonal M x M que representa

o Hamiltoniano da i-ésima linha isolada, como se ela nao estivesse acoplada com o
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sistema. Podemos escrever esta iltima equagao da seguinte forma matricial:

., i1, =,
Cit+1 N t¢,3+1 (ET—-H;) — ti’i‘l"l Ci (4.23)
é'z' I 0 é'i—l

Desta forma podemos definir a matriz de transférencia para este sistema 2d:

1 (EI _ Hz) ti—1,

T, = tiit1 T tiit ’ (4.24)
I 0
EN 51 N 61
) = TNTn1Tn2-To | | =][Tm| _ |- (4.25)
CN-1 Co n=1 Co

A matriz Qy = szl T, é o produto de todas as matrizes de transferéncia do
sistema. Observe que para se calcular cada matriz 7T, é necessario inverter a matriz
de hopping t,, 41, 0 que nao causa problema pois esta é diagonal. O teorema de
Oseledec [5] se aplica a matriz Q@ e prevé a existéncia da matriz limite I' definida

por:

I'= lim (Q4Qn)™, (4.26)

cujo logaritmo natural dos autovalores de I' sdo os expoentes de Lyapunov da ma-
triz de transférencia Q. O menor expoente de Lyapunov é o comprimento de
localizagao A\. Em principio precisamos apenas calcular o produto de todas as ma-
trizes de transferéncia para N grande, calcular a matriz ' e fazer uma diagonalizacao
numérica. Infelizmente o procedimento numérico é relativamente complexo, os au-

tovalores de QLQN crescem em diferentes taxas de modo que o menor autovalor, a
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partir do qual vamos calcular o comprimento de localizacao, torna-se comparavel a
erros numéricos. Esta dificuldade pode ser removida aplicando-se um procedimento
de ortonormalizacao sobre as colunas B; do produto matricial Q. O procedimento

deve ser aplicado a cada nj; multiplicacoes

B; = [B;—) (B;j-B)Bj]/o", (4.27)
j<t
onde
b9 = |B;=) (B;- Bi)Bl. (4.28)
j<t

Logo, cada coluna de @Qn é ortonormalizada em relagao as outras. No limite de N
grande a primeira coluna converge para o autovetor correspondente ao maior auto-
valor, a segunda coluna converge para o autovetor correspondente ao segundo maior
autovalor e assim por diante. A matriz (Q apresenta um conjunto de M pares de
autovalores [5, 92|, por isso a M-ésima coluna da matriz @ y representara o autovetor
relacionado com o menor autovalor de Q. O comprimento de localizagao A, para
a faixa com largura M pode ser encontrado a partir deste menor autovalor [5, 92],

que pode ser calculado recursivamente:

M o= b M (4.29)
. N

Entretanto, se IV é finito as expressoes acima fornecem um valor aproximado de A,
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com erro estimado a partir da seguinte equacao [92]:

Ay [ CM 1
= n_o_ 4.31
W @E Ny’ (4.31)

onde CM ¢ calculado durante o processo recursivo usando a expressao

CM = (InbM)* + CM ., (4.32)
e o termo Ny que aparece na Eq. (4.31) é o nimero de vezes que o processo de
ortonormalizagao foi aplicado. O intervalo nj, entre as ortonormalizagoes pode ser
ajustado durante o calculo recursivo. Tipicamente n,, é ajustado entre 5 < ny, < 20
de maneira a obter um erro estatistico aceitavel (AXy /Ay < 5%). Este formalismo
de matriz de transferéncia tem uma limitacao para o caso de hopping nulos onde a
matriz de hopping é nao singular. Esta dificuldade foi contornada por Mackinnon [5,
92] através de um método de fungdes de Green para calcular o comprimento de
localizacdo de um sistema quasi-unidimensional que apresente hopping nulos. Uma

discussao mais detalhada sobre este método pode ser encontrada na Ref. [39].

(b) Método de Funcées de Green

O sistema sob estudo é a mesma tira longa N x M mostrada na figura 4.5
onde M é a largura da tira e N >> M é o seu comprimento. Denotando H” pelo

hamiltoniano da tira de tamanho N x M, o hamiltoniano resultante apés a adicdo
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de mais uma fatia pode ser escrito como [5, 92, 39]
HN*' = HY + Viy o1 + Hyio, (4.33)

onde Vy ni1 € a matriz dos hoppings que acopla a (N + 1)-ésima fatia ao sistema
com N fatias. O termo HY}, é o hamiltoniano da (N + 1)-ésima fatia isolada. A
funcao de Green para o sistema de tamanho N + 1, G¥*!, é determinada a partir
da funcdo de Green para o sistema do tamanho N (GV), e da funcao de Green
para a fatia isolada, G°. A matriz de Green que relaciona a primeira fatia (1) e a

(N + 1)-ésima fatia pode ser calculada pelas seguintes equagoes [5, 92, 39]:

Gg]j\:rli = G{\,[NVN,N+1G%+1,N+17 (4.34)
G%—TJ)\]JA = (El - HR]+1,N+1 - VN,N+IG%,NV]€N+1)_17 (4-35)
Gi, =1, (4.36)
Gg,o = 0. (4.37)

O resolvente G, pode ser usado para definir o coeficiente de Lyapunov yu(E
1,N

(inverso do comprimento de localizagdo) para uma tira N x M [5, 92, 39]:

1 1 1
Yu(E) = — = —= lim ~ In Tr|GY v [*. (4.38)

)\M 2N—)OO

Este método nao necessita de um procedimento de ortonormalizacao como no
caso da matriz de transferéncia entretanto, requer a inversao de matrizes M x M
nao esparcas a cada interacao. Isto torna o processo mais lento que a matriz de
transferéncia e também pode acumular erros numéricos se a rotina de inversao nao

for suficientemente precisa. Para inverter as matrizes da Eq. (4.35) utilizaremos a
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Figura 4.6: O comprimento de localizacao rescalado Ay;/M versus W para E = 0,
a=15e M =12,24,36,48. As curvas de \y;/M para valores de M menores estao
sempre por cima das curvas de Ay;/M para valores maiores.

rotina do livro numerical recipes [89].

Vamos testar estes métodos numéricos reproduzindo os resultados de Xiong
et al [25]. Consideraremos o Hamiltoniano descrito pela Eq. (4.18) com amplitude
de hopping ¢ = 1 e energias dos sitios descritas pela Eq. (4.19). Vamos estudar o
comportamento do comprimento de localizacao Ay, em funcao da largura da faixa
M e da largura da desordem W associada com as energias v;,,. Consideraremos
a energia do elétron como sendo £ = 0 e a sequéncia com correlagoes 7, definida
pela Eq. (4.20), com N > 10° e utilizaremos os formalismos do método de matriz
de transferéncia e de funcoes de Green. Com estas prescri¢oes obtivemos os mesmos
resultados para Ay, através dos dois métodos. A figura 4.6 mostra o comprimento

de localizagio rescalado Ay /M versus W para E =0, a = 1.5 e M = 12,24, 36, 48.
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GO M=12
o8 M=24

A M

Figura 4.7: O comprimento de localizacao rescalado Ay;/M versus W para E = 0,
a=25e M=12,24,36,48. Para W < 3 as curvas de A\j;/M colapsam para difer-
entes valores de M. Este colapso é um forte indicio da presenca estados estendidos
neste sistema.

Observe que dentro das flutuagdes numéricas as curvas de A\y/M para valores de
M menores estdo sempre por cima das curvas de \y/M para valores maiores. Isto
indica que no limite termodinamico ( M — o) néo existem estados estendidos com
desordem fixa W. A figura 4.7 mostra o comprimento de localizaco rescalado Ay, /M
versus W para £ = 0, a = 2.5 e M = 12,24,36,48. Observe que para qualquer
largura de desordem W < W, & 3 as curvas de Ay /M colapsam para diferentes
valores de M. Este resultado é um forte indicio numérico que existem estados
estendidos neste sistema pois Ay, diverge com M. A existéncia de estados neste
modelo foi analisada pelos autores da Ref. [25] para uma largura de desordem fixa,

por exemplo W = 2. A figura 4.8 mostra o comprimento de localizacao rescalado
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A ,M

E

Figura 4.8: O comprimento de localizagao rescalado Ay;/M versus E para a = 2.5,
W =20e M =12,24,36,48,60. Para F < 2 as curvas de A\y;/M colapsam para
diferentes valores de M confirmando a existéncia de estados estendidos neste modelo.

Ay/M versus E para o« = 2.5, W = 2.0 e M = 12,24,36,48,60. Observe que
o comprimento de localizacao apresenta um comportamento semelhante ao apre-
sentado na fig 4.7: para F < E, ~ 2 as curvas de \y;/M colapsam para diferentes
valores de M. Com estes resultados foi concluido que este sistema apresenta uma
transicao metal-solante em a, = 2 e para desordem W, &~ 3. A ordem da transicao
foi estudada através de uma andlise de tamanho finito [5, 92] feita sobre os dados

da Fig. 4.8.
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4.2.2 Analise de Tamanho Finito

Para extrapolar as propriedades de localizacao obtidas a partir de uma ge-
ometria quasi-unidimensional (N x M) para sistemas 2d (N x N) podemos fazer
uma analise do comportamento de escala do comprimento de localizacao rescalado
AMW) = Ay (M, W)/M [5]. A(M,W) é o comprimento de localiza¢do medido
em unidades da largura M da faixa. A andlise consiste em assumir que os efeitos de
uma mudanga de escala em M (M* — bM) ou uma mudanc¢a no grau de desordem
W sobre A(M,W) podem ser representados através de uma tinica fun¢ao universal
de A\oo/M [5]:

AM, W) = f (%") , (4.39)

onde A\, é o comprimento de localizacao no limite termodinamico, ou seja, inde-
pendente da largura M. Vamos medir A\, no modelo de Xiong et al [25] para
exemplificar a andlise de tamanho finito. A figura 4.9(a) mostra um gréafico em es-
cala logaritmica de Ay, /M versus 1/M para diversas energias préximas da energia
critica. Este diagrama foi obtido a partir dos dados da figura 4.8. Para encontrar
a fungéo universal f (As/M) a origem do eixo (In(1/M)) deve ser deslocada para
In(Ax(E))) [5] de forma que as curvas para diferentes energias sejam colapsadas em
uma unica fungao. Isto é, para cada energia E vamos multiplicar o eixo 1/M por
Aoo(E) de maneira a obter o colapso. Este colapso é apresentado na figura 4.9(b).
Um gréfico do comprimento de localizagdo no limite termodindmico A, (F) versus
E — E, é apresentado na figura 4.9(c) onde os simbolos representam os valores de
Ao(E) enquanto que a linha representa um processo de ajuste. O tipo de ajuste

define o ordem da transi¢do entre os estados localizados e estendidos [25, 5. Em
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Figura 4.9: (a) Ay/M versus 1/M para energias préximas da energia critica. (b)
Colapso das diversas curvas de Ay//M. (c¢) Comprimento de localizagdo no limite
termodinamico A\, versus £ — F,.

muitos sistemas desordenados, no modelo de Anderson 3d por exemplo, o compri-
mento de localizacdo apresenta uma divergéncia, préximo da energia critica, tipo

lei de poténcia (A (F) ox (E — E,)~". Neste sistema o comprimento de localizagao
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apresenta uma divergéncia exponencial perto de E, [25]:

Ao X exp (0y//E — E,), (4.40)

onde F, = 2.02 e 6, = 3.89. Esta dependéncia é a assinatura da transicao tipo
Kosterlitz-Thouless. Com estes resultados os autores [25] concluiram que a presenca
de correlacoes de longo alcance em uma das dimensoes de um sistema bidimensional

induz uma transicao tipo Kosterlitz-Thouless.

4.2.3 Correlacoes de Longo Alcance no Plano x — y

Para se estudar os efeitos de correlagoes de longo alcance nas duas direcgoes
de um sistema bidimensional, ou seja correlacoes no plano x —y, vamos considerar o
hamiltoniano da Eq. (4.18) com as energias ¢; ; apresentando uma densidade espec-
tral S(kn,kwn) = (1/4/k% + k3,;)*. Para obtermos uma sequéncia de energias ¢; ;
com esta densidade espectral utilizaremos uma generalizacao do movimento Brow-
niano Fraciondrio para sistemas 2d [93]. A equagao para gerar as energias pode ser

escrita como:

N/2 M2

27?'7;]{31\[ 27T_]kM
€ij = Z Z p(kN,kM) COS( N + M +¢i,j), (441)
kn=1kp=1
onde
2 2 27 —/2 i

Basicamente esta é uma generalizagdo direta da equacao Eq. (1.29), que é uma

transformada de Fourier discreta, para o caso bidimensional. ¢;; sdo N x M fases
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Figura 4.10: Densidade espectral S(|k|) versus |k| obtida numericamente. Observe
o comportamento S(|k|) o< 1/|k|* para o = 0, 1.5, 3.

aleatérias uniformemente distribuidas no intervalo [0,27]. No caso 2d, o expoente
« é dado por @« = 2H + d onde H é o expoente de Hurst H para os incrementos. A
variancia Ag; ; das energias também apresenta uma dependéncia com as dimensoes
(N, M) do sistema. Logo, para obter sequéncias com uma variancia independente do
tamanho do sistema vamos aplicar o mesmo procedimento de normalizacao utilizado
na Ref. [21]. Se N = M vamos apenas remover a dependéncia das componentes de
Fourier com o tamanho do sistema. A equacdo para gerar as energias pode ser

escrita como:

NE e ik 2k s
TEDIDD o +k2 1 08 (o T+ i), (4.43)
kn=1ky= 1

onde a constante C(c) é escolhida de modo que a varianciaseja Ae; ; = 1. Se N # M
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Figura 4.11: (a) Razdo participacdo rescalada £/(NM) versus energia E para a =
1.5e N = M = 30,40, 50, 60 sitios. (b) Razao participagio rescalada /(N M) versus
energia F para a = 1.75 e N = M = 30,40, 50, 60 sitios. Para o < 2 nao existem
estados estendidos neste sistema pois a participacao nao apresenta uma divergéncia
linear com o numero de sitios N M.

o procedimento de normalizacao serd diferente: calcularemos as energias a partir da
Eq. (4.42) e normalizaremos numericamente a varidncia das energias. A Fig. 4.10
mostrar o espectro de poténcia S(|k|) versus |k| = \/k% + k3, da sequéncia gerada
pela Eq. (4.43) para N = M =100 e o = 0, 1.5, 3. Para calcular S(|k|) utilizamos o
formalismo apresentado na Ref. [93], 0 qual consiste em efetuar uma transformada de

Fourier numérica da Eq. (4.43) e calcular o espectro de poténcia através da férmula:
S(|k‘) = |6kNykM‘2’ (444)

onde €, k,, ¢ a transformada de Fourier da Eq. (4.43). Observe na Fig. 4.10 que o

espectro de poténcia obdece exatamente a lei de poténcia S(|k|) o< 1/|k|°.
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Figura 4.12: (a)Razao participacao rescalada /(NM) versus energia E para o =
2.25e N = M = 30,40, 50, 60, 80 sitios. (b)Razao participagao rescalada &/(NM)
versus energia F para « = 3 e N = M = 30,40, 50,60, 80 sitios. Para qualquer
a > 2, o sistema apresenta estados estendidos na regido de baixas energias pois a
razdo participagdo diverge linearmente com o nimero de sitios.

Vamos agora estudar a natureza dos autoestados do Hamiltoniano de Ander-
son em um sistema N x M Eq. (4.18) utilizando um formalismo de diagonaliza¢ao
exata. Escreveremos uma representacdo matricial da Eq. (4.18), efetuaremos a di-
agonalizacao numérica e calcularemos a funcao participagao £ que, para sistemas

bidimensionais, é definida por:

2

Zz’,j Ci,j
4’

=S
Zi,j |cij

(4.45)

onde ¢;; é a amplitude da funcdo de onda (|® >) no sitio (¢,j) do plano (|® >=
Zi,j ¢ j |i,j >). Como apresentamos na secao 1.2.2, a participacdao apresenta uma

divergéncia linear com o numero de sitios do sistema se os estados sdao estendidos.
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Figura 4.13: Diagrama de fase no plano «, E.. Para o > 2 existe uma fase de estados
estendidos no centro da banda.

Devido a dimensionalidade do sistema, nossa diagonalizagdo fica limitada a sistemas
com N e M menores que 100. A representacdo matricial de H (Eq. 4.18) é uma
matriz tridiagonal em blocos. Para efetuar a diagonalizacao de forma mais precisa e
rapida vamos utilizar rotinas apropriadas para matrizes de banda [89]. Centraremos
nossa atencao em sistemas com N = M < 100. Para reduzir as flutuagoes no calculo
da funcao participacao efetuamos médias sobre mais de 50 amostras em todos os
casos estudados. A Fig. 4.11 mostra a participacdo rescalada £/(IN M) versus energia
E para a = 1.5 (Fig. 4.12a) e a = 1.75 (Fig. 4.12b) e N = M = 30,40, 50, 60.
Observe que dentro das flutuagdes numéricas as curvas de £/(INM) para valores
de N e M menores estdo sempre por cima das curvas de £/(NM) para valores
maiores. Isto é um forte indicio que no limite termodindmico (N = M — o0) néo

existem estados estendidos nestes casos. Para a > 2 o resultado é qualitativamente
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diferente. A Fig. 4.12 mostra a participagao rescalada £/(NM) versus energia E
para o = 2.25 (Fig. 4.11a) e o = 3 (Fig. 4.11b). Neste caso estudamos sistema com
dimensoes N = M = 30,40, 50, 60, 80 sitios. Observe que a participacao rescala-
da £/(NM) apresenta um colapso na regiao de baixas energias. Esse resultado
numérico é um forte indicio que estes estados sao estendidos. A figura 4.13 mostra
o diagrama de fases para este modelo. Segundo a teoria de escala para o modelo de
Anderson 2d, os estados sao localizados para qualquer grau de desordem. Nossos
resultados indicam que, na presenca de desordem correlacionada, o sistema pode
apresentar estados estendidos. Portanto, estes indicios numéricos levam a crer que
a teoria de escala é violada se a distribuicao de desordem apresentar correlacoes de
longo alcance. Na préxima secao faremos uma andlise complementar deste problema

através do estudo da dinamica eletronica neste modelo.

4.2.4 Dinamica Eletronica

Apresentaremos nesta se¢ao um estudo sobre a dindmica eletronica em sis-
temas 2d (N x N) com desordem correlacionada. Vamos considerar que o elétron
inicia seu movimento de um sitio (ig, jo) localizado no centro do sistema ou seja,
io = jo = N/2. Vamos considerar que todas as amplitudes de hopping sao iguais
a unidade. O estado eletronico |®(t) > no tempo é governado pela equagao de
Schrodinger. Utilizando a expanséo [®(t) >= >, . ¢;;(t)|i,j > podemos escrever a
equacao de Schrodinger 2d para este sistema:

dCz"j (t)

i
e

= €;,iCij(t) +t(cij1(t) + cijpa(t) + cicrj(t) + cipa5(t)), 4,5 =1,2,..N,
(4.46)
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Semelhante ao estudo que foi feito no sistema 1d, vamos calcular o desvio médio
quadratico do pacote eletronico bidimensional o%(t). Neste caso bidimensional o

desvio médio quadratico é definido por

N N

o*(t) =D Y i —i0)” + (7 — jo) sz (). (4.47)

i=1 j=1

Vamos integrar numericamente o conjunto de equagdes diferencias (Eq. 4.46) uti-
lizando o método de Runge-Kutta. Para controlar a precisao numérica vamos cal-
cular a integral da fungdo de onda no tempo I(t) = 37, .[ci;(t)|*. Neste célculo
vamos utilizar a seguinte precisao numérica |1 — I(¢)| < 1078, Vamos estudar o?(t)
no Modelo de Anderson com correlagoes de longo alcance nas duas direcoes e no
modelo de Anderson bidimensional com correlacoes de longo alcance em uma das
diregdes ou seja, o modelo estudado na Ref. [25]. Inicialmente calcularemos o (t)
para o caso onde as energias de ligacdo ¢; ; sdo geradas pela Eq. (4.43), ou seja, o
sistema com correlacoes nas duas diregoes. Para eliminar os efeitos de borda o ideal
é gerar sistemas grandes (N? > 10) sitios. Entretanto fica dificil gerar um sistema
N x N com N > 1000 através da Eq. (4.43). Neste caso vamos estudar sistemas
menores e fazer uma analise de tamanho finito. Outra deficuldade computacional é
que, devido ao niimero de equagoes no sistema 4.46 (N? equagoes), fica complicado
fazer a integracdo numérica em sistemas grandes, com N? >> 109 sitios, e manter a
precisao desejada. A Fig. 4.14 mostra o desvio médio quadrético rescalado o?(t) /N2
versus o tempo rescalado ¢/N para a = 2.5, a = 3 ¢ N? = 50%, 100%, 200% e 4002
sitios. Observe que as curvas para diferentes valores de N estao colapsadas. Este
colapso sugere que t o« N. Como ¢?(t) oc N?, pois a integragio numérica foi efetu-

ada até o pacote chegar nas bordas do sistema, podemos concluir que o?(t) oc 2.
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Figura 4.14: Desvio médio quadrético rescalado o?(t)/N? versus o tempo rescalado
t/N para o = 2.5 e a = 3. As curvas para diferentes valores de N estao colapsadas
o que sugere uma dinamica balistica o?(t) oc ¢2.

Ou seja para a > 2 nosso resultados numéricos indicam que este sistema apresenta
uma dinamica balistica [0?(t) o 2.

De acordo com a secdo 4.2.3, neste regime de o > 2 a func¢do razdo parti-
cipacao apresenta um colapso na regiao de baixas energias. Estes dois resultados, a
divergéncia da func¢ao participagdo e dindmica balistica representam fortes indicios
de uma verdadeira fase metalica no modelo de Anderson com correlagoes nas duas
diregoes. Nés também estudamos o comportamento de o(t) no modelo proposto
pela Ref. [25]. As energias dos sitios sao obtidas através da superposi¢ao descrita
pela Eq. 4.19. Conforme a Ref. [25] e também nossos cdlculos na se¢do 4.2.1, este
sistema apresenta uma transicao Kosterlitz-Thouless para o > 2 e W < 3 na regiao
de baixas energias £ < FE, ~ 2. Entretanto, nossos cdlculos numéricos para o

desvio médio quadrético mostram uma difusdo normal [oy(¢) o< t] neste sistema.
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Figura 4.15: (a) Desvio médio quadratico rescalado oy(t)/t versus tempo ¢ para
para o modelo de Anderson 2d com correlagoes em uma das direcoes. Nesta figura
a =25 W =20eN = 2000. (b) Desvio médio quadratico rescalado o?(t)/N?
versus o tempo rescalado t/N? para o = 2.5, W = 2 e N = 100, 200 e 400 sitios.
As curvas para diferentes valores de NV estdo colapsadas o que sugere uma dinamica
difusiva o?(t) o t.

A Fig 4.15(a) mostra o desvio médio quadrético rescalado o9(t)/t versus tempo t
para a = 2.5 e W = 2.0. Observe que o sistema apresenta uma difusao normal
para tempos longos. Para confirmar este resultado nés estudamos sistemas menores
e fizemos uma andlise de tamanho finito. A Fig 4.15(b) mostra o desvio médio
quadrético rescalado, oy (t)/N?, versus tempo rescalado, t/N?, com N? = 1007, 200>
e 400? sitios. O colapso das curvas para diferentes valores de N sugere que ¢ oc N2.

Portanto como o9(t) oc N2, o comportamento de difusao normal é confirmado.
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4.3 Desordem Correlacionada nas Amplitudes de
Hopping em

Sistemas 2d: Transicao Kosterlitz-Thouless

Outra classe de sistema que apresenta propriedades de localizacao diferentes
das encontradas no modelo de Anderson 2d com desordem nao correlacionada sao os
sistemas com simetria Quiral [94, 95, 96, 97, 100]. Nestes sistemas o hamiltoniano é
semelhante ao modelo de Anderson 2d Eq. (4.18) s6 que as amplitudes de Hopping
sao aleatorias e a desordem na diagonal é nula. O Hamiltoniano deste tipo de sistema

pode ser escrito como

H= Y timgllim >< jn| +[jn >< im)), (4.48)
<im,jn>

onde a notagao < im, jn > indica que o somatoério é feito sobre sitios vizinhos. As
amplitudes de hopping t;,, j» sdo uniformemente distribuidas no intervalo [t;im, tmas]
e a largura da desordem W é controlada pela diferenca ¢4, — tmim- NoO caso uni-
dimensional este sistema apresenta um estado especial no centro da banda, onde a
funcio de onda tem um comportamento assintGtico do tipo 1, oc e V™ [41, 42, 43].
Souloulis at al [98] consideraram o hamiltoniano (4.48) num sistema N x M com
N >> M. Utilizando os métodos de matriz de transferéncia e fungoes de Green, eles
mostraram que este sistema apresenta uma energia critica em E = (. Nesta energia
o comprimento de localizagao A diverge com a largura M utilizada no formalismo
numérico A < M. Mais recentemente, utilizando um preciso formalismo de matriz

de transferéncia 2d, este resultado foi confirmado por Eilmes at al [99]. No contexto
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Figura 4.16: Comprimento de localizagao rescalado Ay /M versus M para energias
no centro da banda. O sistema tem as amplitudes de hopping aleatérias uniforme-
mente distribuidas no intervalo [0,1]. Aps foi calculado utilizando-se dois métodos,
matriz de transferéncia 2d e funcoées de Green. Observe que o sistema apresenta
uma energia critica em E = 0 pois Ay (E = 0) x M.

de sistemas mesoscopicos, um estudo analitico detalhado sobre o transporte em pon-
tos quanticos com simetria Chiral foi apresentado recentemente por Macedo-Junior
e Macédo [100].

Inicialmente vamos reproduzir alguns dos resultados obtidos nas Ref. [98,
99, 97] utilizando os métodos numéricos apresentados na segao 4.2.1. Considerando
que as amplitudes de hopping sdo uniformemente distribuidas no intervalo [0, 1]
calculamos \j; utilizando os dois métodos, matriz de transferéncia 2d e funcoes de
Green. Utilizamos N = 2 x 10° para reduzir os erros numéricos. Em todos os dados
uma precisdo numérica de 2% ou melhor foi obtida. A Fig. 4.16 mostra Ay /M

versus M para energias no centro da banda. Observe que, para E = 0 reproduzimos
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Figura 4.17: Comprimento de localizacao rescalado Aj;/M versus M para uma
energia no centro da banda(E = 0.3). O sistema N x M tem as amplitudes de
hopping aleatérias com correlagoes ao longo na direao maior. Ay, foi calculado
utilizando os métodos de matriz de transferéncia 2d e fungoes de Green. Observe
que para o = 0.7 e 1.5 A\py ox M.

exatamente o resultados obtido nas Refs. [98, 99, 97], ou seja, Ay ox M.

Vamos agora introduzir correlagoes de longo alcance na direcao maior do
sistema (dire¢do NN) e estudar como estas correlagbes afetam o comprimento de
localizagao Ap; do sistema. As amplitudes de hopping correlacionadas serdo geradas
pela equacao a seguir:

ZL"im,jn =1 + Tim,jn + T, (449)

onde T i, sdo varidveis aleatérias uniformemente distribuidas no intervalo
[-W/2,W/2] e n; é uma sequéncia gerada pela Eq. (4.20). 7T é um pardmetro
que pode ser escolhido para controlar o valor médio da das amplitudes de hopping

(< timjn >= T. Vamos aplicar o formalismo de matriz de transferéncia neste sis-
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AM

Figura 4.18: (a) Comprimento de localizagio rescalado A\y;/M versus E para o =
0.7, W =30e M = 20,30,40,50,60. (b) Comprimento de localizagdo rescalado
Ay/M versus E para o = 1.5, W = 3.0 e M = 20, 30,40, 50,60. Para E < E. as
curvas de A\p/M colapsam para diferentes valores de M, confirmando a existéncia
de estados estendidos neste modelo.

tema com correlacoes de longo alcance em uma das diregoes. Em todos os casos
N = 3 x 10° para reduzir os erros numéricos. A Fig. 4.17 mostra o comprimento
de localizagao rescalado Ay;/M versus M para E = 0.3, « = 0,0.7,1.5, W = 3 e
T =7.5. O valor de T' > 0 foi escolhido para evitar amplitudes hopping nulas no
sistema. Observe que para a = 0.7 e 1.5 A\jy o« M. Este resultados é um forte
indicio que este sistema apresenta estados estendidos induzidos pelas correlagoes de
longo alcance. Para a« = 0 e E # 0 o sistema apresenta estados localizados. A
figura 4.18 mostra o comprimento de localizacao rescalado Ay /M versus E para
W =3, a = 0.7 Fig 4.18(a) e « = 1.5 Fig 4.18(b). As larguras utilizadas foram
M = 20, 30, 40, 50, 60. Observe que dentro das flutuac¢ées numéricas as curvas A /M

apresenta um comportamento semelhante ao apresentado na fig 4.8: para F < E,
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Figura 4.19: (a) A\y/M versus 1/M para energias préximas da energia critica. (b)
Colapso das diversas curvas de A\y/M. (c) Comprimento de localizagdo no limite
termodinamico A\, versus F — F,.

as curvas de Ay, /M colapsam para diferentes valores de M.

Os resultados acima indicam que no limite termodindmico ( M — o) o sis-

tema apresenta estados estendidos com desordem fixa W. Vamos aplicar a andlise
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de tamanho finito mostrada na se¢ao 4.2.2 para medir o comprimento de localizacao
no limite termodinamico A\,. A Fig. 4.19 mostra os passos da analise de tamanho
finito para medir o comprimento de localizacao no limite termodinamico A\,,. Uti-
lizamos os dados da Fig. 4.18. A Fig 4.19(c) mostra Ay versus F — E.. Os simbolos
indicam os dados para A\, e a linha cheia um ajuste. Nosso melhor ajuste sugere

que:

Ao X exp (6o// E — E,), (4.50)

onde §p = 5.76 e E, ~ 20.1, isto é, uma assinatura da transicao tipo Kosterlitz-
Thouless. Portanto, nosso resultados numéricos indicam que correlagoes de longo
alcance em uma das diregoes de um sistema com simetria chiral ou seja, hopping
aleatorio, apresenta uma transicao de estados localizados para estados criticos. Em
contraste com os resultados obtidos na Ref. [25], a transi¢ao metal-isolante em mod-
elos com correlagoes de longo alcance nas amplitudes de hopping ocorre quando o

parametro que controla o grau de correlagoes é nulo (« = 0).
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Capitulo 5

Sumario, Conclusoes e Pespectivas

Nesta tese analisamos os efeitos de correlagoes de longo alcance em trés sis-
temas nos quais a presenca de desordem nao correlacionada induz a localizacao de
quasi-particulas ou excitagbes coletivas: i) Modelo de Heisenberg ferromagnético
unidimensional com desordem nos acoplamentos entre os spins. No caso de acopla-
mentos aleatérios nao correlacionados, as ondas de spin com energia nao nula sao
localizadas. ii) Cadeia Harmoénica com massas aleatdrias. Neste sistema os modos
vibracionais com frequéncia ndo nula sdo também localizados se as massas forem
aleatérias e nao correlacionadas. iii) Modelo de Anderson unidimensional e bidi-
mensional. No modelo de Anderson, a teoria de escala prevé estados localizados
para d < 2. O modelo de Heisenberg 1d ferromagnético e a cadeia harmonica po-
dem ser exatamente mapeados num hamiltoniano tight-binding eletronico com uma
forma particular de desordem nas amplitudes de hopping e na diagonal. Para intro-
duzir as correlagoes de longo alcance recorremos a teoria do movimento Browniano
fracionario. O traco de um movimento Browniano fracionario apresenta densidade

espectral S o< 1/k%, onde o parametro «, que controla o grau de correlagoes, estd
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relacionado com o expoente de Hurst (o« = 2H + 1). Portanto, construimos, para
cada sistema, uma distribuicao de desordem apropriada com a densidade espectral
mencionada. No caso magnético, as correlacoes foram introduzidas nos acoplamen-
tos J entre os spins, na cadeia harmonica nas massas m, no modelo de Anderson
as correlagoes foram introduzidas nas energias ¢ dos sitios. Em todos os casos a
variancia da desordem foi normalizada igual a um, exceto no caso (modelo de An-
derson 1d) em que investigamos a dependéncia do valor critico de o com esta normal-
izacdo. Em seguida vamos apresentar de forma sucinta um sumadrio e as conclusoes

de nosso estudo nesses sistemas

Modelo de Heisenberg unidimensional com Correlagao de Longo

Alcance nos Acoplamentos Aleatorios entre os Spins

No estudo da natureza das ondas de spin deste sistema com N spins (N <
108) aplicamos o método de grupo de renormalizagao e calculamos o comprimento
de localizacao A. Nossos resultados numéricos indicam que, para o > o, = 1,
este sistema apresenta uma fase de ondas de spin livres na regiao de baixas ener-
gias. Uma anédlise de nossos dados numéricos sugere que, perto do parametro de
correlacao critico a. = 1, a energia critica E. entre a fase estendida e a fase locali-
zada, depende do expoente de correlacdo na forma E, o (a—1)¥, com v = 1/3. Evi-
denciamos também a dinamica de ondas de spin na cadeia. Através da integragao
numérica da equacao de Schrodinger dependente do tempo para este modelo calcu-
lamos o desvio médio quadratico o(t). Nossos resultados indicam que, no regime de
fortes correlacoes, a > a, = 1, as ondas de spin apresentam uma dinamica balistica
na cadeia [0%(t)  t?]. Este resultado para o?(t) foi confirmado através de um pro-

cedimento de diagonalizagao exata. Utilizando o mapeamento do Hamiltoniano de
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Heisenberg 1d num hamiltoniano eletronico e argumentos euristicos nés obtemos a
constante de difusao como sendo D « ¢, confirmando a natureza balistica da difusao
[0%(t) o Dt o< t?]. Para a < a, o sistema apresenta um comportamento super-
difusivo [02(t) o< #/2] no limite de tempos longos. Os principais resultados deste
estudo podem ser escontrados na Ref. [101]. E importante mencionar que quando
terminamos este trabalho tivemos o conhecimento de um recente estudo sobre di-
fusao em sistemas governados pela equacao de Langevin generalizada com memdoria
de longo alcance [102]. Neste trabalho os autores apresentaram uma conjectura
para se obter o expoente v da difusdo [0%(t) o t]. A analise de nossos dados, feita
pelos autores [102], reproduz tanto o comportamento super-difusivo [0%(t) o t3/?]
para o < 1 quanto o comportamento balistico no regime de o > 1. Um de nossos
interesses futuros consiste em estudar a natureza das ondas de spin no modelo de

Heisenberg bidimensional com correlagoes nos acoplamentos.

Cadeia Harmoénica com Correlagoes de Longo Alcance nas Massas

Aleatorias

Utilizando o formalismo de matriz de transferéncia e diagonalizacdo exata
nos calculamos o comprimento de localizagao A e a razao participacao & dos modos
vibracionais para o sistema com N massas (N < 10°%). Nossos resultados numéricos
indicam que, para a > o, = 1, o sistema apresenta uma fase de modos vibracionais
estendidos na regiao de baixas frequéncias. Nés também estudamos o transporte
de energia nesta cadeia com massas correlacionadas. Varios trabalhos na literatura
demonstraram que o transporte de energia em cadeias harmonicas com desordem
nas massas estd diretamente relacionado com os modos vibracionais nao espalhados

e com as condicoes iniciais do sistema. Inicialmente o sistema é perturbado através
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de um impulso (P) sobre uma dada massa da cadeia, (P,, = P%,,,) ou através
de um deslocamento (@) em uma dada massa da cadeia (Qn, = Q°0,n,)- Inte-
grando numericamente as equacoes de movimento calculamos o segundo momento
da distribuigao espacial de energia Ms(t). Mostramos que, para @ > a, = 1, 0
transporte de energia na cadeia é balistico [Ms(t) o< #?], independente da condigao
inicial. No regime de fracas correlagoes, o < a,, nés obtivemos o mesmo comporta-
mento j4 existente na literatura: [My(t) o< t*/2] para condicdo inicial tipo impulso
e [M(t) o< t*/2] para condicdo inicial tipo deslocamento. Estudos anteriores sobre
o segundo momento da distribuicdo de energia em cadeias harmonicas com des-
ordem correlacionada obtiveram um expoente méximo Ms(t) o t''/6 para o caso
de correlacoes nas massas tipo trimeros: miymi;m; com m; = 0 e excitacao ini-
cial tipo momento [77]. Nosso modelo apresenta um transporte balistico no regime
a > a. = 1, o qual esta associado com a fase de modos vibracionais estendidos na
regiao de baixas frequéncias. Este resultado sugere que a condutividade térmica, que
estd relacionada com o segundo momento M (t) através da férmula de Kubo [87],
pode ser drasticamente modificada pela presenca de correlacoes de longo alcance
na distribuicao de desordem. Um de nossos interesses futuros consiste em estudar
diretamente a condutividade térmica em cadeias harmonicas com desordem correla-
cionada. Outro aspecto importante consiste em incluir efeitos de anarmonicidade no
sistema e estudar tanto o segundo momento da distribui¢ao quanto a condutividade

do sistema.
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Modelo de Anderson 1d e 2d com Desordem Correlacionada de

Longo Alcance

Caso 1d

Em nosso estudo adicional sobre o modelo de Anderson 1d com correlagoes [21]
utilizamos o formalismo de matriz de transferéncia modificado e calculamos o coefi-
ciente de transmissao ¢(F) deste sistema com N sitios (N < 10°). Para o > a, = 2
existe uma fase de estados cuja transmitancia é maxima ,|¢(E)| ~ 1, em plena con-
cordancia com a fase de estados estendidos prevista pelo cdlculo do expoente de
Lyapunov [21]. Combinando o célculo da transmiténcia com o cdlculo do expoente
de Lyapunov, nés obtivemos que o valor critico o, = 2, obtido na Ref. [21], ndo é
uma quantidade universal. De fato, nés encontramos fortes indicios numéricos de
que existe uma fase de estados estendidos para a < 2. A condicao para a existéncia
desta nova fase é que a variancia da distribuicdo de energias seja menor que uma
certa variancia critica (Ae;).. Além disso, nossos dados numéricos sugerem que
apresenta uma dependéncia exponencial com a variancia da desordem. Noés também
evidenciamos a dinamica no modelo de Anderson 1d com correlagoes de longo al-
cance. Resolvendo numericamente a equacao de Schrodinger dependente do tempo
nés calculamos o desvio médio quadrdtico do pacote eletronico o?(t). Nossos re-
sultados indicam que a existéncia de uma transi¢cao de Anderson em 1d induz um
alargamento balistico do pacote [02(t) o t?]. Os resultados da transmitancia maxima
dos estados estendidos e da dinamica balistica refutam as criticas na literatura [90]
sobre a existéncia de uma transicao de Anderson em sistemas unidimensionais com

desordem correlacionada da forma usada em nosso trabalho.
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Caso 2d

Um dos grandes desafios em nosso trabalho de tese foi o estudo sobre a na-
tureza dos estados eletronicos no modelo de Anderson 2d com correlagoes de longo
alcance nas energias dos sitios. Utilizando diagonalizacao exata nds calculamos a
funcao razao participagao para os autoestados. Nossos resultados numéricos indicam
que, para o > «, = 2, 0 modelo de Anderson 2d apresenta uma fase de estados esten-
didos. Integrando numericamente a equagdo de Schrodinger dependente do tempo
nés calculamos o desvio médio quadrético o?(t) para este sistema, evidenciando uma
dinamica balistica [0?(t) o t?] para a > a.. Estes resulados numéricos indicam que
a teoria de escala, que preve estados localizados em d < 2, é violada se a distribuicao
de desordem apresentar correlagoes de longo alcance do tipo utilizado em nosso tra-
balho. Devido a dimensionalidade do sistema, nosso processo de diagonalizacao ficou
limitado a sistemas N x N relativamente pequenos (N? < 100 sitios). Desta forma
nés nao conseguimos descrever de forma mais precisa como a largura da banda de
estados estendidos depende do parametro oo e também estudar a universalidade do
valor critico o, = 2 no caso 2d. Estas sdo questoes para investigacoes futuras.

Estudamos também o modelo de Anderson 2d com correlagoes de longo al-
cance em apenas uma das direcoes do sistema, para o qual existe uma previsao de
transigao tipo Kosterlitz-Thouless no regime de fortes correlagoes [25]. Resolvendo
numericamente a equagao de Schrodinger dependente do tempo para sistemas N x N
(N? < 2000%), encontramos que a dindmica na presenca dos estados estendidos ¢
difusiva [02(t) o t!]. Este resultado merece uma reflexdo cuidadosa no contexto de

um melhor entendimento das propriedades da transicao Kosterlitz-Thouless neste
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sistema.

Finalmente, estudamos um modelo tight-binding com correlagoes de longo
alcance nas amplitudes de hopping. Consideramos o Hamiltoniano numa geometria
quasi-unidimensional N x M com N < 3 x 10°> e M < 100. Introduzimos cor-
relagdes nas amplitudes de hopping na dire¢do maior do sistema (direcdo N). As
amplitudes de hopping foram obtidas através de uma superposicao de uma sequéncia
com densidade espectral S(k) oc 1/k“ e uma sequéncia aleatéria sem correlagoes.
Utilizando o formalismo de matriz de transferéncia 2d, calculamos o comprimento
de localizacao A para este sistema. Nossos resultados numéricos indicam que este
sistema apresenta uma transicao tipo Kosterlitz-Thouless em a = «a, = 0. Devido
a dificuldades numeéricas ndés nao estudamos o comportamento dinamico do elétron
neste sistema com hopping aleatério, bem como a universalidade do valor critico
o, = 0. Outro aspecto importante é o calculo da funcao participacao para este

sistema. Estes topicos serao objetos de futuras investigacoes.
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