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Resumo

Nesta tese, empregamos o conceito de transformacoes de holonomia para
caracterizar as propriedades geométricas dos mais diversos sistemas fisicos, desde
sistemas cosmoldgicos, como por exemplo, o buraco negro BTZ e a corda negra, a
fisica da matéria condensada, cones de grafite e superfluidos. A holonomia pode
ser interpretada geometricamente como o resultado do transporte paralelo de ve-
tores ou espinores ao longo de caminhos fechados. Ela é justamente uma medida
da mudanca adquirida por essas entidades quando transportadas palelamente ao
longo de caminhos fechados ou via diferentes caminhos. A holonomia determina o
angulo de déficit entre as posicoes final e inicial dos vetores e espinores. Ela é uma
propriedade global da variedade e como tal serve como ferramenta para classificagao
de espacos-tempos.

Analisamos o transporte paralelo de vetores e espinores no espago-tempo do
buraco negro BTZ e em seguida estendemos nossas andlises para a corda negra, que
pode ser interpretada como a folheagao de varios buracos negros BTZ ao longo do
eixo-z. Estudamos o comportamento de varias orbitas e verificamos a existéncia
de banda de invariancia de holonomia para certos valores do raio da érbita em
funcao das propriedades do buraco e da corda negra. Em seguida discutimos as
tranformacoes de holonomia como uma fase geométrica existente em estruturas cur-
vas de grafite. Essas estruturas possuem simetria conica e sao formadas a partir da
retirada ou insercao de material da folha de grafite. Estudamos a equivaléncia entre
o hamiltoniano tight-binding e o hamiltoniano de Dirac para férmions nao massivos
em espagos curvos e determinamos os estados eletronicos, bem como a fase de Berry
do sistema. FEstudamos ainda as propriedades geométricas de sistemas analogos.
Tais sistemas tém sido extensivamente empregados como laboratério para sistemas
cosmoldgicos e gravitacionais. Analisamos a geometria de um vértice através de uma
métrica equivalente a métrica de uma corda césmica com estrutura interna. E por
fim, determinamos as transformacoes de holonomia para d-branas, isto é, estudando
as propriedades topoldgicas de um um buraco negro embebido num espago-tempo
de dimensao superior.
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Abstract

In this thesis we use the concept of holonomy transformations in order to
characterize the geometrical properties of some physical systems. Since cosmological
systems, for instance, BTZ black hole and black string, to physics of condensed
matter. That it includes graphitic cones and superfluids. The holonomy could be
geometrically interpreted as the result of a parallel transport of vectors or spinors
throughout closed paths. It is exactly the measure of the change acquired for these
entities when they are parallel trasported throughout closed or through different
paths. The holonomy determines the deficit angle between the final and initial
positions of the vectors or spinors. It is a global property of the manifold and such
serves as a tool for the classification of different space-times.

We analyze the parallel transport of vectors and spinors in the space-time
of a BTZ black hole. And after we extend our analiyzes to a black string which
could be interpreted as a foliation of many black holes to long z-axis. We study the
behaviour of many orbits and verify the existence of holonomy invariance band for
certains values of the orbits radius. We also argue the holonomy transformations
as a geometrical phase existing in the curved structure of graphite. These struc-
tures possese conical symmetry and are formed from the extraction or insertion
of material from the graphite leaf. We study the equivalence between the tight-
binding Hamiltonian and the Dirac equation for non massive fermions in curved
spaces and determine the electronic states, as well the Dirac Phase of the system.
We also examine the geometric properties of analogous systems. Such systems have
been extensively used as a laboraory for study the properties of gravitaional and
cosmological systems. We analyze the geometry of a vortex by means of a metric
equivalent to the metric of a cosmic string with internal structure. And finally we
determine the holonomy transformations for a d-brane.
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Prefacio

A nocao de holonomia tem sido vastamente empregada para caracterizar a
geometria de diversos espacos-tempos. As transformacoes de holonomia sao uma
medida da mudanca adquirida na direcao de um vetor ou um spinor quando esses
sao transportados paralelamente ao redor de caminhos fechados ou entre pontos
distintos, por diferentes caminhos. Esse transporte paralelo resulta numa deficiéncia
angular entre as posicoes final e inicial do vetor ou spinor. A holonomia tem sido
determinada para uma miriade de sistemas fisicos, envolvendo desde cosmologia,
fisica da matéria condensada, sistemas andlogos a computacdo quantica. Outra
variavel fundamental conectada a holonomia, também bastante utilizada para a
compreensao das propriedades topoldgicas de varios espacos-tempos, sao as variaveis
de contorno que sao objetos matematicos que contém informagoes de como os vetores
ou espinores mudam depois de sofrer a acao de um transporte paralelo.

A tese estd organizada da seguinte maneira: no primeiro capitulo, discuti-
mos 0s conceitos necessdrios para introduzir a no¢do de holonomia. No segundo,
estudamos o transporte paralelo de vetores e espinores no espaco tempo do buraco
negro BTZ e em seguida estendemos nossas analises para a corda negra, que pode
ser interpretada como a folheagao de vérios buracos negros BTZ ao longo do eixo-z.
No terceiro capitulo, estudamos as transformagcoes de holonomia para d-branas. No
quarto capitulo, estudamos as propriedades geométricas de sistemas analogos. Tais
sistemas tém sido extensivamente empregados como laboratério para sistemas cos-
molégicos e gravitacionais. Analisamos a geometria de um vértice através de uma
métrica equivalente & métrica de uma corda césmica com estrutura interna. No
quinto estudamos as tranformagoes de holonomia como uma fase geométrica em es-
truturas curvas de grafite. Essas estruturas possuem possuem simetria conica e sao
formadas a partir da retirada ou insercao de material da folha de grafite. Estudamos
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a equivaléncia entre o hamiltoniano “tight-binding” e o hamiltoniano de Dirac para
férmions nao massivos em espacos curvos e determinamos os estados eletronicos,
bem como a fase de Berry do sistema. E por fim apresentamos as conclusoes.

Departamento de Fisica - UFPE



Capitulo 1

Holonomias

1.1 Introducao

Neste capitulo, apresentamos uma definicao formal a respeito de holonomias,
bem como uma interpretagao geométrica, mostrando, de certo modo, a equivaléncia
entre os conceitos de holonomia e de transporte paralelo. Introduziremos os formal-
ismos necessarios para apresentar holonomias como uma teoria gravitacional.

O progresso realizado pela teoria de gauge [1, 2| na unificacdo das interagoes
eletromagnética e fraca gerou uma enorme motivagdo pela extensdo dessa unificagao
de modo que as interagoes gravitacional e forte sejam incluidas. O caminho mais
provavel que deve ser seguido, em busca de uma unificacao é através da abordagem
dos varios aspectos da estrutura de gauge das teorias gravitacionais de Einstein
e Einstein-Cartan [3]. Para que se obtenha uma dindmica de campos de gauge
exige-se que os campos de gauge possuam uma estrutura de grupo! de holonomia
nao-trivial. O grupo de holonomia de um espago fibrado é definido da seguinte
formal4]: para um dado ponto z no espago fibrado principal E, o grupo de holonomia

1Um grupo G é uma classe de transformagdes ou operagoes (bindrias, -) sobre elementos de um
dado conjunto, a, b, ..., satisfazendo os seguintes axiomas:

e a-b €G Va,b;
e I um elemento identidade e, tal que: a-e=a Va;
e a “multiplicacdo é associativa:(ab)c = a(bc);

e cada elemento a possui um elemento inverso a1, tal que: a-a~! =e.
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de uma dada conexao no ponto z é o conjunto de elementos g € G, tal que os
pontos z e zg~! podem ser juntados por um caminho horizontal. No contexto de
qualquer formulacdo tedrica da gravitacao, a qual estd fortemente ligada a nocao de
curvatura riemanniana, a estrutura do fibrado do grupo infinitesimal de holonomia é
sin6nimo de curvatura, consequentemente também é de gravitagao[3]. A compreenso
a respeito dos conceitos de conexao e holonomia torna-se necessario para analisar as
propriedades geométricas de diversos sistemas fisicos.

Mandelstam, em 1962 foi o primeiro a utilizar as varidveis de holonomia numa,
teoria de campos de gauge [5]. Ele propés um novo formalismo para a eletrodindmica
e a gravitacao, no qual os campos dependem mais dos caminhos do que dos pontos
extremos. A quantidade fundamental que surge desta nova abordagem dependente
do caminho, é o fator de fase nao-integravel. Wu e Yang[6] mostraram que
o eletromagnetismo é uma manifestacao invariante de gauge do fator de fase nao-
integravel. Esta abordagem foi generalizada por Bialynicki-Birula e pelo préprio
Mandelstam [7], para as teorias de gauge nao-abelianas[8]. O interesse por este
assunto ressurgiu no final dos anos 70, através da formulacao dependente do caminho
da teoria de Yang-Mills® [9, 10]. Foi observada a semelhanga entre as equagoes de
Yang-Mills em termo das varidveis de holonomia com as equagdes de movimento
do modelo o nao-linear bidimensional® [11]. Outros trabalhos marcantes foram
desenvolvidos por Voronov, Makeenko e Migdal [12, 13, 14, 15]. Eles mostraram
que as equacoes de contorno, nesta abordagem, sao equivalentes as equagoes de
Einstein. Podemos fazer uma formulagao da gravitacao baseada nos fatores de fase
nao-integraveis e esses fatores dependem do caminho realizado. Mandelstam propos
certas relacOes as quais essas variaveis devem satisfazer e que as mesmas contém
informacoes sobre a curvatura do espaco-tempo.

1.2 Transporte Paralelo

Pode-se dizer que o fato principal que caracteriza a diferenca entre espagos

2A teoria de Yang-Mills é uma generalizacio do eletromagnetismo, no qual a fun¢do de onda
complexa de uma particula carregada é trocada por uma funcdo de onda de duas componentes,
1/1=W(33); i=1,2.

30 modelo o nao-linear em d dimensdes surge da aproximacio do continuo do antiferromag-
netismo quéntico de Heisenberg em d — 1 dimensdes.
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1.2 Transporte Paralelo 5

q
(a) (b)

Figura 1.1: A figura mostra o transporte paralelo de um vetor tangente ao longo
de dois caminhos diferentes. O resultado final mostra a dependéncia do caminho
escolhido.

planos (euclidianos) e curvos é que em espagos curvos o resultado do transporte
paralelo de um vetor dependerd do caminho seguido por este vetor [16], como pode-
mos ver no exemplo a seguir. Considere o transporte paralelo de um vetor do pélo
norte ao pélo sul de uma esfera S2?, de acordo com a Figura 1.1. O mesmo ve-
tor é transportado ao longo de dois caminhos diferentes, porém, preservando sua
direcao constante. Nota-se que os resultados do transporte diferem entre si. Este
fenomeno ¢ uma manifestacao direta da presenca de curvatura na esfera S2. Faz-se
necessario, entao, uma melhor compreensao a respeito do tranporte paralelo, além
disso, a nocao de tranporte paralelo estd intimamente ligada a existéncia de uma
conexao sobre a variedade. A nocao de conexao permite o transporte paralelo de
objetos geométricos®.

Vamos apresentar uma nogao mais precisa de transporte paralelo [17]. Seja E
um fibrado® sobre a variedade M, equipado com uma conexiao A. Seja v : [0,T] —
M uma caminho suave do ponto p ao ponto ¢, suponha que ¢ € [0,7T], u(t) é um

4No contexto histérico, as primeiras consideracdes sobre conexdes foram sobre o transporte
paralelo de vetores tangentes sobre uma determinada variedade. Esse conceito foi generalizado
para uma enorme gama de abordagens, devido ao seu grande interesse em teorias de gauge.

5Um fibrado é uma estrutura consistindo de uma variedade E, uma variedade M e um mapa

Departamento de Fisica - UFPE



1.2 Transporte Paralelo 6

vetor no fibrado E sobre ¥(t). O vetor, u(t), é dito ser tranportado paralelamente
ao longo de uma curva, v, se sua derivada covariante ao longo desse caminho for
nula,

u(0) =u,  Dueyau(t) =0 (1.1)

Segue, da defini¢ao de derivada covariante que

Cult) + G (1)ult) = 0. (12)

Esta equacao diferencial de primeira ordem é conhecida como Equagao de Transporte

Paralelo e A é a conexdo. A idéia de conexao permite definir a derivada covariante

como apresentada na equacdo (1.2) e especificar 0 modo no qual o vetor em um

fibrado E' é transportado ao longo de uma curva numa dada variedade M.
Integrando a equacao (1.2), obtemos

u(t) = u— /0 A (4t )dts. (1.3)

Iterando sucessivamente a expressao (1.3), pode-se encontrar uma férmula de recorréncia
para u(t) em termos de uma soma infinita

u(t) =3 ((—1)" /m L A) Al W) dtn...dt1> u. (1.4)

O n-ésimo termo da série é uma integral em um tridngulo n-dimensional ou um
n-simplex[18] (ver figura 1.2). Pode-se simplificar esta integra¢ao considerando a
integral sobre um n-cubo, ao invés de uma n-simplex. Sabe-se que em cada cubo
existem n! simplexes, deste modo deve-se multiplicar a integral por um fator, (1/n!),
a fim de compensar o volume extra. Além disso, introduz-se o operador produto
ordenado ou propagador paralelo, P

PA(Y (1)) A (Y (tn)), (1.5)

w: FE — M. Para cada ponto p € M, o espaco

E,={¢q€e E: =(q) =p},

é chamado de fibrado tangente sobre p.

Departamento de Fisica - UFPE



1.2 Transporte Paralelo 7

l]l

Figura 1.2: Uma n-simplex é utilizada para a descricao da série do processo iterativo
da equagao (1.4). Uma 0-simplex é um ponto, uma 1l-simplex é um segmento, uma
2-simplex é um triangulo cheio e uma 3-simplex é um tetraedro cheio.

como sendo o produto com os fatores permutados

A (Y (to)) A (7 (o)) - (1.6)

ordenados de modo que os maiores valores de ¢; aparecam primeiro. Sendo assim
define-se o produto exponencial ordenado como sendo

P exp (— /0 tA(y’(s))ds) _ i:: (_nl!)np ( /0 tA(fy’(s))ds)n. (1.7)

E finalmente, obtemos uma expressao para

u(t) = P exp (— /0 tA(fy’(s))ds) u. (1.8)

O caso interessante ocorre quando o caminho é um circuito fechado e se a conexao é
compativel com a métrica, a matriz resultante é uma transformacao de Lorentz no
espaco tangente daquele ponto. Essa transformacao é conhecida como holonomia
do circuito.

Pode-se dizer que holonomia é um processo que atribui a cada caminho
fechado uma transformacao linear que mede a rotacao de um vetor quando trans-

Departamento de Fisica - UFPE



1.3 Holonomias e Varidveis de Contorno de Wilson 8

portado paralelamente ao longo de uma dada curva. O conjunto de todas as matrizes
de holonomia formam um grupo, chamado de grupo de holonomia®. A nio-trivi-
alidade da holonomia estd associada a existéncia de curvatura na regiao englobada
pelo caminho fechado. A holonomia de caminhos fechados pode ser vista como uma
medida da curvatura (ou da intensidade do campo) de um determinado espago-
tempo. A holonomia atua de maneira importante nas teoria de gauge da fisica. No
eletromagnetismo [19], por exemplo, ela representa a fase adquirida por uma funcao
de onda de uma particula carregada quando se move ao longo de um contorno [20].

1.3 Holonomias e Variaveis de Contorno de Wil-

son

A nocao de contorno” é muito importante no eletromagnetismo, na teoria
da gauge e em novas abordagens para a gravitagao quantica conhecida como ‘“re-
presentacao de contorno” (loop representation) [21]. Em todas essas teorias a idéia
central é entender campos como particulas que se movem ao longo de um contorno
e que de alguma forma durante este processo suas propriedades sao modificadas. Os
caminhos fechados atuam de modo importante na teoria de gauge para férmions.

Suponha que 7 : [0, 7] — M é um caminho suave de p a ¢ na variedade M e¢ E
é um fibrado com conexdo D. Dado u € E,, seja H(y, D)u o resultado do transporte

paralelo de u ao longo de . Desde que, a equagao diferencial que define o transporte

60 grupo de holonomia é o grupo das transformacdes dos vetores do espaco tangente & fibra
obtida como resultado de seu transporte paralelo ao redor de todos os caminhos possiveis do ponto
base inicial a um dado ponto x. Se considerarmos apenas caminhos contidos numa dada vizinhanca
do ponto, o grupo de holonomia é chamado de local. Se o transporte é feito apenas ao longo de
caminhos que podem ser contraidos a um ponto, o grupo de holonomia é dito restrito. Se o
transporte paralelo é definido sobre o espaco inteiro e a escolha dos pontos ndo é restrita, o grupo
é simplesmente chamado de grupo de holonomia.

"Dada uma variedade diferencidvel S de dimensio d, um caminho em S é um mapa continuo -y
de um intervalo fechado da reta R na variedade S

v: [81,82] = S (1.9)
s+ yH(s), (1.10)

este caminho serd um contorno (loop) se ele terminar onde comegou, isto é y(s1) = y(s2) = p para
algum ponto p € S. Também dizemos que v é um caminho baseado em p ou p é o ponto base de ~.
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1.3 Holonomias e Varidveis de Contorno de Wilson 9

paralelo seja linear, o mapa H(vy,D) : u, — E, também é linear. Este processo é
conhecido como holonomia ao longo do caminho 7. Esta nog¢ao também pode ser
estendida a caminhos que sejam seccionalmente suaves. Seja v; : [t;, tiv1] = M,
com 1 <7 < n e podemos definir a holonomia como sendo a composicao

H(%D):H(’YnaD)"'H(%'vD)'

O transporte paralelo de vetores ao longo de caminhos que sejam seccionalmente
continuos é realizado transportando-os em uma seccao a cada tempo.
Considerando a holonomia ao longo de um caminho fechado, se v é um con-
torno baseado em p € M, a holonomia H(vy,D) é um mapa linear de E, — E,,
com
H(v,D) € End(E),, (1.11)

onde End(F),, denota o conjunto de todos os endomorfismos®. Quando aplica-se
uma transformacao de gauge g a conexao D, tem-se

H(v,D") = g(p)H(v,D)g(p)~". (1.12)

Tomando o trago de H(vy, D), obtém-se um nimero que nao se altera quando sofre
um transformacao de gauge

tr (H(v,D")) = tr(g(p)H(v,D)g(p)™")
— tr(H(7,D)). (1.13)

Sendo assim, verifica-se que tr (H(y, D)) é um invariante de gauge. O trago da
holonomia ao longo de um caminho fechado recebe o nome de contorno de Wilson[22]
e é escrito como

W (v, D) = tr (H(y,D)). (1.14)

A quantidade W (v, D) foi introduzida por K. Wilson como o indicador do compor-
tamento de confinamento numa teoria de gauge de rede[22]. O trago é feito sobre
toda a representagio do grupo. Esse grupo é o grupo de holonomia[23], que mede o
desvio do espago em relagao ao espaco plano global.

8Dado um espagco vetorial V, as fun¢des lineares que levam V' — V, sdo chamadas de endomor-
fismos.
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1.4 Formalismos 10

A quantidade invariante W (v, D) apresenta informacao sobre as propriedades
fisicas e geométricas dos espagos-tempos. A holonomia ao longo de um caminho
fechado é alterada quando a conexao sofre uma transformacao de gauge, a menos que
esta tranformacao seja abeliana. E necessario determinar o trago da holonomia a fim
que seja possivel extrair alguma informacgao sobre o invariante de gauge. Na teoria
de gauge do grupo U(1), o contorno de Wilson é simplesmente a fase adquirida por
uma particula carregada quando se move ao longo de -y na presen¢a de um potencial
vetor. Esse efeito nada mais é do que o efeito Aharonov-Bohm. O contorno de
Wilson é uma medida da auto-interagao de uma particula movendo-se num caminho
fechado na presenca de um campo de gauge. O contorno de Wilson possui varias
propriedades importantes [21]

e cle é invariante sob transformagoes de gauge locais, sendo assim um observavel
na teoria de Yang-Mills;

e cle é invariante sobre as reparametrizacoes que preservam a orientacao do
contorno v;

e ¢ independente da escolha do ponto base sobre 7.

1.4 Formalismos

Vamos apresentar uma descricao do formalismo de holonomias empregado
para uma abordagem especifica de gravitacao, a qual serd de fundamental im-
portancia para o desenvolvimento de toda a tese.

1.4.1 Formalismo de Segunda Ordem

Nesta seccao, descreveremos o chamado formalismo de segunda ordem ou
métrico [24] para espagos-tempo lorentzianos ou pseudo-riemannianos, cuja geome-
tria é determinada pelo tensor métrico g,, de assinatura (—1,1,1,1). A variacao de
um vetor V¢ quando deslocado por uma distancia infinitesimal dx* é definida por:

dve =T%(x)V da, (1.15)
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sendo I'}5, 0 simbolo (ou conexao) de Christoffel, que é defindo, de forma tnivoca,
em termos do tensor métrico, por[25]

o 1 o
up = 99 " (0u98y + O8Guy — 019up) - (1.16)

Integrando a equacao (1.15), encontra-se o chamado transporte paralelo de V ao
longo de uma curva finita e diferencidvel, conectando os pontos x e z'. Este trans-
porte paralelo é representado pela matriz

!

Ug (x,2") = Pexp [/w dy“Fzﬂ(y)] . (1.17)

O produto ordenado P faz com que as matrizes (I',)§ = I'{5 sejam ordenadas ao
longo do caminho. Os indices da matriz U, g‘(x, z') sdo baixados ou levantados, por
Jory () € g77(2'), respectivamente.

Quando a variedade é curva, a matriz U depende nao apenas dos pontos

extremos, mas também, do caminho percorrido. Se 7 é uma curva fechada na
variedade M, define-se o funcional de contorno ou holonomia por

W(7) = TrP exp [ ?{ dx“FH(a:)] . (1.18)

Este funcional também é conhecido como contorno de Wilson.
Sob transformacoes de coordenadas x — (, a matriz U transforma-se de
acordo com a expressao

o o o] |0z
Uf(a,) = U e,a) | | ‘ =) (1.19)
Para uma curva fechada, esta transformacao deve ter a forma
U—QUQ, (1.20)

como o traco é invariante em relagao a escolha de coordenadas o funcional de con-
torno é invariante sob transformacoes de coordenadas.
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1.4.2 Formalismo de Primeira Ordem

Além do formalismo métrico, é possivel usar o formalismo de primeira ordem,
que consiste no uso campos de tetradas® ou vielbein'® e/, (x) e suas inversas E¥. Esses
campos de tetradas'' satisfazem as seguintes relacoes [26, 27]

EFel = 64, (1.21a)
CEP = 6. (1.21b)

e? e B* sao usados para converter indices latinos e gregos quando necessdrio. e
é uma matriz que transforma as bases coordenadas'? dz* de T:(M) a um espago
ortonormal a T;(M), da seguinte forma

e = e,dz". (1.22)

De modo analogo, E* é uma transformacao de uma base'® 9/0z* de T,(M) a uma
base ortonormal a T (M)

E, = e9/0z". (1.23)

O tensor métrico pode ser decomposto em termos das tetradas ey, da seguinte
maneira
G = nabeZeg, (1.24)

aqui 74 € a métrica de um espago plano. A métrica ndo é alterada se o campo das
tetradas estd sujeito a uma transformagéo de Lorentz, do tipo: e*(z) — Aj(x)e” [28].
Por exemplo, caso seja um espago euclidiano quadridimensional teremos, 7, =
dap a,b = 1,2,3,4. Um outro exemplo seria o espaco de Minkowski, neste caso,

90s vetores base de um sistema ortogonal local na Teoria Geral da Relatividade sdo chamados
de tetradas.

1040 alemdo, “muitas pernas”. Dependendo da dimensionalidade do espaco-tempo em questéo,
encontra-se vierbein(4), dreibein(3), zwebein(2) e assim por diante.

Hdo grego tetras, “grupo de quatro”.

12[Jsa-se também a notacio: §#) = dz*.

13Usa-se também a notagéo: €,y = O,.
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1.4 Formalismos 13

Nap Seria dado por

TNab = 1 3 a7b: 071a273' (125)

Observando a expressao (1.24), pode-se pensar, de certo modo, e como a raiz
quadrada da métrica.

Pode-se agora, introduzir a 1-forma conexao afim de spin ou simplesmente,
de conexao de spin'*w{ e definir

1
de +wiNeb =T = 5 el A el (1.26)

T® é a 2-forma torcao . Para espacos-tempo sem a presenca de tor¢ao, devemos ter
T® =0 e a equagdo (1.26) fica reduzida a

de® +wi A eb = 0. (1.27)
Tomando a derivada exterior de (1.27), ficamos com a seguinte equagao

d(de® +wy Ae’) = 0,
dwf Ne® —wi Ade® = 0, (1.28)

substituindo recursivamente a equacao (1.27), na equagao acima, obtemos

(dwf + Wi Awf) Ne? = 0,
dwp +wi ANwp = 0. (1.29)

Calculando a derivada covariante de 7,,, obtemos

_ ¢ c
v,unab - aunab — Wyalleb — WypTlac

= —Wpyab — Wyba- (130)

143 origem do nome vem do fato de que ela pode ser usada para tomar derivadas covariantes de

espinores, o que é impossivel de se fazer com a conexfes convencionais.
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A métrica g,, é compativel, isto é V,g,, = 0. Com isso, a conexao de spin é
antissimétrica

Wyab = —Wyba- (131)
Sob transformacoes de Lorentz, as 1-forma conexoes transformam-se de forma idéntica
aos potenciais de gauge numa teoria nao-abeliana, isto é w(x) — A(z)w(x)A(z)™ —
dA(z)A(z) L.

A 2-forma curvatura de uma conexao é definida como sendo
1
Ry = dwy +wi A wy = §Rgcdec A el (1.32)

A curvatura em um dado ponto pode ser pensada como a holonomia de um circuito
infinitesimal fechado através desse ponto. As equagoes (1.26) e (1.32) sao conheci-

das como equacoes de estrutura de Cartan's.

Essas duas equagoes correspondem
justamente as defini¢oes de torcao e de curvatura, ambas sao propriedades locais
da conexdo. Existem varias formas de se definir curvatura, entre outras pode-se
definir em termos do transporte paralelo. Entende-se curvatura como uma medida
da extensao de quanto o transporte paralelo é dependente do caminho. A curvatura
2-forma é obtida a partir da 1-forma conexao, da mesma maneira que a intensidade
de campo de Yang-Mills é obtida a partir do potencial de gauge.

Qualquer vetor V# pode ser escrito em termos de suas componentes em uma,

base ortonormal da seguinte forma
Ve =Vhe; (), (1.33)
e qualquer deslocamento infinitesimal deste é descrito pela equacao
dV® =T%(z)Vdz. (1.34)

Com isso, a matriz de holonomia passa a ser escrita como

Ug(z,z') = Pexp

I dyﬂrzb@)-] (1.35)

15 Algumas vezes chamadas de equagdes de estrutura de Maurer-Cartan.
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1.5 Fases Geométricas e Topoldgicas 15

7.

E sabido que a gravitacao no formalismos das tetradas possui invariancia local de
Lorentz e que a conexao é completamente andloga a conexao de gauge usual.

1.5 Fases Geométricas e Topoldgicas

A mensurabilidade da fase geométrica na evolugao temporal de sistemas
quanticos é uma das propriedades estruturais mais significativas da teoria quantica.
M.V. Berry[29, 30] mostrou que quando um sistema sofre uma evolugao ciclica,
devido a variagoes adiabaticas'® dos parametros do hamiltoniano, surge uma con-
tribuicao a fase, que é de origem puramente geométrica.

O efeito Aharonov-Bohm tem sido extensivamente estudado e iniimeras analo-
gias gravitacionais vém sendo apresentadas. Em ambos os casos, as caracteristicas
topolégicas atuam de maneira relevante. Desde que a fase geométrica foi descoberta
por M.V. Berry, ela tem sido aplicada em vérios ramos da fisica. Lidando desde
holonomia[31], estatistica fraciondria, monopélos e anomalias topolégicas, sendo
também estendida a discussdo para o caso ndo-adiabdtico[32, 33]. O caso rela-
tivistico foi discutido por Wang e Li[34], baseado na equacdo de Dirac. Neste caso a
fase de Berry satisfaz a invariancia das transformacoes de Lorentz na teoria quantica
relativistica.

1.5.1 Fases de Berry

Queremos determinar uma férmula geral para o fator de fase. Para isso,
seguiremos o mesmo procedimento adotado por Berry. Dado o hamiltoniano H, o
qual pode ser alterado variando-se os parametros R= (z,y,-..), sobre os quais ele
depende. A evolucao do sistema entre os pontos ¢t = 0 e ¢ = T pode ser obtida por
meio do transporte ao redor de um caminho fechado, R(t) no espago dos parametros,
com a condi¢do R(0) = R(T). Esse caminho é chamado de circuito e denotado por

C.

O estado [1(t) > evolui de acordo com a equagao de Schrodinger

H(R)|y(t) >= m%w(t) > (1.36)

16Um processo adiabético é caracterizado por uma varia¢io gradual dos pardmetros externos.
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Em qualquer instante de tempo, a base natural consiste dos auto-estados \n(ﬁ) >
de H(R) para R = R(t), satisfazendo a equagao de auto-valores

H(R)|n(R) >= ihE,(R))|n(R) >, (1.37)

com energias F,,.

Num processo adiabatico, um sistema preparado em um desses estados repre-
sentado por |n(R(0)) >, evoluirs de acordo com o hamiltoniano e estard num estado
In(R(t)) > num tempo ¢ qualquer. O vetor de estado [)(t) > pode ser escrito como

() >= exp {—ﬁ / dtfm(t'»} exp(in) n(F) > (1.38)

0

O primeiro termo é conhecido como fator de fase dinamico. E qualquer fase extra,
v» € chamada de fase geométrica. Berry notou que v, é ndo integrdavel e que nao
pode ser escrita em termos de R. Além disso, nao é univoca sobre uma continuagao
ao redor do circuito, portanto v,(0) # v, (7).

A fungao v,(t) é determinada usando a exigéncia de que |(t) > satisfaga a
equagdo de Schrodinger. Substituindo (1.38) em (1.36), obtemos

An(t) = i < n(R(t))|Vrn(R(t) > -E(t). (1.39)
A mudanca de fase total é dada por |¢) >, que ao longo do caminho C, é dada por
i [T a _,
o) >=explin @) e {1 [ am )bl > )
0

onde a fase geométrica é dada por

Yu(C) =i f < n(R)|Vgn(R) > -dR. (1.41)
c

A fase 7,(C) é dada por uma integral circuital no espago de parametros e é inde-
pendente de como o circuito é feito. O termo v, (7)) é chamado de fase de Berry.
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Efeito Aharonov-Bohm

No trabalho pioneiro de Y. Aharanov e D. Bohm|[20], eles estudaram as
propriedades dos potenciais eletromagnéticos no dominio quantico. E mostraram
que diferentemente da fisica classica, existem efeitos do potencial vetor sobre as
particulas carregadas, mesmo na regiao onde todos os campos sao nulos. Suponha
um elétron numa caixa (barreira de potencial infinita) centrada na origem. A funcao
de onda x(r) do estado fundamental é real e a equagdo de Schrédinger

v u) = B (1.42)

O deslocamento R da posicao do centro da caixa provoca uma modificacdo no hamil-

toniano, dada por

H(R) = % + V(7 - R). (1.43)

Devido a invariancia translacional, a dependéncia do vetor de estado com R ¢ dada
por: < 7Y(R) >= x(7— R), enquanto o auto-valor é independente de K. Suponha
agora que um campo magnético é ligado em alguma regiao do espaco. Entao o novo
hamiltoniano é dado por

W) = o[5S + v R (1.44)

ol®

onde A é 0 potencial vetor e e é a carga do elétron. A solugao da equagao Schrodinger
pode ser formalmente escrita na forma

—

N T
< 7Y(R) >= exp (% / A’I(ﬁ)dﬁ> x(7 — R). (1.45)
R
Uma solugao dessa forma, em geral, nao é uma funcao univoca de 7, desde que a fase
dependa do caminho escolhido. A fim de evitar esse transtorno, a forma do campo
magnético é restringida a um campo tipo solendide. O vetor indug¢ao magnética B
¢ nao zero apenas dentro de um dado cilindro. Além disso, ndao é permitido a caixa
sobrepor o cilindro pela escolha adequada do dominio de R. Tsso garante a unicidade
local da solucao dentro de tal dominio.

O resultado mais relevante do artigo de Y. Aharanov e D. Bohm [20] surge no
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estudo de um sistema quéantico numa regiao sem campo magnético. Na fisica classica,
0 campo Beo potencial vetor s3o apenas construcoes matematicas, afetadas pela
arbitrariedade do gauge e a nao mensurabilidade do segundo. A particula classica
pode ser afetada apenas pelo campo B em sua posicao. Nenhum efeito mensuravel
ocorre quando a particula orbita a regiao exterior ao solendide. Os resultados da
mecanica quantica sao qualitativamente diferentes. O sistema “sente” através de
efeitos mensuraveis o efeito do campo B em regides ndo visitadas. Esses efeitos ja
foram verificados experimentalmente e manifestacoes macroscopicas sao verificadas
em supercondutores através do efeito Josephson e sdao a base para a tecnologia de
SQUID. O efeito Aharanov-Bohm é um paradigma de uma classe de fenémenos,
conhecidos como fases de Berry [29].
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Capitulo 2

Transformacoes de Holonomia na
Geometria de Buracos Negros e
Cordas Negras

Neste capitulo iremos estudar as caracteristicas topoldgicas do espaco-tempo
do buraco negro BTZ e o de uma corda negra através das propriedades das trans-
formacoes de holonomia. As caracteristicas globais desses sistemas serdo investi-
gadas por meio do calculo das varidveis de contorno. Esses espacos-tempos nao
sdao assintoticamente planos como o buraco negro de Schwarzschild, possuindo cur-
vatura constante em toda a regiao do espaco-tempo. Inicialmente, faremos uma
breve introducao sobre buracos negros antes de nos voltarmos especificamente para
o BTZ e a corda negra. Estudamos as transformagoes de holonomia para os casos
ndo girantes e girantes. Além disso, analisaremos érbitas fechadas ao longo dessas
estruturas, tanto para vetores quanto para espinores [35].

2.1 Bwuracos Negros

Os buracos negros constituem uma da estruturas mais fascinantes e intrig-
antes da natureza. Eles formam uma estrutura macroscopica construida apenas em
termos dos conceitos de tempo e espaco. Eles surgem como conseqiiéncia natural
da relatividade geral. Embora os buracos negros sejam descritos de modo completo
e preciso pela teoria da relatividade geral, os mesmos podem ser definidos de forma

19
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elementar num contexto newtoniano. Diz-se que um buraco negro é uma regiao do
espaco-tempo no qual o potencial gravitacional excede o quadrado da velocidade da
luz, isto é

GM 9

R ¢

Esta definicao independe dos detalhes da teoria gravitacional adotada. Uma outra

(2.1)

definicao elementar pode ser apresentada da seguinte forma : um corpo astronémico
cuja velocidade de escape excede a velocidade da luz pode ser um buraco negro.

A primeira solucao nao trivial das equacgoes de Einstein foi encontrada por
Schwarzschild [25], em 1916. Ele encontrou que a métrica que descreve o espago-
tempo ao redor de um corpo esfericamente simétrico é dada por

2GM 2GM\
ds® = — <1— G )dt2+ <1— ¢ ) dr? + r2dQ?, (2.2)
T T

onde, dQ? = d#? + sin? fd¢? é a métrica da esfera bidimensional. Adotamos para
a velocidade da luz, ¢ = 1. M é um parametro que pode ser interpretado como
a massa newtoniana. No limite M — 0 a métrica de Schwarzschild (2.2) coincide
com a métrica de Minkowski. Por outro lado, ela também se torna uma métrica de
Minkowski quando r — oco. Quando isso ocorre a métrica é dita ser assintoticamente
plana. A métrica de Schwarzschild (2.2), além de ser esfericamente simétrica e
descrever o vacuo, é estatica, isto €, as componentes do tensor métrico independem
do tempo®.

Nota-se também que o elemento de linha (2.2) torna-se singular quando
r = 2M. Esta singularidade pode ser removida através da escolha adequada de
coordenadas?. A singularidade de fato ocorre quando r = 0, neste caso as compo-
nentes da curvatura divergem e essa singularidade nao pode ser removida por uma
simples mudanca de varidveis. Analisando o caso de geodésica radiais nulas, isto é,
ds? =0 e dQ = 0, na regido interior ao raio 2M G, temos

a_ (1 - 2GM>_1. (2.3)

dr T

1O teorema de Birkhoff estabelece que a solucdo de Schwarzschild é a tinica solugdo esfericamente
simétrica das equagdes de Einstein para o vacuo.

20 primeiro passo para a solucdo deste problema, foi dado por Eddington e Finkelstein, no inicio
do anos 30, mas s6 foi resolvido completamente nos anos 60.

Departamento de Fisica - UFPE



2.2 Buraco Negro BTZ 21

e e e e e e e S e S s e e e e —

Figura 2.1: Diagrama do plano ¢ x r.

A equagdo (2.3) representa uma medida da inclinagao do cones de luz no diagrama
do plano ¢t xr. Para valores grandes de r a inclinacao vale =1, com isso o espaco pode
ser considerado plano. Outro limite interessante ocorre quando nos aproximamos da,
regiao r = 2GM, temos dt/dr — oo, desse modo, os cones de luz vao se fechando
como mostra a Fig. (2.1). A verdade é que nao existe nenhum problema quando se
chega ao ponto r = 2G M. Isso tudo é devido as coordenadas que estamos usando. A
solucao de Schwarzschild representa uma importante conquista para a Relatividade
Geral, ja que é a primeira solucao da equacao de Einstein esfericamente simétrica.

2.2 Buraco Negro BTZ

Gravitacdo em (2 + 1) dimensdes é largamente utilizada como laboratério
para estudar questoes conceituais. Porém, considerando aspectos gerais, este mo-
delo era considerado demasiadamente irrealistico para que pudesse fornecer alguma
informagao sobre sistemas gravitacionais reais em (3 + 1) dimenses. De modo
surpreendente, Banados, Teitelboim e Zanelli, em 1992 [36], mostraram a existéncia
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de solugao tipo buraco negro de (2+1) dimensdes e num artigo posterior, ao lado de
Henneaux [37], detalharam diversas propriedades fisicas desta solugdo. Este buraco
negro é solugao da equagdo de vicuo de Einstein com constante cosmolégica negativa.
Assim, como o espago-tempo anti-de-Sitter, o buraco negro BTZ possui curvatura
negativa, embora ambas as solugoes difiram em aspectos topoldgicos globais. Além
disso, a curvatura do buraco negro BTZ nao possui singularidade na origem.

A agado de Einstein-Hilbert para o vicuo tem a seguinte forma [38]

S = % / d*zdt\/—g[R — 2A]. (2.4)

Aplicando o principio da minima agdo, isto é, extremizando a agéo (2.4) com relagéo
a métrica g,,, encontra-se as seguintes equagoes de movimento

1
R, — iRg’“’ + Agu, =0, (2.5)

estas equacgoes sao conhecidas como equacoes de Einstein. A métrica tridimen-
sional derivada da acdo (2.4) e solugdo da equagio de Einstein(2.5), encontrada por
Banados, Teitelboim e Zanelli dada por

ds® = —N2dt* + N %dr? + r* (N%dt + dg)”, (2.6)

com
N*(r) = —8M +r%*a®+ 1(;;]2, (2.7a)
NO(r) = _%, (2.7b)

¢ conhecida como buraco negro BTZ. Sendo M um termo associado a massa do
buraco negro, J, o termo de momento angular e o, é um termo associado a constante
cosmolégica, dado por A = —a?. As fungdes (2.7) sao chamadas respectivamente
de funcdo lapso N(r) e funcdo deslocamento angular, N?(r). Nota-se que a métrica
(2.6) é estaciondria, ja que é independente do tempo e que além disso, possui simetria
axial.

A funcao lapso N(r), anula-se para dois valores distintos de r que correspon-
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dem a

2
ri:? 1+ 1_<ﬁ) : (2.8)

r+ sao chamados, respectivamente, de horizonte de evento externo e horizonte in-
terno. Para que os horizontes existam, as condicoes

M>0 e |J<Ma (2.9)

devem ser satisfeitas. As duas condigoes (2.9) garantem que os raios dos horizontes
sejam quantidades reais. No caso extremo no qual |J| = M/a, o horizonte de evento
interno e horizonte externo coincidem, isto é, r, = r_. Observando o caso em que
o buraco negro nao possui rotacao, o que corresponde a fazer J = 0, o buraco
negro BTZ, de modo semelhante ao buraco negro de Schwarzschild, possui um tinico
horizonte de eventos, dado por r = 4/8M/a2. A massa e 0 momento angular do
buraco negro podem ser escritas em termo dos raios dos horizontes de evento da
seguinte maneira

2 2
M = oﬂ%, (2.10a)
ryT—
J = . 2.10b
1o (2.10b)

As expressoes (2.10) permitem reescrever a métrica (2.6) do buraco negro BTZ em
termos dos raios dos horizontes de eventos (2.8).

O chamado estado de vacuo, que pode ser pensado como o espa¢o vazio,
¢ obtido fazendo o buraco negro desaparecer. Isso ocorre quando o horizonte de
eventos é nulo. Para isso, deve-se tomar o limite M — 0. Conseqiientemente,
devido as condigoes (2.9), J — 0. Assim, obtém-se o seguinte elemento de linha
para o vacuo

A8 eno = — (r@)?dt® + (ra)~?dr? + rd¢”. (2.11)

vacuo

Fazendo M = —1 e J = 0 a métrica BTZ pode ser identificada como o espaco
anti-de Siter usual, dada por

ds® = —(—8 + r2a?)dt* + (—8 + r?a®)~'dr? + r’dg’. (2.12)
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Enquanto o caso M = 0 e J = 0 que apresenta um gap® de massa em relacdo ao
espaco anti-de Siter e é chamado de buraco negro nao massivo.

2.2.1 Transformacoes de Holonomia para o Buraco Negro
BTZ

Buraco Negro BTZ sem Rotagao

Vamos analisar o caso no qual o momento angular é nulo, isto é J = 0, sendo
assim, o buraco negro ndo possui rotagdo. Neste caso, as fung¢des lapso (2.7a) e
deslocamento angular (1.15) ficam reduzidas a

N%*(r) = —-8M +r%a?, (2.13a)
Ne(r) = o. (2.13b)
Para se obter as variaveis de contorno, precisamos encontrar uma expressao para a

conexao. O fato do momento angular ser nulo nos permite escolher uma base dual
de 1-formas para a métrica (2.6) como sendo

e’ = Ndt, (2.14a)
el = N7l'dr, (2.14b)
e = rde. (2.14c)

A varidvel fundamental no formalismo de primeira ordem sao as triades, e* = ejdz*
e as conexoes. As triades, nesse caso, sao dadas por

ey = N=+v-8M +r2a2, (2.15a)

1

e = N'= : (2.15b)
V—8M + r2a?

ez = . (2.15¢)

Podemos utilizar a primeira equacao de estrutura de Cartan, dada por

de® + wg A ef =0, (2.16)

3A origem do termo gap vem do fato que dos demais valores para M # 0 a solucdo é AdS.
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para obter as conexoes de spin do buraco negro BTZ com momento angular nulo.
Para isso, vamos determinar a derivada exterior do conjunto de 1-formas (2.14)

de® = N'dr Adt, (2.17a)
de! = 0, (2.17b)
de* = dr Adg. (2.17¢)

Para determinar as conexdes wj, precisamos resolver o sistema de equagées abaixo:

de® +wine +uwd Ael +wine = 0, (2.18a)
de' +wy Ae’ +wi Aet +wy Ae? = 0, (2.18b)
de® +wi Ae’ +wine +wine’ = 0. (2.18c)

As tnicas conexoes nao nulas encontradas foram as seguintes

W) = wj= NN'dt =rd’dt, (2.19a)
wy = —wi=—Ndp=—vV—-8M + r2a%dg. (2.19Db)

As conexdes de spin podem ser obtidas a partir da relagdo, (I',)§ = wgdz*, sendo

assim
0 0 0
[y = 0 0 —N |, (2.20)
0N O
e
0 NN 0
I', = NN' 0 0 1. (2.21)
0 0 0

A conexao de spin I'y estd associada a érbitas com tempo constante enquanto a
conexao ['; corresponde a oOrbitas com angulo azimutal constante. Note que elas
dependem dos parametros M e «, além é claro, da variavel r.

Estamos interessados em efetuar o transporte paralelo de vetores em torno
do buraco negro BTZ e analisar o efeito da curvatura sobre o resultado final do
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transporte. A matriz de holonomia associada ao transporte paralelo de vetores ao
longo de caminhos fechados,y, é definida por

U(y) = Pexp (- 75 I‘udm“> | (2.22)

O primeiro caminho a ser analisado serd a orbita de tempo constante centrado na
origem, neste caso I',dz"* = T'yd¢. Como I';, é independente do angulo azimutal ¢,
a integral de holonomia (4.39) pode ser facilmente calculada

U() = exp (— f F¢d¢)

= exp(—27Ty), (2.23)

fazendo a expansao da exponencial acima em série de Taylor,

(27TF¢)2 . (27TF¢)3 + (27TF¢)4 +

Uly) = 1—-27T+ 5 3 1 e

(2.24)
podemos escrever todos os expoentes de ordem superior em termos de I'y, e de Fi.
Deste modo, pode-se escrever de uma maneira mais compacta a equacao (2.24) como

UlR)=1- % sin(27rN) + ]1;7—% [1 —cos(27N)]. (2.25)

Esta expressao corresponde a transformacao de holonomia para caminhos circulares
com o tempo constante. Podemos escrever a integral de holonomia em sua forma
matricial,

1 0 0
UHr)=1| 0 cos(2rN) sin(27N) | . (2.26)
0 —sin(27N) cos(27N)

Esta matriz pode ser interpretada como o gerador de rotagoes em torno do eixo z,
com U(y) = exp(—27miN Ji2). Se o vetor percorrer o caminho 7 n vezes, a matriz de
holonomia passa a ser dada por: U(y) = exp(—2minN Ji3). Neste caso, o angulo de
déficit é dado por 2an/N. Queremos determinar a existéncia de um raio critico no
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qual a holonomia é a prépria matriz identidade. Essa condic¢ao é dada por
2rnN = 21wm, (2.27)

com m = 1,2, 3, ... Este raio critico é dado por

po = VM (m/n)* (2.28)

«

Sabemos que o espaco ao redor do buraco negro BTZ tem curvatura negativa, mas
como explicar a existéncia de uma regiao com curvatura nula? Isto ocorre porque
a densidade de massa do buraco negro contribui com uma curvatura positiva que é
responsavel pelo balanceamento da curvatura do espago. Isto faz com que na regiao
interna a r = r,, a curvatura média seja nula.

Um outro caminho pode ser obtido fixando-se o angulo azimutal, I',dz* =
[';dt, sendo assim a transformacao de holonomia é dada por

Uy) = exp (- ?{ mt)

= €xp (_Trt) )

B (TT,)?  (TTy)®  (TT,)*
= 1-TT+ - = o+ =+ (2.29)

Reagrupando os termos, obtemos a seguinte expressao para a fase (4.39)

2

Uly) =1 - NF—;V snh(VN'T) + NSQ,)Q lcosh(NN'T) — 1] (2.30)

Notamos que a holonomia carrega informagao a respeito da constante cosmolégica.
Escrevendo U(7) na sua forma matricial, obtem-se

cosh(NN'T) —sinh(NN'T) 0
U(y)=| —sinh(NN'T) cosh(NN'T) 0 |, (2.31)
0 0 1
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ou de modo mais explicito

cosh(ra?T)  —sinh(ra?T) 0
U(y) = | —sinh(ra®T) cosh(ra?T) 0 | . (2.32)
0 0 1

A matriz U(7) é a identidade apenas quando r, « e/ou T sdo nulos. Caso contrario,
o vetor sempre serda modificado quando transportado paralelamente em torno do
buraco negro.

Um caminho mais geral, é o caso no qual nem o tempo ¢, nem o angulo
azimutal ¢, sao tomados como constantes. Sendo assim, a conexao de spin, pode
ser escrita como a soma de dois termos, dadas por

[ydxt =Tdt + T'yde. (2.33)
Rescrevendo-a em termos de 8 = dt/d¢, obtemos
Iydx* = (BT +T'y) do. (2.34)
Define-se a conexao de spin “generalizada” por
Iy =B+ 1y, (2.35)

I'; na sua forma matricial é dada por

0 BNN' 0
I,=| BNN* 0 —-N |. (2.36)
0 N 0
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Podemos agora, determinar a matriz de holonomia

U6) = e (- e
— exp (— f Psdqﬁ)

= exp (—2nT})

27T,)2  (2nT,)3 (24T,
= 1—27TF5+(7T2') _(7;') +(7r4,) o (2.37)

Utilizamos as propriedades da matriz I'y que estabelece que os termos de expoentes
) 2j
fmpares satisfazem a relagao ['¥+! = (5\/(NN’)2 — N2) I'y, enquanto os termos

) 2j
pares satisfazem: ['Y = (5\/(]\7N’)2 — NQ) 2. Isso nos permite reescrever a
matriz de holonomia U(7y) como sendo

L - n2 _ N2
U(v)zl—ﬁ\/(NN,)—Q_msm(Qwﬂ\/(NN) N2) +

ﬂz((NNlj;2 —N?) |1~ cos(2nBV/(NN)? = N7)|. (2.38)

Buraco Negro BTZ com Rotagao

Queremos discutir o caso mais geral, no qual o buraco negro possui momento
angular ndo nulo, isto é J # 0. A base dual generalizada para a métrica (2.6) é dada

por
e = Ndt, (2.39a)
el = N7ldr, (2.39b)
e = r(N%dt+dg), (2.39¢)
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com o seguinte conjunto de triades

16J2
e = N= \/—SM +r2a? + T (2.40a)
1
el = N'l= : (2.40b)
\/—SM +r2a? + 1(:—'2]2
4J
2 = rN?=-—— er=r. (2.40c)

)
7.2

Utilizando novamente a equagdo de estrutura de Cartan (2.16), podemos obter as
conexodes de spin generalizadas® da métrica (2.6). Para isso, vamos determinar a
derivada exterior do conjunto de 1-formas (2.39)

de® = NN'dr Adt, (2.41a)

de! = 0, (2.41b)
@

de? = N¢d7"/\dt+d7"/\d¢>+raév
r

dr A dt. (2.41c)

Para determinar as conexdes wy, precisamos resolver o sistema de equacoes abaixo

de® + wIAe +uwdne +wine’ = 0, (2.42a)
de' +wy Ae +wi Aet +wy Ae? = 0, (2.42b)
de® +wi Al +wine +wine’ = 0. (2.42c¢)

As conexdes de spin generalizadas nao nulas encontradas sao

W) = wj=NNdt, (2.43a)
wy = —w?=—N(Ndt+do). (2.43b)

As conexdes de spin podem ser obtidas a partir da relagdo, (I',)§ = wgdz*, sendo

4Usamos a expressio “generalizadas”, apenas para indicar a presenca do termo de rotaco.

Departamento de Fisica - UFPE



2.2 Buraco Negro BTZ 31

assim
0 O 0
I'y = 0 0 —N |, (2.44)
0N O
e
0 NN' 0
I'y= NN' 0 —NN? . (2.45)

0 NN°¢ 0

Vemos que quando J = 0, as conexoes de spin (2.44) e (2.45) se reduzem as conexoes
do buraco negro sem rotacao (2.20) e (2.21).

Voltamos agora a analisar o transporte paralelo de vetores em torno do buraco
negro BTZ, considerando os efeitos do momento angular. Considerando a érbita de
tempo constante centrada na origem e assumindo que 'y é independente do angulo
azimutal ¢, a integral de holonomia (4.39) na sua forma matricial fica

1 0 0
Ur)=1 0 cos(2rN) sin(27N) |. (2.46)
0 —sin(27N) cos(27N)

Esta matriz pode ser interpretada como o gerador de rotagoes em torno do eixo z,
com U(y) = exp(—2miNJy3). Observando (2.24) ou (2.46) notamos a existéncia de
um raio critico no qual a holonomia é a propria matriz identidade. O raio critico
generalizado é dado por

NN T (247

(07

Este novo raio critico, além dos efeitos da curvatura, incorpora efeitos associados
ao momento angular. Quando fazemos J = 0, o raio critico generalizado (2.47) se
reduz ao raio critico (2.28).

Um outro caminho pode ser obtido fixando-se o angulo azimutal, a fase geo-
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métrica obtida é entao

T, . Ve 3

URr)=1- TN () sinh(y/(NN")2 — (NN%)2T) +
I

(NN')? — (NN?)

g [cosh(\/(NN')Z " (NN®)2T) — 1] . (2.48)

Rescrevendo U(y) na sua forma matricial,

cosh(y/(NN")2 — (NN%)2T) —sinh(y/(NN')2 — (NN%)2T) 0
U(y)=| —sinh(y/(NN")2 = (NN%)2T) cosh(y/(NN')2— (NN®)2T) 0 [2.49)
0 0 1

identificamos [(NN")? — (NN?)?]T como o pardmetro de boost da transformagio de
Lorentz.

Sabe-se que a maneira natural de se construir uma quantidade que seja in-
variante sob uma transformacao de gauge é determinando o contorno de Wilson que
é definido por

W(7) = trP exp [— %Y daE“Fu(x)] | (2.50)

Queremos determinar o contorno de Wilson para o buraco negro BTZ[39]. Para
caminhos fechados com tempo constante o contorno de Wilson é dado por

W(y)=2(1+cos2mN). (2.51)
O contorno de Wilson para um caminho fechado com ¢ constante é dado por
W(y) =2 [1+ cosh((NN')> — (NN?)?)] . (2.52)

O angulo de deficit x é obtido quando comparado as posicoes final e inicial
do vetor quando este é transportado paralelamente ao longo do caminho fechado
com tempo constante, e é dado por

cosxa = U4, (2.53)

onde A é o indice tetradico. Os termos de desvio angular nao nulos ocorrem quando
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A =1 e 2, entao, temos
COS X1ou2 = 27N (2.54)
ou
|X10u2| = |27 N + 27n. (2.55)
No limite N — 0 devemos ter Xiou2 — 0, escolhemos n = 0, o que leva a
[X10u2| = |27 N|. (2.56)

Esta expressao mostra que para N # 0, se transportamos paralelamente um vetor ao
longo de um caminho fechado o vetor final ndo coincide com o vetor original. Este
efeito pode ser interpretado como sendo o andlogo gravitacional do efeito Aharonov-
Bohm.

2.3 Cordas Negras

Recentemente, Lemos e Zanchin [40], transformaram o buraco negro BTZ
tridimensional em um buraco negro cilindrico quadridimensional, conhecido como
corda negra. O processo de formagao da corda negra é andlogo ao da transformagao
de uma particula pontual num espacotempo tridimensional numa corda césmica
num espaco quadridimensional. A conexao entre a relatividade tridimensional e a
quadridimensional pode ser feita via

ds® = gupdz®da’ + d2°. (2.57)

Com a escolha adequada do tensor quadridimensional energia-momento, pode-se
encontrar a partir da solugao tridimensional a solucdo quadridimensional correspon-
dente. A solucao do buraco negro (2.6) é transladada ao longo do eixo z, obtendo-se
a seguinte métrica quadridimensional

ds? = —N2dt? + N~2dr? + 12 (Ndt + do)” + d2?, (2.58)

onde as fungoes lapso e deslocamento angular sao as mesmas do buraco negro BTZ.
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2.3.1 Transformacao de Holonomia para a Corda Negra

Estamos interessados em estudar o transporte paralelo de vetores ao longo de
caminhos fechados e caracterizar a geometria do espaco-tempo de uma corda negra.

Corda Negra sem Rotacao

Mais uma vez, vamos iniciar pelo caso mais simples, que corresponde a uma
corda negra sem rotagdo. Neste caso, a escolha da base de 1-formas para a métrica
da corda negra sem rotagao (2.58), pode ser feita de maneira semelhante & métrica
do buraco negro BTZ sem rotagdo, acrescentando-se uma dimensao a mais devido
ao eixo z, a base escolhida é dada por

e = Ndt, (2.59a)
el = N7ldr, (2.59b)
2 = rdg, (2.59¢)
e = dz. (2.59d)

ey = N, (2.60a)
e; = N1, (2.60b)
e r, (2.60c)
e = z (2.60d)

Tomando a derivada exterior da base (2.59), obtemos o seguinte conjunto de 2-formas

de® = NN'drAdt, (2.61a)
de! = 0, (2.61b)
de* = dr Adg, (2.61c¢)
de* = 0. (2.61d)

As conexoes que correspondem a corda negra sem rotacao sao obtidas a partir do
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sistema de equacoes abaixo

de® +wg Ae® +wd Ael +wIAe® +wsned = 0, (2.62a)
de! +wy ANe’ +wiAel +wy Ae +ws Ae’ 0, (2.62b)
de® +wi Ne® +wine +wine’+wiAed 0, (2.62c)
de®* +wi A +wiAe +wiAe’ +wine = 0. (2.62d)
As 1-formas conexoes nao-nulas obtidas sao
w? = wy = NN'dt, (2.63a)
wy = —w?=-—Ndé. (2.63b)

Com isso, determina-se as conexoes de spin para a corda negra sem rotacao

00 0 0
00 —N 0
I, — 2.64
¢ 0N 0 0| (2.64)
00 0 0
e
0 NN 0 0
NN’ 0 0
T, = 2.65
t 0 0 00 (2.65)
0 0 00

Comparando as conexdes de spin obtidas para o buraco negro BTZ e para a corda
negra, ambos sem rotagao, notamos que sao equivalentes, exceto pela dimensiona-
lidade. As matrizes da conexdo de spin da corda negra possuem uma dimensao a
mais, como era de se esperar.

Queremos determinar a matriz de holonomia associada ao transporte paralelo
de vetores em torno da corda negra. O primeiro caso a ser discutido serd o de curvas
fechadas com tempo constante e centradas na origem. A matriz I', é independente
do angulo azimutal, com isso a integral de holonomia (4.39) pode ser calculada
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diretamente
U(y) = exp (—%F¢d¢)
= exp (—27Ty)
_ (2nTy)?  (2nLy)°  (27Ty)*  (2aTy)°
= 1-—27l + TR + TR +---.(2.66)

Esta série pode ser posta como uma soma de senos e co-senos, sendo assim, temos

Uly) =1 % sin(27 ) + % [1 = cos(27N)]. (2.67)

A matriz de holonomia pode ser escrita com sendo

1 0 0
0 cos(2rN) sin(27N)
0 —sin(27N) cos(2nN)
0 0 0

Ulv) = (2.68)

—_ o O O

Esta matriz pode ser interpretada como o gerador de rotagoes quadridimensional em
torno do eixo z. A matriz (2.68) nos indica como o transporte paralelo de vetores ao
longo de uma 6rbita circular com tempo constante é realizado. Nota-se que também
existe um raio critico no qual a holonomia é nula, dado por

1
2 2
Ter = 3 [8M =+ (m/n)?]. (2.69)
Este raio critico é idéntico ao do buraco negro BTZ.

Um outro caminho que estamos interessados em estudar é obtido fixando-se
o angulo azimutal, neste caso, teremos a seguinte matriz de holonomia

U() = exp (— f mt)

= exp(—TT,)

TT,)? TT,)3 TT,)4
= 1—TFt+( 2vt) = 3vt) +! 4vt) +o (2.70)
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que é equivalente a

Ft : N2 _ 2
Uly) =1 TN () sinh(y/(NN')2 — (NN®)2T) +
Iy
(NN")?2 — (NN?)

5 [cosh(v/(NN')Z = (NN#)T) - 1] . (2.71)

Ou ainda na sua forma matricial

cosh(NN'T)  —sinh(NN'T)

0 0
—sinh(NN'T)  cosh(NN'T) 0 0
10
01

Uv) = (2.72)

0 0
0 0

A holonomia é trivial apenas no caso em que 7' = 0. Sendo assim, o resultado final
de um transporte paralelo de um vetor ao longo de 6rbitas com periodos ndo-nulos
sempre difere do vetor inicial.

Corda Negra com Rotacgao

A base de 1-formas que deve ser escolhida para a métrica de uma corda negra
na presenca de rotacdo deve ser a seguinte

e = Ndt, (2.73a)
el = Nldr, (2.73b)
e = r(N°dt+do), (2.73c)
et = dz, (2.73d)

eg = N, (2.74a)
el N7 (2.74b)
e rN® e2=r, (2.74c)
ey = 2 (2.74d)
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Tomando a derivada exterior de (2.73)

N
de’ = a—dr/\dt,
or

de! = 0,
ON®
de? = NOdrAdt+drAdo+r

or
de? = 0.

dr A dt,

(2.75a)
(2.75Db)
(2.75¢)
(2.75d)

As 1-formas conexoes sao obtidas da primeira equacao de estrutura de Cartan. Pre-

cisamos entao resolver o seguinte sistema

de’ +wiAe® +uw) Ae +wIAne +wine =
de' +wyg Ae® +wi Ae +wy Ae® +wy A
de’ + wi A e +wiAe' +ws Ae® +wi Ae?

de®* +wine’ +wiAe' +wsAe® +uwine =

o o o o

As conexoes nao nulas sao

W) = wy = NN'dt,
1

wy = —w?=—N(N%t+ do).

(2.77a)
(2.77b)

As conexoes de spin, para a corda negra com rotacao, sao dadas respectivamente

por
00 0 0
p_|oo -No
"o N 0 0]
00 0 0
e
0 NN 0 0
e —_NN? 0
t 0 NN¢ 0 0
0 0 0 0

(2.78)

(2.79)
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I'y independe da corda negra possuir ou nao rotacao, diferentemente de I'; que é
modificado pela presenca do termo de momento angular. Fazendo N® — 0, recuper-
amos o resultado obtido para o caso sem rotagao. A conexao de spin I'y corresponde
a oOrbitas de tempo constante, enquanto I'; corresponde a érbitas com angulo azimu-
tal fixo.

Determinaremos a matriz de holonomia associada ao transporte paralelo de
vetores ao longo de curvas fechadas. No primeiro caso, faremos o tempo constante.
Como I'y é independente de ¢, a integral de holonomia é dada por

U(y) = exp(—27Ty). (2.80)
Expandindo em série de Taylor e reagrupando os termos de poténcias pares e
impares, podemos reescrever a matriz de holonomia como
2

Uly)=1- % sin(27rN) + % [1 — cos(27N)]. (2.81)

A integral de holonomia é a prépria matriz identidade quando o transporte paralelo
é realizado ao longo do raio critico, dado por

2 _ 1
cr_2a2

r { M + (m/n)? £ /8M + (m/n)?]® — (8aJ)2} . (2.82)
Neste caso, a holonomia é trivial e o transporte paralelo de um vetor nao adquire
um angulo de deficit nesse transporte. A holonomia, na forma matricial, pode ser
escrita como

1 0 0
0 cos(2rN) sin(27N)
0 —sin(27N) cos(27N)
0 0 0

Uly) = (2.83)

—_ o O O

Considerando érbitas com o angulo azimutal fixo, a matriz de holonomia assume a

Departamento de Fisica - UFPE



2.3 Cordas Negras 40

forma

U(y) = exp (- f Ftdt)

= exp (—-TTy), (2.84)

a fase (2.84) é entdo, dada por

I

VNN — (NNoy?
I?

(NN)? - (NN9)

sinh(y/(NN")2 — (NN#)2T) +

Uly) =1-

g [cosh(\/(NN’)Q —(NN®)2T) — 1] . (2.85)

A matriz carrega informagcao sobre a curvatura de espago-tempo ao redor da corda
negra, bem como informacao sobre a rotacao.

cosh(y/(NN")2 — (NN®)2T) —sinh(y/(NN')2— (NN¢)2T) 0 0
U(y) = —smh(\/(NN’32 — (NN?%)2T) cosh(\/(NN’); — (INN?)2T) (1] 8 2.56)
0 0 01

O termo ((NN')?2 — (NN?)2T) ¢ identificado com o parametro de boost na trans-
foracao de Lorentz.

Varidveis de Contorno

As varidveis de Wilson tem atraido grande atengao em teorias de gauge. Elas
podem agir como variaveis dinamicas que eventualmente substituem os campos no
lagrangeano pelas préprias equagoes de evolucao[41, 14]. A varidvel de contorno (ou
loop de Wilson) para drbitas com tempo constante é dada por

W =2(1+cos2mN), (2.87)

e a variavel de contorno associada a 6rbitas com angulo azimutal constante é dada
por
W =2{1+ cosh [((NN")* — (NN?)*)T|}. (2.88)

Departamento de Fisica - UFPE



2.3 Cordas Negras 41

Vamos usar as duas expressoes das varidveis de contorno acima para verificar as
relacoes de Mandelstam. Para isso, precisamos determinar a 2-forma curvatura R}
da métrica (2.58).

A curvatura é dada pela segunda equacgao de estrutura de Cartan:

Ry = dwy + wi A wp. (2.89)

A curvatura 2-forma na sua forma matricial e é dada por

0 0 0 0
0 0 —NN 0
I P (2.90)
0 0 0 0
€
0 (N')2 4+ NN" 0 0
(N")2 4+ NN" 0 —N'N® — N(N%)' 0
Ry = 2.91
0 0 —N'N?¢ — N(N%Y! 0 0 (2.91)
0 0 0 0

Do tensor R,;, podemos encontrar as componentes do tensor de Riemann, Rj,,
onde « e 3 representam, respectivamente, a linha e a coluna do matriz: R,,. A
relacdo de Mandelstam é dada por

oW

dy*
S = P ASTrIRLUM]

s’

(2.92)

Esta relagao aparece em teorias de varidveis de contorno quanticas [24]. No caso da
derivada radial, temos

W 4N sin(27N), (2.93)
or
o que leva a relagao
ow
= = / Tr[RouU()]ds. (2.94)
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2.3.2 Andlise de Orbitas

Se transportarmos vetores paralelamente ao longo de orbitas circulares o ve-
tor final apresentard ou nao um angulo de déficit em relacao ao vetor original? A
resposta dependera da natureza do espaco-tempo no qual o transporte é realizado.
Este transporte carregara informagoes sobre a curvatura da regiao englobada pelo
contorno. Recentemente, Rothman, Ellis and Murugan [42] estudaram algumas das
6rbitas de um vetor quando transportado paralelamente ao longo de um caminho
fechado no espago de Reissner-Nordstron. Eles mostraram que o vetor final é mod-
ificado quando volta ao ponto inicial, mesmo o espago-tempo sendo esfericamente
simétrico e estatico. Outro resultado importante é que este angulo de déficit anula-se
depois de n voltas num circuito de raio r para valores apropriados de r e n. Observa-
se com isso que existe uma banda de invariancia de holonomia neste espaco-tempo.
Em outro artigo, Marteens, Mashhoon e Matraves [43] estenderam a andlise para
érbitas no espago-tempo de Kerr[25]. O termo de rotagao traz novos elementos para
o comportamento das érbitas. Nesta sec¢ao fazemos andlise de algumas érbitas no
espaco-tempo de uma corda negra.

A equacao de transporte paralelo livre de coordenadas é dada por

dA" + Wb AP =0, (2.95)

sendo A = A*J,, algum campo vetorial pertencente a varieadade M e wg é a conexao
de spin. Para a corda negra com rotacao as componentes de A, satisfazem o seguinte
conjunto de equacoes

dA® + NO,NdtA' =
dA* + NO,NdtA® — N(N%dt + d¢)A?
dA? + N(N®dt + dp)A'

dA® =

—~
>N
O
2]

&

o oo o
~~~
o
©
S
o

A seguir, consideraremos alguns casos especiais de curvas no qual A é transportado
paralelamente. Temos com isso que resolver o conjunto de equacoes diferenciais
(2.96). O caso sem rotacao é obtido, fazendo J = 0, além disso, nota-se claramente
que a componente A% é constante, com isso, escolhendo essa constante igual a zero,
obtemos o transporte paralelo de um vetor em torno do buraco negro BTZ.
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Orbitas Circulares

O primeiro caso particular que analisaremos serd o de orbitas circulares, isto
é, r = R. O vetor tangente dessas 6rbitas é dado por X* = (X*,0, X% 0). Além
disso, parametrizando as curvas por ¢ e assumindo que a velocidade § = dt/d¢ é
constante, encontramos

dA"
73 + BNO,NA* = 0, (2.97a)
dA? 0 " 9
w + 6N87NA — N(N ,B + 1)A = 0, (297b)
AQ
dd—qs + N(N°B+1)A = 0, (2.97¢)
dA3
- = 0. 2.
o 0 (2.97d)
O sistema (2.97) pode ser facilmente integrado dando
N(O,N N(O,N
A%g) = W cos(we) — W sin(we) + cs, (2.98a
Al(¢) = crsin(we) + c;cos(we), (2.98b

N(N¢5 + 1)02

A2(¢
(¢

= - cos(we) — sin(we) + ¢4, (2.98¢

(
(
(
(¢) = o, (2.98d

)
)
) N(N?B+1)cy
)

N

onde a ‘velocidade angular’ w é dada por
w® = N?(N°B+1)* — B2N?(0,N)>. (2.99)

c1, Co, C3, C4 SA0 constantes de integracao. O comportamento das solugoes depende do
sinal do quadrado da freqiiéncia, w?. O sinal desta funcdo mudard em algum valor
r =1, Ser > r,, teremos solugoes oscilatérias, caso contrario, r < r,, as solugoes
trigonométricas (2.98) serdo substituidas por fung¢oes hiperbdlicas. As constantes
c3 and ¢4 ndo sao independentes, substituindo (2.98) de volta no sistema (2.97),
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encontramos a seguinte relacao entre elas

BNO:(N)
= ——"¢3. 2.1
“TNWNpB+1? (2.100)
Analisaremos 6rbitas de tempo constante dt = 0, neste caso, o sistema (2.97)
reduz-se a
dAt
—— — NA? = 2.101
a5 0, (2.101a)
dA?
—— +NA' = 0. 2.101b
ot (2:101b)

Assumimos que as érbitas comecam em ¢ = 0 e que depois de n voltas, temos
¢ = 2mn. Deste modo, o sistema (2.101) é facilmente integrado para

A'(27n) = ¢ sin(N27wn) + ¢, cos(N27n), (2.102a)
A%(2mn) = ¢y cos(N2mn) — cysin(N2mn). (2.102Db)

Para valores finitos de r, existe um angulo de deficit quando o vetor é transportado
por um angulo de 27, exceto quando a quantidade n\/ —8M + o?r? + lf,—;]?

nimero inteiro. A condicao de quantizacao das érbitas para a invariancia da holono-

é um

mia implica

R? = % (80 + (m/ny? + /B + (m/m)? — (8aP?) (2.103)
sendo m um numero inteiro nao nulo.

Um outro tipo de curva bastante interessante sao os circulos tipo tempo, cujo
vetor tangente é dado por X¢ = (NB, 0,7(N?B +1), 0). Para circulos tipo tempo
a condigao N23% — r2(N?B +1)% < 0 é requerida, ji que o termo temporal deve ser
maior que o espacial. Depois de n voltas, temos

NA°(27n) = m [cos(2mnw) — 1] — BN(9:N)ez sin(2rnw), (2.104a)

NAY(27n) = ¢ sin(2mnw) — ¢ [cos(2mnw) — 1], (2.104Db)
¢ C1 ¢ Cy .

NA%*(27n) = NV i—i_ D [cos(2mnw) — 1] — V(N5 +1) sin(2mp)04c)
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onde o simbolo A denota a diferencga entre as componentes do vetor tangente antes
e depois de serem transportados paralelamente.

Uma geodésica circular é obtida quando um vetor tangente é transportado
paralelamente ao longo de sua curva integral. Neste caso para qualquer vetor a
componente radial é nula e as outras componentes satisfazem a equagao

A N(N?B+1)

il W (2.105)
Aplicando esta condi¢do ao vetor tangente, obtém-se
¢
T(Nivﬁﬁ-i- ) Nﬂ(]]:f[(éj\_f)l)’ (2.106)
0 que leva a expressao
g BN® £ VENN (2.107)

NN' — R(N%)2 "

Holonomia Radial

Outro tipo de caminho muito interesssante sao os caminhos radiais. Neste
caso, podemos escolher o vetor tangente como sendo X* = [X* X", 0, 0], de modo
que as componentes tetradicas sejam escritas como

X*=(NX"N7'X",0,0). (2.108)

Por simplicidade, escolheremos geodésicas radiais nulas. Esta condicao é satisfeita
se e somente se N2(X*)? = N72(X7")2. Fazendo o parametro da curva como 7, o
conjunto de equagoes diferenciais (2.96) se reduze a

0
%+(0TN)N—1A1 = 0, (2.109a)

1
%Jr(arN)N—le = 0. (2.109b)

T
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A solucao geral deste sistema é dada por

A’ =N '+ N, (2.110a)
Al =¢ N1 — N, (2.110b)

onde ¢y e co sa0 constantes de integracao.

2.3.3 Transporte Paralelo de Spinores

Uma questao que surge quando estudamos o transporte paralelo de vetores
é 0 que ocorre quando, ao invés de vetores, transportamos campos mais complexos.
Sabemos que vetores, quando transportados paralelamente, podem ser alterados
apos completarem um circuito, se a regiao interna a esse circuito possuir curvatura
nao nula. Nesta seccao, estudaremos o comportamento de espinores quando sao
submetidos ao transporte paralelo ao redor de uma corda negra. Se o spinor que é
submetido ao transporte paralelo ao redor de uma curva fechada for alterado, sera
devido a efeitos globais da curvatura da regiao interna ao transporte paralelo.

A derivada covariante V, de um spinor é definida em termos da conexao
spinorial I';,, de modo que

Vb = Otp — L) (2.111)

Enquanto a conexao spinorial é dada em termos das matrizes de Dirac 7,, na rep-
resentacao do grupo de Lorentz

1
L, = _ngu%fyy' (2.112)
Para érbitas de tempo constante encontramos a seguinte expressao para a conexao
spinorial

Ty(z)do = %N (my? —72y") do. (2.113)

Escolhemos a seguinte representacao para as matrizes de Dirac[44], vy = 03, 9! = ic?

1

e 72 = —io'. Dessa forma a conexdo espinorial pode ser escrita em termos das

matrizes de spin de Pauli
1
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A fase associada com a conexao spinorial acima é dada pela integral de holonomia

U6) = exp (-~ § o)

= exp (—27Ty). (2.115)

Expandindo esse termo, encontramos a seguinte expressao para a transformacao de

holonomia
U(v) = cos(rN) — iozsin(wN). (2.116)

Depois de um spinor ser transportado paralelamente, (¢ = 27) é dado em termos
do spinor original (¢ = 0), pela relacdo

p(¢=2m) = UWM)p(¢=0)
= cos(mN)Yp(éd = 0) —iozsin(nN)(¢p = 0). (2.117)

Este efeito sobre o spinor é um efeito da curvatura da regidao englobada pelo trans-
porte paralelo. Diferente do transporte paralelo de vetores, no caso de espinores,
a invariancia de holonomia ocorre depois de um circuito de 4w, ao invés de 2.
Para 6rbitas de tempo constante, as componentes do spinor, satisfazem a seguinte

' ( z‘; ) = 0, ( zz ) +Ty(z) ( Z‘l’ ) =0. (2.118)

Esse sistema pode ser facilmente integrado, levando a seguinte solugao

()= (5 ) 9

Essa solucao, corresponde ao transporte paralelo de um spinor ao redor de uma

equacao

corda negra.
Para orbitas com angulo azimutal constante, temos

1 1
Lt = NN (127" =%7°) = 7 (07" = 17°)
1 1
= SNN'o' — S NN%io®. (2.120)
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Para uma corda negra nao girante, temos a seguinte matriz de holonomia

2

Ur) =1+ mFTt/Q sinh(ra?T/2) + erz 71 [cosh(ra®T/2) — 1] (2.121)

o que leva a

coshra®T/2  sinhra?T/2
Ut = < sinhra?T/2 coshra?T/2 ) (2.122)
O contorno de Wilson é dado por
W () = 2cosh(ra?T/2). (2.123)

2.4 Conclusoes

Neste capitulo calculamos as variaveis de contorno, tanto no caso do buraco
negro BTZ quanto da corda negra. Utilizamos as varidveis de contorno num contexto
gravitacional e a holonomia para caracterizar ambos os espacos-tempo. Mostramos
que, para a métrica da corda negra girante as variaveis de holonomia sdo uma com-
binacao de rotacoes e de boosts nesse espago-tempo. As transformacoes de holonomia
sdo elementos do grupo R x SO(2,2). A partir desses resultados encontramos um
efeito similar ao efeito Aharonov-Bohm gravitacional no caso de uma corda césmica
quando é feito o transporte paralelo de vetores e spinores em torno de uma corda
negra. Entretanto, existe uma diferenca marcante entre esses dois espacos-tempo.
No caso da corda césmica o espaco fora do defeito é plano, enquanto no caso estu-
dado da corda negra, este possui curvatura constante na regiao exterior ao defeito.
Esses efeitos sao equivalentes aos efeitos oriundos do transporte paralelo de vetores
e espinores no espaco de fundo de uma corda césmica com estrutura interna.

E importante ressaltar a existéncia na literatura de estudos sobre varidveis
de contorno de Wilson para buracos negros BTZ[39, 45]. Mas esses estudos sao
apresentados num contexto diferente do nosso. Eles usam as varidveis de contorno
de Wilson na formulagao gravitacional de (2+1)dimensoes de Chern-Simons, como
meio de obter a métrica BTZ. Na nossa abordagem ja partimos com o conhecimento
da métrica e aplicamos as varidveis de contorno como meio de caracterizar o buraco
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negro BTZ, bem como a corda negra. Outra observagao importante é que para
obter a métrica da corda negra faz-se necessaria apenas adicionar uma dimensao
linear extra na métrica BTZ. Por isso, os resultados da corda negra e do BTZ
sao equivalentes, a menos de uma reducao de dimensionalidade das matrizes que
descrevem as transformacoes de holonomia.

Devido a curvatura sobre todo o espacgo-tempo da corda negra, espera-se
que a holonomia seja nao nula em todo o espago. Mas existem regides especificas
especiais que apresentam holonomia nula. Isso é a estrutura de banda da in-
variancia de holonomia[42]. Para as varidveis de contorno isso implica na quan-
tizacao da holonomia. Demonstramos esse efeito para um espaco-tempo assinto-
ticamente anti-de-Sitter. Por fim analisamos as variaveis de contorno para o caso
spinorial e mostramos a mesma banda de holonomia apresentada por Rothman, El-
lis e Murugan[42]. Demonstramos para o caso vetorial que as varidveis de contorno
satisfazem as relacoes de Mandelstam.
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Capitulo 3

Transformacoes de Holonomia em
d-Branas

3.1 Introducao

A unificacao da gravidade com as outras interacoes fundamentais no con-
texto da teoria de cordas sugere fortemente que o nosso universo possui dimensoes
extras. Essas dimensoes espaciais extras sao consideradas compactas e consequente-
mente ndo observadas em baixas energias. Avancos recentes tém mostrado que se 0s
campos de matéria forem localizados numa 3-brana e se a escala fundamental consid-
erada for a escala eletrofraca, entao a restricdo de que essas dimensoes extras sejam
compactas, nao é mais necessaria[46]. Esse tipo de constru¢ao abre um caminho para
possibilidades de novas fenomenologias, envolvendo efeitos gravitacionais quanticos
de baixas energias. Esses efeitos podem vir a ser verificados experimentalmente por
meio das proximas geracgoes de aceleradores de particulas.

A idéia de que nosso universo é uma membrana envolvida num espaco de
dimensao superior tem atraido, recentemente, um grande interesse. Foi mostrado
que este problema pode ser solucionado se a dimensao da escala de Planck for baixa
e 0 espaco possuir dimensdo alta[46]. Uma proposta alternativa, apresentada por L.
Randall e R. Sundrum[47], assume que 0 nosso universo é uma parede de dominio
de tensao negativa separada por outra parede de tensao positiva dentro do espago
tempo anti-de-Sitter. Nessa abordagem nao é preciso que a dimensao extra seja
grande. Em outro artigo, L. Randall e R. Sundrum[48], sugerem que é possivel
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uma dimensao extra infinita. De acordo com esse modelo, vivemos numa parede de
dominio embebida em um espaco anti-de-Sitter’.

Em outro trabalho interessante, Chamblin, Hawking e Reall [49] construiram
um buraco negro de Schwarzschild sobre um volume quadridimensioanal de uma
3-brana a partir de um cendrio de Randall-Sundrum pentadimensional. A métrica
da brana encontrada ¢ solu¢ao da métrica de Schwarzschild. Entretanto a escolha de
uma solucao AdS-Schwarzschild em cinco dimensdes falha na tentativa de satisfazer
a condi¢do de juncdo de Israel[50, 51| na regido da brana que deve ser simétrica
por uma reflexao Z,. Uma configuracao alternativa é a considerada por Cham-
blin, Hawking e Reall [49], de uma corda negra pentadimensional que intercepta
uma 3-brana na métrica quadridimensional de Schwarzschild. Essa solugao possui
a singularidade usual de Schwarzschild sobre a brana e é estendida ao longo da
direcdo transversa. Modgil, Panda e Sengupta[46] extenderam essa abordagem para
um buraco negro de Kerr numa 3-brana num cendrio pentadimensional de Randall-
Sundrum.

3.2 Meétrica de uma Corda Negra numa Parede
de Dominio

Nos modelos considerados por Randall e Sundrum, a métrica pentadimen-
sional anti-de Sitter é dada por

ds? = e/ 'yda’ da? + dy?, (3.1)

onde 7, é a métrica pentadimensional de Minkowski e [ é o raio AdS. Introduzindo-
se a coordenada z = le¥/! e substituindo em (3.1), obtemos

2
ds* = i—2 (d2® + myjda*da?) . (3.2)

Os valores correspondentes a z = 0 e z = 00, sao chamados respectivamente de
infinito conforme e de horizonte AdS. E y é a coordenada espacial extra. A métrica

INeste caso, viverfamos num mundo brana, isto é, uma superficie quadridimensional em um
espago-tempo multidimensional.
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(3.2) é conforme e plana. A escolha da métrica que descreve um buraco negro numa
parede de dominio para um valor fixo da coordenada z pode ser feita considerando
uma métrica tipo a solucdo de Schwarzschild, isto é

l2

ds* = — (=U(r)dt* + U(r)~"'dr® + r*(d0” + sin® 0d¢*) + dz2*) (3.3)

22

onde a funcao, U(r) é dada por

Uir)=1---. (3.4)

A métrica(3.3) descreve uma corda negra no espago-tempo AdS.

3.3 Transformacoes de Holonomia

Nesta sec¢ao, vamos determinar as transformagoes de holonomia para a ge-
ometria quadridimensional de Schwarzschild, bem como para um buraco negro de
Schawarschild embebido num espago-tempo pentadimensional [49]. Embora o prim-
ieiro caso ja tenha sido discutido na literatura por Rothman, Ellis e Murugan [42],
esses resultados nos servirao de subsidios para quando analisarmos o segundo caso.
Os novos resultados, nos limites apropriados, devem reproduzir os resultados encon-
trados por Rothman, Ellis e Murugan [42]. Além é claro de trazer informagoes sobre
a geometria da corda negra [49].

3.3.1 Transformacoes de Holonomia na Geometria de
Schwarzschild

Vamos verificar um caso mais simples, que corresponde ao buraco negro de
Schwarzschild [42] para que os nossos resultados para uma corda negra numa parede
de dominio nos limites adequados possam ser comparados com o do buraco negro
de Schwarzschild. A métrica correspondente é dada por

ds® = ~U(r)dt> + U(r) 'dr® +r*(d6” + sin® 0d¢?), (3:5)

obtida tomando os limites z = [ e z = oo na métrica (3.3). A base de 1-formas
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adequada para essa métrica é dada por

e = U(r)dt, (3.6a)
el = U(r)™V2dr, (3.6b)
e = rdb, (3.6¢)
e = rsinfdg. (3.6d)

(3.6e)

Resolvendo a equacao de Estrutura de Cartan, podemos encontrar as 1-formas
conexoes nao nulas

W = w)= 5 dt, (3.7a)
w? = —wl=VUdb, (3.7b)
w? = —wi=VUsinbdg, (3.7¢)
wy = —wj = cosfdg. (3.7d)

As conexoes de spin correspondentes sao apresentadas como matrizes 4 x 4, dadas
respectivamente por

0 0 0 0
0 0 0 —/Usin#
r, = .
¢ 0 0 0 —cosf ’ (3.8)
0 VUsinf cosf 0
0 O 0 0
0 0 —VU 0
T, = 3.9
o 0vU 0 0]’ (3.9)
0 0 0 0
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0000
0000
T, = , 1
0000 (3.10)
0000
e
0 U'J/2 0 0
Uj2 0 00
I — 3.11
t 0 0 00 (3.11)
0 0 00

Vamos discutir o caso em que (¢,60) sao constantes, a matriz de holonomia
possui apenas a contribuicao azimutal da conexao de spin e é escrita como

U) = exp (= § 1) (3.12)

Expandindo e reorganizando os termos de poténcias pares e impares, podemos es-
crever a integral de holonomia como sendo

Ly (T'g)?
U =1- sin [2 r,0) + —————— {1 — cos |2 r,0)]}, (3.13
(7‘1)) gl(,’,’ 9) [ 7Tgl( )] (g1(7“, 0))2 { [ 71—91( )]} ( )
com a funcdo g;(r, @), definida por
g1(r,0) = VU sin?  + cos? §. (3.14)

Vamos considerar drbitas que pertencam ao plano equatorial, ou seja, § = /2.
Neste caso, podemos escrever U(7,), na sua forma matricial como sendo

1 0 0 0
0 cos 27T\/U 0 sin 27r\/U

U =1 o o 1 o : (3.15)
0 —sin27VU 0 cos2n/U

com isso, quando transportamos paralelamente um vetor ao longo de um caminho
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n=1\n=2|n=3|n=4

m=1 2.67 | 2.25 | 6.40
m=2 3.60 | 2.67
m=23 4.57
m=4

Tabela 3.1: A tabela apresenta valores do raio critico no qual ocorre a invaridncia
de holonomia para orbitas com tempo constante no plano equatorial.

no plano equatorial, o angulo de déficit é dado por 27/ U. As regides nas quais a
holonomia é nula determinam as bandas de invariancia de holonomia para determi-
nados valores dos raios. Depois de n voltas, temos

2mng,(r,0 = 7/2) = 2mm, (3.16)

onde m é um inteiro. O raio critico no qual ocorre a invariancia de holonomia depois

de n voltas é dado por
2M

T = (m/ny

O raio critico deve satisfazer a desigualdade r > 2M, de modo a excluir o horizonte

(3.17)

de eventos, consequentemente: 0 < (m/n)? < 1. A tabela (3.1) mostra alguns
valores para os inteiros m e n, no qual ocorre a invariancia de holonomia.

Uma outra trajetoria que pode ser analisada é a regiao que corresponde a
(t, ) constantes, assim a integral de holonomia torna-se

U(v) = exp (- ]{ Pgd@) | (3.18)
Podendo a integral de holonomia ser colocada na forma

sin [mga(r)] + _(Lo)” {1 — cos [mga(r)]}, (3.19)

Ulw) =1~ (0:0r))

Ly
92(7" )
com

g2(r) = \/U(r). (3.20)
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n=1\n=2|n=3|n=4
3.60 | 2.67

S 333
Il
= W N =

Tabela 3.2: A tabela apresenta valores para o raio critico no qual ocorre a invariancia
de holonomia para érbitas com tempo e a angulo azimutal constantes.

A matriz de holonomia nesse caso é dada por

1 0 0
U () 0 cosm/U sinmVU
o) = 0 —sinTVU cosmV/U
0 0 0

: (3.21)

_ o O O

O angulo de déficit corresponde a 7v/U. As bandas de holonomia para as ébitas
com (t,¢) constantes sao dadas por

nmge(r) = 2mm. (3.22)

O que leva a seguinte expressao para o raio critico

2M

o = T (3.23)

Alguns valores do raio citico sdo mostrados na tabela (3.2)
Considerando apenas a contribuicao da conexao de spin temporal a integral
de holonomia, isto é, levando em conta apenas 6rbitas com (6, ¢) constantes, temos

oy = (- f ). 520

(Ty)? 5 {cosh [Tg4(r)] — 1}, (3.25)

ry .
U(y) =1— ——sinh [Tgs(r)] + m

94(r)
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com -
g4(r) = 5 (3.26)
A matriz de holonomia correspondente é dada por
coshTU'/2 —sinhTU'/2 0 0
—sinh7TU'/2  coshTU'/2 0 0
= 2
U() ; SN (3.27)
0 0 0 1

o termo TU'/2, pode ser interpretado como o parametro de boost numa trans-
formacao de Lorentz. A regidao de holonomia nula é dada pela raiz da equagao
abaixo

g4(r) = 0. (3.28)

Essa condicao é satisfeita quando o raio for infinito.

3.3.2 Transformacoes de Holonomia na Parede de Dominio

Vamos escolher a seguinte base de 1-formas para descrever a métrica (3.3)

¢ = éU(r)I/Zdt, (3.292)
el = éU(r)l/er, (3.29b)
e’ = érd@, (3.29¢)
et = ér sin fdg, (3.29d)
et = édz, (3.29)

quando tomamos os limites z = [ e z = oo na base (3.29), reproduzimos a base de
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1-formas (3.6). A matriz das pentadas para a base (3.29) pode ser escrita com sendo

Lyu(r)t/? 0 0 0 0
0 Lur)y=12 o 0 0
ey = 0 0 Ly 00 (3.30)
0 0 0 irsing 0
0 0 0 0o !

Os 1nicos elementos nao nulos da matriz sao os elementos da diagonal principal,
indicando que o espago-tempo em questdao nao possui torcao. Além disso, a matriz
obedece a relagao e, E” = ¢y

Mais uma vez, vamos resolver a equacao de Estrutura de Cartan para obter
as conexoes da corda negra numa parede de dominio. Para isso, vamos calcular a
derivada exterior das 1-formas(3.6) e depois substitui-las no sistema de equagoes de
Cartan. As derivadas exteriores sao dadas por

[ LU
0 _
de” = —Z—Q\/U(r)dz/\dtHL g\/ﬁdr/\ dt, (3.31a)
I 1
1
de* = —%rdz A df + £d7‘ A db, (3.31c)
z z
l [ l
de? = —' sinOdz A do + 2 sin Odr A d¢ + T cos 0do A dp,  (3.31d)
de* = 0. (3.31e)

E mais conviniente escrever as derivadas (3.31) em termos da prépria base de 1-
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formas, (€%, ¢!, €2, e?, e?), sendo assim, obtemos
1 U
de® = —764 Ae + %ﬁel A€, (3.32a)
1
de! = _764 Ael, (3.32b)
1 U
de? = —Ze4 A€+ ?gel A€ (3.32¢)
1 U 1cosf
de® = ——64/\63+i£el/\e3+i—g ZNe?, (3.32d)
l L r [ rsinf
de* = 0. (3.32¢)

Precisamos resolver as equagdes de Estrutura de Cartan abaixo (3.33) e encontrar
as conexoes nao nulas.

de’ +wiNe’ +w) Ae +wIAne? +wiAe® +w)Aet
de' +wiAe® +wiAnet +wiAe® +wi Aed +wp Aet
de® +wi Ae® +wine +wiAe® +wi Ae® +wi Aet
de* +wine’ +wine +wine® +wine’ +winet

de* +wg Ae® +wiAe' +wy Ae® +ws Aed +wy Aet

Resolvendo o sistema as 1-formas conexdes nao nulas encontradas sao as seguintes

—wt = —gde,
—wl =VUdb,
—w; = —2 sin Odo,
—w; = VU sin 0do,
—w3 = cos Odo,
1

—wi = — dr,

VU
Wy = —gdt,

!

wy = %dt.

(3.34a

(3.34b
(3.34c

(3.34d

)
)
)
)
(3.34e)
(3.34f)
(3.34g)

(3.34h)
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Os demais termos da conexao sao nulos. Esse resultado nos permite construir as
quatro conexoes de spin, I'y,I'g,I', e I';, dadas respectivamente por

Ty, = wide, (3.35a)
Ly = wgdd, (3.35b)
[, = wgdr, (3.35¢)
N, = widt. (3.35d)

Ou ainda, podemos apresenta-las nas suas respectivas formas matriciais

0 0 0 0 0
0 0 0 —+Usinf 0
I'y=10 0 0 —cosf 0 , (3.36)
0 VUsinf cosé 0 —(r/z)sin 6
0 0 0 (r/z)sin@ 0
0 0 0 0 O
00 —/U 0 0
Ly=|10 VU 0 0 r/z |, (3.37)
0 0 0 0 O
0 0 —-r/z 0 0
0 0 0 0 0
0 0 00 —1/V/Uz
I,=[o0o 0o 00 o , (3.38)
0 0 00 0
0 1/VUz 0 0 0
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€
0 U/2 0 0 —V/U/z
U'/2 0 00 0
T, = 0 0 00 0 (3.39)
0 0 00 0
—U/z 0 00 0

A conexao de spin I'y é a iinica que nao depende da varidvel 2z, possuindo portanto,
simetria ao longo do eixo-z, mas por outro lado, é a linica que nao possui simetria
em relagao ao angulo #. As demais conexdes de spin dependem das varidveis r e
z. Além disso, pelo fato da métrica (3.3) ser estaciondria, todas as conexoes de
spin independem do tempo. Quando fazemos z = [, as conexdes de spin (3.36)-
(3.39) correspondem as conexoes de spin de Schwarzschild-AdS. Para recuperarmos
as matrizes (3.8)-(3.11), devemos tomar o limite z — oo, assim, as conexoes corre-
sponderam as da geometria usual de Schwarzschild.

Vamos a analisar o transporte paralelo de vetores ao longo de alguns caminhos
fechados particulares, o primeiro a ser discutido é o caso em que as coordenadas
(t,r,0) sdo consideradas constantes, dessa forma a matriz de holonomia é dada,
simplesmente, em termos da conexao de spin azimutal

U0) = exp (- § o) (3.40)

Expandindo e reorganizando os termos de poténcia pares e impares, podemos escr-
ever a integral de holonomia como sendo

=1- 7F¢ sin 27 f1(r, 0, z 7@4))2 —cos |27 J1(T, 0, 2
U(%ﬁ) =1 fl(r,O,z) [2 fl( 70a )] + (fl(T, 0’ Z))Q {1 [2 fl( ,0, )]}(341)

com a funcdo fi(r,6, z), definida por

2
fi(r,0,2) = \/<U + %) sin? § + cos2 6. (3.42)

A natureza das raizes da funcado fi(r, 0, z), diz se as trajetérias fechadas ao longo do
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espaco-tempo da d-brana é oscilatério ou nao. Além disso, podemos determinar as
regioes nas quais a holonomia € nula e assim caracterizar as bandas de invariancia de
holonomia para determinados valores dos raios. Isso ocorre quando o argumento das
funccoes trigonométricas que aparecem na integral de holonomia (3.41), satisfazem

a equagao
2nfi(r, 0, z) = 2mm, (3.43)
onde m é um inteiro. O raio critico é obtido encontrando-se as raizes da equagao
abaixo
3
2_2 + ’rcrg(m, n) - 2M == 0’ (3.44)

com £(m,n) = 1 — (m/n)? e satisfazendo a relagao £(m,n) > 0. A solugao real da
equacao (3.44) é dada por

2/3
— (27Mz2 +3V3y/2* (2283 + 27M2)> +3¢22

{27 M2 + 33,/ (268 + 27 M)

rep = —1/3 (3.45)

Vamos analisar alguns casos particulares de £(m,n) quando z = [, nesse caso os
resultados s@o os mesmos dos obtidos para Schwarzschild-AdS, e comparar com os
resultados obtidos para geometria de Schwarzschild. O primeiro caso é £(1,2) = 3/4,
assim a raiza obtida é

2/3
8 MI* + \/1* (12 + 64 M2)) + 2

ro = —1/2 — ( , (3.46)

{8 M+ T+ 64002)

no limite [ — oo o raio critico se reduz a: r.. = 8/3M. Outro caso é £(2,3) = 5/9,
cuja raiz é dada por

2/3
. (729 M2 +3/3,/1 (125 12 + 19683 M?)) +150

TCT = —]_/9 Y (347)

{720 M2 + 3/3 /11 (1252 + 19683 M?)

no limite [ — oo o raio critico se reduz a r.. = 18 M /5. E por fim, fazemos £(3,4) =
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7/16, que tem como solugao

2/3
_ (1728 M2 +3/3,/IT (343 1% + 110592 M2)) + 217

Ter = _1/12 . (348)

{/1728 M2 + 3/3\/1% (3432 + 110502 M?)

e mais uma vez, tomando o limite [ — 0o o raio critico se reduz a r, = 32M/7.
Notamos que em todos os casos analisados, quando tomamos o limite [ — oo, 0s
raios criticos no espago-tempo pentadimensional sao reduzidos aos valores do caso
da geometria de Schwarzschild, como apresentados na tabela (3.1).

Uma outra trajetéria que pode ser analisada é o caso em que (¢,r,¢) sdo
constantes, assim a integral de holonomia torna-se

U(y) = exp (— 7{ F9d0> , (3.49)

podendo ser colocada na forma

Fe i ﬁ — COS | r.z
7 s1n[7rfz(r,z)]+(f2(m))2 {1 [7fa(r, 2)]},  (3.50)

- fo(r, 2) = (U + 7“—2) (3.51)

No caso equatorial as bandas de holonomia para as érbitas com (¢, r,6) constantes
correspondem as mesmas bandas de invariancia de holonomia no caso (¢,r,¢), a
menos de uma constante

7 fo(r, 2) = 2mm. (3.52)

O raio critico é obtido a partir da equacao

3
Ter
22 + Tcré-(mv TL) —2M = 0’ (353)

com £(m,n) = 1 — (2m/n)%. A funcido £(m,n), satisfaz a relagao &(m,n) > 0.
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Levando a condicao: n > 2m. A solucao real é dada por

2/3
- (27M,z2 + 3324 (223 + 27M2)) +3x2°

Ter = —1/3 (3.54)

{27 M2 + 3/3\/ZE (228 + 27 117

Vamos determinar alguns valores do raio critico para determinados valores de &(m, n)
e em seguida, vamos analisar os limites z = [ e [ — oo e comparar com os valores
obtidos para a geometria de Schwarzschild. Para £(1,3) = 5/9, temos

2/3
— (129M22 +33/2T (1252 + 19683 M7) ) + 1522
rer = —1/9

(3.55)
\3/729 Mz% + 3+/3./2* (125 2% + 19683 M?)
No limite z = [ — 00, o raio critico se reduz a
rer = 18M /5. (3.56)

o valor obtido acima coincide com o da tabela (3.2). Para £(1,4) = 3/4, temos

_ 2 4 2 2 2/3 2
8M22+ /24 (22 +64 M?))  +=z

Ter = _1/2 (357)

{’/8 M22 + (/2% (22 + 64 M?)
tomando o limite | — oo, obtemos
Ter = 8M/3. (3.58)

Uma outra situacdo corresponde aos parametros (¢, 6, ¢) constantes, assim
temos apenas a contribuicao da conexao radial

U(Y) = exp (— f Frdr) ,
- oo (- RDdr),

— exp (—fr) , (3.59)
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com

5 R
T, = / T,dr. (3.60)
0

A conexao de spin depende da varidvel de integracao, nao podendo ser considerada
constante durante a integragao como fizemos até agora nos demais casos. A integral
de holonomia é dada por

r, . (T,)?

U(y)=1- sin | f3(r, 2)| + ——=5 11 — cos |f3(T, 2)|}, 3.61
(’Y) f3(7', Z) [f3( )] (fS(Ta Z))2 { [f3( )]} ( )

com .
fs(r,2) = U (3.62)
Possuindo a estrutura de banda de invariancia de holonomia governada pela equacao
f3(r, z) = 2mm. (3.63)

O raio critico é dado por
2M

r=—— (3.64)

1 - (27”7:&22)2
Considerando apenas a contribuicao da conexao de spin temporal para a inte-
gral de holonomia, isto é, levando em conta apenas érbitas com (r, #, @) constantes,
temos

U(v) = exp (— 7( Ftdt) . (3.65)

Ur)=1- L sinh [T f4(r, 2)] + % {cosh [T f4(r,2)] — 1}, (3.66)

falr,2) (fa(r, 2))?
com
vz U
falr,z) = (T + ;) (3.67)
A regiao de holonomia nula é dada por
T fy(r,z) =0, (3.68)
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MV fu

¢ | 2m | fu(r,0,2) = (U+ ;—3) sin? § + cos2
0| m fa(r,2) =4/ (U + Z—;)

T 1 f3(r, z) = +U

Tabela 3.3: a tabela mostra os valores do parametro v e da funcao f,, para tres
orbitas distintas.

neste caso, o raio critico é dado por

ree = M £ /M2 — 22M 2. (3.69)

3.4 Conclusoes

Mostramos que a transformacoes de holonomia para um corda negra embe-
bida num espacgo-tempo pentadimensional podem ser sintetizadas na forma

Uly) =1 %‘Sm () + ((EZ))Q (1 = cos (1) (3.70)

onde o parametro v e a funcao f, dependem do tipo de drbita. Estudamos as
érbitas equivalentes a tomar cada conjunto de varidveis, (¢,7,0), (t,7,0) e (t, ¢, 0),

como constantes separadamente. Levando a diferentes contribuicbes a matriz de
holonomia. Os resultados obtidos para o paramétro v e a funcao f, estao dispostos
na Tabela(3.3) Esse resultado mostra que os transporte paralelo de vetores ao redor
da corda negra embebida num espaco de dimensdo superior resulta na deficiéncia
angular entre os estados inicial e final do vetor. Isso implica na existéncia do analogo
gravitacional do efeito Aharonov-Bohm. Além disso, verificamos a existéncia de
regidoes nas quais a holonomia é nula, com isso, esse sistema também apresenta
uma estrutura de banda de invariancia de holonomia para certos valores de raio
critico. Mostramos também que os resultados obtidos para uma corda negra tipo
Schwarzschild numa parede de dominio pode ser reduzido ao resultados de um buraco
negro de Schwarzschild usual.

Departamento de Fisica - UFPE



Capitulo 4

Modelos Analogos

4.1 Introducao

A dificuldade de testar muitos dos modelos cosmolégicos tém sido uma tarefa
dificil para os fisicos. De modo a superar este problema, muitos sistemas de matéria
condensada tém sido extensivamente empregados como laboratério para sistemas
cosmolégicos e gravitacionais[52, 53]. Tais sistemas sdo conhecidos na literatura
como sistemas andlogos. Existem evidéncias que o universo primordial surgiu a
partir de uma sequéncia de transi¢des de fase induzidas por quebras de simetria[53].
Embora a natureza dessas transi¢coes nao seja bem conhecida, a formagao de galaxias
e outras estruturas cosmoldgicas observadas estao intimamente ligadas a essas tran-
sicoes. O processo de formacao de defeitos topologicos, depende do tipo da que-
bra de simetria que ocorre durante a transicio'. Os defeitos topoldgicos também
estdo presentes em sistemas de matéria condensada[54]. Em matéria condensada
eles também sao formados durante transi¢oes de fase envolvendo quebra continua
de simetria. E possuem diferentes nomes, dependendo da natureza da quebra de
simetria e do sistema em particular. Em hélio superfluido, ou no modelo zy, eles
sao chamados de vértices, em cristais periédicos, de deslocagoes, ¢ em cristais
liquidos, de desclinagoes. Os defeitos sao muito importantes na determinagao de
muitas das propriedades dos materiais reais. Recentemente, uma grande gama de
sistemas em matéria condensada tém sido utilizadas como sistemas analogos: con-
densados de Bose-Einstein, fluidos cléssicos[55, 56] e quanticos[57], meios dielétricos

I Translacional, rotacional, etc...

67
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moveis, materiais com propriedades eletrodinamicas nao-lineares, etc....

O modelo andlogo primordial foi o andlogo sénico concebido por Unruh[55].
Ele partiu das equacgoes da continuidade e de Euler para um fluido cléssico e obteve
uma descricao geométrica para o fluido equivalente a uma solucao tipo buraco ne-
gro. Este sistema possui varias das propriedades de um buraco negro e além disso,
tem a vantagem de que seus fundamentos fisicos serem inteiramente conhecidos. A
propriedade mais surpreendente obtida por Unruh é que um fluido newtoniano nao
relativistico propagando-se num espac¢o plano mais o tempo é governado pela geo-
metria pseudo-riemanniana(lorentziana) de (3 + 1) dimensées. De fato, ele mapeou
a fisica de buracos negros em um fluido acustico.

Este formalismo foi obtido, independentemente, em trabalhos posteriores por
G.E. Volovik[57] e M. Stone[58]. Ambos descreveram fonons propagando-se na pre-
senca de vortices. G.E. Volovik usou a teoria de Landau para superfluidos, na qual
a energia de uma quase-particula movendo-se num superfluido com campo de ve-
locidades ¥ é dada por: E(p) = €(p) + p'- Us. No caso de fénons, o espectro é dado
por €(p) = cp, onde ¢ é a velocidade do som. A relagao energia-momento é dada por

(E—p§-7,)" =’ (4.1)
A equagao acima pode ser escrita numa forma lorentziana com p, = (E, p):

¢, =0, ¢ =1, ¢%=—vl, ¢%=-26%+oivk (4.2)
Os fénons representam os quanta de energia dos modos coletivos do superfluido[59].
Nota-se, também que a dindmica de fonons na presenca de um campo de velocidades
¢ a mesma dinamica apresentada por fétons na presenca de um campo gravitacional.
Ambos sao descritos por “cones de luz” com ds = 0. No seu trabalho, M. Stone
investiga o espalhamento de fénons por um vértice movendo-se com respeito a um
condensado superfluido. Ele também estuda a analogia entre a for¢a de lordan-
skii%[60, 61] e o efeito Aharonov-Bohm[20].

Neste capitulo, mostraremos que a aproximacao de longa distancia para o
vortice usada em superfluidos por Volovik leva a um caso particular da nossa métrica
obtida por uma transformacao local de coordenadas similar a transformacao de

2A forca de Tordanskii é uma das trés contribuicdes topolégicas distintas & forca que age sobre
o vortice quantizado.
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Lorentz. Usamos a abordagem geométrica para estudar as fases de Berry rela-
cionadas a este problema. Também calculamos a holonomia associada a esse prob-
lema.

4.2 Dinamica de Fluidos

O objetivo dessa secao é derivar uma relacao entre espacgos curvos e a acustica
de fluidos. Seguiremos o formalismo apresentado por M. Visser[56], bem como o
préprio artigo de W.G. Unruh[55]. E bem estabelecido que a propagacao de ondas
de som num fluido homogéneo estatico e nao viscoso é governado pela equacao

Ol = V1. (4.3)

Um aspecto importante que queremos mostrar é que a propagacao do som é gover-
nada pela “métrica acistica” g,,(Z,t) e que a forma mais geral da equagio de onda
para o potencial velocidade é dada por

Vo = \/L__gau [(vV=g¢") 0] =0, (4.4)
—(c2—?) 1 -0
G (1) = g ................. , (4.5)
A

sendo a métrica actstica.
As equagoes fundamentais da dinamica de um fluido sao as de Euler e da
Continuidade?®, dadas respectivamente por

d_' = —
pd—: = p [8t?7+ (0-V)7| =F, (4.6a)
dp = =V -(pd). (4.6b)

3As equacdes de Euler e da continuidade podem ser derivadas a partir de um principio de agao,
com a agdo sendo dada por: S = [ d'z[pd + Lp + |Vo|2u(p)].
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Assumindo que o fluido seja nao viscoso e que estao somente presentes for¢as devido
a pressao, gravidade e a um gradiente arbitrario, isto é

F=—-Vp-pVe. (4.7)

Substituindo (4.7) na equacdo de Euler (4.6a) e depois de algumas manipulagoes,
ela assume a seguinte forma
5 5 - _, 1 - = 1 2
at’U:UX (VXU)_;VP_V(EU +¢+CI>) (48)
Vamos agora, assumir que o fluido é livre de torcao, isto é, ele é irrotacional, com
isso V x ¢ = 0. Introduzindo o potencial velocidade, v = —V1) e assumindo que o
fluido é bariotrépico, p = p(p), encontramos uma nova forma da equagao de Euler

1
—0pp + h+ 5|V¢|2+q5+q>=0, (4.9)
onde a func¢do h é definida por h(p) = Op%pl, de modo que o gradiente de h, seja

dado por Vh = %ﬁp. A equacao de Euler na forma (4.9), é conhecida como equagio
de Bernoulli na presenca de forcas externas amortecedoras.

Queremos linearizar as equagoes de movimento (4.6b) e (4.9) em torno do
background (po, po, 1o). Para isso, escreveremos as flutuagoes como sendo

p = potep+O(e), (4.10a)
p = po+ep + O(e), (4.10b)
b = o+ e+ O(e)”. (4.10c)

O som pode ser definido como sendo uma flutuagao na linearizacao das quantidades
dinamicas. Em principio, é de interesse resolver o conjunto completo de equagcoes
de movimeno para as varidveis (p, p,1). Na prética é mais 1til separar o movimento
em dois: um termo associado ao movimento médio do fluido, (po, po, 1), € outro que
descreve a amplitude das perturbagoes, (ep1,ep1,€rr). O processo de linearizagao
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da equacao da continuidade leva ao seguinte conjunto de equagoes

agp() + 6 . (,00’(70) = 0, (411&)

E o processo de linearizacao da equacao de Euler leva a outras duas equacoes

1 =
—Opotho+ 5[V +6+0 = 0, (4.12a)

— O + % -V = 0. (4.12b)
0

Substituindo a condicdo: p; = (dp/0p)p1 na equagdo da continuidade linearizada
obtém-se a seguinte equacao

0 . o = O L
—0, (a—ZPO(aﬂh + 7 - V¢1)> +V (POV% - 8—Zp0v0(at¢1 + Ty - V¢1)> = 0(4.13)

Esta equagao de onda descreve a propagacao de um potencial escalar linearizado ¢,
e determina por completo as perturbacoes do meio actstico. A velocidade do som é
definida por

2 _
= 4.14
c ap’ ( )
e introduzindo a matriz simétrica 4 x 4
-1 —Ug
WP
f'uu(t, .’L‘) = —2 ..................... 5 (415)
c
—f 1 (Y — i)

podemos reescrever a equagao de onda (4.13) como sendo

0, (F0,1) = 0. (4.16)

A coordenada do espago-tempo é dada por z* = (¢;z') e o indice grego varia de 0 a
3.
Em qualquer variedade lorentziana, ou pseudo-riemanniana, o d’Alembertiano
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em espagos curvos[25] é dado em termos da métrica g, (¢, Z), por meio da expressao

1
Ay = ——0,(v/—99"" 0s), 4.17
=50 i) (4.17)
onde g = det(g,,). M. Visser[56] mostrou que a matriz f* esta relacionada com a
métrica de acordo com

det(f") = (V=9)'s " =g (4.18)

O que permite escrever a métrica acustica como

1 :
W, 5)=— || oo . 4.19
(D)= (£19)

A propagacao do som é governada pela métrica acustica que é descrita pela geometria
pseudo-riemanniana de (3 + 1) dimensoes e depende da densidade, da velocidade do
fluido e da velocidade local do som. A métrica (4.19) é chamada por M. Stone[62]
de métrica de Unruh. M. Stone também mostrou que a métrica (4.19) pode ser
derivada a partir de um principio de acao. Varios sistemas “acusticos” podem ser
estudados fazendo uso da maquinaria da geometrica diferencial. Por exemplo, Visser
estudou a propagacao acustica em um vértice irrotacional. A curvatura do “espaco-
tempo” actstico de um vortice de circulacdo hidrodinamico leva a deflexao de fonons
a grandes distancias do vértice[63].

4.3 Elemento de Linha para um Vértice

Como dito anteriormente, a dinamica de fonons na presenca de um campo
de velocidades é equivalente a dinamica de fétons na presenca de um campo grav-
itacional. Estamos interessados no campo de velocidades ao redor de um vértice
quantizado, s = Nkéy/2nr, onde k é o quantum de circulagdo e N, o nimero
quantico de circulacdo. Este fluxo induz o espaco, no qual o fénon se propaga, por-
tanto o campo de velocidade obedece uma equacao de movimento escalar na métrica
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[57]
V2 Nkde \°> dr? 12 dz?
ds? = (1 - 2| [dt+ ———— | — — — —d¢*> — —. 4.20
y ( 02> ( 27(c? — v?)) 2 c? (4.20)
Este elemento de linha descreve a dinamica de fonons propagando-se no campo de
velocidades de um vértice quantizado. G.E. Volovik [57], mostrou que no limite
longe do vértice, no qual v?/c? < 1, o elemento de linha (4.20), se reduz a
2 dp\* 10 o o
ds* = (dt + — ) — = (d2* + dr® +r?d¢?), (4.21)
w c
onde w = 2mwc?/Nk. Para o vértice superfluido, temos xk = 2h/my4 e m4 é a massa
do 4dtomo do *He. Neste caso, a frequéncia caracteristica w = myc?/Nh. Esta
métrica é equivalente a métrica da corda césmica girante no espago tempo de 3 + 1

dimensoes. A correspondéncia entre a circulagdo k ao redor do vértice e o momento
angular da corda girante é dada pela relacao

kN = 8rJG, (4.22)

onde J é o momento angular da corda e G é a constante gravitacional. Davis
e Shellard[64] estabeleceram que os vértices em qualquer superfluido tém as pro-
priedades de uma corda césmica girante. Pode-se dizer também que os vortices em
superfluidos simulam as cordas césmicas girantes[59, 65]

A consideracao feita por G.E. Volovik, que é tomar o limite longe do vértice
na métrica (4.20) para o obter a métrica (4.24) é desnecesséria. Ele pode ser obtido
através de uma transformacao de coordenadas. Aplicando a transformacao de coor-
denadas locais

dé' = do, (4.23a)
z
"= Z 4.23b
s =2 (4.23)
¢
"= - 4.23
ro= (4:23¢)

dt' = 4/ —U—gdt (4.23d)
2 ’
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obtem-se uma métrica andloga a corda césmica espessa girante, dada por
ds® = [dt' + B(r')d¢] — di”” — a(r')*r?d¢” — dz”, (4.24)

onde as fungoes a(r') e B(r'), sao dadas, respectivamente, por

a(r) = \/—72—2 : (4.25a)

Nk _
B = == (1—v2) " (4.25b)
2
As transformagdes (4.23) sdo similares as transformacoes de Lorentz da relatividade
especial. Fazendo a analogia com o caso gravitacional, notamos que a fun¢ao (3 esta

associada com o termo de momento angular por § = —47GJ.

4.4 Holonomia na Métrica de um Vortice

Nesta secao, determinaremos a holonomia associada ao transporte de vetores
ao longo de curvas fechadas ao redor dos voértices. A holonomia pode ser usada
como um meio de classificacao global de diferentes espacos. A holonomia carrega a
informacao topolégica sobre o espalhamento de fonons por vértices. A informagao
trazida pelo calculo de holonomia possibilita a investigacdo do efeito Aharonov-
Bohm no espalhamento de fonons. Assumimos que 8 = 0 e que « seja considerado
uma constante. Deste modo a métrica (4.24)se reduz & métrica[65]

ds®> = dt* — dr? — o*r’d¢® — d2*. (4.26)

A métrica(4.26) pode ser descrita em termos de uma base de 1-formas, dada por

e = dt, (4.27a)
el = cos¢dr — arsin ¢dg, (4.27b)
e? = sin¢dr + arcos ¢do, (4.27¢c)
et = dz, (4.27d)
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possuindo o seguinte conjunto de tetradas

ey = 1 (4.28a)
e] = cosd, ey = —arsine; (4.28b)
e = sing, e:=arsing; (4.28¢)
es = 1; (4.28d)

de® = 0, (4.29a)
de! (1 — a) singdr A do, (4.29b)
de’ (o — 1) cos pdr A do, (4.29¢)
de* = 0 (4.294)

As conexoes sao mais uma vez obtidas a partir das equagoes de estrutura de Cartan:
de® + wi ANep = 0. As conexoes wy sao relacionadas com as conexoes de spin através
da expressdo 'y = widz®. Usando a base de 1-formas (4.27), as conexdes nio nulas
sao

T, = (4.30)

A holonomia associada ao transporte paralelo de vetores ao redor de uma curva
fechada v, é dada por

U(y) = Pexp (- 7{ I‘de“) . (4.31)

A curva 7y é tomada como um circulo de raio r, centrado na origem. Assim a integral
de holonomia para uma corda césmica pode ser escrita como

U(7) = exp [—27”'(1 - éZ—E)Ju] . (4.32)
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Ou na sua forma matricial como

1 0 0 0
ol —a— 1% infor(l — o — 1%
Uy = | O cosrllma—gg)l sinpr(l —a =g 0 (4.33)
0 —sin2r(l —a—23)] cosl2r(l—a—33)] 0
0 0 0 1

A matriz Ji, é o gerador de rotacdes ao redor do eixo z em R3. Esse resultado
significa que para um vetor transportado paralelamente ao longo de uma regiao com
curvatura nula o resultado final do vetor difere do original. Isso é devido a existéncia
de curvatura no centro do vértice, esse efeito é similar ao efeito Aharonov-Bohm.
O angulo 27 (1 — o — é’c’—g) é chamado de angulo déficit associado ao espago-tempo
de uma corda césmica. Quando o vetor é transportado paralelamente ao redor da
corda, a posicao final do vetor é modificada por um angulo de 27(1 — a — éi—g) Isso
ocorre mesmo na regiao na qual fazemos o transporte paralelo tendo curvatura nula.
A curvatura estd concentrada no ntcleo da corda. Esse efeito é chamado de efeito
Aharonov-Bohm gravitacional.

Para incluir efeitos devido a tor¢ao, precisamos fazer 3 diferente de zero.
Para isso, vamos reescrever a base de 1-formas incluindo 3 e a partir dela calcular

as holonomias.

e = dt+ Bdo, (4.34a)
el = cospdr — arsin ¢do, (4.34b)
e? = singdr + arcos ¢pdo, (4.34c)
e = dz, (4.344)

com o seguinte conjunto de tetradas

e = 1 e=0p; (4.35a)
e] = cosd, ey= —arsine; (4.35b)
el = sing, e2=arsing; (4.35¢)
es = 1; (4.35d)

onde, por simplicidade, assumimos que a e 8 sao constantes. Mas quando isso é
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feito, nenhuma efeito devido a curvatura surge, contrariando as expectativas. Isto
ocorre porque a holonomia que estamos usando nao € a apropriada. Precisamos usar,
a chamada holonomia translacional[66], que é mais geral do que a usual(rotacional).
A holonomia usual pertence ao grupo de Lorentz, enquanto a translacional pertence
ao grupo de Poincaré. Vamos expressar a métrica (4.24) como uma métrica tipo
Minkowski, através da seguinte mudanca de varidveis

t = T— B, (4.36a)

0/, (4.36Db)
z = Z, (4.36¢)
r = R. (4.36d)

Deste modo, o elemento de linha torna-se[67]
ds? = dT? — dR? — R2d0? — d72, (4.37)

que é uma métrica local. O conjunto de transformagoes (4.36) pode ser escrito como
o produto de matrizes homogéneas. Assim vamos reexpressar a métrica
Os pontos (t',7") e (t,Z) sdo conectados através da expressao

t

T z

y' | =exp (2miB)Tyexp (—2miJ) | vy |- (4.38)
2
1

A matriz de holonomia translacional é dada por

1 0 0 0 0
0 cosl2r(l—a—L1%)] sin2r(l-a-1%)] 0 0
U)=1 0 —sin2r(l—a— éz—ﬁ)] cos[2m(1 — o — éZ—g)] 0 0 . (4.39)
0 0 0 1 278
0 0 0 0 1

Essa matriz descreve o comportamento, tanto de um vetor, tensor ou spinor, quando
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é transportado paralelamente ao redor de um defeito topoldgico. No caso de modelos
andlogos, os fonons “enxergam” o vértice como sendo uma métrica nao-euclidiana.

A holonomia determina a fun¢ao de onda quando esta é transportada ao redor
do vortice. A fase adquirida pela fungao de onda dos fonons é dada pela holonomia no
“background” do vértice. Esse é um dos efeitos mais interessantes da corda césmica
girante que pode ser modelado em matéria condensada, é o efeito Aharonov-Bohm
gravitacional. O espago-tempo ao redor da corda césmica girante é plano. Porém
exite uma diferenca no intervalo de tempo gasto para as particulas percorrerem a
corda em direcGes opostas. A assimetria entre as particulas movendo-se em diferentes
lados do vértice origina a forca de Iordanskii na presenga de quase-particulas[59].
Existem trés contribuigoes topolégicas distintas a forca nao dissipativa que age sobre
um vértice quantizado num supefluido ou num supercondutor[68]. A mais familiar
é a forca de magnus que surge quando o vortice move-se com respeito ao vacuo do
superfluido. O andlogo na corda césmica girante aparece quando a corda move-se
no background de uma densidade de carga uniforme. As duas outras contribuigoes
analogas sao a anomalia axial no nicleo da corda e a outra é a propria forga de
Iordanskii. Esta é uma manifestacdo do efeito Aharonov-Bohm para a dinamica de
fonons na presenca de um vértice em um superfluido.

4.5 Propriedades Geométricas da Métrica de um
Vortice

Considerando a base de 1-formas (4.27) e o conjunto de transformacoes (4.36),
podemos determinar o fluxo quantico de torsao através de uma secao ¥ em um
superfluido como uma integral de holonomia|69]

/ T° = / de® + wi A e, (4.40)
by by

Usando o teorema de Stokes para formas diferenciais[70], podemos transformar essa
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integral de “superficie” em uma integral de “linha”, sendo assim temos

/T0 = j{eo
b)) ’y’

= " Nk (4.41)

No caso de um vértice no superfluido *He, temos, k = wh/my,onde m4 é a massa
do 4tomo *He. A expressao acima,(4.41) pode ser reescrita na forma

Nh

Q= .
fz 2myc?\/1 —v?/c?

Esse resultado independe da geometria interna ao vortice. O termo 4G f Jd¢' que
aparece em (4.41) é a regra de quantizagao de Bohr-Sommerfeld, sendo assim o fluxo

(4.42)

de torsdo é naturalmente quantizado. Fazendo uma analogia com Anandam|69],
podemos escrever o teorema de Gauss-Bonet para o fluxo de curvatura de um vortice
supercondutor

/E Ry jodr A d¢ = dw, +w, A €. (4.43)
Usando mais uma vez o teorema de Stokes

7{ Riwdr ANdop = fw(}ﬁdgb,
X v
= 27(1 — ),
= 2nc* (1 —vi/c). (4.44)

Esse resultado representa a quantizacao da curvatura para a regiao ao redor de um
vortice.
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4.6 Conclusoes

Neste capitulo usamos um modelo andlogo para descrever um vértice num
superfluido e usamos a transformagao de holonomia para mostrar que esse sistema
apresenta efeito Aharonov-Bohm. Esse efeito é similar ao efeito de particulas na pre-
senca de uma corda césmica com estrutura interna. O efeito Aharonov-Bohm tem
contribuicdes, tanto da holonomia rotacional quanto da translacional. No limite
longe do voértice, apenas a holonomia translacional contribui para o analogo gravita-
cional do efeito Aharonov-Bohm e os fonons, na presenca de uma linha de vortice,
tem um comportamento semelhante a particulas na presenca de uma corda césmica
girante.
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Capitulo 5

Estruturas Curvas de Grafite

5.1 Introducao

O interesse no estudo dos mecanismos de formagao [71] e das propriedades
fisicas das nano-estruturas de carbono deve-se, principalmente, a impressionante
gama de aplicagoes tecnolégicas reais e potenciais [72]. Entre os varios métodos que
sao empregados para se produzir nano-estruturas de materiais formados de carbono,
tais como fulerenos, nanotubos e nanocones, destaca-se o método de vaporizacao-
condensacdo a baixa pressdo[73]. A correlagdo entre as estruturas de nano-escalas,
formadas por camadas curvas de carbono e seus respectivos estados eletronicos tem
sido verificada de forma direta, através de medidas com microscépio de varredura
por tunelamento - STM, bem como, por meio de microscopio eletronico de alta
resolucdo [74, 75].

Uma monocamada de grafite pode ser vista como o ladrilhamento perfeito do
espaco bidimensional por hexagonos. Estruturas curvas, além de hexagonos, contém
pentagonos ou heptagonos. Exemplos tipicos dessas estruturas sao encontradas em
fulerenos, nanotubos grafiticos, formas esféricas de multicamadas e molas tubulares
helicoidais.

Moléculas de fulerenos sao estruturas fechadas de carbono que surgem da
vaporizacao do grafite. Este tipo de estrutura pode ser facilmente sintetizado e ma-
nipulado. Uma das principais propriedades dessas moléculas é seu carater geométrico
e a possibilidade de produzi-las nas mais diferentes formas geométricas [76]. Entre
as varias propriedades dessas méleculas, destaca-se a natureza supercondutora de
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Figura 5.1: Molécula de fulereno Cgg

seus compostos alcalinos. A forma mais abundante na qual o fulereno se apresenta
é a molécula Cg [77]. Os 60 dtomos de carbonos estao situados nos vértices de
um poliedro, obtido apés se trocar cada vértice de um icosaedro por um pentagono.
A forma da molécula Cgy é como uma bola de futebol, feita por 12 pentdgonos e
20 hexdgonos|77], como ilustrado na fig.5.1. No processo de vaporizacao do grafite
surge uma familia de membros da molécula Cgy, mas com diferentes niimeros de
atomos, como mostra a fig.5.2.

Nanotubos de carbono de uma tnica parede sdo formados quando uma ca-
mada de grafeno é encurvada até formar um cilindro e os atoms de carbono sao
juntados sem emenda. Eles sdo caracterizados por seu comprimento, diametro e
por sua helicidade. Existe um niimero infinito de possiveis estruturas atomicas dos
nanotubos de grafite. Essas estruturas sao determinadas por um par de inteiros
(I,m) que determinam o didmetro e a helicidade dos arranjos de carbono[78]. Eles
foram descobertos em 1991, por Iijima![79]. E desde entdo, as suas propriedades
eletronicas peculiares e tinicas devido a dimensao e orientacao da rede, tem atraido

'Embora esse fato ndo seja aceito por unaminidade.
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(a) Molécula Ca (b) Molécula Cyq

(c) Molécula Crq (d) Molécula Cyqg

Figura 5.2: Moléculas de fulereno.
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bastante atencao.

As propriedades de condutividade dependem fortemente do didmetro do tubo
e de sua helicidade. Pequenas variacoes nesses parametros causam uma mudanca do
estado metdlico para o semicondutor[80]. Os defeitos nos nanotubos de uma tnica
parede podem ser classificados como vacancias ou defeitos topolégicos. Esses de-
feitos topoldlicos podem ser formados durante o processo de crescimento do material,
induzidos por fétons, bombardeamento por fons ou por tensdo de stress[81]. Os de-
feitos topoldgicos introduzem uma curvatura gaussiana nao nula na rede hexagonal.
O que produz suaves interfaces entre diferentes nanotubos. Os defeitos topolégicos
sao essenciais na formacao de estruturas de nanotubos tridimensionais. As quais
podem ser verificadas experimentalmente.

As camadas de grafite que formam a estrutura fechada (também chamada de
gaiola) incluem defeitos de anéis de n-membros (n # 6), esses anéis sdo chamados de
defeitos poligonais. Quando um pentdgono é introduzido numa folha de grafite
¢ formada uma estrutura conica, chamada de cones de grafite. A configuracao dos
anéis de 5-membros determinam a estrutura topoldgica das ligacoes que formam
as camadas de grafite do fulereno. Os defeitos poligonais e suas posicoes relativas
influenciam de modo marcante os estados eletronicos das nano-estruturas de grafite.
Os defeitos pentagonais podem ser considerados como uma desclinacao no apice do
cone e o angulo de abertura estd conectado com o indice de Frank da desclina¢ao[82].
A morfologia conica tem sido observada nao apenas em grafite, mas também em
nitrato de boro e alumino-silicatos, como mostra a fig.5.4.

Para compreender as caracteristicas gerais das propriedades eletronicas das
camadas curvas de grafite é necessario saber o efeito individual dos defeitos poligo-
nais nas ligagoes dos estados eletronicos[83]. Eles mostraram que essa abordagem é
vélida para uma rede bidimensional tipo honey-comb.

5.2 Modelo Continuo

Na nossa abordagem é necessaria a utilizagdo de uma formulacao tedrica
continua para o grafeno. Nessa formulagao, o cone é considerado como uma estru-
tura perfeita tipo-grafeno. Gonzélez, Guinea e Vozmediano[76] mostraram que a
aproximagao tight-binding aplicada ao calculo do espectro eletronico em potenciais
periodicos € levado a um problema equivalente ao do espectro de uma teoria de
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5.2 Modelo Continuo

(b) setor removido de 120

(a) setor removido de 60

(d) setor removido de 240

(¢) setor removido de 180

Figura 5.3: A figura mostra nanocones de carbono formados com diversos angulos

de desclinacao.
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(a) setor removido de 120 (b) setor removido de 240

Figura 5.4: A figura mostra nanocones de nitrato de boro formados com diversos
angulos de desclinagao.

campo livre sobre a rede. E que através do calculo variacional e da aproximacao
tight-binding o problema de encontrar os autovalores de moléculas com essa estru-
tura, equivale ao de estudar um hamiltoniano eletronico que descreva as excitagoes
de baixas-energias. A questao fundamental passa a ser diagonalizar o hamiltoniano

H=J Z ala;, (5.1)

onde J é o parametro de hopping e a soma é feita sobre os pares de primeiros
vizinhos. a;r e a; sdo os operadores cria¢do e destruigao de férmions®. Gonzélez,

2Eles satisfazem as relacdes de anti-comutaco

{ai,aj}z{a;-r,a;}:o e {ai,a;}z(sij. (5.2)
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Figura 5.5: A figura mostra a constru¢ao de um cone a partir de uma camada de
grafite. Retire o setor a3y e junte af a a7y produzindo um cone(ng = 1) cujo apice
¢ um pentagono. Retirando um segundo setor e juntando as linhas a8 a ad produz-
se um cone(ng = 2) com um angulo de abertura menor. Forma-se uma estrutura
pouco estavel com anéis 4-membros.
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Guinea e Vozmediano|76] mostraram que o hamiltoniano pode ser diagonalizado® e
que no limite continuo, ele pode ser mapeado no operador de Dirac.

5.3 Abordagem Geométrica

Os defeitos topoldgicos, tanto na matéria condensada, quanto na cosmologia,
sao formados durante quebras de simetria. Esta correlagao, permite utilizar como
laboratério para, “experimentos cosmolégicos”, cristais liquidos, supercondutores,
superfluidos e outros materiais[52]. Os defeitos em sélidos podem ser vistos, pictori-
camente, através de um processo de “cortar e colar”, conhecido na literatura como
processo de Volterra. Tome um cilindro oco feito de material elastico e corte-o em
dois semi-planos, por exemplo em ¢ = 0, dessa forma a multipla conexidade do
objeto é quebrada. Entao tome as duas superficies que foram cortadas aplique uma
rotacao e uma translagao nelas uma contra a outra. Finalmente depois de remover
ou adicionar material, quando necessario, cole os dois planos juntos novamente?* (
ver fig. 5.6). Este processo de cortar e colar é chamado de Processo de Volterra.
O processo de Volterra leva a seis diferentes tipos de objetos [82]. Os quais perte-
cem aos seis diferentes graus de liberdade do grupo préprio de movimento em R?, o
grupo euclideano SO(3) ®T'(3). Volterra chamou as configuracoes resultantes de dis-
tor¢oes. As distor¢des que pertencem ao subgrupo translacioal T'(3) sdo chamadas
de deslocagdes e as que pertencem ao subgrupo SO(3) sdo chamadas de desclinagoes.
Este processo apresenta uma visao unificada dos defeitos topologicos lineares.

Em um sistema fisico real, se um ou mais setores de uma monocamada de
grafite for retirado e as superficies resultantes forem coladas e obedecendo as pro-
priedades quimicas do material, obteremos um nanocone de grafite. A presenca
deste defeito topoldgico modifica a estrutura eletronica a baixas energias, com con-
sequéncia para as propriedades de transporte nao-locais desta nova classe de mate-
riais carbonicos. Os cones de grafite so classificados pelo seu angulo de abertura, ou

3Na sua forma diagonal o hamiltoniano é dado por

_ 0 I3, exp(iaE-ﬁj)
"= ( J Y. ; exp(iakd;) 0 > ' (5:3)

4A cola empregada nesse processo é perfeita. As superficies cortadas e depois coladas ndo
podem ser identificadas.
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(a) O material é cor- (b) as superficies sdo (¢) Depois de adi-
tado rotacionadas cionado ou removido
material, as superficies
sdo coladas novamente

Figura 5.6: O Processo de Volterra para a formacao de uma desclinacao.

equivalentemente pelo nimero, ng , de setores removidos.

Utilizaremos a abordagem geométrica desenvolvida por Katanaev e Volovich
[84] a fim de descrever as desclinagdes presentes no grafeno ou nos nanocones de
grafite. A abordagem de Katanaev e Volovich mostra a equivaléncia formal entre
a teoria gravitacional tridimensional com torcao e a teoria de defeitos em sélidos.
Nesta teoria, as modificagoes introduzidas no meio eldstico continuo pelo defeito,
sao descritas por meio de uma métrica que contém todas as informacoes sobre as
propriedades do meio eldstico. Neste caso, os defeitos agem como a fonte de um
campo de distorcao “gravitacional”, e a métrica que descreve a regiao ao redor do
defeito é solucao da equacao de Einstein.

Mostraremos, através dessa abordagem, que o efeito Aharonov-Bohm surge
naturalmente no meio eldstico que possui uma desclinacao, devido as propriedades
topoldgicas e geométricas desse meio. As estruturas conicas formadas de folhas de
grafeno, em uma aproximacao de continuo sao descritas por uma métrica bidimen-
sional [84]

ds* = dp® + o?p*d¢?, (5.4)

onde o é uma medida do déficit angular. O plano é coberto por inteiro pelo intervalo:

Departamento de Fisica - UFPE



5.4 Holonomias 90

0 < ¢ < 27, onde « estd relacionado com o setor angular A\, que retiramos ou
inserimos para formar o defeito, por a = 1 + % O caso a = 1, corresponde a
auséncia de desclinacdo. Também, podemos relacionar o com o ntiimero de setores
removidos da monocamada de grafite da seguinte forma:

a=1-"2 (5.5)

6
Valores de « entre 0 < a0 < 1, significa que retiramos um setor da folha para formar
o defeito, e 1 < a < oo, significa que inserimos um setor de material, no caso do
grafeno, estamos criando anéis de mais de seis atomos. Os cones de grafite além de
serem classificados por meio do seu angulo de abertura, sao também pelo nimero

de setores removidos, denominados por ng.

5.4 Holonomias

Para estudarmos o efeito Aharonov-Bohm neste sistema utilizaremos o cdlculo
de holonomias. A holonomia é a matriz responsavel pelo transporte paralelo de ve-
tores, tensores ou spinores em uma dada variedade. A holonomia é definida pela
seguinte expressao

U(y) = Pexp (- f Fﬂdx“> , (5.6)

onde I';, sao as conexoes tetraddicas ou spinoriais do sistema. Analisando o modelo
de Lammert e Crespi [85] observamos que a fungao de onda do sistema é descrita por
um spinor, logo investigaremos o transporte paralelo de spinores no espaco conico
para tratar o efeito Aharonov-Bohm neste modelo.

Uma base de 1-formas conveniente para descrever a métrica (5.4) que repre-
senta uma desclinacao e portanto o espago ao redor do apice de um cone de grafite
pode ser a seguinte[86]:

el = cospdp — apsin pdo, (5.7a)
e = sinddp + apcos pdo, (5.7b)
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calculando agora, a derivada exterior, obtemos

de' = (a—1)sing doAdp, (5.8a)
de? = (1—a)cosd doAdp. (5.8b)

As derivadas acima podem ser reescritas em termos da base (5.7), como sendo

de! = (1—a)e*Adg, (5.9a)
de? = (a—1)e* Ado. (5.9b)

Temos que resolver as equacoes de estrutura de Cartan

de! +wy Ne? = 0, (5.10a)
de’ +wine! = 0. (5.10b)

Obtemos o seguinte resultado para os elementos nao nulos da conexao de spin:
1 2
wy = (—1) = —wy. (5.11)

A matriz da conexao de spin é dada por

Ty = ( _(ao_ ) (“51) > . (5.12)

A matriz de holonomia que descreve o transporte paralelo de um vetor ao redor do

U6) = exp (-~ § Tud)

= exp (—2nTy). (5.13)

cone de grafite é dada por

Depois de expandir a exponencial acima, a matriz de holonomia pode ser rescrita
como

2

=1- Ly sin|27(a — i — cos|2m (o —
U(y) =1 o= 1) [2( 1)]+(a_1)2(1 2r(a-1)]).  (5.14)
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Com a escolha da base de 1-formas (5.7), a matriz de holonomia é a prépria matriz
identidade quando o espaco ¢ plano, isto é, quando a = 1. Escrevendo a matriz de
holonomia de modo explicito

cos[2m(aw —1)] —sin[27m(a — 1)] ) (5.15)

Uly) = ( sin[2r(a — 1)]  cos[2m(a — 1)]

A matriz acima pode ser interpretada como o gerador de rotacoes no plano®. O
angulo 27(1 — «) corresponde ao angulo de déficit da desclinagdo. Além disso,
verificamos a existéncia de certos valores de angulo de déficit, no qual ocorre uma
invariancia de holonomia, isto é a holonomia é igual a identidade. Esse valor corre-

sponde a m
a=1+ 5 (5.16)

onde m é um inteiro. Quando « assume um desses valores, nao ocorre o efeito
Aharonov-Bohm no cone de grafite.

5.5 Equacao de Dirac em Espacos Curvos

O formalismo envolvendo referenciais méveis torna-se inevitavel quando pretende-
se estudar a equacao de Dirac em espacos curvos. Embora a geometria de Riemann
seja a abordagem natural para a Relatividade Geral [25], existem vantagens para a
utilizacdo da geometria de Riemann-Cartan [87]. Essa nova abordagem: (i) permite
a utilizacdo de uma conexdo métrica compativel ndo simétrica, (i7) trata o spin no
mesmo pé de igualdade da massa, (iii) surge de uma teoria de gauge. A equagao de
Dirac pode ser formulada de modo mais simples e direto por meio de um espaco-
tempo descrito pelos referenciais de Cartan do que em qualquer outra descrigao[88].
Embora o formalismo de Newman-Penrose seja largamente utilizado [89]. Em par-
ticular encontra-se a equacao de Dirac na geometria de Kerr-Newman [90, 91].

A formulacao de Cartan para a geometria diferencial torna possivel descrever
dois aspectos dos campos tensoriais, os quais aparecem de modo inseparavel no
cdlculo tensorial usual:

1. um sistema de coordenadas x* para os pontos do espaco-tempo;

5A holonomia nesse caso, é muitas vezes chamada de holonomia rotacional
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2. as componentes de vetores e tensores em cada ponto sao expressas num sistema
ortonormal de referéncia e”, os quais podem mudar de orientacao ponto a
ponto.

Essas bases de 1-formas, como visto anteriormente, podem ser expandidas em, ter-
mos de dz*, como sendo: e* = eldz”. Como e forma uma base ortonormal, a
meétrica nao-holonémica tém a forma

g = diag(—1,1,1,1), (5.17)
ou, simplesmente

ds? = —(e%)? + Z(ei)Q. (5.18)

A base de 1-formas deve ser escolhida de maneira tal que o elemento de linha deve
ter a forma (5.18). A mudanga das componentes pode ser devido a dois fatores:
(a) a prépria mudanga dos tensores; (b) a rotacao diferencial do referencial. Essa
rotacao pode ser descrita através da 2-forma:

det = = (e, — el ) da” Ada” = —wl N e”. (5.19)

N | —

As 1-formas w¥ sao as 1-formas conexoes. w# podem ser escritas em termos de suas
componentes y,.x, de acordo com a relacao

Wpk = ’Y;m)\e)\, (520)

as componentes 7y,.x sdo chamadas de coeficientes de rotacao de Ricci. A ortonor-
malidade da base, implica na condi¢ao de anti-simetria das conexoes, isto é: w,,, =
—Wiep-

A derivada covariante de um vetor, representado por V¢ = eZV“(x), é
definida em termos das conexées, por

VaVe = Ve +uwyV?
= (Orel) + elOV* + whel V. (5.21)

Usando a condigao, V e; = 0, muitas vezes conhecida como “postulados das tetradas”,
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que pode ser escrita de modo mais explicito como

Vaes(z) = Orel — I'§ el + wih Ve + whyeh = 0. (5.22)
Substituindo o “postulado das tedradas” (5.22) na eq.(5.21), obtemos a derivada
covariante de um vetor

a __ a jay/u .4  bysu a o a by u
V)\V — )\ueav wAbeuV +€ua)\v +W)\beuv

— S (BVFHTEV). (5.23)

Podemos ainda escrever
V,\Va = eZVAV“. (524)

Usando o “postulado das tedradas” (5.22), podemos encontrar uma relagao entre a
conexao de spin e os simbolos de Christoffel da seguinte forma

a _ Ta .a W n a
wxy = LR,eaey — ey oxel,. (5.25)

Essa relacao nos permite utilizar tanto o formalismo tensorial, quanto o de formas
diferenciais para encontrar, por exemplo, a curvatura de um determinado espaco-
tempo a partir das conexoes afim ou de spin.

A generalizagdo da equacao de Dirac para o espaco-tempo curvo é obtida a
partir do principio da covariancia, o que nos permite trocar as matrizes de Dirac
usuais 7* pelas matrizes de Dirac generalizadas 7*(z) e todas as derivadas ordindrias
0, pelas derivadas covariantes 0, — I',. Precisamos determinar como ¢é feita a
derivada covariante de um spinor. Para isso precisamos introduzir a conexao spino-
rial F,(f), de modo que a derivada covariante V1 de um spinor tenha a forma[92]

Vb = (0, + ) v, (5.26)

ou ainda
Vo = bV ). (5.27)

As matrizes de Dirac generalizadas sao definidas ponto a ponto através das tedradas,

de acordo com a relacao
(@) = g, (5.28)
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onde v* sao as matrizes usuais de Dirac no espaco plano.

Podemos determinar uma expressao para a conexao spinorial a partir das
propriedades de transformacao do spinor, em conjunto com o requerimento que Fﬁz)
seja covariante de Lorentz [93]. Essa transformagao é similar a transformacio de
gauge do potencial vetor A, do grupo SU(3). A transformacao local de Lorentz,
x' = Az, leva o spinor ¢(x) em ' (x') = S(A)y(x), onde S(A) é uma matriz unitaria
4 x 4, sendo assim temos

Tu(z) = S(ATLS™'(A) + [0,S(A)]STH(A). (5.29)

No caso de rotagoes infinitesimais ou boosts a matriz S(A) é dada por

S(A)=1- %eabzayb, (5.30)

onde €4, s2o parametros infinitesimais A equagao de Dirac em espagos curvos é dada
por [44]
(iv"V,, —m)Y(x) = 0. (5.31)

As matrizes de Dirac obedecem as seguintes relagoes de comutagao

{Vas 1} = 20, (5.32)
{’)/I_L(.’IZ'),’)/U(JT)} = 29;11/(-7;)- (533)
A conexao spinorial é dada por
T 4 Yab
[,.(z) :—Ew“b(x) 5 (5.34)

onde X, é o comutador das matrizes de Dirac

ih/aa ’Yb] = 2Xg. (535)

A conexao spinorial e as matrizes de Dirac satisfazem as seguintes relagoes de co-
mutagao
b
[Fu(‘r)v Va(x)] = waea(x)’ya? (536)
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[C0u(2),7*(2)] = ~wpaf (2)Ya- (5.37)

A conexao spinorial também pode ser escrita em termos das matrizes de Dirac

[88, 94]:

1 a x YV
L geral = =¥ + apl, (5.38)

a, ¢ um vetor arbitrdrio. Para particulas carregadas, o vetor a, ¢ identificado como
o potencial vetor. E no caso dos neutrinos[95], temos a, = 0, j4 que os neutrinos
nao respondem diretamente a campos elétricos ou magnéticos.

5.5.1 Conexao Spinorial

Vamos determinar a conexao spinorial para a métrica do espaco-tempo conico
(5.50), levando em conta a parte temporal da métrica. A escolha da base (5.51),
leva as seguintes equacgoes de estrutura de Cartan

de® + W) Aet +wine* = 0, (5.39a)
de' +wygAe’ +wyAe’ = 0, (5.39b)
de’ +wi Ae® +wine = 0. (5.39c¢)

Os elementos nao-nulos da conexao de spin encontrados independem do acréscimo,
ou nao, da parte temporal da métrica, sendo dados por

wy = (a—1) = —w?. (5.40)

A matriz da conexao de spin, agora é uma matriz 3 x 3, dada por

0 0 0
Ty=[0 0 (a—1) |. (5.41)
0 —(a—1) 0

As conexoes spinoriais para o cone de grafite sao obtidas a partir da equacao
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(5.38) e das conexdes de spin nao nulas (5.11). Sendo assim, temos

1 o v
Lo(z) = =747y
1

= =D +77). (5:42)

Escolheremos a mesma representacao utilizadas por Gerbert e Jackiw[44] para as

1

matrizes 7. Eles usaram: ' = io? e 42 = —io!. Com isso, a conexdo spinorial

obtida é a seguinte .
7
Ly(z) = —§(a — 1) (5.43)
Esse resultado mostra a relagdo entre a fase topoldgica e o angulo de déficit, re-
sponsdvel pela formacdo do cone de grafite. De que modo a existéncia dessa fase
altera as propriedades fisicas desses materiais. Em particular, estudaremos as mod-
ificagcoes na estrutura eletronica de baixas energias [85] e o surgimento do efeito
Aharonov-Bohm [20].
A matriz de holonomia para um spinor transportado paralelamente ao redor
de um cone é dada por

U(y) = exp[—i(a — 1)o*27]. (5.44)

Podemos reescrever esse resultado em termos do niimero de setores removidos, ng
Ng 3
Uly) = exp[—QMFa ], (5.45)

esse resutado, difere do obtido por Lammert e Crespi[85], no qual a holonomia
depende matriz 02 de Pauli. Eles introduziram de modo arbitrario essa matriz.
Expandindo a expressdo (5.44), podemos reescrever as holonomias para um circuito
fechado em torno do cone como sendo

U(y) = cos[(a — 1)7] + io® sin[(a — 1) 7], (5.46)

assim, quando transportarmos uma funcao de onda ¥ em torno do defeito, o resul-
tado obtido é
U =U(y)¥, (5.47)

U(7), fornece a fase obtida pela func¢do de onda quando transportada em volta do
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defeito. Podemos ver este resultado como o efeito Aharonov-Bohm que pode ser
investigado experimentalmente nestes materiais. Esse resultado pode ser expresso
em termos do numero nqg de setores removidos

nom

Uly) = COS[T] —io® sin[nﬂTﬂ]. (5.48)

Esta é a expressao para a fase quantica adquirida por uma fun¢ao de onda quando
transportada em torno do nanocone.

5.6 Solucao da Equacao de Dirac em Espacos Cur-
VOS

Estamos interessados em encontrar uma solucao para a equacao de Dirac sem
massa, escrita da seguinte forma [44]

W EYV ) = 0. (5.49)
O espaco conico em 2 + 1 dimensoes é descrito pela métrica
ds® = dt* — dp? — o*p*d¢?. (5.50)

Neste caso, a base de 1-formas escolhida da mesma forma que a base (5.7), acres-
centando apenas a parte temporal

e = dt (5.51a)
el = cospdp — apsin pdo, (5.51b)
e = sinpdp + apcos pdo. (5.51c)

Sabemos que a base de 1-formas pode ser escrita na forma: e* = ejdz”. O conjunto
de tetradas ej,, ¢ dado por

0 _
ey =1,

el =cos¢p, es=—apsing, (5.52)
€2 =sing, €2 = apcosp.
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A matriz e?, satisfaz a seguinte relagao
U g ¢
EFel = oF, (5.53)

onde E* é a matriz inversa das tetradas. Podemos escrever E¥ na sua forma matricial

como sendo

1 0 0
El=10 cos¢ sin ¢ ) (5.54)
0 —aLp sin ¢ aip cos ¢

As matrizes de Dirac em espacos curvos sao dadas por 4# = y*E¥. Além disso,
escolhe-se a seguinte representacao para as matrizes de Dirac no espago plano

7= o (5.55a)
o= o, (5.55b)
¥ = —ioh. (5.55¢)

Isso nos permite determinar as matrizes ¥*, em termo das inversas das tetradas.
Obtemos

o Y EY, (5.56a)
¥ = 7Bl +4E;, (5.56b)
¥ = y'E244%E2, (5.56¢)
que leva a
A= 40 (5.57a)
7' = cos¢y' + sin ¢y, (5.57b)
g2 o S0Py COSP s (5.57c)
ap ap
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Define-se ainda

R o= A (5.58a)
0

o= (5.58b)
ap
o

= T (5.58¢)
ap

Podemos agora escrever a equacao de Dirac em termos das inversas das
tetradas. As componentes nao-nulas levam a seguinte equacgao

i {7 E§Vo + 7' E{V1 + Y E{Vs + Y Ey Vi + v E3Vo ) p = 0. (5.59)
Depois de alguma manipulagao, encontramos a seguinte forma para a equacao de
Dirac
, l-«o v®
t
0 ?10, — —0, =0. 5.60
ifraer o~ 2]+ Do (5.60)

Escolhemos o seguinte anzats como solucao da equagao de Dirac

VE u(p) ) '

ua(p) exp(i6) (5.61)

Y = exp(—iEt + ilg) ( JE

Essa pode ser considerada como a solucao de uma particula livre num referencial
em repouso[96]. Usamos a seguinte transformacao de similaridade S(¢) que reduz
as matrizes 7* e v® a v! e 42, respectivamente. Essa transformacio tem a seguinte
formal[97]

S(¢) = cos¢—7'y’sing,
= exp (—503). (5.62)

com as seguintes propriedades

Ho)y"S(e) = ', (5.63a)

.
ST @)?S(9) = 7 (5.63b)
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Dessa forma a equacao de Dirac pode ser reescrita como sendo

A0 1 _1-a 7_2 ‘7_3 _
z[yamw <8,, 2pe +ap a¢+2 Y =0. (5.64)

Aplicando o operador rotacio S(¢)%, no ansatz(5.61), podemos escrever a equagio
na base fixa como um sistema de equacoes de segunda ordem

e i)+ (vE
z'[— (5p+ ﬁ) i l+1/2} [( _2, ] ( \/% UQEZ; ) =0. (5.65)

ap
As equacoes de movimento podem ser escritas como o conjunto de equagoes de
segunda ordem

(2 14 1 /1+1/2 1)\2

d_p2+;d_p_?< a/ —§> + E?|ui(p) = 0 (5.66a)
(@2 1d 1 /1+1/2 1\2 ]

d—p2+;d_p+?( Ck/ +§> +E2 u2(p) =0 (566b)

A solucao geral para a parte radial da equacao de Dirac em espacos conicos é obtida
em termos das fungdes de Bessel”[44]

U (p) = J(u/oz) (sz), (568&)
u2(p) = Jwjatr1)(kp), (5.68b)
com v = # — % e k = E/a. Os parametros v e k dependem da natureza do cone

em questdo, isto é, dependem tanto do angulo de desclinacdo quanto do niimero de
setores removidos. Quando o = 1, o que corresponde a fazer o nimero de setores

6Essa transformacdo relaciona o espinor num referencial cartesiano fixo a um referencial ar-
bitrario em movimento.
"A fungdo de Bessel do primeiro tipo pode ser representada pela série[98]

e —1)% x\ nt2s
Jn(z) = z% ﬁ (5) . (5.67)

s§=
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removidos ng = 0, obtemos resultado equivalente ao espaco plano.

5.7 Transformacao de Holonomias em Miltiplos
Cones

Vamos considerar uma estrutura de grafite formada nao apenas por um
unico cone, mas por varios e determinar as transformacoes de holonomia para
esses multiplos cones. Por simplicidade, vamos considerar, inicialmente, a presenca
de apenas dois cones no sistema, localizados respectivamente nos pontos p; e ps.
Primeiro, o transporte paralelo é feito numa caixa que contenha a particula ao
longo de um caminho C; ao redor do ponto p;. Neste caso a holonomia(Fator de
Fase de Dirac) é dada por

o0.0) = [~ 5(01 =)0 [ 6] (o0 (569)

E em seguida é realizado o transporte ao redor do segundo cone ao longo do contorno
(s, resultando

$08) = e[~ 10" [ o] v'ip.0)
i " ¢
— exp [—§(a1+a2—2)03 /¢ 0 d¢] vo(p, 6). (5.70)

Queremos agora, obter o resultado para a transformacao de holonomia para multiplos
cones, localizados respectivamente nos pontos pi, po,- - -, pp. Podemos a partir da
expressao acima, induzir que o transporte paralelo realizado nos n cones é dado por

n

i ¢
32 (5, ) = exp [—5 > (aj - n)o /¢ d¢] bolp.d).  (5.71)

=1

Cada angulo de desclinacao, a; esta relacionado com o ntimero de setores retirados,
7 . ~
ng por meio da expressao

CYj =1- —=. (572)
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Defeito g ngfetivo U, (C) ¢total

Al=7% 1 1 exp(—%) 2 — %
AM=X=7% 1 2 exp(—%) 2m — &
AM=d=X3=73% 1 3 exp(—%s) on — 7
)\1 = )\2 = )\4 = % 1 4 exp(—4”3‘73) 2m — %r
)\1 = AQ = )\4 = )\5 = % 1 5 exp(—57r6” ) 2r — 5?%
)\1 = 2%, )\2 = 2?7" 1 4 exp(—%g"d) 2 %T

Tabela 5.1: A tabela mostra varios valores para as transformacoes de holonomia
quando retiramos um setor de 7/3.

Podemos estao escrever a expressao para a tranformacao de holonomia para n cones

U,(C) = exp (% i %%3 / ’ d¢' ) (5.73)
=1 0

Considerando o intervalo de integracao, 0 < ¢ < 27, podemos escrever

Un(C) = cos (Z m(;_w) — io3 sin (Z %) . (5.74)

=1 =1

como sendo

Observando a expressao (5.74), notamos que os n cones podem ser substituidos por
um defeito conico efetivo, dado por

n
ngfemo = E ng- (5.75)
j=1
;. ’ . , 14
O valor maximo para o nimero de setores retirados é n&/**° — 5_que corresponde
(9} )

a condicao topoldgica para existéncia de nanocones de grafite.

5.8 Conclusoes

Utilizamos uma abordagem puramente geométrica para descrever para de-
screver as propriedades de um cone de grafite. A geometria do cone induz uma
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fase topologica associada ao angulo de déficit. Esse angulo de déficit é responsavel
pelas propriedades de formacao, por modificacoes na estrutura eletréonica, bem como
pelo surgimento do efeito Aharonov-Bohm. Utilizamos a equivaléncia entre a aprox-
imagao tight-binding e a equacao de Dirac em espacos curvos e determinamos as
funcoes de onda para o elétron no cone de grafite. Também discutimos o transporte
paralelo ao redor de varios cones.
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Conclusoes

Nesta tese, aplicamos as tranformacoes de holonomia, com o propésito de
caracterizar as propriedades geométricas de alguns sistemas fisicos relevantes.

No segundo capitulo, discutimos a geometria de dois tipos de buracos negros,
o primeiro foi um buraco negro de (2+1) dimensdes, conhecido como buraco negro
BTZ e o segundo foi um buraco negro cilindrico de (3+1) dimensées, conhecido como
corda negra. Analisamos separadamente os casos nos quais esses buracos negros
possuem ou nao rotagao. Para cada um desses casos, estudamos o transporte paralelo
de vetores e spinores ao longo de caminhos fechados, em particular, estudamos
duas Orbitas, uma com tempo constante e outra com angulo azimutal constante.
Verificamos que em ambos os casos, a holonomia é nao trivial, isto é, a posicao
final de um vetor depois de transportado paralelamente ao longo de um desses
caminhos, apresenta um angulo de déficit em relacao a posicao original do vetor.
A existéncia desse angulo de déficit pode ser interpretada como sendo o analogo
gravitacional do efeito Aharonov-Bohm. Entretanto, no caso das érbitas com tempo
constante, existe uma regiao na qual a holonomia é trivial. Essa regiao é chamada
de banda de invariancia de holonomia. Em seguida, estendemos nossas analises
para a corda negra, que pode ser pensada como a translacao de um buraco negro
BTZ ao longo do eixo-z. Os resultado da corda negra sao equivalentes ao do buraco
negro BTZ, a menos do acréscimo de uma dimensao nas matrizes que representam
as transformagoes de holonomia.

No segundo capitulo continuamos a aplicagao de tranformacoes de holonomia
para buracos negros. Agora discutimos o problema da extensdao de um buraco negro
de Schwarzschild como uma corda negra embebida num espago-tempo pentadimen-
sional. Consideramos separadamente algumas érbitas particulares, tais como orbitas
com tempo, angulo azimutal, angulo 6 e a coordenada radial constantes. Mostramos
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para essas Orbitas a existéncia de bandas de invariancia de holonomia. Também
mostramos, que nos limites adequados, os nossos resultados se reduzem aos mesmos
obtidos para a métrica de Schwarzschild.

No quarto capitilo, continuamos discutindo as transformac oes de holono-
mia, sé que agora, aplicada a sistemas de matéria condensada. Utilizamos uma
abordagem continua para descrever cones de grafite. Nessa abordagem as estru-
turas conicas formadas por folhas de grafeno sao descritas por meio de uma métrica.
Esta métrica contém as informagoes sobre as propriedades do meio elastico. Es-
tudamos as transformacoes de holonomia tanto no caso do transporte paralelo de
vetores e spinores e mostramos a relacao entre a fase topoldgica e o angulo de déficit.
Determinamos a estrutura eletonica dos cones de grafite, a partir da equivaléncia
entre a aproximagao “tight-binding” e a equacao de Dirac em espagos curvos.

E por fim, no quinto capitulo, discutimos a dinamica de fonons propagando-
se num campo de velocidades de um vértice. O espago no qual o fonon se propaga ao
longo do vortice é descrito via uma métrica. Este mapeamento entre sistemas cos-
moldégicos e gravitacionais é conhecido como sistemas andlogos. Neste caso, também
determinamos as transformacoes de holonomia. A informacgao trazida pelo calculo
de holonomias possibilitou a investigacao do efeito Aharonov-Bohm. Mostramos que
os efeitos associados a curvatura estao relacionados com a holonomia rotacional e os
feitos associados a tor¢ao estao relacionados com a holonomia translacional.
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Apeéndice A

Nocoes Elementares de Geometria
Diferencial

O intuito principal deste apéndice é o de introduzir de maneira suscinta, nocoes de
geometria diferencial. Essas noc¢oes sao muito importantes para a compreensao do
texto da tese. A referencia principal que seguiremos € o livro de Jonh Baez e Javier
P. Muniain, Gauge Fields, knots and Gravity [17].

A.1 Variedades Diferenciaveis

Na fisica contemporanea é imperativa a necessidade de se discutir espagos mais gerais
e até mesmo, mais abstratos de que o R". O estudo desses espacos leva ao conceito
de variedades diferenciais. Intuitivamente, pode-se pensar uma variedade como um
espaco, que pelo menos localmente se parece com o R", mas nao necessariamente,
de forma global. Um bom exemplo disto, é o préprio planeta Terra, que embora seja
esférico, localmente podemos vé-lo como um plano.

De modo mais formal, uma variedade n-dimensional é um espaco topoldgico
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' M, equipado com cartas ¢ : U, — R", sendo U, conjuntos abertos que cobrem
a variedade, tal que a funcao transicao, ¢, - ¢§1, é suave onde for definida. Esta
definicao se refere ao fato de que o aberto U, se parece localmente com o R™. Vale
lembrar que uma carta é uma funcao continua, ¢ : U — R", com a inversa também
continua.

Para fugir um pouco desta definicao abstrata, vamos voltar ao exemplo da
esfera. Considere a carta

&(p,0) = (sin p cos f,sin @ sin §, cos 0), (A.1)

a superficie representada por esta carta é a esfera 22 + y2 + 22 = 1. A carta
nao pode, necessariamente, representar toda a esfera. Embora seja localmente eu-
clidiana(plana). Observando as coordenadas da carta, notamos que no pélo norte
(¢ =0,z =1) as coordendas torna-se singulares. O ponto ¢ = 0 implica z =y = 0,
independentemente do valor de #. Assim existem infinitas maneiras de representar
o polo norte.

A.2 Campos Vetoriais

Um campo vetorial sobre uma variaedade pode ser visualizado como um “campo de
flechas”, como ilustrado na figuralabaixo]. Precisamos de uma defini¢do algébrica
de campo vetorial para que possamos realizar operagoes neste objeto. Uma maneira
de se fazer isto é calculando a derivada direcional de uma funcao ao longo de um
vetor. Seja f uma fungdo, v um campo vetorial em R" e (z',...,2") as coordenadas
do R™ . A derivada direcional de f ao longo de v é dada por

vf = i”“auf’ (A.2)
p=1

1Um espaco topolégico é um conjunto X junto com uma familia de subconjuntos de X, chamados
de conjuntos abertos. E satisfazem as seguintes condi¢ées(Hausdorf):

1. o conjunto vazio e X sdo abertos;
2. se U,V C X sdo abertos entdo U|JV é um aberto;

3. se U, sdo abertos entdo |JU, é um aberto.
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{v!,...,v"}, sdo as componentes do vetor.
Um campo vetorial v sobre M é definido como sendo uma fungao C*°(M) —
C* (M), satisfazendo as seguintes propriedades

o(f+g9) = v(f)+v(g), (A.3a)
viaf) = av(f), (A.3Db)
v(fg) = v(f)g+ folg), (A.3¢)

f,g € C®°(M) e a € R". Essas sao as propriedades usuais dos campos vetoriais.
A expressdo (A.2) nos permite escrever o vetor como sendo

v =12v"0,, (A.4)

agora, estamos usando a notacao de Einstein para suprimir o simbolo do somatério,
sempre que existir indices repetidos. Além disso, nota-se que v é escrito como uma
combinacdo linear da quantidade {0,}, com isso, {J,}, pode ser entendido como
uma base® para Vect(R"). Que é o conjunto de todos os campos vetoriais sobre a
variedade.

A.2.1 Vetores Tangentes

A principal diferenca entre espacos planos e curvos consiste na natureza dos vetores.
No espaco plano, tem-se a idéia de vetores como setas ligando dois pontos. Entre-
tanto esta idéia falha quando lidamos com espacos curvos. Dai, faz-se necesséario a
introducao de novos conceitos. Os quais serao introduzidos ao longo do texto.

A fim de se apresentar uma definicao mais precisa de um vetor tangente no
ponto p € M, toma-se a derivada direcional v(f) no ponto p. Define-se

vy : C®°(M) =R (A.5)

por

vp(f) = v(f)(p), (A.6)

2Esta base muitas vezes é chamada de base coordenada. Isto é devido ao fato de ser derivada
de um sistema de coordenads
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v, possui as propriedades padroes de um campo vetorial. Dadas por

up(f+9) = v(f)+vp(9), (A.7a)
vplaf) = avy(f), (A.7Db)
vp(fg) = vp(f)g+ fo(g). (A.7c)

Define-se um vetor tangente no ponto p € M como sendo uma funcdao C* — M,
satisfazendo as propriedades (A.7). O conjunto de todos os vetores tangentes ao
ponto p € M é chamado de espaco tangente em p e é denotado por T, M.

A.3 Formas Diferenciaveis

Antes de difinirmos o que sao 1-formas, vamos generalizar o conceito de gradiente
para funcoes numa variedade arbitaria. Vamos introduzir um operador df que possua
as mesmas propriedades do gradiente V f. O gradiente contém a derivada direcional
de uma funcao f € R" ao longo de um vetor v. E é dada porvf = V f-v. O gradiente
de uma funcao sobre R” é um campo vetorial. Da mesma forma esperamos que df
também o seja. Porém, existe um problema, a forma de se determinar o produto
interno depende da variedade. O produto interno depende da métrica associada a
variedade, este por sua vez, depende das coordenadas escolhidas. Pa continuarmos
livres das coordenadas, vamos pensar o operador df, ndo mais como um campo
vetorial, mas sim, com uma entidade chamada de 1-forma.

De forma mais rigorosa, pode-se definir definir 1-formas sobre uma variedade
M como sendo um mapa Vect(M) — C®(M) que é linear sobre C*(R"). As
1-formas agem sobre veores de acordo com as seguintes propriedades fundamentais

wv+w) = wk)+ww). (A.8a)
w(gv) = gw(v). (A.8b)

O espago de todas as 1-formas sobre a variedade M é denotado por: Q'(M).

Seja f uma funcao suave sobre a variedade M, existe uma 1-forma df definida
por: df (v) = vf. Esta 1-forma é chamada de diferencial de f ou derivada exterior de
/- De maneira mais precisa diz-se que d é uma mapa linear: d : C*(M) — Q'(M),
que envia cada funcao f a seu diferencial df. FEste operador possui as seguintes
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propriedades
d(f +g) = df +dg, (A.9a)
dlaf) = adf, (A.9Db)
(f +9)dh = fdh+ gdh, (A.9¢)
d(fg) = fdg+ gdf. (A.9d)

Vf,g,h € C*(M) e qualquer « € R. A definigao de diferenciais como funcionais
lineares é bem mais rigorosa do que a nog¢ao de infinitesimais, ja que é faz uso de
toda maquinaria da algebra linear.

Seja f uma fungao suave sobre o R* e {z',...,2"} fungdes coordenadas da
vizinhanca U de um dado ponto. O diferencial df é dado localmente pela expressao

df = 0, fda". (A.10)

Esta expressao nos mostra que {dz*} constitui uma base para as 1-formas sobre o
R™. Se aplicarmos o diferencial das fungoes coordenadas xz* a base de um campo
vetorial, obtemos

dz*(0,) = 0,2t = 6k. (A.11)

Suponha que que temos uma 1-forma w sobre o R". Pode-se definir funcées do
tipo w, = w(d,), de forma que seja possivel escrever uma 1-forma arbitrdria como
expansao da base {dz*}, como sendo

w = wydz”. (A.12)

Uma 1-forma também é chamada de covetor e os coeficientes {w,}, sdo chamados
de componentes covariantes do covetor. Se existir uma funcao f, tal que w = df,
entdo a 1-forma w é chamada de exata.
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Apeéndice A
Equacao de Dirac

Na mecanica quantica nao relativistica a interacao do momento magnético do spin
com o campo magnético é descrita, adicionando-se um termo extra no hamiltoniano

H=—-——0-B. Al

2mc (A1)
Como proposto por W. Pauli. Este procedimento pode ser considerado um pouco
artificial, ja que leva em conta, apenas interacoes eletromagnéticos geradas por uma
transformacao de gauge da forma

e
Pu — Dy — EA“' (A.2)

P. A. M. Dirac foi bem sucedido na constru¢ao de uma teoria relativistica que
descreve as propriedades de elétrons e outras particulas de spin 1/2. Na elaboragao
da teoria relativistica, a primeira exigéncia de Dirac foi que a equagao de movimento
deve levar a uma equagao da continuidade com probabilidade positiva-definida.

Sem perda de generalidade, podemos escrever

Loy | 5~ (% % S Buuthu = 0, (A-3)
w

c Ot mk O
wk

, . k
sendo m, a massa da particula, ¢, a velocidade da luz e O‘,(m)

complexos. A func¢do de onda v é uma matriz coluna de n componentes. Os coefi-

e (B, sao coeficientes

cientes sao determinados a partir das condig¢oes abaixo:
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e as equagoes devem levar a uma equagao de continuidade para a densidade de
carga elétrica, p

e cada uma das funcoes v, devem satisfazer separadamente a equacao de Klein-
Gordon

. . ~ . . k
A fim de simplificar a notacgdo, definiremos novos coeficientes oy = aik) e f =

Buyu- Verificando-se estas duas condigoes, Dirac mostrou que as matrizes oy, e 8 sao
matrizes 4 X 4 e obedecem a seguinte dlgebra:

Q0 —+ a0y = 261']" (A4a)
i3 + Bay; = 0, (A.4b)
ol =B =1. (A.4dc)

Uma possivel representacao para estas matrizes é:

ai=( 0 "i>,i=1,2,3; 8

g; 0

((1) ?) (A.5)

o spin do elétron pode ser incorporado rescrevendo a energia relativistica:

0, sao as matrizes de spin de Pauli.

(E/c)* — p* = (mc)?, na forma

(g —0 -p) <§ + a-p) = (me)”. (A-6)

Os operadores energia e momento sdo escritos como sendo

0
E = ih— A.
zhat, Ta)
p = ihV, (A.7Db)
isto nos permite escrever que
ihﬁ +iho -V z'hg —iho -V ) ¢ = (mc)?¢ (A.8)
ot ot B ' '
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Agora, vamos introduzir duas funcoes de onda de duas-componentes, ¢(% e ¢(L) que
descrevem respectivamente spins paralelos a direccao do momento e spins antipar-
alelos a direccdo do momento, definidos por

ot
0 = ¢_ (A.9Db)

o = 1 <hg—2ha v) 9, (A.9a)

A equagao de segunda ordem pode ser decomposta como duas equacoes equivalentes
de primeira ordem

[zha V —ih— ]qb(L = —mco'®, (A.10a)
[—zha V —ih }qﬁ(R = —mep®), (A.10b)

Somando e subtraindo as equagoes acima e introduzindo uma funcao de onda de
quatro-componentes, 1, como

(0 _ [ 4P+
v= ( vp ) = Lom g )0 (A-11)
obtemos
—ihd  —iho -V YA YA
ot = A12
(z’ho-v —ihd )(wB) m(wB (A-12)
A equacao acima, pode ser rescrita numa forma mais concisa
mc
. = Al
(v V+74a(m))w+ 7 =0 (A-13)
ou
8 mc

A equagio (A.14)é a equagdo relativistica de Dirac
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Teoria de Defeitos em Solidos

B.1 Teoria Geométrica de Defeitos

A descrigao geométrica para uma distribui¢ao continua de defeitos em sélidos
tem mostrado grande eficiéncia e versatilidade para o estudo de tais sistemas. Desde
o inicio dos anos 50, a geometria diferencial tem sido usada em fisica da matéria con-
densada para descrever uma distribui¢ao continua de defeitos em sélidos. Katanaev
& Volovich [84] propuseram uma acdo tridimensional para descrever defeitos em
solidos e mostraram que a descricdo de uma distribuicao arbitriria de deslocagoes
e desclinacoes advém de forma natural de um principio de acao. Eles mostraram
também que a geometria tridimensional do meio é caracterizada pela torcao e a
curvatura nao-triviais, as quais sao identificadas com as densidades superficiais dos
vetores de Burgers e de Frank. A principal vantagem da abordagem geométrica de
defeitos em sélidos é que ela permite a utilizacao de uma maquinaria matematica
poderosa - a geometria diferencial - que torna os calculos envolvidos mais simples
e claros. Dessa forma, podemos dizer que, em contraste a teoria elastica ordinaria,
essa abordagem fornece uma linguagem mais adequada para o tratamento de uma
distribuicao de defeitos em solidos.

As deformagoes eldsticas de um meio podem ser descritas em termos da
geometria riemmaniana [17, 70]. A deformagao do meio é descrita pelo difeomorfismo

! 2* — y*(z) na variedade R?. Este difeomorfismo transforma a métrica euclidiana

1Um difeomorfismo é um mapeamento injetivo de classe C* (infinitamente diferencidveis) entre
duas variedades sendo sua inversa também de classe C*.
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inicial na métrica

oz Ox!

oyt oyi K

(Sij — Giuj — 8jui

5@' — 26@', (Bl)

9ij

1

I%

a qual é escrita em um sistema de referéncia cartesiano (observador externo).
Na geometria riemmaniana, a métrica define univocamente a conexao métrica
de torcao zero (simbolos de Christoffel).

~ ~ 1
Liji(r) = Féjglki (0igjk + 0jgik — Okgij) (B.2)

e o correspondente tensor de curvatura
Rijp(x) = 0L + T4l — (i 4 ), (B.3)

onde o simbolo ~ se refere a quantidades na geometria riemmaniana, na qual o tensor
tor¢ao é identicamente nulo.

B.1.1 Equacoes de Equilibrio

Katanaev & Volovich propuseram um lagrangeano geométrico que leva a
equacdes de equilibrio para um meio com deslocagoes e desclinacées. A forma
mais geral para o lagrangeano contém oito parametros, quadraticos na curvatura
e na torcao. Em trés dimensoes existem trés invariantes independentes que sao
quadraticos na torgao e trés na curvatura. Podemos acrescentar ao lagrangeano o es-
calar de curvatura e a constante cosmoldgica A. Dessa forma obtemos o lagrangeano
de oito parametros mais geral possivel.

1 1 y y -
“L = kR— Ty (BiT9* + B TH + BT 5H)
1

4Rijlcl (’VlRijkl + ¥R + 73Rik5jl) + A, (B.4)

onde e = dete!, (os e, sdo chamados de triades), 7; = T}; é o trago do tensor
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5 _ pj
torgao, Ry = Rjj,

conjunto {x, 1 Bs, Bs, Y1,72,7s, A} sdo chamados de pardmetros de acoplamento e

é o tensor de Ricci, e R = R!, é o escalar de curvatura. O

sao determinados de acordo com o sistema fisico em questao.

O lagrangeano de Einstein-Hilbert, R (e), pode ser construido a partir das
triades, assumindo apenas que a torcao é nula. Dessa forma obtém-se as equagoes
de equilibrio. O lagrangeano de Einstein-Hilbert é dado por

- 1 g 1 y
R(e) = Rle,w)+ ZTU,CT”’“ - ETMT’“J
2
—LT" — 0y (eT™). (B.5)

Existe uma questao de fundamental importancia: qual a escolha de parametros
descreve um meio real com defeitos? Katanaev & Volovich responderam essa questao
em seu artigo [84]. Eles assumiram trés condigdes fisicas relevantes sobre as solugoes
das equacoes de equilibrio:

e Existem solugoes que descrevem o meio apenas com deslocacoes, tal que,
ij i .
Rmn - 07 Tmn 7é 07

e Existem solugoes descrevendo o meio somente com desclinagoes, tal que, RY =+
i — (-
0,7, =0;

e Existem solugoes descrevendo um meio sem deslocacoes e desclingoes, de forma,
ij i
que, Y =0,T1" =0.

Estas condicoes reduzem o nimero de parametros a dois 2. K. & V. encontraram o
seguinte lagrangeano

1 - g

=L = kR — 2yR;R", (B.6)
e

que € a soma do lagrangeano de Einstein-Hilbert para as triades e o termo quadratico

da curvatura, que é obtido da decomposicao do tensor de Ricci em componentes

irredutiveis,

1
Rij = R + Rjj + 5 Ry, (B.7)

2 As justificativas dessa redugio podem ser encontradas em detalhes no artigo de K&V [?].
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it
Além disso as constantes de acoplamento sao dadas por

com Rfj = RS, RY =0, R;‘; = —Rﬁ-. O caso, RZ‘% = 0, indica que a torc¢ao é nula.

o= =7 7»=0 (B.8)
B = —k, Ba = 2k, B3 = 4k. (B.9)

B.1.2 Desclinagoes e Deslocacoes Laterais

Tendo em maos o lagrangeano de dois parametros, calcularemos as equagoes
de equilibrio a partir das variagdes nos campos das triades e nas conexdes de SO(3)

10L ~ ~ . . 1

Pl (Re;n — QR;”) + 7 (—RﬁCRA”“eT + RS, R 4 6RR;.‘”") =0 (B.10)
! 5L. =29V, (R{"e" — R{'™e? — R{™e" + R{™el') = 0. (B.11)
€5w$,’1 g J g J J g J g

Se desclinagoes estiverem ausentes em um certo meio, entdao o tensor de
curvatura é nulo, isto é, Rni; = 0, as equagbes (B.11) sdo satisfeitas e as equacdes
(B.10) se reduzem a equagao de Einstein. Na equagio de Einstein em trés dimensdes,
a auséncia de fontes leva a curvatura nula, Rmmj = 0. Neste caso sempre existe o
grupo de rotacao local SO(3), o sistema de coordenadas onde a conexao-SO(3) é
nula, w;; = 0 e a triade ¢ igual ao simbolo de Kronecker, ¢!, = § . Dessa forma
nao apenas a curvatura é nula mas a tor¢ao também o é. Concluimos com isso
que na auséncia de desclinacoes e fontes de deslocagoes ndo ha deslocacdes como
consequéncia da equagao(B.10).

Para obter solugoes apenas com deslocagoes e/ou desclinagoes devemos adi-
cionar as fontes correspondentes na equacao de equilibrio (B.10).

Ly = =r [ dagun (T35 + T2), (B.12)

onde T e T sao as fontes de deslocagoes e desclinagoes®. Assumimos que o

meio em discussao possui simetria translacional ao longo do eixo-z e além disso que

3Na teoria da relatividade geral essas fontes sdo chamadas de tensor energia-momento.
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as fontes de deslocagao e desclinacao tém a forma:

M

dZeZsloc = Zmn5(2) (F_Fn)a (B13)
n=1

Tice = Time=0, (B.14)

onde m,, linhas singulares interceptam o plano z® = (z,y) = (2!, 2?), com a = 1,
2, nos pontos 7, = (Tn,yn). Esse caso corresponde a solugao estaciondria de m
particulas em gravitacao tridimensional. O m,, coincide com o angulo de desclinacao®
e tem o seguinte intervalo, —27 < m,, < oo.

No caso de simetria translacional sempre podemos escolher um sistema de
coordenadas onde a métrica é dada por

dS* = N?dz* + gapdz®da”, (B.15)

onde g,3 ¢ uma métrica bidimensional correspondente ao plano perpendicular ao
eixo-z. O tensor de curvatura correspondente possui duas componentes nao nulas

Ry, = R

afy afyr

- 1
R(XZ’Y - NVQVBN’
sendo V a derivada covariante. Dessa forma a equagao de Einstein
~ 1 ~
c (Rmn - _gmnR> = Tmna
2

se reduz a quatro equagoes

V9 (VaVN — 9,5V, V,N) =0 (B.16)

1
—5\/§N3R = Zn: mnd@ (7 — 7,), (B.17)

onde R é o escalar de curvatura bidimensional e g = det g,s. Para condicoes de con-
torno constantes, a equagao (B.16) possui apenas uma solugao, N = cte. Podemos

4No caso da gravitacdo, M,, > 0, é a massa de uma particula pontual.

Departamento de Fisica - UFPE



B.1 Teoria Geométrica de Defeitos 120

escolher essa constante como N = 1, sem perda de generalidade.
A métrica definida pela equacdo (B.15) ndo estd completamente determinada,
para determiné-la podemos escolher coordenadas no plano e fixar um gauge conforme

9op = €xp(2¢)dags,

onde 2¢p é o fator conforme. Com isso a equagdo (B.17) fica reduzida a equagio de
Poisson

Vi ==Y mnd? (7 - 7), (B.18)

A equacao de Poisson bidimensional tem como solu¢do geral
1
@zzn:(;n—;) In |7 = 7| + 5 In . (B.19)

Assim a métrica é dada por

ds> = d2* +dl? (B.20)
= dz +c[[IF— Ful™/™ (da? + dy?). (B.21)

Esse elemento de linha define uma triade na qual seu contorno define a tor¢ao do
meio, Rypnij = 0.

No caso de uma desclinagdo (ver figura B.1), assumimos queestd localizada
ao longo do eixo-z e m escolhido de forma asatisfazer a inequacao o = 14+m/27 > 0.
Reescrevemos oelemento de linha (B.21) em coordenadas polares

di? = Cr™'™(dr? + r2d6?), (B.22)
sendo 0 < r < o0 e 0 < 6 < 27. Fazendo a mudanca de varidveis (reescalando as
coordenadas)

1
ro= _ra’
Q
0 = ab,
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Figura B.1: Uma desclinagao de um angulo m. Se —27 < m < 0 um setordo meio
é retirado e se 0 < m < oo um setor é adcionado ao meio.

obtemos

dr' = r“ldr, (B.23)
df' = «db, (B.24)

substituindo (B.23) e (B.24) em (B.22), temos
di* = dr' ? +r"df' ?, (B.25)

o dominio agora é dado por 0 < r' < ooe 0 <€ < 2ma.

A criacao do defeito estd associada a transicao r — r' e 8 — #'. A funcao
transicao, a qual atua de forma importante na conexao do sistema de coordenadas
inicial e o sistema no qual o elemento de linha é euclidiano, pode ser escrita em
termos de coordenadas complexas

u=2x+1y = pexpib,
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Figura B.2: Uma deslocacao lateral corresponde a um dipolo,consistindo de duas
desclinagoes de um angulos m e —m.

de forma que
di? = (d2® +dy?) [ |7 = 7|/

= dudu” H [(w = up) (u* = u?)] ™2 (B.26)

A deslocagao lateral (ver figura B.2) corresponde a duasdesclinagoes de angulos m
e —m,que estdo localizadas nos pontos u; = 0 e ug = hexpin/2.

TT (e = w) (@ = w)] ™27 = [(u = ) (" = )] ™2 [(w = ug) (u* — )] 22

n=1

= (uu”)™*" [(u = hexp (i7/2)) (u* — hexp (—im/2))] ™",
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escrevendo exp (im/2) =i e exp (—im/2) = —i, obtemos

2
H [(u — un) (u* — u;)](mn/Q’fr) _ pm/w [p2 +iph (eid’ _ e_id’) i hg] -m/7
n=1
—m/m

= pmm [p* + ph sen¢ + h?)

—m/w
h h\?
= p™"p ™™ 1+ = sen +<—)
p {p p ¢ p

a grandes distancias do defeito, h/p << 1, podemos expandir a expressdo acima

como

w— ) (g — o )|2m b send h\?
[T~ =1 =258 40 (7). @2

com b = hm. Substituindo (B.27) em (B.26) e introduzindo as coordenadas polares,
T = pcos ¢, y = p seno, obtemos

di? = <1 - 98€:¢> (dp® + p2de?).

™

Sendo assim o elemento de linha da deslocacao lateral a grandes distancias é dado
por

ds® = d2? + (1 _ bsend
v

) (dp® + p*de?). (B.28)

Dessa forma descrevemos deslocagoes por meio da geometria de Riemann-Cartan.
Mostramos que dois defeitos, um associado a cristais liquidos e outro a solidos,
desclinacao e deslocacao lateral, respectivamente, podem ser descritos através de
métricas, de acordo com os elementos de linha dados pelas expressoes (B.25) e
(B.28) . Esse formalismo nos permite estudar a interagdo de particulas carregadas
com defeitos. Interpretamos o potencial de interacao, chamado de potencial de
deformagao, como sendo a auto-energia de uma particula no espago deformado pelo
defeito.

F. Moraes e colaboradores estudaram diversos efeitos fisicos associados a
defeitos topolédgicos, aplicando o método geométrico desenvolvido por Katanaev e
Volovich [84] em particular a deslocagoes e desclinagoes. Eles estudaram o problema
da localizacdo de elétron e buracos por um nicleo de desclinacao [99], o espal-
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hamento [100] e a localizag ao [101] de cargas em monocamadas de grafite contendo
desclinag¢oes. Bem como, o problema da autoforca de fontes pontuais e lineares na
presenca de deslocagbes laterais [102] e parafuso [103]. Eles também estudaram o
problema do espalhamento quantico por um fluxo magnético na presenca de uma
deslocacao parafuso. E o problema dos niveis de Landau na presenca de defeitos
topolégicos [104, 105, 106]. Outro efeito estudado, foi o efeito Casimir, tanto na
presenca de deslocagdes [107] quanto na presenca de desclinagoes [108].
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