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Capitulo 1

Breve Historico do Problema

Introducao

Neste capitulo, estabelecemos o problema que nos propomos resolver nesta tese. Para tanto,
discutimos, brevemente, sua origem histérica e principais contribuicoes no sentido de sua solucao
até o momento.

No préximo capitulo, continuamos este resumo histérico detalhando a solu¢do do problema
do c6digo de Gauss em IRP? conforme feito por Séstenes Lins em sua tese de doutoramento (ver
[12]) para o caso de c6digos 2-colordveis.

O Problema do Cédigo de Gauss: um Pequeno Historico

Um lacet £ em uma superficie S (ou seja, uma variedade bidimensional compacta e fechada
orientdvel ou ndo) é a imagem continua do circulo S* em S de tal forma que S — ¢ é homeomorfo
a uma colegao disjunta de discos em S e que cada auto-cruzamento em £ ocorre como um vértice
4-valente.

Podemos numerar arbitrariamente de 1 a n os auto-cruzamentos de ¢ de tal forma que,
ao percorrer a curva a partir de qualquer um dos cruzamentos, obteremos uma seqiéncia de
simbolos g com cada um dos simbolos de 1 a n ocorrendo exatamente 2 vezes ao longo de g.
Chamamos entao g de codigo do lacet ¢ em S. Um cédigo correspondente a um lacet no
plano é chamado de realizdvel no plano ou cddigo planar, sendo projetivo ou Kleiniano um
cédigo realizavel, respectivamente, em IRP? ou na Garrafa de Klein.

Um simbolo z, isto é, um nimero de 1 a n, de um cédigo g do lacet £ na superficie S é
chamado de simbolo par quando, entre as duas apari¢oes do simbolo z em g, tivermos um
nimero par de outros simbolos, sendo chamado de simbolo impar caso contrario. O conjunto
dos simbolos que aparecem uma tnica vez entre as duas aparicoes de um simbolo x é denotado
i(z) (ver exemplo da Figura 1.1) enquanto que o conjunto de todos os simbolos entre as duas
aparicoes de z é denotado por A(z). Podemos extender a definigao das fungoes i e A para
um subconjunto A de simbolos de g por linearidade utilizando a diferenca simétrica, ou soma
modulo 2, dos conjuntos.

Finalmente, uma vez que S — ¢ é homeomorfo a uma colecao de discos disjuntos, podemos
definir o grafo dual desta cole¢cao da maneira classica, i.e., atribuindo um vértice a cada disco
e uma aresta ligando discos que sejam adjacentes em S, ou seja, cuja fronteira em comum
nao seja vazia ou um conjunto de pontos isolados. O lacet (e o cédigo correspondente) serd
dito enlagcamento 2-colordvel quando o grafo assim definido for bipartido, o que equivale a
colecao de discos ser 2-coloravel no sentido canodnico, i.e., podemos colorir, usando 2 cores, os
discos em S — £ de tal forma que discos adjacentes tenham cores diferentes.

lacet

cédigo

cod. planar

simbolo

simb. par

i(z)
Ae)

enl. 2-color.
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Dado um cddigo g 2-coloravel e uma coloragao do mesmo, diremos que um simbolo é um
vértice preto quando as duas passagens do lacet pelo simbolo convergem em uma face preta vert. preto
(estamos tacitamente admitindo que a coloragao utiliza as cores preta e branca) e é um vértice
branco caso contrario.

O exemplo da Figura 1.1 ilustra estas definicoes.

iM)={5681011}

i(2)={345610}
i(3)={245610}
i(4)={235678910}
i(5)={123410}
i(6)={1234811}
i(7)={489}
i8)={1467}
i(9)={4711}
i(10)={12345}
i11)={169}

Vértices Pretos: 1,2,3,7,8
Vértices Brancos: 4,5,6,9,10,11

Vértices impares: 1,2,3,5,7,9,10,11
Vértices Pares: 4,6,8

Figura 1.1: lacet projetivo do cédigo g = 1,2, 3,4,10,5,6,2,3,7,8,9,4,7,11,9,1,6,11,8,10,5 e
uma, 2-coloracdo para o mesmo.

Nosso problema originou-se da seguinte indagacao de Gauss [1]:

Todo cddigo planar € tal que x € par para todo simbolo x. A reciproca € verdadeira?
Isto é, dado uma sequéncia de simbolos g tal que = € par para todo simbolo de g,
existird um lacet planar cujo codigo seja g?

O proéprio Gauss, no mesmo trabalho, concluiu na falsidade desta afirmagao exibindo o c¢6digo
g=1,2,3,4,5,3,4,1,2,5. Gauss, contudo, conjecturou a existéncia de condicoes adicionais de
suficiéncia e esta conjectura é atualmente chamada de Conjectura de Gauss para codigos de conj. Gauss
lacets.

A solugao para conjectura de Gauss para lacets planares foi resolvida em 1936 por Dehn [4]
de forma algoritmica. A resolucdo da questdao, na forma proposta por Gauss, de condices sobre
o cddigo foi encontrada por Rosenstiehl [9] em 1976:

Definimos em um grafo G, dado um vértice v, a estrela de v, ou d(v), como o subconjunto &)
das arestas incidentes a v que nao sao lagos. Uma co-fronteira em G é a soma médulo 2 de co-tronteira
estrelas de vértices.

Teorema 1.1 Um cddigo g ¢ planar se, e somente se,
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e x € par para todo simbolo x € g (condi¢ao de Gauss)
e Sex ey nao sao adjacentes em T'; entao |i(x) Ni(y)| € par

o As arestas (z,y) de I'; para as quais |i(xz) Ni(y)| € par formam uma cofronteira

Onde grafo I';, ou grafo de entrelacamento de um cédigo g é formado tomando como
vértices os simbolos de g. Uma aresta liga dois simbolos z e y quando eles sao vértices en-
trelacados, ou seja, as duas aparicoes do simbolo x em g separam as duas aparigoes do simbolo
Y- )

Representamos o entrelagamento de dois simbolos por z o y. E ficil notar que = o y se, e
somente se, y X .

Em 1980, Lins em sua tese de doutoramento (ver [12]), generalizou o resultado de Rosens-
tiehl [9] para a esfera, isto é, para caracterizacao dos codigos de Gauss de lacets para o plano
projetivo no caso de lacets 2-colordveis. Estes resultados também foram publicados em 1987 por
Lins, Richter e Shank (ver [17]) em um trabalho posterior.

Seguindo uma linha mais algébrica, Crapo e Rosenstiehl (ver [19]) caracterizaram, no ano
de 2001, os cédigos de Gauss 2-colordveis na esfera, plano projetivo e garrafa de Klein. Tal
caracterizagao, contudo, nao fornece um algoritmo para identificar os cédigos Kleinianos ou
Toroidais.

Finalmente, Lins, Oliveira-Lima e Valdenberg [20] obtiveram condi¢bes sobre um sistema
linear para o problema do cédigo de Gauss 2-colorivel na Garrafa de Klein generalizando os
resultados obtidos por Lins [12] para o caso do Plano Projetivo.

As solucoes dadas por Lins seguem o espirito da solucdo original do problema encontrada por
Rosenstiehl que fornece nao apenas condigoes que caracterizam o cddigo ser ou nao realizivel
numa superficie mas que, também, fornecem um algoritmo que permite, efetivamente, encontrar
o lacet correspondente.

Nesta tese, complementamos os resultados obtidos por Lins em [12] caracterizando os cédigos
projetivos nao 2-colordveis. As técnicas aqui desenvolvidas, contudo, podem ser aplicadas em
outras superficies tais como o Toro e a Garrafa de Klein o que serd objeto de pesquisas futuras.

1.1 Organizagao da Tese

No Capitulo 2, resumimos os resultados relativos a caracterizagao dos codigos projetivos 2-
coloraveis e cuja extensdo é o objeto deste trabalho.

No Capitulo 3, é fixada a notacao e sao enunciados os resultados centrais da tese. O Teo-
rema de Caracterizacdo (Teorema 3.1) é enunciado bem como os resultados necessarios a sua
demonstracao: As Proposicoes 3.6, 3.7, 3.8 e 3.9.

O objetivo do restante da tese é demonstrar os resultados enunciados neste capitulo.

Nos Capitulos 4 e 5 enunciamos e demonstramos uma série de resultados que sao utilizados
no capitulo 6 para demonstrar as Proposicoes 3.6, 3.7 e 3.8.

No Capitulo 7, demonstramos a Proposicao 3.9 e os Teoremas 3.1 e 3.2 finalizando assim o
trabalho.

Ty

vert. entrel.



Capitulo 2

Resumo da Solucao

2.1 Introducao

Neste capitulo, continuamos o histérico do problema do cédigo de Gauss resumindo os resultados
obtidos em [12] para o problema do Cédigo de Gauss 2-Coloréaveis em IRP? e, mais recentemente,
para a Garrafa de Klein.

No préximo capitulo, segue um resumo dos resultados que serdo demonstrados nesta tese e
que resolvem o problema do Cédigo de Gauss nao 2-Coloraveis em IRP? completando a solucio
do Problema do Cédigo de Gauss naquela superficie.

2.2 Cédigos de Gauss 2-Coloraveis em IR P?

Dado um codigo de Gauss g, ou seja, uma sequéncia ciclica de n simbolos numerados de 1 a
n onde cada simbolo ocorre exatamente 2 vezes, denotamos por S = Sur fiin(g) a superficie de
conectividade minima na qual podemos encontrar um lacet cujo codigo seja g. Quando S for
o plano, pode-se demonstrar que o lacet correspondente serd sempre 2-colordvel, contudo, em
outras superficies isto nao ocorre necessariamente conforme podemos notar para o cdédigo pro-
jetivo g =1,2,3,4,5,6,2,3,7,8,9,10,4,7,11,9,12,1,6,11,8,5,10,12 cujo um dos enlacamentos
é apresentado na Figura 2.1

O que discutiremos neste capitulo é a solucdo dada em [12] para o problema de determinar,
dado um cédigo de Gauss g, uma superficie que contém um enlagamento cujo codigo seja g, a
qual denotaremos Surf(g), no caso que podemos pressupor que tal enlacamento é 2-coloravel
nesta superficie.

Para fixar idéias e estabelecer a notagao, exemplificaremos a teoria no c6digo

g=1,2,3,4,10,56,2,3,7,8,9,4,7,11,9,1,6,11,8,10,5

Este codigo é projetivo e 2-coloravel, conforme ilustrado na Figura 1.1.
A demonstracao dos resultados que enunciaremos neste capitulo, assim como detalhes da
teoria, podem ser encontrados em [12, 21].

2.3 Mapas com Unico z-gon: sua Relacao com Cdédigos de Gauss

Para mergulhar o c6digo g em alguma superficie, em [12] define-se o conceito de mapa combi-
natdrio. A maior parte das definicoes e resultados que seguem sao de [15]. As definicoes relativas
a teoria dos grafos podem ser encontradas em [7].

cod. Gauss

Surf(g)
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Figura 2.1: lacet projetivo do c6digo nao 2-coloravel
g=12,3,4,5,6,2,3,7,8,9,10,4,7,11,9,12,1,6,11,8, 5,10, 12.

Um mapa topolégico M' = (G, S) é um grafo G mergulhado em uma superficie S de tal
forma que S — G é uma colegao de discos abertos disjuntos chamados de Faces. Queremos,
dado o cédigo g, encontrar uma superficie S na qual o grafo 4-regular correspondente a um lacet
de g possa ser mergulhado como um mapa topoldgico.

Um mapa combinatorio ou, simplesmente, mapa M = (Cy,vpr, far) é uma tripla orde-
nada onde Cjs é um grafo 3-regular, conexo e finito. vys e fir s@o emparelhamentos perfeitos
disjuntos de tal forma que cada componente do subgrafo de Cj; induzido por vy U fas é sempre
um poligono de 4 arestas os quais representaremos (e denotaremos) por retangulos. Denota-
mos por ayr = E(Chyr) —vpr U far, o outro emparelhamento perfeito de Cys e por zy, as arestas
diagonais dos retangulos, correspondentes a um emparelhamento perfeito no complemento de
Cu.

As arestas de vys,far,2m € aps sdo chamadas, respectivamente de vys-arestas, fyr-arestas,
Zp-arestas e ajs-arestas.

O grafo Qs = CprUzps é um grafo 4-regular. Uma componente de )y induzida por aysUvys
é um poligono com ndmero par de vértices chamado de v-gon. Analogamente, tomando os
poligonos induzidos por apr U fys e por apr U zps teremos, respectivamente, os f-gon’s e z-gon’s
de CM

Desta forma, uma componente induzida por vps U fys U zpr é um retangulo com diagonais.
Por convencao, sempre assumiremos que os retangulos sao apresentados tendo os lados menores
correspondendo as vys-arestas e os lados maiores correspondendo as fps-arestas. As diagonais
correspondendo as zps-arestas, nao sao mostradas na maioria das figuras seguintes para maior
clareza das mesmas.

Estes conceitos sao ilustrados na Figura 2.2.

O primeiro resultado, estabelece a relagao entre mapas topoldgicos e mapas combinatorios.

Proposicao 2.1 ([12]) O conjunto dos mapas topoldgicos estd em bije¢io com o conjunto dos
mapas combinatorios. Mais ainda, dada a correspondéncia de MY, mapa topoldgico, com M,
mapa combinatdrio, por esta bijecdo teremos as correspondéncias:

mapa top.

Faces

mapa

retdngulos

vps-arestas

v-gon
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Figura 2.2: Mapa topoldgico contendo unico z-gon: 1,5,4,6,1,2,6,5,3,2,4,3 e unico f-gon:
1,5,3,1,6,2,4,3,6,5,4,2 induzindo o grafo K, com arestas, ou retangulos, indicados pelos
rotulos de 1 a 6 e os 4 vértices dados pelos v-gon’s 1,5,6 ; 2,4,6 ; 3,4,5 e 1,2,3. Os cddigos
sao obtidos anotando a seqiiéncia de retangulos visitados pelos poligonos correspondentes.

e v-gons em M correspondem a vértices em M!
e retangulos em M correspondem a arestas em M'

e f-gons em M correspondem a faces em M!. As faces de M! definem um mergulho de M
na superficie S definida como o complezo celular das faces de M*

e z-gons em M correspondem a caminhos zig-zag em M?.

Nota: O grafo G da correspondéncia M +» M = (G, S) é chamado de grafo induzido por grafo indus.
M e denotado Gpr. Podemos obter Gy e S como seque: Cyy pode ser mergulhado naturalmente
em uma superficie fechada S considerando inicialmente os retangulos, os f-gons e os v-gons como
discos fechados disjuntos. Cada aresta de Cpy ocorre duas vezes na fronteira desta colegao de
discos. Identificando as fronteiras correspondentes as duas ocorréncias de cada aresta obteremos
uma superficie fechada onde as bordas das faces sao poligonos bicoloridos. Contraindo cada disco
limitante de um v-gon a um ponto (vértice de G ;) e cada retangulo a um segmento (aresta de
Gur), os f-gons passam a ser as bordas das faces de S — G .
Este mergulho de Cyy, fornecendo o mapa topolégico Mt = (G, S), € chamada de mergulho
fiel do mapa combinatorio M. mergulho fiel
Dado o mapa M, podemos definir os seguintes mapas associados cujas propriedades dos
espacos de ciclos e co-ciclos serao tteis adiante

e Mapa Dual de M, denotado por D e obtido permutando os lados menores com 0s lados wapa Dual
maiores de cada retdngulo de M. Neste mapa, os z-gons sao mantidos e os v-gons e f-gons
sao intercambiados.

e Mapa Phial de M, denotado por P e obtido permutando os lados menores com as diag- wmapa Phial
onais de cada retangulo de M. Neste mapa, os f-gons sdo mantidos e os v-gons e z-gons
sao intercambiados.

e Anti-Mapa de M, denotado por M e obtido permutando os lados maiores com as diag- Anti-Mapa
onais de cada retangulo de M. Neste mapa, os f-gons sdo mantidos e os v-gons e z-gons
sao intercambiados.

Estes conceitos sao ilustrados na Figura 2.3.
Denotamos por (M) ao conjunto dos mapas associados de M e seus anti-mapas, ou seja o)
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pel Pt

Figura 2.3: Como a vizinhanga de cada retangulo é modificada nos membros de Q(M)

Q(M) = {M,D,P,M,D, P} que induzem os 3 grafos distintos Gp; = Gy, Gp =GpeGp =
G 5. Denotaremos por V e VL, respectivamente, o espaco dos co-ciclos e o espaco dos v
ciclos de G respectivamente. Identicamente, o espago dos co-ciclos e o espaco dos ciclos de v+
G p sao denotados, respectivamente, por F e F+ e ao espaco dos co-ciclos e ao espaco dos ciclos
de Gp denotamos, respectivamente, por Z e Z+.

O préximo resultado, conforme [21] (Theorem 1), é chamado de Propriedade de Absorgao e
relaciona estes espacos

Proposicao 2.2 ([12, 21]) Seja M mapa qualquer entdo
e VNFCZ
e FNZCV
e ZNVCF

Seja M um mapa com Unico z-gon. Podemos encontrar um cédigo ciclico para este z-gon
anotando a sequéncia de retangulos visitados pelo mesmo. Denotaremos por z a este cédigo.

Dado um mergulho fiel de M em alguma superficie S, podemos particionar os retangulos de
M em duas classes de retdngulos brancos e pretos conforme os dois vértices que entram no
retangulo sejam extremidades de um lado longo ou de um lado curto, respectivamente. Esta
definicao estd ilustrada na Figura 2.4.

X Y

Figura 2.4: Passagens do z-gon através de um retangulo. Neste exemplo x é retangulo branco e
y € retangulo preto

A proxima proposigao estabelece a relagao entre mapas com tnico z-gon e codigos de Gauss

Proposicao 2.3 ([12]) Um cddigo de Gauss 2-colordvel g ¢ realizdvel em uma superficie S se,
e somente se, existe mapa M com idnico z-gon z e com mergulho fiel em S e tal que g = z.
Masis ainda, o grafo medial do grafo induzido por este mergulho fiel de M em S é um lacet para
g tal que vértices pretos em g correspondem a retangulos pretos em z e vértices brancos em g
correspondem a retangulos brancos em z
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O problema de determinar se um cddigo g é realizavel em uma superficie S é, desta forma,
equivalente ao de determinar se existe mergulho fiel de um mapa com tnico z-gon z = g naquela
superficie. Este dltimo problema, pode ser entendido como um problema de posicionamento
planar de retangulos como segue:

O mergulho fiel de uma mapa M é determinado de forma tinica através dos seus retadngulos ou
arestas, dos seus vértices e das suas faces. Os retangulos sdo dados pelos simbolos de g enquanto
que os vértices sao determinados pelos v-gons e as faces pelos f-gons. Assim, o mergulho é
completamente determinado fornecendo a particdo dos retdngulos de M em retdngulos pretos
ou brancos.

Atribuindo a cada simbolo z um quadrado canénico, definido de tal forma que a primeira quad. can.
passagem de g pelo quadrado rotulado por x ocorra do canto inferior esquerdo para o canto
superior direito e a segunda passagem ocorra do canto inferior direito para o canto superior
esquerdo (conforme ilustrado na Figura 2.5), uma atribuicdo de cor a um simbolo z equivalerd
a substituir o quadrado rotulado por x por um retangulo apoiado sobre sua base curta ou longa
conforme, respectivamente, a cor atribuida seja preta ou branca. Estes conceitos estao ilustrados
na Figuras 2.5 e 2.6.

1

7

X X

17

Figura 2.5: Quadrado Canoénico para o Simbolo z (no alto). Se o retangulo correspondente a
este quadrado apoiar-se sobre sua base longa, teremos, como no caso & esquerda (z'), um vértice
branco, do contririo (z'') teremos um vértice preto.

Para encontrar entao a particao dos simbolos de g em pretos e brancos, utilizaremos as
propriedades das seguintes funcoes (definidas para os singletons {x} e estendidas por linearidade
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Figura 2.6: Representacao Grafica por Quadrados Canonicos do Cddigo
g=1,2,34,10,5,6,2,3,7,8,9,4,7,11,9,1,6,11,8,10,5

para conjuntos de simbolos utilizando a soma mddulo 2, ou diferenga simétrica, de conjuntos)

e i(z) é o conjunto dos simbolos que aparecem apenas uma vez entre as duas aparigoes do
simbolo « no cédigo g

e k(z), definida quando se possui a parti¢ao dos simbolos de g, é igual a {z} se z é simbolo
branco e () caso contrdrio (No exemplo da Figura 2.4, temos, portanto, k(z) = {z} e

k(y) =0)
e c(x) =i(z) + k(x)
e b(z) = c(z) + Z(z). Onde c*(z) = c(c(x)).
O proximo resultado estabelece a relagao entre a fungdo b de um cddigo de Gauss realizavel
em uma superficie S e a conectividade desta superficie. A conectividade de S é £(S) = 2—x/(5),

onde x(S) é a caracteristica de Euler de S . A conectividade determina, a menos de orientagao,
a superficie.
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Proposicao 2.4 Dado M mapa com unico z-gon g possuindo merqgulho fiel em uma superficie
S, temos

dim(Im(b)) = &(S)

Im(b) = Vinrt

Ker(b) = V+F

Como conseqiiéncia desta ultima proposigao, se £(S) = 0 (ou seja, S for o plano) entao b = 0.
Se £(S) = 1 (ou seja, S for o plano projetivo) entdo temos a divisdo dos simbolos do cédigo
em duas classes, de fato, denotando o Conjunto dos Vértices Pares de g por £ e o dos vértices ¢
impares por O, temos:

Proposicao 2.5 ([20]) Se g ¢é cddigo projetivo 2-colordvel entao,
e Sex e O entiob(z) =0

e Sex €& entiob(z) =10

Esta propriedade dos codigos projetivos 2-colordveis permite encontrar duas caracterizagoes
de tais cédigos.

A primeira destas caracterizacoes, dada pelas solucoes de um sistema linear, permitiu re-
centemente uma generalizacdo para superficies de maior conectividade, tais como a Garrafa de
Klein e o Toro, enquanto que a segunda, dada pelas propriedades do grafo de entrelagamento,
permitiu uma generalizacio para o problema, ainda em IRP?, para o caso nio 2-colordvel. Esta
segunda generalizacao é o resultado do trabalho desenvolvido nesta tese.

2.4 Caso 2-Coloravel: Solucao por Sistemas Lineares

Determinar a imagem da fun¢ao k equivale a determinar os lados curto e longo de cada retangulo.
Isto porque os v-gons e f-gons determinam, respectivamente, os vértices e as faces do grafo cujo
medial é o lacet procurado. E possivel determinar a imagem de k£ mediante a resolugao de um
sistema linear em GF(2).

Proposigio 2.6 ([12]) Seja M mapa com tinico z-gon c , entio b(z) = i%(z) + Sz (i(z, P)) onde
i*(x) = i(i(z, P), P) e Sz(A) = {y € A: k(z,P) = k(y, P)}

No teorema a seguir, se a variavel vy, assume valor 0 entao o vértice x é branco e se assume
o valor 1 entdo o vértice x é preto.

Teorema 2.1 ([12]) ¢ admite um lacet projetivo 2-colordvel se, e somente se, o sequinte sis-
tema linear sobre GF(2) nas varidveis v, onde 2 € simbolo de ¢, tem solugdo:

Zyeoy xEO

20)+ By L+ e+l ={ 0707 1ET = a@)Baty

0 sexépar
Ond =
nde a(z) { 1 sex é impar

Por exemplo, para o cédigo g =1, 2,3,4,10,5,6,2,3,7,8,9,4,7,11,9,1,6,11,8,10,5 temos a
seguinte equagao correspondentes a 2 = 1 (que é um simbolo impar)

(I+2+3+5+7+8+9+10+11)+
(1471 +795)5 + (L +71 +7)6 + (1 + 71 +78)8+

6 +
I+ 4+70)I0+0+y+m)1 = T+2+34+5+7+0+10+11
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fornecendo as seguintes equagoes para o sistema

I+m+v = 0
I+m+v% = 0

Mm+y = 0
I+v+v0 = 0
l+m+y1 = 0

Repetindo o procedimento para cada um dos 11 simbolos do cédigo, teremos o sistema
procurado de equagoes que determina cada 7y, e, conseqiientemente, o valor de k(z, P). Para
este exemplo, o sistema de equagoes é

Nnt+y = 1| n+vw = 1| n+yw = 0|lm+ym = 1
Ti+ym = 1| 2+vm = 0 v+ = 1| 24+ = 1
YT2+7v% = l|yv+y0 = 1| 3+ = 1| 3+ =1
Y3+7v = l|{v+y0 = 1| a+v = 0| a+v% = 0
Ya+yr = 1| ya+y = 1| ya+y = 0|yva+vy0 = 0
Ys+7v0 = 0| %6+ = 1| vw+7y = 0| v+ = 0
Y+ = 1|vw+m = 0

Cujas solugoes sao

Nn=r=v3=1=7=0
Ya=7Y=Y =Y =710 =711 =1

Nm=mr=r3=rr=1=1
Ya =7 =% =Y =710 ="71=0
A segunda solugdo corresponde & ilustrada na Figura 1.1.

Para o cédigo g =1,2,3,4,5,6,2,3,7,8,9,10,4,7,11,9,12,1,6,11,8,5,10, 12 o sistema cor-
respondente é

Nty =1 m+vw = 1| n+ys = 0jn+y =1
i+ = 1 ni+m2 = 0 n+7m = 0 2+7 = 0
e+ = 1| 12+yw = 1| s+7m = 0 3+ =1
Y+% = 1| a+v = 0] u+v = 1| u+yv = 0
Yo+ = 0] m+y = lim+y0 = 0|yp+70 = 0
Ys+me = 1| %+ = 1|vw+y0 = 1|w+yu =1
Yot+y2 = 1| v+ = 1| yv+vw = 1|yw+y0 = 0
Y+70 = 0] v+72 = 0|vw+70 = 1|vwv+m =1

Yo+vz = ljymit+re = 1

Este sistema nio possui solucoes em GF'(2) o que demonstra que toda solucio em GF(2) é

nao 2-Face Coloravel.

Ressaltamos que a formulacao do problema do cédigo de Gauss mediante sistemas de equacoes
foi generalizada em [20] e [21] para superficies de maior conectividade. Para Garrafa de Klein,
o sistema obtido é linear enquanto que, no caso geral, o sistema é quadratico.
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2.5 Caso 2-Coloravel: Solucao pelo Grafo de Entrelacamento

Como consequéncia da Proposicdo 2.5 temos o seguinte resultado:

Teorema 2.2 ([12]) Um cédigo de Gauss 2-colordvel g € realizdvel em uma superficie de conec-
tividade no mdzimo 1 se, e somente se for possivel separar os simbolos de g em duas classes (ou
cores) satisfazendo a sequinte condi¢do

Para cada par z,y de simbolos de g temos |i(z) N i(y)| + |i(x)|]i(y)| impar se, e
somente se, T Xy ez ey sao da mesma cor

Em termos do grafo de entrelagamento, podemos reescrever o Teorema 2.2 como:

Teorema 2.3 ([12]) Um cdédigo de Gauss 2-colordvel g € realizdvel em uma superficie de conec-
tividade no mdximo 1 se, e somente

e Se (x,y) ndo € aresta de I'; entdo |i(z) Ni(y)| + |i(z)||i(y)| € par

o As arestas (z,y) deI'; para as quais |i(z)Ni(y)|+|i(x)||i(y)| € par formam uma cofronteira
em I';.

Nestas condi¢oes, denotando por B os vértices cuja cofronteira sao as arestas de I'; para as quais

i) Nvi(y)] + [i(x)][i(y)
¢{B,V(ly) - B}

€ par, temos que a particao dos vértices em cores do teorema anterior

Isto sugere uma parti¢ao das arestas do grafo completo formado pelos simbolos de g (deno-
tado Kg) nas seguintes classes

Arestas Pretas, ou arestas (z,y) nas quais z oc y e |i(z) Ni(y)| + |i(z)|]i(y)

é impar

Arestas Vermelhas, ou arestas (z,y) nas quais z oc y e |i(z) Ni(y)| + |i(z)||i(y)| é par

Arestas Amarelas, ou arestas (z,y) nas quais z « y e |i(z) Ni(y)| + |i(z)]]i(y)

é par

Arestas Verdes, ou arestas (z,y) nas quais = ¢ y e |i(z) Ni(y)| + |i(z)|]i(y)| é impar

Esta particao das arestas de Kz em classes permite reformular o teorema anterior numa
forma mais adequada a nossa extensao para o caso nao 2-coloravel.

Teorema 2.4 Um cddigo de Gauss 2-colordvel g € realizdvel em uma superficie de conectividade
no mdximo 1 se, e somente

e Kg nao possui arestas verdes

e O conjunto das arestas vermelhas de Kg é cofronteira em I';.

Nestas condigoes, denotando por B os vértices cuja cofronteira sao as arestas vermelhas, temos
que a particdo dos vértices em cores do Teorema 2.2 é {B,V(I';) — B}

Para o exemplo do cédigo g = 1,2,3,4,10,5,6,2,3,7,8,9,4,7,11,9,1,6,11,8,10,5 temos o
grafo na Figura 2.7.

O cdédigo 1,2,3,4,5,6,2,3,7,8,9,10,4,7,11,9,12,1,6,11,8,5,10,12 tem grafo K, ilustrado
na Figura 2.8. A presenca de arestas verdes no grafo implica no c6digo nao ser projetivo ou ser
projetivo e ndao 2-colordvel. Uma vez que a Figura 2.1 estabelece que o cédigo é realizivel em
IRP?, concluimos em sua nao 2-colorabilidade.

No préximo capitulo, generalizamos a técnica desenvolvida em [12] para tratar do caso nao
2-coloravel. Enunciamos uma extensao do Teorema 2.4. Este é o Teorema 3.1 que é demonstrado
ao longo da tese. Usamos o cédigo 1,2,3,4,5,6,3,7,8,9,10,4,7,11,9,12,1,6,11,8,5,10, 12 para
ilustrar os conceitos envolvidos no Teorema 3.1.
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Figura 2.7: T'; para Cédigo Projetivo 2-Colordvel
g=1,23,410,5,6,2,3,7,8,9,4,7,11,9,1,6,11,8,10,5

Para cofronteiras temos, neste caso, as possibilidades B = {1,2,3,7,8} ou B = {4,5,6,9,10,11},
onde a primeira escolha, que corresponde a particao da Figura 1.1, esta ilustrada acima.

Figura 2.8: I'; para Cddigo Projetivo Nao 2-Coloravel
g=123,4,5,6,2,3,7,8,9,10,4,7,11,9,12,1,6,11,8, 5,10, 12



Capitulo 3

Principais Resultados da Tese

3.1 Introducao

No capitulo anterior, caracterizamos sobre quais condigbes um cédigo de Gauss é realizivel
no plano projetivo admitindo-se sua 2-colorabilidade. Conforme vimos para o caso do cédigo
projetivo g =1,2,3,4,5,6,2,3,7,8,9,10,4,7,11,9,12,1,6,11, 8,5, 10, 12, tais condigoes nao sao
suficientes para caracterizacao de todos os codigos projetivos, uma vez que a 2-colorabilidade
nao é uma condigao universal como no caso planar.

Neste capitulo, estabelecemos a notacdo que utilizamos no restante desta tese bem como
enunciamos os resultados principais, a serem demonstrados nos préximos capitulos, que caracte-
rizam completamente os cédigos projetivos nao 2-colordveis completando assim a teoria relativa
aos codigos de Gauss realiziveis no plano projetivo, sendo esta a contribuicao desta tese.

3.2 A Operacao de Quadruplicagcao do Cédigo

Conforme estudamos na secao anterior, o problema de determinar se um dado cédigo de Gauss
2-coloravel g é ou nao um codigo projetivo baseava-se em determinar a imagem da fungao k para
os simbolos de g o que equivale a determinar a 2-coloracao das faces do lacet correspondente ao
coédigo.

A idéia da extensdo desta teoria para o caso nao 2-colordvel é fornecer uma coloracdo canénica
para o lacet correspondente ao cédigo g. Na verdade, associaremos ao codigo nao 2-coloravel um
cddigo 2-colordvel cujo lacet induz um lacet para o cédigo original. Este procedimento, contudo,
deixa indeterminado o valor da funcao ¢, disponivel no caso 2-colordvel. O restante da teoria
correspondente ao caso dos codigos projetivos nao 2-coloraveis, que chamaremos, doravante, de
Problema Central desta tese, consiste na recuperacao da funcado ¢ através das propriedades
de g.

O primeiro resultado desta secdo marca a principal diferenca entre os cédigos projetivos
2-coloraveis e aqueles que nao o sao.

Proposicao 3.1 Seja g cddigo projetivo nao 2-colordvel. Entao g satisfaz a Condi¢cao de
Paridade, ou seja, todo simbolo de x ¢ um simbolo par.

Demonstracao

Inicialmente, observamos que se £ é lacet projetivo nao 2-coloriavel, ele atravessa a
capa de cruzamentos ([13]) um ndmero impar de vezes.

Fixando um cruzamento x, queremos mostrar que |i(z)| é par.

14

Pr. Central

Cond. Par.
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De fato, z divide o lacet £ em duas partes: Uma que atravessa a capa de cruzamentos
um numero par de vezes, que denotaremos fq,.,, € um que atravessa a capa de
cruzamentos um numero impar de vezes, denotado £,44-

Leven € homologicamente nula sendo a fronteira de uma 2-cadeia. Ora, £,44 forma
uma curva fechada. Mais ainda, os cruzamentos de ¢,54 com a regiao limitada por
Leyen S20, justamente, os simbolos em i(x), como a fronteira da 2-cadeia é cruzada
um ndmero par de vezes, fica demonstrada a paridade de x.

Uma vez que o argumento funciona para qualquer simbolo z, segue a proposicao.

A demonstragao é ilustrada na Figura 3.1. ]

Figura 3.1: Tlustragao do argumento de prova da condicao de paridade. A regiao sombreada é
relativa a £epe, com x = 1.

Observe que a condigao de paridade nao é satisfeita, por cddigos projetivos 2-colordveis
uma vez que a 2-colorabilidade juntamente com a condicdo de paridade implicam que o cédigo
correspondente possui lacet em uma superficie orientavel - o que exclui IRP? como tal superficie.

Seja g c6digo projetivo nio 2-colordvel com lacet £ em IRP?. Podemos associar um lacet £
2-coloravel a g substituindo cada vértice x de £ por um quadrado de vértices x1,z9, T3 € x4 de
tal forma que ao arco, isto é, & aresta ordenada, [z, y] em ¢ correspondem dois arcos ligando os
quadrados correspondentes a x e a y em L. Este processo ¢ ilustrado na Figura 3.2. Note que
o lacet g se transforma em uma faixa com auto-cruzamentos. Evitando estes auto-cruzamentos
por uma ligeira perturbagao, que eleva uma dessas passagens de cada auto-cruzamento, a faixa
se transforma em uma faixa de Mobius cuja fronteira é um S'.

Os vértices x1, T9, T3 € T4 correspondentes em L ao vértice z em £ sao a Classe do Vértice
x denotada por Z. Nesta tese sobrecarregamos o simbolo x tanto para significar um simbolo de g
quanto para simbolo genérico de um dos vértices de 7, assim, por exemplo, 1 = {1y, 15,13, 14} =
L1 =1y =13 =14 = {11, 12,13, 14}

Para fixar a notacao, convencionamos que a primeira passagem de L pelo quadrado z serd
feita do wvértice 1 para o vértice xo e a terceira passagem de L pelo quadrado Z serd feita do

Classe
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X(

XZ

X

Vi
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Figura 3.2: Aresta (x,y) em £ e sua duplicagao em L

vértice x4 para o vértice xs.

Vs
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Como a faixa perturbada é uma faixa de Mobius, as passagens 2 e 4 tém o mesmo sentido. A
sequnda passagem de L pelo quadrado Z determina, também, qual a dire¢ao da quarta passagem.
Isto determina completamente £ em Z. As quatro possibilidades para a segunda passagem de

L por I sao ilustradas na Figura 3.3.

Figura 3.3: As 4 Possibilidades de passagem de £ por uma classe Z

Dado um lacet de um cédigo g teremos um tnico £ correspondente a ¢ que é, claramente, 2-
coloravel uma vez que podemos colorir a face correspondente aos quadrados de Branco e as faces
correspondentes as arestas de Preto deixando as faces restantes também da cor Branca. O lacet
correspondente ao codigo projetivo nao 2-colordvel g = 1,2,3,4,5,6,2,3,7,8,9,10,4,7,11,9,12, 1,
6,11,8,5,10,12 bem como o lacet duplicado a ele correspondente estao ilustrados na Figura 3.4.

Em geral, contudo, queremos determinar o lacet correspondente a g, o que nao permite
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Figura 3.4: Lacet projetivo nao 2-Coloravel do cédigo
g=12,3,4,5,6,2,3,7,8,9,10,4,7,11,9,12,1,6, 11,8, 5,10, 12 e sua duplicacao.

construir £. Uma vez que, tendo o lacet duplicado £ do lacet ¢ correspondente a g, podemos
recuperar £ contraindo T a um vértice e as faces correspondentes as arestas, isto é, as faces pretas
em £ a um arco. O problema de determinar se um cédigo de Gauss g satisfazendo a condicao
de paridade é realizavel no plano projetivo por um ¢ nao 2-colorivel é equivalente a determinar
se existe algum lacet 2-colordvel L realizavel no plano projetivo e que seja a duplicacao de £.

Para cada um dos n simbolos de g teremos 4 possibilidades locais para £ correspondendo a
indeterminagao da dire¢ao da segunda passagem de L por z conforme ilustrado na Figura 3.3,
totalizando, desta forma, 4™ possibilidades para £. Para cada lacet assim construido teremos um
cédigo P com 4n simbolos correspondentes. O conjunto destes 4" Lacets possiveis é denotado
por L ou Conjunto dos Lacets Duplicados de g e o conjunto dos 4" cédigos correspondentes é
denotado por P ou Conjunto dos Cddigos Quadruplicados de g.

A discussao prévia nos conduz ao primeiro resultado relativo aos cédigos quadruplicados

Proposicao 3.2 Um cddigo de Gauss g satisfazendo o condigdo de paridade € realizdvel no
plano projetivo por um lacet ndo 2-colordvel £ se, e somente se, existe P € P realizdvel em IRP?
por um lacet 2-colordvel L. Mais ainda, L serd, nestas condicoes, a duplicagcao de £. R

Este resultado estabelece, portanto, que bastaria aplicar o Teorema 2.4 a cada um dos cédigos
em P para resolver o problema no caso nao 2-colordvel, entretanto, a cardinalidade de P (que é
4™ onde n é o nimero de simbolos em g) inviabiliza tal teste mesmo para cédigos relativamente
pequenos. No exemplo central desta se¢ao, ou seja o cédigo g =1,2,3,4,5,6,3,7,8,9,10,4,
7,11,9,12,1,6,11,8,5,10, 12 terfamos, por exemplo, de realizar 4'? = 16.777.216 testes.

O que propomos nesta tese é, a partir de um cédigo quadruplicado canénico Py oriundo de
um cddigo de Gauss g , obter uma particao de seus simbolos em conjuntos que fornecam ou
uma, condicao que mostre que o codigo g nao é projetivo ou uma maneira construtiva de obter,
a partir de Py um cédigo P’ € P(g) projetivo cujo lacet L seja contritil a um lacet £ de g.

Para definir o cédigo canénico Py € P, fixaremos a sequnda passagem de L por x de xo para x3
0 que, de acordo com as convencoes anteriores, também determina a quarta passagem de L por T
de z; para z4. Com estas convengoes, o cédigo g =1,2,3,4,5,6,2,3,7,8,9,10,4,7,11,9,12,1, 6,
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11,8, 5,10, 12 gera o codigo canonico escrito em duas linhas com igual niimero de entradas para
enfatizar a quadruplicacao do cédigo original conforme ilustrado abaixo

11,12 | 21,22 | 31,32 | 41,42 | 51,52 | 61,61 | 22,23 | 32,33 | 71,72 | 81,82 | 91,92 | 101,102
14,13 | 24,23 | 34,33 | 44,43 | 54,53 | 64,64 | 21,24 | 31,34 | 74,73 | 84,83 | 94,93 | 104,103

dy,43 | 79,73 | 111,115 | 95,95 | 121,125 | 12,15 | 62,65 | 115,115 | 82,85 | 52,53 | 102,105 | 125,123
41,44 | 71,74 | 114,115 | 91,94 | 124,125 | 11,14 | 61,64 | 111,114 | 81,84 | 51,54 | 101,104 | 121,124

Proposicao 3.3 O cddigo canodnico é o unico codigo em P para os quais os vértices tém a
mesma paridade dos seus sub-indices e para o qual um vértice € impar se, e somente se, € um
vértice branco, ou seja, para uma classe T = {x1,T2,x3, T4} 05 vértices impares desta classe, que
também sdo os vértices brancos, sao os vértices O =W = {x1,x3}, onde denotamos por W ao w
Conjunto dos Vértices Brancos de um codigo e por B ao Conjunto dos Vértices Pretos. B

Demonstracao

A afirmacao de que os vértices brancos de uma classe z do cédigo canénico Py sao
os vértices {z1,z3} é verificada pela Figura 3.5 uma vez que a escolha da coloragio
mantém o interior do quadrado Z como branco e as faces correspondentes as arestas
como pretas. A afirmacido quanto & paridade dos vértices na classe T pode ser
verificada utilizando a representacao circular do cédigo quadruplicado conforme a
Figura 3.6.

X X;
7 7
5 5
X, X;
4 g

Figura 3.5: Coloracao dos Vértices Induzida pela Coloracdo Canonica das Arestas em L. A
passagem candnica de L por T ocorre do vértice 1 para o vértice zo na primeira passagem e do
vértice xo para o vértice x3 na segunda passagem. A terceira passagem ocorre de x4 para T3 €
a quarta passagem ocorre de 1 para x4

Nesta representagao, nossa escolha para passagem de £ por uma classe Z corresponde
a configuracao Q). Como |ip(z)Ny| = 0 ou 2 (ver Proposicio 4.1) a paridade de um
vértice x € T dependerd apenas da cardinalidade de ip(z) N T e a afirmagao segue
da Proposicao 4.2. |
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X 1 X, 2
X, @ X,
X, X X,
X5 X,

Figura 3.6: Representacao Circular do Codigo Quadruplicado Canonico. Nesta figura, desta-
camos uma classe Z. As cordas no circulo limitam as regides correspondentes a funcio ip do
simbolo correspondente. As demais classes distribuem seus simbolos aos pares ao longo dos
setores delimitados por z, desta forma, |z N y| = 0 ou 2 para cada classe y # z. Os cruza-
mentos das cordas destacam ainda que ip(x1) NZ = {x4},ip(z2) NZ =0, ip(x3) NZT = {x4} €
ip(xz4) N T = {z1,x3} determinando, assim, a paridade de cada um destes elementos.

A definicao de paridade de um simbolo x, conforme anteriormente definimos, se refere a
paridade da cardinalidade de ip(z). Ressaltamos, contudo, que, para superficies nas quais a
condicao de paridade nao é necessariamente satisfeita, como, por exemplo, a garrafa de Klein,
a seguinte norma é mais 1til para definir a paridade de um simbolo do cédigo quadruplicado:
|lzllp = |ip(z)| + |i(Z)| onde ip(z) é a imagem da funcao i para o codigo P do simbolo z e
i(z) é a imagem da funcdo i para o c6digo g do simbolo cuja classe contém z, por exemplo,
I11]lp = |ip(11)] + |i(1)|. Como, em IRP? vale a condigao de paridade, isto é, |i(Z)| é par, as
duas nocoes coincidem neste caso.

O préximo resultado estabelece a primeira relacao entre os cddigos de P e a fungao b. Por
convencao, acrescentaremos sub-indice as funcoes ¢ e b para distinguir seus valores entre os
diversos codigos de P. Para o codigo original g as fungoes seguem sem sub-indices.

Proposicao 3.4 Seja P € P e T = {x1,x2,73, 24} com x simbolo de g. Entdo bp(z1) = bp(z3)
e bp(zg) = bp(zy4).

Demonstracao

Queremos demonstrar que {z;,z3} € V+ F e que {z2,z4} € V + F. Para tanto,
considere a faixa correspondente a Ag(x) = c1, 2, ..., ¢ (ver Figura 3.7).

Nesta faixa, os elementos de V correspondem a soma de conjuntos de vértices que
sao incidentes a um quadrado enquanto que os elementos de F correspondem a soma
de conjuntos de vértices que sao incidentes a um retangulo.

Colorindo de cinza os quadrados e retdngulos da faixa cuja soma dos vértices inci-
dentes, que estd no conjunto V + F, serd {x1, 3}, somente iremos ignorar as regioes
que sdo relativas as auto-intercessdes da faixa. A proposicdo segue da observacio de
que cada vértice incide em exatamente dois retangulos ou a um retangulo e a um
quadrado, exceto por z1, que incide em um quadrado apenas, e por x3, que incide
em um quadrado e dois retangulos. O conjunto {z2,z4} também estd em V + F pois
{$2, $4} = {1‘1, $3} + .

O argumento de prova é ilustrado na Figura 3.8.
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Figura 3.7: Um simbolo z divide o lacet em duas regides. Os vértices que limitam uma destas
regioes sao os vértices de Ag(z). A escolha da regido em questao dependerd da orientacdo que
g da a curva. Neste desenho, a seta indica o inicio e direcdo da primeira passagem do lacet pelo
simbolo z, de forma que a os vértices de regiao Ag(z) sao os que limitam a regiao escura.

Figura 3.8: Tipos de quadrados (correspondentes a vértices do lacet original) na faixa corres-
pondente a Ag(x).

A esquerda, o quadrado Z. Ao centro, um quadrado cujo vértice correspondente ocorre uma
tnica vez em Ag(z). A direita, um quadrado cujo vértice correspondente ocorre duas vezes em

Ag(z).

3.3 Acoes no Cédigo Quadruplicado

De posse do cédigo candnico Py € P, podemos recuperar todos os demais cédigos em P através
da realizacao de sucessivas agoes. Uma ag¢do de uma classe z sobre um cédigo P em P é uma ago
operagao que produz um outro cédigo em P. Distinguimos 3 tipos de agoes:

e Acao Horizontal: Muda o sentido da segunda passagem em z.
e Acao Vertical: Troca a segunda pela quarta passagem em Z.

e Acgao Cruzada: E a acdo resultante da aplicacdo consecutiva das agoes horizontal e ver-
tical. Uma vez que as acoes comutam, também pode ser obtido pela aplicagao consecutiva
das agoes vertical e horizontal.
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P = XjP

Figura 3.9: Acoes de z em P € P

As Figuras 3.9 e 3.10 ilustram o efeito local das agoes em L. Abaixo segue o efeito das acoes
na classe 1 do cédigo canénico

L 1o oo 1y 13 oo | 14 1y ... 13 1y
Ly 13 ... 1 1y 0| 14 13 ... 1, 1L
P=n Q==, P
L 1o ... 4, 1, ... | 11 1o ... 1, .
Ly 13 .0 1y 13 o0 | 1y 13 ... 13 1y
2Q =1z P P = xzP

O seguinte resultado é imediato das Figuras 3.9 e 3.10

Proposicao 3.5 Seja P € P e x simbolo de P, entdo
e 5 P inverte as paridades em % e inverte a coloracao dos vértices em T
e ||z P mantém as paridades em T e mantém a coloracdo dos vértices em T

e 5 P inverte as paridades em % e inverte a coloracao dos vértices em T

Os seguintes resultados, cujas demonstragoes sao o objetivo do restante da tese, mostram
como as acoes de uma classe modificam o valor da funcao b em um cédigo genérico P € P:

Proposi¢do 3.6 (Demonstrada na Proposicio 6.5) Se z # k e = par, entdo

0, sez otk

bypp(z) +bp(z) = { k, caso contrdrio
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X, X, X, X,
Q=P
X7 XZ X1 XQ

X3 X4 X3 XA
zQ=1lz P zP = xz;P

Figura 3.10: Acoes de z em P € P

Proposicdo 3.7 (Demonstrada na Proposicio 6.7) Se Z # k entdo

) Nk ki,k ko, k
b, p(z) + bp(2) :{ % se ip(z) h E{@,{ 1,ka}, {k2, ks}t}
, caso contrario

Proposicdo 3.8 (Demonstrada na Proposicio 6.8) Se Z # k e x for par, entdo

Q), se ZP(SC) ﬂl;: € {@,{klykZ}a{k3>k4}}
biigp () +bp(w) = { k, caso contrdrio

3.4 Caracterizacao dos Cdédigos Projetivos Nao 2-Coloraveis

Seja T = {xa,%8,%,,%5}, onde z, o primeiro elemento impar da classe z = {z1,2,73,%4} wa

ordenada pelos sub-indices. O antipoda de z,, ou seja, o outro elemento impar em Z é z,.

Identicamente, o primeiro elemento par de z é x5 e a seu antipoda é zs5. Denotamos T,qq 0 .

subconjunto {q, 2} de Z e Teyen, 0 subconjunto {zg,z5}. Feven
De posse das proposicoes sobre o efeito das acoes na funcdo b, podemos demonstrar (o

que é feito no capitulo 7) um resultado central na caracterizacao dos codigos projetivos nao

2-coloraveis, a Propriedade da nao Separagao da fun¢do bp com P € P:

Proposigao 3.9_(Propriedad§ da ndo Separacdo, demonstrada na Proposicao 7.2) Se
T #k, entao ou k Cbp(xg) ou kNbp(xg) = 0.
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Desta forma, podemos definir o grafo Kg(P) cujas propriedades fornecem uma solucao do
problema do cédigo de Gauss no plano projetivo no caso nao 2-colordvel - o resultado central
desta tese.

Kg(P) é o grafo completo que tem como vértices os simbolos de g. As arestas de Kg(P)
recebem sinal positivo ou negativo conforme bp(yz) N Z seja vazio ou toda classe Z. A demons-
tracao da boa definicao do grafo K (P) segue da separagao das classes pela fungao b (Proposicao
3.9).

Definiremos, seguindo a linha do Teorema 2.4, uma rotulacio (coloracao) das arestas de Kg
que, diferentemente da coloracao baseada apenas em I';, serd dependente de P (denotaremos o
grafo assim colorido por Kg(P))

e Arestas nao Entrelacadas

Aresta Tipo N1 Sao aquelas onde ip(yg) N T = ip(zg) N § = 0. Nas ilustracoes de
Kg(P), sdo representadas por arestas azuis.

Aresta Tipo N2 Sao aquelas onde ip(ys) NZ =0 e ip(23) NG = {Ya, Yy} As arestas
do tipo N2 sdo orientadas com inicio em ¢ e fim em . Nas ilustracoes de Kg(P), sao
representadas por arestas verdes.

Aresta Tipo N3 Sao aquelas onde ip(yg) N T = {xg, x5} e ip(zg) NG = {ys,ys}-
Nas ilustragoes de Kg(P), sao representadas por arestas violetas.

o Arestas Entrelacadas

Aresta Tipo E1 Sao aquelas onde ip(yg) N T = {zq, 28} € ip(xg) NG = {Ya,ys}-
Nas ilustragoes de Kg(P), sao representadas por arestas magentas.

Aresta Tipo E2 Sao aquelas onde ip(yg) NZT = {zq, 2} € ip(xs) NY = {ys,yy}. As
arestas do tipo E2 sao orientadas com inicio em 7 e fim em Z. Nas ilustracoes de Kg(P),
sao representadas por arestas vermelhas.

Aresta Tipo E3 Sao aquelas onde ip(yg) NT = {Za, %5} € ip(28) Ny = {Ya,ys}. Nas
ilustracoes de Kg(P), sao representadas por arestas laranjas.

A Figura 3.11 ilustra algumas representagoes que utilizamos para cada tipo de aresta.
No capitulo 7, demonstramos que estes sao os unicos tipos de arestas em qualquer grafo
Kg(P), ou seja, demonstramos os seguintes resultados:

Proposicao 3.10 Seja P € P e (Z,y) aresta entre vértices nao entrelagados de P. Entao (T,7)
ou € do tipo N1 ou do tipo N2 ou do tipo N3.

Proposicao 3.11 Seja P € P e (Z,§) aresta entre vértices entrelagados de P. Entdo (Z,7) ou
¢ do tipo E1 ou do tipo E2 ou do tipo ES.

Continuando a caracterizagao das arestas de Kg(P) ,diremos que uma aresta (z,y) é positiva
quando Z N bp(yg) = 0 e negativa quando Z C bp(yg). Nas ilustracoes, as arestas positivas sao
representadas por linhas finas enquanto que as negativas sio representadas por linhas grossas. A
Figura 3.12 mostra o grafo Kg(F) parao cédigog = 1,2,3,4,5,6,2,3,7,8,9,10,4,7,11,9,12, 1,6,
11,8,5,10,12.

Pela Proposicao 3.9, os sinais das arestas estao bem definidos e pelas Proposicoes 2.5 e 3.2
para cédigos projetivos, temos

Proposigao 3.12 Um cddigo de Gauss g satisfazendo a condi¢do de paridade € realizdvel no
plano projetivo por um lacet nao 2-colordvel ¢ se, e somente se, existe P € P tal que Kg(P)
consiste apenas de arestas positivas B

o

2
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Figura 3.11: Tipos de Arestas Entrelacadas e nao Entrelagadas.

Na representacao a esquerda em cada uma das duas colunas, os subscritos referem-se a ip(yg) NZ
no vértice a esquerda (Z) e a ip(zg) NY no vértice a direita (7), assim, por exemplo, para aresta
N1, o subscrito ) no vértice a esquerda significa que ip(yg) Nz = 0.

Na representacao a direita em cada uma das duas colunas, de cima para baixo lé-se, seguindo
a mesma notagao de subscrito da representacao a direita, os valores de ip(yq) N Z,ip(ys) N Z,
ip(yy)NZ e ip(ys)NZ para o vértice T e os valores de ip(z4) NY,ip(2g) NY, ip(zy)NY e ip(xs)NY
para o vértice . Desta forma, por exemplo, para aresta E3, a quarta linha do colchete relativo
ao vértice Z ter valor j3, significa que ip(ys) N = {z3,2,}

O seguinte teorema, demonstrado no Capitulo 7, fornece, com base no estudo do efeito das
acoes sobre cada tipo de aresta no grafo Kg(P), a caracterizacio dos cddigos projetivos nao
2-coloraveis sendo, portanto, o resultado central desta tese.

Teorema 3.1 (Teorema de Caracterizacao dos Cédigos Projetivos nao 2-Coloraveis)
Um codigo de Gauss g nao 2-colordvel é codigo projetivo se, e somente se, as cores das arestas
em Kg(Py) induzem uma particio nos vértices de Kg(Py) em 4 conjuntos A,B,C e D (alguns
dos quais podem ser vazios), de tal forma que os sinais das arestas entre vértices de um mesmo
conjunto e entre vértices de conjuntos diferentes se apresentem como na Figura 5.13

Mais ainda, aplicando agoes cruzadas a todos os elementos de A, agoes verticais a todos o0s
elementos de B, agdes horizontais a todos os elementos de C e ndao aplicando a¢do alguma nos
elementos de D, obteremos um cddigo P’ correspondente a um lacet duplicado L de ¢, lacet de
g em IRP?.

O problema de, dado o grafo Kg(FPp), encontrar a particao de seus vértices nos conjuntos
A B,C e D do teorema e resolvido pelo seguinte teorema, enunciado na forma de um algoritmo e
demonstrado, também, no capitulo 7, fornece tal particao ou uma condi¢gao mostrando que esta
nao existe o que termina completamente a solugao do problema
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Figura  3.12: Grafo  Kg para o cédigo nao 2-Coloravel g =
1,2,3,4,5,6,2,3,7,8,9,10,4,7,11,9,12,1,6,11,8, 5,10, 12. As orientacoes das arestas do
tipo N2 e E2 foram omitidas para maior clareza do desenho.

UO‘IT>
I I
oOoeawe®

Figura 3.13: Sinais das arestas do tipo N e E na particao dos vértices em Kg(F)

Teorema 3.2 Um cdédigo de Gauss g nao 2-colordvel é codigo projetivo quando as arestas do
tipo N2 negativas induzem uma particio dos vértices de Kg(Py) em dois conjuntos X e Y, que
podem ser vazios, de tal forma que as arestas do tipo N em Kg(Fy) distribuem-se como na Figura
3.14 e, neste caso, aplicando agoes horizontais a cada vértice em X, obtemos um grafo bipartido
na arestas de tipo E negativas em dois conjuntos Z e W.

Nestas condicoes, aplicando agoes cruzadas em cada vértice de Z obtemos um cédigo P’ cor-
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respondente a um lacet duplicado L de ¢, lacet de g em IRP?. A particio definida no Teorema
3.1édadapor A=7Z—-X,B=ZNX,C=X—-ZeD=YNW.

Figura 3.14: Sinais das arestas do tipo N na particao dos vértices em Kg(Fp)

Se um codigo de Gauss g ndao 2-colordvel nao € codigo projetivo entdo existe, no grafo obtido
contraindo as arestas do tipo N1 negativas e do tipo N8 positivas, uma das sequintes estruturas:

e Um vértice que nao € nem fonte nem sorvedouro para arestas do tipo N2 negativas.
e Uma aresta do tipo N1 negativa ligando dois vértices fonte de arestas do tipo N2 negativas.

e Uma aresta do tipo N3 positiva ligando dois vértices sorvedouro de arestas do tipo N2
negativas.
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Finalizamos este capitulo aplicando os dois ultimos teoremas na demonstracao da projetivi-
dade do cédigo nao 2-colordvel g = 1,2,3,4,5,6,2,3,7,8,9,10,4,7,11,9,12,1,6,11,8,5,10, 12
cujas cores das arestas em Kg(Fp) sao ilustradas na Figura 3.12.

Figura 3.15:  Algoritmo de Classificagdo aplicado ao c6digo nao 2-Colordvel g =
1,2,3,4,5,6,2,3,7,8,9,10,4,7,11,9,12,1,6,11,8, 5,10, 12.

A esquerda mostramos a particao induzida pelas arestas de tipo N no grafo Kg(Fy) para o cédigo
g=123,4,5,6,2,3,7,8,9,10,4,7,11,9,12,1,6,11,8,5,10,12. Para maior clareza do desenho,
as diregoes nas arestas tipo N2 (verdes) nas arestas internas aos conjuntos X e Y foram omitidas
(ver Figura 3.14).

A direita mostramos a particao induzida pelas arestas de tipo E negativas no grafo Kg(P') para
o codigo g = 1,2,3,4,5,6,2,3,7,8,9,10,4,7,11,9,12,1,6,11,8,5,10,12 e P’ obtido de Py pela
aplicacao de agoes horizontais nos vértices do conjunto X = {1,2,3,5,7,9,10,11}. Para maior
clareza do desenho, as diregoes nas arestas tipo E2 (vermelhas) negativas foram omitidas assim
como as arestas tipo E positivas internas aos conjuntos Z ou W (ver Teorema 3.2)
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Figura 3.16: Sinais das arestas do tipo N na parti¢ao dos vértices em Kg(Fp). Uma vez que, con-
forme a Figura 3.4, temos X = {1,2,3,5,7,9,10},Y = {4,6,8,12},Z = {1,3,6,9,10,12} e W =
{2,4,5,7,8,11}, podemos utilizar a caracterizacao dos conjuntos A, B,C e D dadas pelo Algo-
ritmo de Classificagdo (ver Teorema 3.2)
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Figura 3.17: Sinais das arestas do tipo E na particao dos vértices em Kg(P) (ver figura 3.16)



Capitulo 4

Efeito das Acoes Sobre a Funcao ip

4.1 Introducao

Uma vez que as fungoes ¢ e b caracterizam, conforme estudado no Capitulo 7, os cddigos proje-
tivos nao 2-colordveis, neste e nos préximos 2 capitulos desta tese, estudamos com detalhes as
modificagoes induzidas pelas acoes nestas fungoes. A funcao b, conforme detalhado adiante, de-
pende das funcdes i - estudada neste capitulo, i? - cujo estudo, no préximo capitulo, depende do
entendimento da paridade das intersecgoes da funcao ¢ para diversos simbolos -, e S, estudada,
juntamente com a funcao b, no Capitulo 6.

A segunda sec¢ao deste capitulo se refere as propriedades da fungao ¢ que valem para quaisquer
cddigos em P e a segao seguinte relaciona as propriedades preservadas pelas acoes em tal funcao.

4.2 Propriedades Imediatas da Funcao : em P

Para iniciar o estudo da funcao 7, a andlise cuidadosa de todos os posicionamentos relativos entre
duas classes T e k ao longo do cédigo (conforme as Figuras 4.1, 4.2 e 4.3) fornece os resultados
béasicos. Na préxima secdo, analisamos como as agoes de uma classe modificam os valores da
fungao ip, P € P.

Proposicdo 4.1 Se  # k entdo |ip(z) Nk| =0 ou 2. Mais ainda,

81

ip(@) Nk = {ka,kat1}
' Nk =0 or {kq, kata}

ol il

—
— =

K

&I

Z
onde a € m.l

Proposicao 4.2 Se ki é impar (isto é, |ip(k1)| € impar) em P entdo valem os resultados:

Z'p(kl)ﬂ]} = {kg} Zp(kl)ﬂ/% = {k4}
’ip(kg) ﬂ]j: = {kl,kg} ou ’Lp(kg) ﬂlj? =0

ip kg) ﬂ]j) = {kg} ip(kg) ﬂ/f = {k4}
ip(ky) Nk = 0 ip(k)) Nk = {ky,ks}

Se k1 for par em P entao valem:

Z'p(kl)ﬂ]} = {kg,k4} Z'p(kl)ﬂ/% = 0
ip(ka) Nk = {ki} L ipl)nE = (k)
ip(kg)ﬂ]j) = 0 Z'p(kg)ﬂ/f = {kg,k4}
’ip(k4) Nk = {kl} ’ip(k4) Nk = {kg}

30
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Figura 4.1: Primeira metade de todos os posicionamentos relativos entre duas classes 7 e k£ nao
entrelacadas

Proposicao 4.3 Se & # k, entdo

(z'p(xl)—l—ip(xg))ﬂlE = (z'p(xz)—l—ip(mq))ﬂl% = Qork
(ip(fl)l) + ip($2)) ﬂ]j: = (’ip(.’l)g) + ip($4)) ﬂ]j: = {k‘l,kg} or {kg,k4}
(’ip(xl) + ip($4)) Nk = (’ip(iEQ) + ip(xg)) Nk = {kl,kg} or {kQ,k4}

Observagao: Outra forma de enunciar a proposi¢ao anterior é a seguinte:
Proposicdo 4.4 Se 7 # k entdo (ip(z4) +ip(zp)) Nk € igual a:

0 ou k < x4 € xp sa0 de mesma paridade em P
{k1,ks} ou {ko,ks} caso contrdrio

Observacao: {ki,ks} e {ko,ks} sdo pares de antipodas.
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Figura 4.2: Segunda metade de todos os posicionamentos relativos entre duas classes 7 e k nio
entrelacadas

4.3 Acoes em P: Efeitos Sobre a Funcao de Entrelacamento

Os préximos resultados, relativos ao efeito das acoes sobre um cddigo quadruplicado P, sao
obtidos analisando as possibilidades ilustradas na Figura 4.4.

O primeiro resultado se refere & mudanca na funcao ip induzida pelas acoes de uma classe
k nos demais simbolos do cédigo quadruplicado

Proposicao 4.5 Se T # k entio

Se ’Lp($) Nk e {@,{kl,kZ}a{k?nk‘l}}

p(z)

ip(z) +k caso contrdrio
i pla) = ip()  Se ip(z) Nk e {0,{k1,k2}, {k3, ka}}
WEPY = ip(z) + caso contrdrio
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Figura 4.3: Todos os posicionamentos relativos entre duas classes 7 e k entrelacadas

Mais ainda, as ag¢oes cruzada e horizontal mudam a paridade dos elementos de k ao contrdrio
da ac¢ao vertical que as mantém.l

Agora, a mudanca operada em ip pelas acoes de k nos seus préprios elementos:

Proposicao 4.6 Os sequintes resultados descrevem a agao cruzada da classe k sobre a funcdo
ip nos elementos da propria classe k:

caso 1: k; impar e ip(k) Nk = {ko}

ip(ka) + {ki,ks}

(k1) = ip(ks)
is;p(k2) = ip(k1) + {k2, k3}
;P (K3) (Ka)

(ka) (k3)

ip(ka) + {ko,ka}

= ip(ks) + {k2,ks}
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kK K,

K, ki | K — K,
AYZ2RNYY4
ks K, ks K,

Q== P
K, K, K, K,
K, \ K, ’ K,
L > -
’ k,

K, k,
kQ =113 P

K,
K, ‘ '
K, k

4
kP = X]—CP

Figura 4.4: Efeito das trés acoes de k sobre a funcio ip

caso 2: k; impar e ip(k) Nk = {k4}

caso 4: k; par e ip(k))Nk=10

ip(ka) + {ko,ka}
ip(ka) + {ki,ks}
(k3) + {k1,ks}

ip

ip(ka) + {ki,ka}
ip(ka) + {ki,ka}
(k3) + {k1,ks}

ip

ip(ka) + {ko,ks}
ip(k1) + {k1,ks}
p(Ka)

(k3)

ip

1) + {ko, k3}

ip(k3) + {k2,k4}

34

Proposicao 4.7 Os seguintes resultados descrevem a ag¢ao vertical da classe k sobre a funcéio
ip nos elementos da propria classe k:
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caso 1: k; impar e ip(k;) Nk = {ko}

Nk=10

caso 3: k; par e ip(k;)

35

(k ) + {k?l,k3,/€4}
ip(k1) + {k2}

(ka) + {ka}

ip(ks) + {k1, ko, ks}

(k ) + {kZZ,k3,/€4}
ip(k1) + {k1}

(ka) + {3}

ip(ks) + {k1, k2, kq}

Proposicao 4.8 Se ki é par ou impar, os sequintes resultados descrevem a a¢do horizontal da
classe k sobre a fungdo ip nos elementos da propria classe k:

. .
Ell
v

.

E ]
T v
e e e
T ?‘é\:‘ ™
—

[

Bl
T

Qutra maneira de enunciar os resultados acima é: 'l':fcp(kz') =

ip(ki) +{ks-i}. W



Capitulo 5

Efeito das Acoes Sobre a Funcao z%

5.1 Introducao

Com o intuito de detalhar o efeito das agoes das classes sobre a funcao z'2p com P € P, estudamos
este efeito sobre a paridade das interseccoes das funcoes de entrelacamento. Isto serd suficiente
devido ao resultado provado por Lins [20]:

Lema 5.1 z € i%(y) < l|i(z) Ni(y)| é impar

5.2 Propriedades da Interseccao de Funcoes de Entrelacamento

Para estudar o efeito das agoes sobre a paridade das interseccoes das funcoes de entrelacamento,
enunciamos e demonstramos quatro proposicoes que relacionam quais elementos de uma dada
classe podem estar presentes no conjunto 7% de cada elemento de uma outra classe arbitraria.

Proposicao 5.1 Se & # §, T #k e § # k entdo

o [gN(ip(z) N (ip(k1) +ip(k2)))| e|gN(ip(z) N (ip(ks) +ip(ka)))| tém a mesma paridade.
Masis ainda:

o |[yN(ip(z)N(ip(k1) +ip(ke)))| € impar se, e somente se, T x .

Demonstragdo: Conforme a Proposicio 4.3, temos que gN(ip(k1)+ip(k2)) = {y1,y3} ou {ya,ys}.
Mais ainda, pela mesma proposicao, g N (ip(k1) +ip(k2)) = g N (ip(k3) +ip(ks)). Isto prova a
primeira afirmacao.

Pela Proposigao 4.1, temos que §Nip(z) = {Ya,Yat1}, € T X T, € que §Nip(z) = {Yas Yat2}»
caso contrario. Assim, como yN(ip(x)N(ip(k1)+ip(k2))) = (yNip(x))N(yN(ip(k1)+ip(k))),
Temos as seguintes possibilidades para y N (ip(x) N (ip(k1) +ip(k2))):

{ 0,{y1,y3}, {y2,ya} se T Xy
{yih {yet {ys}, {va} sez oy

O que prova a segunda afirmagao e a proposicao ]

Proposigio 5.2 Sex # k e |ip(x)| € par, entdo |z N (ip(x) N (ip(k1) +ip(k)))| e |zN (ip(z) N
(ip(k3) +ip(ka)))| sao, ambos, pares.

36
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Demonstragao: Pela Proposicao 4.2, temos que

zNip(x) € {0, {z1,z3},{z2, x4}, {z1}, {2}, {z3}, {z4}}. Conforme é imediato notar, a paridade
desta intersecgao é igual a paridade de |ip(z)|, logo, se |ip(z)| é par teremos Z Nip(z) €
{0,{z1,23},{z2,24},}. Por outro lado, a Proposi¢io 4.3 afirma que z N (ip(k1) + ip(k2)) =
ZN(ip(ks) +ip(ks)) = {z1, 23} ou {x2,z4}. O que implica, desta forma, que

ZNip(z) N (ip(ki) +ip(k)) € {0, {z1, 3}, {22, z4}}

demonstrando a proposicao. ]
Proposigio 5.3 Se  # k entdo a paridade de |k N (ip(z) N (ip(k1) +ip(ke)))| e kN (ip(z) N

(ip(k3) +ip(ka)))| sdo diferentes se, e somente se, T o k. Mais ainda, |k N (ip(x) N (ip(k) +
ip(ke)))| € par se, e somente se, exatamente uma das condigoes sequintes € satisfeita:

e ip(x)Nk=1

e ip(z)Nk={ky,ks3} ek impar.
e ip(z) Nk = {ko,ks} ek par.

o ip(z)Nk={ky,ko}

e ip(x) Nk = {ko,k3} ek impar.
o ip(z) Nk ={ky,ks} ek par.

Demonstragao: A Proposicdo 4.2 estabelece que

kN (ip(k) +ip(k2)) = kNip(ki) +kNip(k)
{kl,kg,kg} ou

_ {k4}, se kp for impar
N {kl, kg, k4} ou
{ks}, se kp for par

e que

kN (ip(ks) +ip(ka)) = kNip(ks) +kNip(ks)

{ko} ou
{k1,ks,ks}, se kp for impar
{k1} ou

{ko, k3, ks}, se kp for par

O que nos dé as seguintes possibilidades
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Fnip(e) | knip (ki) +ip(k2) | Fn(ip(ka)+ip(ka)) | Eip(@)n(ip (ki) +ip(k2)) | Bnip(@)n(ip (ks)+ip(ka) |

0 {k1, ko, ks} {ka} 0 0

0 {k4} {k1, ks, kq} 0 0

0 {k1, ko, kq} {k1} 0 0

0 {ks} {ka2, k3, ke} 0 0
{k1,ks3} {k1, ko, ks} {k2} {k1,ks} 0
{k1,ks3} {k4} {k1,ks, kyq} 0 {k1,ks}
(k1 kst | {k1 ko, ka} {k1} {k1} {k1}
{k1, ks } {ks} {ko, k3, ka} {ks} {ks}
{ko,ka} | {k1 ko, K3} {k2} {ko} {k2}
{k2, ka} {ka} {k1, k3, ka} {ka} {ka}
{ka, kq} {k1, ko, kq} {k1} {ka, k4} 0
{ka, kq} {ks} {ko, k3, kyq} 0 {ka, ky4}
{ki kot | {k1 ko, s} {ka2} {k1, ko} {2}
{1, k2 } {Fa} {1, k3, ka}t 0 {1}
{ki,ko} | {k1 ko, ka} {k1} {k1, ko } {k1}
{k1,ko} {ks} {ko, ks, ka} 0 {ko}
{ko kst | {k1, ko, ks} {k2} {k2, ks} {k2}
{2, ks} {ka} {1, ks, ka} 0 {ks}
{ko,ks} | {k1, ko, ka} {1} {2} 0
{k2, K3} {ks} {ko, k3, ka} {ks} {k2, K3}
{ks, kat | {k1, ko, ks} {k2} {ks} 0
{ks3, ka} {ka} {k1, ks, ka} {ka} {ks, ka}
{ks, kat | {k1, ko, ka} {ki} {ka} 0
{ks3, ka} {ks} {k, kg, ka} {ks} {ks, ka}
{ki,ka} | {k1 ko, K3} {ka} {k1} 0
{k1,ka} {ka} {k1, k3, ka} {ka} {k1, ka}
(k1 kat | {1 ko, ka} {k1} {k1, ka} {k1}
{k1,kq} {ks} {ko, k3, kyq} 0 {k4}

A proposicio segue da andlise dos casos nesta tabela.

Proposigdo 5.4 Sex #k e |ip(z)| € par entdo |ip(x)

ip(k4))| tém paridades diferentes se, e somente se, T x k.

Demonstracgao:

Zp(w) N

(2) é, pela Proposigao 5.2, sempre par (i.e., a paridade do conjunto é par) .

Basta notar que

(ip(k1) +ip(k2)) =

+
+

H |

W |

ol

U v
£
75

Yy
?J
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)N (ip(k

ip(z
ip(z) N (ip(k

N (ip(k1) +ip(k2))|

N (ip(k1) +ip(k2))

1) +ip(kz))
1) +ip(ky))
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e lip(z) N (ip(ks) +

(5.1)

(5.2)

Identicamente, pela

Proposigao 5.1, cada termo de (5.1) é par ou impar, conforme, respectivamente, T < g ou T 7.
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A condigao de paridade afirma que o nimero de classe entrelacadas com Z é sempre par,
assim, (5.1) serd par se, e somente se, k o¢ Z. Nas parcelas (5.1) e (5.2), as proposi¢des afirmam
que a cardinalidade serd a mesma se mudarmos (ip(k1) + ip(k2)) por (ip(ks) +ip(ks)), assim,
a diferenca entre as paridades de ip(x) N (ip(k1) +ip(k2)) e ip(x) N (ip(k3) +ip(ka)) se deve
ao termo (5.3).
Finalmente, kNip(x) N (ip(k1)+ip(k2)) e kNip(z) N (ip(ks)+ip(ky)) tém paridades opostas
se, e somente se, k o< Z, pela Proposiciao 5.3, o que prova o resultado.
[

O préximo resultado é consequéncia da proposicao anterior:

Proposigdo 5.5 Se 1 # k e |ip(z)| par, entdo as paridades de |ip(z) N (ip(k1) +ip(k2))| e
|k Nip(z) N (ip(k1) +ip(ke))| sdo diferentes se, e somente se, k x T.

Demonstragao: Basta notar que o termo (1) na prova da proposi¢ao anterior é par se, e
somente se, k ¢ . Como o termo (2) é sempre par, as paridades de |ip(z) N (ip(k1) +ip(k2))]
e |kNip(z) N (ip(k1) +ip(k2))| sdo devidas ao termo (3) [

Proposicao 5.6 ip(k;) N (ip(k1) +ip(ke)) eip(k;) N (ip(ks) +ip(ks)) tém a mesma paridade.
Mais ainda, ip(k;) N (ip(k1) +ip(k2)) tém a mesma paridade de ip(k;).

Demonstragdo: E imediato notar que ip(k;) N (ip (ki) +ip(k)) = Uy Nip (ki) N (ip (k1) +
ip(kg)) +k QZp(kz) N (ip(/ﬁ) + ip(kg)).

Se y # k, pela Proposicao 4.1) y Nip(ki) € {{y1,y2}.{y2,ys},{vs,ya},{y1,v4}} quando
gx kegnip(k) € {0,{y1,y3}, {y2,y4}} caso contrario. Mais ainda, pela Proposigao 4.3,
sabemos que y N (ip(k1) +ip(k2)) =y N (ip(k3) +ip(ka)) € {{k1,ks}, {ko,ka}}. Assim, como
g Nip(k) N (ip(k) +ip(ke)) = (F Nip(k)) N (G N (ip(k1) + ip(k2))), podemos concluir que
|g Nip(k;) N (ip(k1) +ip(k2))| é impar se, e somente se, k o .

A paridade de (J,f, yNip(ki)N(ip(k1)+ip(k2)), portanto, é a mesma de {y # k:yock}. Pela
condicao de paridade , o ltimo conjunto é par, assim, a paridade de ip(k;) N (ip (k1) +ip(ke))
é fungdo apenas da paridade de k Nip(k;) N (ip(k1) +ip(k2)).

O restante da proposicao é obtida pela aplicacio da Proposicio 4.2, pois ip (ki )Nip (ko)Nk = ()

]

5.3 Propriedades Imediatas da Funcao 7>

Os resultados desta secdo, referem-se a propriedades da funcio % utilizadas no capitulo 7 para
demonstracao da boa defini¢ao do grafo Kg(P).

0, sek; &i%(x)

1, caso contrario
no restante desta andlise, escrevemos simplesmente y;. Os seguintes resultados seguem ime-
diatamente dos resultados da secao anterior uma vez que y; = 1 < k; € z%;(x) —=
lip(z)Nip(ki)| = 1 mod 2. Isto implica que x;+x; é igual a paridade de |ip(2)N(ip (ki) +ip(k;))|

Definimos a funcio x; = xi(z, k, P) = { . Como z,k e P sao constantes

Proposicao 5.7 Se Z < k com T # k e = for par, entio valem as afirmacies

: 7 - xitxe = 1
Se i Nk ={k,k ¢
e Seip(z) {k1, k2 } 6"00{X3+X4 _
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- 7. ~ X1tx2 =
S Nk ={ks,k ¢
e Seip(x) {k3 4}enao{x3+x4 _
o Seip(z) Nk = {ko,k3} entdo

X1 +Xx2 =

Se k1 € par entao
Lep { xX3+xa = 1
X1+x2 = 1

Se k1 € impar entao {
X3 tXxa =
e Seip(z) Nk = {ki,ks} entio

X1+x2 = 1
X3+X4 =

X1+Xx2 =
x3+txs = 1

Se k1 € par entao {
Se k1 é impar entdo {

Proposicao 5.8 Se Z ¢ k com T # k e = for par, entio valem as afirmacies

o Seip(z) Nk ={k,ks} entio

Se k1 € par entdo { X1+Xx2 = x3+xa =1

Se k1 € impar entao { Xt1+x2 = x3+xa = 0
e Seip(x) Nk = {ko,ks} entio

Se ki é par entio { x1+x2 = xs+xa = 0

Se ki1 € impar entao { Xt+x2 = x3+xa =1

e Seip(z)Nk =10 entdo x1=X2=Xx3=Xx4=0

Todas as somas acima sdo tomadas em GF'(2).

5.4 Efeito das Acoes Sobre a Funcao °

Os resultados desta secao, referem-se ao efeito da acao de uma classe sobre as interseccoes das
funcoes de entrelacamento o que culmina nos resultados sobre o comportamento da funcio 2

Proposicdo 5.9 Se = # 4, Z # k e § # k entdo |’L'><Tcp($) N ixkp(y)|, |41 Lfcp(x) N i1lkp(y)|,
liz p(z) Ni= p(y)| e lip(z) Nip(y)| tém, todos, a mesma paridade.

Demonstragdo: Dada a Proposicao 4.5 iy, p(z) = ip(z) or ip(z) 4 k, assim,

(z) Nip(y)
| | - (z) Nip(y) +ip(z) Nkl
lix.P(z) Nix, p(y)| = |Z'P(x)ﬂ’ip(y)+ili(y)mk|
(z) Nip(y)

Conforme a Proposicio 4.1), |ip(x) Nk| e |ip(z) N k| sdo ambos pares, assim como |k|, desta
forma, em todos os casos [|ix p(z) Nix p(y)| tm a mesma paridade de |ip(z) Nip(y)|.

As demonstragoes de que as paridades de |ij| . p(z) Ny p(y)| e de |i=, p(z) Niz p(y)| sdo
iguais a paridade de |ip(z) Nip(y)| sdo andlogas. [
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Proposicao 5.10 Se T # k entdo

i p@) \ k=i _p(e)\k=i% p(x) \k=ip(z)*\ k
onde \ € a operacao de subtracao de conjuntos.
Demonstragdo: E suficiente notar que y € z'ZXEP(x) <= l|ix p(z) Nix p(y)| é impar e usar

a proposicao anterior.
As demonstracoes para |ij|.p(z) Ni p(y)| e li=;p(z) Niz=,p(y)| sdo andlogas. [

Proposicdo 5.11 Se & # k entdo iikp(x) + i%(z), z'%LEP(x) + i%5(z) e i?:kp(x) + i%(x) sdo

subconjuntos de k.

Demonstragao: Segue imediatamente da proposicdo anterior. |

Proposicio 5.12 Se = # k entio os sequintes pares:

tém a mesma paridade se, e somente se, T Kk k.

Demonstragao: Analisamos apenas o primeiro par, dado que cada um dos demais tém de-
monstracao analoga.
Como iy, p(k1) = ip(k2)+{k1,k3} ou ip(ko)+{k1,ks} temos os seguintes casos para analisar:

caso 1: ip(z) Nk = () Neste caso, ix p(z) = ip(z) (pela Proposicio 4.5), assim,

Se ix p(k1) =ip(k2) + {k1,k3} teremos
ltxpp(2) Nise (k)| = |ip(z) N (ip(k2) + {k1, ks}|

|Zp($) N iP(k2)| + |ZP($) N {kl,k3}|
lip(z) Nip(k2)l

Se ix,*cP(kl) = ’ip(kg) + {kg,k4} teremos

lixzp (@) Nispp(k)|l = lip(z) N (ip(k2) + {kz, ka}]
lip(z) Nip (k2)| + [ip(2) N {ky, ka}]
lip(x) Nip (k)]

Se ix p(k1) =ip(k2) + {k1,k4} teremos

lix,p(z) Nix p(k1)| = lip(z) N (ip(k2) + {k1, ka}|
lip(x) Nip (k)| + |ip(x) N {k1, ka}
lip(z) Nip(ks)|
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Se ix p(k1) = ip(k2) + {k2,k3} teremos

lix,p(z) Nix p(k1)| = lip(z) N (ip(k2) + {k2, ks}|

= |Zp($) N iP(k2)| + |ZP($) N {kQ,ngH
= |ir(z) Nip(ke)|

pois Zp(@‘) N {k)l,kg} = Zp(m) NknN {kl,kig} =0n {k)l,kg} =0e Zp(w) N {k)l,k4} =
ip(x) NkN{ky,ky} = 0N {k1,k4} = 0

caso 2: ip(z) Nk = {ki,ks} Neste caso, ix p(z) = ip(z) + k (pela Proposicio 4.5)

Se ix p(k1) = ip(k2) + {k1,k3} teremos (pela Proposigao 4.2)

lixgp(2) Nixgp (k)|

i+

|(ip(x) + k) N (ip(ko) + {k1, K3}

lip(z) Nip (k)|

lip(x) N{ki,ks} +ip(ke) N {k1,ks} + kN {k1, ks}|
lip(x) Nip (k)| + [{k1, k3} + {k1,k3} + {k1, k3}|
lip(z) Nip (k)| + [{k1, k3}|

lip(z) Nip(k2)l

Se ix p(k1) = ip(k2) + {k2,k4} teremos (Proposicao 4.2)

lix;p(7) Nix p(ki)]

m+ 1

|(ip(2) + k) 0 (ip(ka) + {k2, ka}|

ip(z) Nip (k)|

lip(z) N {ko,ks} +ip(ka) N {ko, ky} + k0 {ka, kq}|
lip(z) Nip(ke)| + |0+ 0+ {ko, ks }]

lip(z) Nip(k2)| + [{k2, ka}|

lip(z) Nip(k2)|

Se ’L'Xfcp(kl) = ’ip(kg) + {kl,k4} teremos

lixgp(2) Nixgp (k)|

o+ 1

|(ip(z) + k) 0 (ip (ko) + {1, ka}]

ip(z) Nip (k)|

lip(z) N {ky, ka} +ip(ke) N {ky, ka} + kN {ky, kgl
lip(z) Nip(k2)| + [{k1} + {k1} + {k1, ka )]

lip(z) Nip(k2)| + [{k1, ka}|

lip(z) Nip(k2)l

Se ix p(k1) = ip(k2) + {k2,k3} teremos (Proposigao 4.2)
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lixp(2) Nisep(k)| = [(p(x) + k) N (ip(k) + {k2, k3}|
= lip(z) Nip(ka)|
+ ip(z) N{ka, ks} +ip(ke) N{ke, ks} + kN {ke, ks}|
= lip(z) Nip(k2)| + [{ks} + {ks} + {k2, ks}|
= lip(z) Nip(ke)| + [{k2, ks}]
= lip(z) Nip(ka)|

caso 3: ip(z) Nk = {ki,ks} Neste caso, i, p(z) = ip(z) (Proposicio 4.5)
Se ix p(k1) = ip(k2) + {k1,k3} teremos (Proposigio 4.2)

lix.p(z) Nix p(k)] = lip(z) N (ip(k2) + {k1, k3}|
= lip(z) Nip(k2)| + |ip(z) N {k1, k3}|
= lir(z) Nip(k2)| + [{k1 }|
= 1+|’ip($)ﬂ’ip(k2)|

Se ix p(k1) = ip(k2) + {k2,k4} teremos (Proposigio 4.2)

lixep (@) Vi p(k1)] = lip(z) N (ip(k2) + {k2, ka}|

lip(z) Nip(k2)| + lip(z) N {k2, ka}|
ip(z) Nip(k)| + [{k2}|

= 1+ |ip(z)Nip(ke)|

Se ix p(k1) = ip(k2) + {k1,k4} teremos

lispp(x) Nixep(k1)l = lip(z) N (ip(k2) + {k1, ka}|
lip(x) Nip (k)| + |ip(x) N {k1, ka}
lip(z) Nip(k2)| + [{k1}|

= 1+ ]ip() Nip(k)

Se ix p(k1) = ip(k2) + {k2,k3} teremos (Proposicao 4.2)

lix,p(z) Nix p(k1)| = lip(z) N (ip(k2) + {k2, ks}|
lip(z) Nip (k)| + [ip(2z) N {ka, ks}
lip(2) Nip (k)| + [{k2}|

= L+ ]ip() Nip(k)

caso 4: ip(z) Nk = {ky,ks} Neste caso, i, p(z) =ip(z) +k (Proposicio 4.5)
Se ix p(k1) = ip(k2) + {k1,k3} teremos (Proposicao 4.2)
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lixp(2) Nisep(k)| = [(p(x) + k) N (ip(k2) + {k1, k3}|

= lip(z) Nip(ka)|

+ ip(z) N {k1, ks} +ip(ke) N{ki, ks} + kN {ki, ks}|
lip(z) Nip(ko)| + [{ks} + {k1, ks} + {k1, ks }|
lip(z) Nip(k2)| + [{k3}]
= 1+ |ip(z) Nip(k2)|

Se ix p(k1) = ip(k2) + {k2,k4} teremos (Proposigio 4.2)

lixp(2) Nisep(k)| = [(p(x) + k) N (ip(k) + {k2, ka}|
= |ip(x) Nip(k2)]
+ Jip(x) N {ke, ke} +ip(ko) N {ka, ka} + kN {ko, by}
= lip(z) Nip(ke)| + {k2} + 0 + {ko, ks }|
= l|ip(x) Nip(k2)| + [{ K4}
= 1+ ip(z)Nip(ke)|

Se ix p(k1) =ip(k2) + {k1,k4} teremos

lixep (@) Nixgp(ky)| = |(ip(2) + k) 0 (ip(k2) + {k1, s}
= |2p($) ﬂip(k2)|
+ lip(z) N {ky, ka} +ip(ka) O k1 ka} + &0 {kr, R}
= lip(z) Nip(ka)| + |0 + {k1} + {k1, ks }|
= lip(x) Nip(k2)| + [{k4}
= 1+ |ip(z) Nip(ks)|

Se ix p(k1) = ip(k2) + {k2,k3} teremos (Proposigio 4.2)

lixp(2) Nisep(k)| = [(p(x) + k) N (ip(k) + {k2, k3}|
= lip(z) Nip(ka)|
+ Jip(x) N {kg, k3} +ip(ko) N {ka, k3} + kN {ko, k3}|
= lip(z) Nip(k2)| + [{k2, ks} + {k3} + {k2, k3}|
= lip(z) Nip(ko)| + [{k3}]
= 1+ ip(z)Nip(ke)|

Os casos 1 e 2 sao modelos para os casos onde T  k e os casos 3 e 4 sao modelos para os
casos onde z x k (veja Proposicio 4.1) [

Proposicio 5.13 Se T # k entdo iikp(w) +i%(x) € igual a

o (x1+x2)ki + (x1+x2)k2 + (x3 + xa)ks + (x3 + Xa)ka, se © K k
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o k+ (x1+ x2)kt + (x1 + x2)k2 + (x3 + x4)k3 + (X3 + Xx4) k4, caso contrdrio.

B [0 Lsek; git(z)
onde x; = xi(z) = { 1 ,caso contrdrio

seu vetor caracteristico.

onde k; denota tanto o elemento da classe k, quanto

Demonstragao: Da Proposicao 5.11, vemos que ¢é suficiente analisar o efeito da acao cruzada
de k nos elementos de k Ni%(z).

Pela Proposicao 5.12, se Z ¢ k entdo o par |ix, p(z) Nix,p(k1)| com |ip(z) Nip(k2)| e o
par |ix.p(z) Nix p(ke)| com |ip(x) Nip(k1)| tem, cada um, a mesma paridade, desta forma,
ki1 € ’L'XEP(.T_) < kg € ’Lp(x)

Se 7 o k entdo o par [ix p(x)Nix, p(k1)| com [ip(z)Nip(k2)| e o par |ix, p(z)Nix p(k2)| com
lip(z) Nip(k1)| tem, cada um, paridades opostas, desta forma, k € iy, p(z) < k2 € ip(z).

A anilise para os demais elementos de k € idéntica. ]

Proposigdo 5.14 Se 7 # k e ip(x) ¢ par entdo in,;P(x) +i%(z) € igual a evatamente uma das

sequintes alternativas:

o ) seip(z)Nk=10 ou{ky,ks} comip(ki) impar, ou {ks,ks} com ip(k1) par.

o k seip(x) Nk = {ki,ks} com ip(k1) par ou {ko,kys} com ip(k1) impar.

o {ki,ko} seip(x) Nk = {ks,ka} ou {ko,k3} com ip(k1) par ou {ki,ks} com ki impar.

o {ky, k3} seip(x) Nk = {ki,ka} ou {ko,k3} com ky impar ou {ki,ks} com ki par.
Demonstragao: Segue imediatamente da tabela na demonstracdo da Proposicoes 5.3 € 5.5 m
Proposigdo 5.15 Se Z # k entio |i=_p(z) Nie_p(ki)| e lip(z) Nip(ki)| tém a mesma paridade
se, e somente se, ks_; & ip(x).

Demonstragdo: Pela Proposicio 4.8 temos que i=_p(k;) = ip(k;) +{ks_i} e pela Proposicio
4.5 temos também que i=_p(z) = ip(z). Assim,

liz, p(z) Nizgp(ki)| = lip(z) Nip(k)| + {ks-i} Nip(z)|

e segue o resultado. |

Proposi¢do 5.16 Se 7 # k entdo z'?:EP(x) +i%(x) € igual a
e ip(x)N /5, seip(z) N ke {@, {ki,ka}, {ka,ks}}
e ip(z)Nk+Fk, caso contrdrio.

Demonstragao: A demonstracao é uma aplicagao direta das Proposigoes 5.15 e 5.11. Segue
um caso representativo de cada afirmacao do enunciado desta proposicao. O restante dos casos
é analogo.



CAPITULO 5. EFEITO DAS AQOES SOBRE A FUNCAO I3 46

caso

caso

1: ip(z) Nk = {ki,ks} Neste caso, k1 € ip(z) Nk assim |i=_ p(z) Niz p(ki)| e [ip(z) N
ip(k1)| tém paridades oposta e, desta forma, k) € z'?:kp(x) = k §7_f i%(z). O mesmo
resultado vale para ky.

ko & ip(x) Nk, assim como k3, implica ko € ii,P(x) — ki €i%(z).

Desta forma, ZP( )Nk = x1k1 + x2ka + x3ks + xaks implica z?j plx) Nk = (1 + x1)k1 +
X2ko + x3ks + (1 +7X4)k4. Assim, 223/;13( z) 4+ i%(z) = (% pl) + +i5(x)) Nk =k + kg =
{kl, k4} = ’LP(.’I)) Nk.

2: ip(z) Nk = {k1,ks} Neste caso, ki € ip(z) Nk assim |i=_p(z) Ni= p(k1)| e lip(z) N
ip(k1)| tém a mesma paridade e, entao, ki € z'?jfcp(x) <:> ki € i%(z). O mesmo
resultado vale para ks.

ko & ip(x) Nk, assim como ky, implica ko € z'?jl,cp(x) = ki ¢i%(z).
Desta forma, z2P(x) Nk = x1k1 + xoko + x3k3 + xaks implica z'?jl,cp(x) Nk =

Xg)kg + x3ks + (1 + X4)k4. Assim, ’i?:EP(.’E) + Z%)(x) = (Z(le,cp(.’li) + Z%)(x)) Nk=ky+ky=
{ky,ky} =ip(z) Nk + k.

Proposigao 5.17 Os seguintes pares tém a mesma paridade

Demonstragao: A demonstracao é imediata. Por exemplo, para o primeiro par, temos, se
ip(kl) Nk = {k)g}:

ixpp(k1) Ni p(ka) = (ip(k2) + {k1,ks}) N (ip(k1) + {k2,ks})

= 1p(ks ) N Zp(kl) + Zp(k?l) N {kl,kig} -l-ip(k?g) N {kQ,ng} + {kQ,ng} N {kl,kig}

(
= zp(kQ)ﬂip(k1)+{k3}+®+{k3}
= ip(k2) Nip(ky)

Em todos os casos, usamos os resultados das Proposicoes 4.2 e 4.6. ]

Proposicgido 5.18 (iQX,;P(kl) + 1% (ko)) Nk =

- { 0, seky éimpar
k

caso contrdrio

Demonstragdo:  Se i%(ks) Nk = x1k1 + X2k + x3ks + Xxak4 entdo, pela Proposicio 5.17,

ip(k?g) Nk = x2k1 + x1k2 + xaks + x3kq4 onde x; = {

0, sek;din(ky)

1, caso contrério
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Desta forma (i%_p(k1) +ip(k2)) Nk = (x1 +x2)k1 + (X1 + X2)k2 + (x5 + xa)ks + (X3 + Xa)ka.
0 se kq for impar

. . e segue o resultado. m
1 do contrario 8

Pela Proposigao 5.6 teremos x1+ X2 = X3+ X4 = {

A técnica de prova da proposi¢ao anterior implica também nos trés resultados seguintes:

k  se ki for impar k

‘o= 2 2 L
Proposicao 5.19 (Zx,;P(k2) +i5(k)) Nk = { 0 do contrrio.

[
Proposicio 5.20 (i2 (k) +i%(ks)) Nk = O se ki for impar
posi¢ ) xpP\3 pitd k  do contrdrio.
[
. o~ . . . k  seky for impar
2 2 _ 1
Proposigao 5.21 (ZXI’CP(k‘l) +ip(ks)) Nk = { 0 do contrdrio
[

Proposigao 5.22

(%, p(k1) \ k) + (iB(k2) \ k) = (% plka) \ k) + (iB(k1) \ k)
= (i%, p(k3) \ k) + (ip(ka) \ k)
= (i%, p(ka) \ k) + (ip(k3) \ k)
= Z 7.
g#k
iy Xk

Demonstracgao: E imediato notar que

(% p(k1) \ B) + (i (k2) \ k) =

Cada termo no primeiro somatério é vazio pois, para §j o k a paridade de i P(y) N, p (k1)
é a mesma de |ip(y)Nip(k2)| (conforme a Proposi¢ao 5.12). Mais ainda, pela mesma proposicao,
cada termo no segundo somatorio é igual a y e o resultado segue.

Os demais casos, sao demonstrados similarmente. [ ]

Proposicao 5.23 |i= p(k;)Ni= p(k;)| e |ip(ki) Nip(k;)| tém a mesma paridade se, e somente
se, lip(k;)| e |ip(kj)| tém paridades opostas.



CAPITULO 5. EFEITO DAS AQOES SOBRE A FUNCAO I3 48

Demonstragao: Segue diretamente das Proposicoes 4.2 e 4.8. Por exemplo, se k; = k; e
k; = kg, para qualquer tipo de configuragao P teremos:

iz p (k) Niep(k2) = (ip(k) + {ka})
ip (k) Qi (k)
ip (k) Qi (k)

(k1) )

= 1p(k ﬂip(kQ

N (1p(k2) + {ks})
+ip(k) N {/433} +ip(ke) N {k4} + {/434} N {/433}
+0+0+0

Proposigao 5.24

& plki) Nk + ip(k) Nk {ky, k3}
i p(k) Nk + (k) Nk = (k2 ka}
iZ plks) Nk + ip(ks) Nk = {ki, ks}
& plk) Nk + (k) Nk = {kg,ka}

Demonstragao: Segue da Proposicao 5.23. ]



Capitulo 6

Efeito das Acoes Sobre a Funcao bp

6.1 Introducao

Neste capitulo, utilizando os resultados demonstrados nos Capitulos 4 e 5, demonstramos as
Proposicgoes 3.6, 3.7 e 3.8.

No préximo capitulo, estas proposicoes sao utilizados na demonstracao do Teorema de Ca-
racterizacao dos codigos projetivos nao 2-colordveis

6.2 Acoes em P: Efeitos Sobre a Fungao S,

A funcao S,
Definimos, dado A subconjunto de simbolos de um cdédigo P € P, e x simbolo de P, o
conjunto S:f(A) como o subconjunto dos simbolos de A de mesma paridade que z, i.e.,

SP(A) ={y e A:lip(@)] £ |ip(y)}

Proposigido 6.1 Se © # k entdo S;EP(Z'XEP(.’E)) + SE(ip(z)), Sll’ep(ixkp(x)) + S (ip(z)) e
SfEP(iXEP($)) + ST (ip(z)) sdo subconjuntos de k.

Demonstracgido: Qualquer acio em P altera a funcio ip(z) pela uniio com () ou k e, even-
tualmente, pela alteracao na paridade em k.
Assim, se y & k, entdo y € S;’Ep(z'x,;p(x)) <= y € SP(ip(x)). Argumentos semelhantes

valem para S’;LL’EP e SSEP. N

Proposigio 6.2 Se © # k entdo S;EP(Z'XEP(.T)) + SP(ip(7)) € igual a exatamente uma das
sequintes alternativas:

° ’LP(LE) N I;I, se ’LP(.T) Nke {@,{kl,kg},{kg,k4}}.

o () seip(z) N k = {ki,k3} e, também, |ip(k1)| e |ip(x)| tém paridades diferentes, ou se
ip(z) Nk = {ka,ka} e tanto |ip(ki)| quanto |ip(z)| tém a mesma paridade.

o k seip(z) N k = {ki,k3} e, também, |ip(k1)| e |ip(z)| tém a mesma paridade, ou se
ip(x) Nk = {ka,ka} e tanto |ip(k1)| quanto |ip(z)| tém paridades diferentes.

49
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o {ki,ka} seip(z)N k = {ki,ks} e, também, |ip(k1)| e lip(z)| tém a mesma paridade, ou
seip(z) Nk = {ka, k3} e, também, |ip(k1) e |ip(z)| tém paridades diferentes.

o {ks,ka} seip(z)N k= {ki,ks} e, também, |ip(k1)| e |ip(x) tém paridades diferentes ou
seip(z) Nk = {ka, k3} e, também |ip(k1)| e |ip(x)| tém a mesma paridade.

Demonstracao: )
Notando que a acgao cruzada muda as paridades dos elementos de k, a seguinte tabela de-
monstra a proposicao:

— X P —

Paridade de = | ip(z)Nk ixg p(x)Nk | subconjunto par de | subconjunto par de | ST (ip(z)nk) | Sy * (ix g p(z)Nk)
k em P k em x P
qualquer 0 0 qualquer qualquer 0 0
par {ki kot | {k1, K2} {k1, ks} {ka, ka} {k1} {ka2}
par {ki kot | {k1, K2} {ko, ka} {k1, ks} {ka} {ka2}
impar {kl,kg} {kl,kg} {kl,kg} {kg,k4} {kg} {kl}
impa,r {/ﬁ,kg} {/ﬁ,kg} {kg,k4} {kl,kg} {kl} {kg}
par {ks, ka}t | {ks, ka} {k1, ks} {ka, ka} {ks} {ka}
par {ks, ka}t | {ks, ka} {k, ka} {k1, ks} {ka} {ks}
impar {kg,k4} {kg,k4} {kl,kg} {kg,k4} {k4} {kg}
impar {kg,k4} {kg,k4} {kg,k4} {kl,kg} {kg} {k4}
par {/ﬁ,kg} {kg,k4} {/ﬁ,k?,} {kg,k4} {kl,kg,} {kg,k4}
par {/ﬁ,kg} {kg,k4} {kg,k4} {kl,k3} (Z) @
impar {kl,kg} {kg,k4} {kl,kg} {kg,k4} @ @
impar {kl,kg} {kg,k4} {kg,k4} {kl,kg} {kl,kg} {kg,k4}
par {kg,k4} {/ﬁ,kg} {/ﬁ,k?,} {kg,k4} (Z) @
par {kg,k4} {/ﬁ,kg} {kg,k4} {kl,kg} {kg,k4} {/ﬁ,kg}
impa,r {kg,k4} {/ﬁ,kg} {/ﬁ,k?,} {kg,k4} {kg,k4} {/ﬁ,kg}
impar {ko,ka} | {k1,ks} {ko,kq} {k1,ks} 0 0
par {ki ka} | {ko,ks} {k1, ks} {ka, ka} {k1} {ka2}
par (ki ka} | {ko, K3} {k, ka} {k1, ks} {ka} {ks}
impa,r {kl,k4} {kg,kg} {/ﬁ,k?,} {kg,k4} {k4} {k3}
impa,r {kl,k4} {kg,kg} {kg,k4} {kl,kg} {kl} {kg}
par {ko kst | {k1,ka} {k1, ks} {ka, ka} {ks} {ka}
par {ko kst | {k1,ka} {k, ka} {k1, ks} {ka} {ki}
impar {kg,kg} {kl,k4} {kl,kg} {kg,k4} {kg} {kl}
impar {kg,kg} {kl,k4} {kg,k4} {kl,kg} {kg} {k4}

Proposicao 6.3 Se T # k entdo
So " (i p(2)) + SE(ip(x)) = ip(z) Nk
Demonstragao: Pela Proposicéo 6.1, kap(i;»,;p(x)) + SP(ip(z)) = Sf§P(i:Ep(x)) Nk +
SE(ip(z)) Nk. Como i=_p(x) =ip(z) e a agdo horizontal muda as paridades em k, temos:
)

v izyp(2) + SE( (@) ST (i, p(2) ) + S (ip(2))E =
0

caso 1: ip(z)Nk=0 S ) =
p(z)N V+5P@P()ﬂ%) (0) + 57 (0) =

S:?kp( iz P

P
<:>
:L’
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caso 2: ip(z) Nk = {ki,ks} Sp "' (i= p(x)) + SL(ip(x)) = Sp *" ({k1,ks}) + SE({k1, k3}) =
0+ {ki,ks} = {k1,ks}
Nota: ki e k3 tém a mesma paridade. A paridade dos elementos de k& muda pela apli-
cagao da acdo horizontal. Se SI'({ki,ks}) = {ki,ks}, entdo S;:)’EP({kzl,kg}) =0 e se
SP({k1,ks}) = 0, entdo S’f’zp({kl, k3}) = {k1,ks}. Isto explica as igualdades anteriores.

caso 3: ip(z) Nk = {ki,k2} S5 "' (i= p(x)) + SL(ip(x)) = Sy *" ({k1, k2}) + SE({k1, ko)) =
{k1} + {ko} = {k1, k2}
Nota: k; e k3 tém paridades opostas. A paridade dos elementos de k& muda pela apli-
cagao da acdo horizontal. Se ST ({ki,ko}) = {k;i}, entdo Sfﬁp({kl,kg}) = {ko} e se
SP({ky,ko}) = {ko}, entdo S;:)’;P({kl, ka}) = {k1}. Isto explica as igualdades anteriores.

Os demais casos sao de demonstracao analoga.

Proposigao 6.4

S;ffp(ix,;p(kl))+S,{;(2p(k2)) -0
SeH (ixgp(ke) + SE(ip(ky) = 0
SeH (i p(ks) + SE(ip(ke)) = 0
S:fP(Zx,;P(/M))+S,g(2p(k3)) = 0

n
TN
==
T
=
Tl
Eall
T
~_~ o~ o~ o~
=
N
~— N~ N
~— ~— ~— ~—
_I_
95)
T
o~ S =
T
e e
™
N
~— N~ N
~— ~— ~— ~—
I
=SS S =

,P P
k _
S 3 Z(:Ep k3 +Sk3 p k?g =
=P P
Sk4k = p k4 +Sk4 1p(ky =

Demonstragao: Pelas Proposigoes 4.1, 4.6 e 4.8, temos que ip(k;)Nk, iXEp(ki)ﬂl;' e iz, p(ki)N
k nfo interceptam com k em elementos de paridade igual a paridade de k;, assim S,Z (ip(ki)) Nk,

S,:EP(iXEp(ki)) Nke S]fkp(i(jkp(ki)) N k sdo, todos, conjuntos vazios. O resultado segue da
acdo de k nos elementos de ip(k;) [

6.3 Demonstracao das Proposicoes 3.6, 3.7 e 3.8

Nesta ultima secao, utilizando os resultados estabelecidos e demonstrados nas secoes anteriores,
obtemos o resultado da a¢ao de uma classe sobre a fungao b. Os resultados seguintes constituem
a base do algoritmo/teorema de classificacdo dos cédigos projetivos 2-colordveis demonstrados
no préoximo capitulo.

Recorde que definimos a funcdo bp(x) com x simbolo de P € P, como o conjunto:
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bp(z) = ip(x) + 85 (ip(z))

Os resultados seguintes referem-se as relagoes entre bp(z), by p(7), by p(7) € b=, p(z):
Proposicdo 6.5 (Proposicdo 3.6) Se z # k e = par, entdo

0, sexz Kk
bxpp(z) +bp(z) = { k, caso contrdrio.

Demonstragao: O resultado segue como aplicacao das Proposicoes 6.2 e 5.14. Os seguintes
casos sao representativos das situacoes nas quais T & k (caso 1) e z o< k (caso 2)

(dado que z e k; sdo, ambos, pares). Assim by p(z) + bp(z) = (i
(ixgp(2)) + 87 (ip(2))) =0
Se ki {mpar, temos que in,;P(x) +i%(z) =0 e S;;EP(Z'XEP(.T)) + SP(ip(z)) = 0
r e ki tém paridades opostas). Desta forma, bx p(z) + bp(z) = (ile,cp(x) + i%(z)) +
(855 (ixzp (@) + 82 (ip(2) = 0.
caso 2: ip(z) Nk = {k;,ks} Neste caso, se ki par, sabemos que iikp(x) +i%(z) = {ks,ka} e
;’EP(’L'XEP(.I)) + SE(ip(x)) = {k1,k2} (dado z e k sio, ambos, pares). Assim b, p(z) +
bp(z) = (i2_p(@) +i3(2)) + (S5 * (i, p (@) + SE(ip(2)) = k.
Se ki {mpares, temos que in,;P(x) + i%5(z) = {k1,ka} e S;’;P(ixkp(x)) + SP(ip(x)) =
{k3,k4} (pois z e k; tém paridades opostas). Assim by p(r)+bp(r) = (iQXfCP(x) +i%(z)) +

(S5%" (ix,p(x)) + SE(ip(x))) = k.

Proposigao 6.6 Se ky é impar, entdao valem as igualdades:

bxip(k1) +bp(ky) = X4k Y
B y Xk

bepp(k) +bp(k) = k + X o1
y Xk

bx p(k3) +bp(ks) = > g4k ]
y x k

by, p(ks) +bp(ks) = k + Ey;«él?: i
y Xk
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do contrario, se k1 € par, entao valem as igualdades:

be.p(k1) +bp(ks) = k + Zg#,} Y
y Xk
bx p(ka) +bp(k1) = > g4k ]
gjocl;:
bx.p(k3) +bp(ks) = kE + 23]757;3 Y
gjocl%
bxip(k1) +bp(ks) = X4k Y
gjocl%

Demonstragao: Segue imediatamente das Proposicoes 5.18 até a 5.22 e Proposicdo 6.4. =

Proposicdo 6.7 (Proposicdo 3.7) Se z # k entdo

[0, seip(z)nke{0,{ki, ks},{ko,ks}}
beip(2) +bp(z) = { k, caso contrdrio.

Demonstragao: Dadas as Proposicoes 5.16 e 6.3, temos que

bepp(z) +bp(n) = (2 p(x) +iH(@)) + (Si * (impp(2) + SE(ip(2)))
. { Z'p(m)ﬂ];?:i- zlf(x)ﬁl%, . se Z'p(m)ﬂ];?E {@,{kl,k4},{k2,k3}}
N (ip(z) Nk +Ek)+ip(z) Nk, caso contririo

{ 0, seip(z)n k€ {0, {ky,ka}, {ko,ks}}
k

, caso contrario.

Proposicio 6.8 (Proposicio 3.8) Se T # k e = for par, entdo

@, se ZP(QE) ﬂk € {@,{klakZ}a{k37k4}}
biipp(@) +bp(z) = { k, caso contrdrio.

Demonstragdo: A prova segue da observacio que a acio vertical equivale a agido horizontal
seguida da acao cruzada. |



Capitulo 7

Demonstracoes dos Resultados
Principais

7.1 Introducao

Neste capitulo, demonstraremos a boa definicao do grafo Kg(P) (Proposicao 3.9) bem como
justificamos o Teorema de Classificagao (Teorema 3.1) o que finaliza o trabalho desenvolvido
nesta tese.

7.2 Demonstracao da Boa Definigao de Kg(P)

Para mostrar que o grafo Kg(P) estd bem definido, temos de demonstrar a Propriedade de
nao Separacdo: dado y par em P € P, e T # g entao ou T Nbp(y) = 0 ou Z C bp(y). Esta
propriedade foi enunciada anteriormente como a Proposicao 3.9.

Proposicao 7.1 Se x € bp(y) entdo & € bp(y) onde T é o elemento de mesma paridade de x
em I. Assim, as intersecgoes de uma classe com a imagem pela funcdo b de um vértice ocorrem
em pares de antipodas. Em consegiiéncia |z Nbp(y)| = 0,2 ou 4.

Demonstracao

De fato z € bp(y) <= y € bp(xz). Como bp(z) = bp(Z) pelo Teorema 3.4 temos
y €bp(Z) < z € bp(y). [

Queremos entdo mostrar que, quanto y é par, a possibilidade |z N bp(y)| = 2 ndo ocorre.

Inicialmente, observe que se vale a propriedade de separagao para um cédigo P € P entao
ela vale para todos os demais cédigos de P uma vez que podemos recuperar todos os cédigos
de P a partir de P pela aplicacao de sucessivas acoes e que, pelas Proposicoes 3.6, 3.7 e 3.8,
esta propriedade ndo é modificada pela acao dos mesmos. Desta forma, basta demonstrar a
propriedade de separacao para o cédigo candnico Py, lembrando que, neste cédigo, dada uma
classe T = {1, z2,x3, 24} temos que a paridade de z; em P é igual a paridade de seu sub-indice
i.

Suponha entao que Z Nbp(y) # @ com P = Py. Temos dois casos a considerar
Caso 1: {z1,z3} C bp(y)

o4
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Neste caso, pela Proposi¢ao 7.1, basta demonstrar que 2 ou 24 € bp(y).

Como z; € bp(y) = i%(y) + S) (ip(y)) e 21 e y tém paridades opostas (logo z; ¢
S’;(ip(y))) segue que 71 € i%(y). O mesmo argumento conclui que z3 € i%(y).

Como z; é fmpar, temos, pelas Proposicoes 5.7 e 5.8 que x3 € i%(y) quando ip(y) N

T € {{zs, 24}, {z1, 24}, {71, 23} } e que 74 € i%(y) quandoip(y)NZ € {{z1, 22}, {22, z3}}.
Mais ainda, quanto ip(y)Nz € {{zs, 24}, {21, 24}, {21, 75}}, temos que 2, ¢ S (ip (1))

e quando ip(y) Nz € {{z1, 22}, {x2,z3}} temos que z4 & S;(ip(y)), o que conclui
que, quando ip(y) NZ € {{z3, x4}, {x1, 24}, {1, 23}, {z1, 22}, {72, 23} } temos z2 ou

x4 em bp(y). Pelos argumentos anteriores, concluimos entdo que = C bp(y).

Quanto as demais possibilidades para ip(y) N Z, se ip(y) N Z = () entdo temos que
ZNbp(y) = 0 pela Proposigao 5.8 logo, como por hip6tese ZNbp(y) # 0, resta apenas

o caso ip(y) NT = {x2, T4}

Se ip(y) N % = {z2, 74}, pela Proposi¢io 5.8, segue que 7o &€ i%(y) e que x4 & i%(y),
contudo, como ¥y, z9 e x4 tém a mesma paridade, segue que {z2,z4} C S;(ip(y)) 0
que conclui mais uma vez que z C bp(y).

Caso 2: {z2,74} C bp(y)

Neste caso, pela Proposicao 7.1, basta demonstrar que z; ou z3 € bp(y).

Como z € bp(y) = ip(y) + S, (ip(y)) e 22 e y tém a mesma paridade (logo z» €
S’f(ip(y))) segue que T2 € i%(y). O mesmo argumento conclui que x4 & i%(y).

Como z; é {mpar, temos, pelas Proposi¢oes 5.7 e 5.8 que z1 € i%(y) quando ip(y) N

T € {{z1, 22}, {z2, 23}, {72, 74} } e que 23 € i%(y) quandoip(y)NZ € {{z3, 74}, {1, 74}}.
Mais ainda, z; ¢ S’;(ip(y)) assim como z3 & Sf(ip(y)) pois as paridades de z; e

y, assim como de z3 e y, sao diferentes. Desta forma, nos casos onde ip(y) N T €
{{z1, 2}, {xe, x5}, {x2, x4}, {23, 24}, {x1,24}} temos, pelos argumentos anteriores,
que T C bp(y).

Conforme discutido no caso anterior, ip(y) NZ # () logo resta apenas o caso no qual
ip(y)Nz = {1, 23} que também nao pode ocorrer pois zo € S}’ (ip(y)) por hipétese.

Uma vez que, em todos os casos anteriores, se T Nbp(y) # 0 temos T C bp(y), concluimos
que vale a propriedade de separacdo para o cddigo P = Fy, e, portanto, para todos os cédigos
em P, ou seja, demonstramos a Proposicao 3.9:

Proposicao 7.2 (Propriedade da nao Separacgao) Se § # T e yo € § ¢ simbolo par, entdo
ou T C bp(ye) ou T Nbp(ye) = 0.

7.3 Prova do Teorema de Caracterizacao

Para demonstrarmos os Teoremas 3.1 e 3.2 , estudaremos o efeito das acoes em cada tipo (cor)
de aresta. Na primeira se¢dao, re-enunciamos com uma nova notagao alguns dos resultados do
capitulo 4 que sao uteis em nossa andlise.
Na secao seguinte, demonstramos as Proposigoes 3.10 e 3.11 enunciadas no capitulo 3.
Finalmente, na ultima se¢ao, demonstramos o Teoremas 3.1 e 3.2 finalizando o trabalho
desenvolvido nesta tese.
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7.3.1 A classe 7

Seja, conforme a notagao do Capitulo 3, T = {zq, zg, zy, 5}, onde z, 0 primeiro elemento impar .

da classe £ = {x1,x9,x3, 24} ordenada pelos sub-indices. O antipoda de z,, ou seja, o outro

elemento impar em 7 ¢ z,. Identicamente, o primeiro elemento par de T é x5 e a seu antipoda

é x5. Denotamos Z,qq 0 subconjunto {zq,zs} de T e ZTepen 0 subconjunto {zg,zs}. Foqd
Dos resultados do Capitulo 4, destacamos, nesta notacao, alguns resultados imediatos: Beven

e T X 7 se, e somente se, ip(y) NT € {0, Zoga, Teven }

e Se T x ¢ entao

8l

’ip(ya)ﬂ.’i = iP(y'y)m
ir(ys) NT = ip(ys) N

Kl

Mais ainda, ou ip(yo) N T = {za,zs} (e, neste caso, ip(yg) NT = {zg, 2} ou {zq,zs}) ou
ir(ys) NT = {xa, 23} (e, neste caso, ip(yo) N T = {23, 2,} ou {Za,25})
e Se I ¢« § entao
ip(Ya) NT = iP(y"/) n
ir(yp) NZ = ip(ys) N

Mais ainda, ou ip(ya) NZ # 0 ou ip(yg) Nz # 0

8 8

e O efeito das acoes sobre a paridade dos elementos em T pode ser reescrita como

_p _ _XgP _p _ _XgP
Lodd = Lodd € Teyen — Teven
c L i P _  -llgP P _ llgP
x 7é Yy Toga = xodzi € Tepen — Teven
_P _ _:y’P _P _ _:y’P
Lodd = Lodd € Teven = FLeven

Ou seja, uma acdo em uma classe nao afeta as paridades nas outras classes. Quanto ao
efeito de uma ag¢ao em uma classe Z nas paridades da propria classe, temos:

—xzP _ =P ~=zP _ =P =P _ =P

Lodd = Zeven Lodd = Teven L odd = Toqq
€ e

—xzP  _ =P =P _ _p zP _ P

Toven = Toqd Teven = Zoad Teven = Teven

Uma vez que apenas a acao vertical mantém as paridades em z.

e Se T # y entdo as acOes horizontal e vertical em z afetam a interseccdo ip(x) Ny da
seguinte forma;:

((1:P(Ta) NG = i=p(za) Ny = ip(zg)NY
i:pP(Tp) Ny = d=p(zs) Ny = ip(za) Ny
S
H:P(Ty) Ny = d=.p(zy) Ny = ip(zs) Ny
( i1:P(T6) Ny = i=gp(zs) Ny = ip(zy) Ny

Enquanto que a acao cruzada nao afeta tal interseccao, i.e.
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(ixzp(za) NG = ip(za) NG

ix;p(zg) Ny = ip(zg) Ny
< ixzp(Ty) NY = ip(zy) Ny
( iszp(z5) Ny = ip(zs) Ny

Onde o sobrescrito se refere ao cédigo do qual tomamos as paridades.

7.3.2 Classes de Vértices e Tipos de Arestas em K,

Para demonstrar os Teoremas 3.1 e 3.2, inicialmente observamos que, uma vez que as acoes
comutam e que os efeitos de um mesma acdo duas vezes no mesmo vértice se anulam e que o
efeito de duas agoes diferentes em um mesmo vértice equivale a uma operacao apenas da terceira
agao (por exemplo, o efeito de uma agao vertical em um vértice seguida de uma agao cruzada no
mesmo vértice, ou vice-versa, equivale ao efeito, naquele vértice, de uma agdo horizontal), ndo
h& perda de generalidade em, dado um cédigo P para o qual existe uma seqiiéncia, possivelmente
desconhecida, de ages que, quando aplicadas aos vértices de P, fornecam um cédigo projetivo
Py, dividir os vértices de um cddigo dado em classes conforme a acdo que atua sobre o vértice.
Diremos entao que um vértice é nulo, cruzado, horizontal ou vertical conforme o tipo de acao,
apés feitas as simplificacoes, que atua sobre ele. Desta forma, dados os conjuntos dos vértices
nulos, dos vértices verticais, dos vértices horizontais e dos vértices cruzados, queremos estudar
que tipos de arestas podem aparecer entre eles. No capitulo 3, definimos a seguinte classificacao
das arestas de Kg(P)

e Arestas nao Entrelacadas

Aresta Tipo N1 Sao aquelas onde ip(yg) Nz =ip(zg) Ny = 0.

Aresta Tipo N2 Sao aquelas onde ip(ys) Nz =0 e ip(z3) Ny = {ya, y,}. As arestas
do tipo N2 sao orientadas com inicio em § e fim em Z.

Aresta Tipo N3 Sao aquelas onde ip(yg) NZT = {zg, 25} e ip(xs) NT = {ys, Ys}-

o Arestas Entrelacadas
Aresta Tipo E1 Sao aquelas onde ip(yg) NZ = {zq, 25} € ip(28) NT = {YarYs}-

Aresta Tipo E2 Sao aquelas onde ip(yg) NZT = {zq, 2} e ip(xs) NG = {ys,yy}. As
arestas do tipo E2 s3o orientadas com inicio em ¢y e fim em z.

Aresta Tipo E3 Sao aquelas onde ip(yg) NZ = {Zq, 25} € ip(23) VT = {YasYs }-
Queremos mostrar que estes sao todos os tipos possiveis de arestas em Kg(P). De fato,

Proposicao 7.3 (Proposi¢do 3.10) Seja P € P e (z,y) aresta entre vértices nao entrelacados
de P. Entao (Z,y) € do tipo N1 ou do tipo N2 ou do tipo N3

Demonstracao

Pelos resultados da secao 7.3.1, T ¥ § <= ip(ys) N T € {0, Todd, Teven }-
Caso 1: ip(yg) Nz =10

N1

N2

N3

E1l

E2

E3



CAPITULO 7. DEMONSTRACOES DOS RESULTADOS PRINCIPAIS 58

Se ip(yg) N T = ) entao teremos, também, ip(ys) N Z = (). Neste caso,
teremos duas possibilidades:
Caso la: ip(ya) NZ =ip(y,) N T = {Za, T}

Neste caso, Zq € ip(Yo) = Yo € ip(rq). Argumento idéntico
ir(za) NG = iP(xv)mg = {yaayv}
ir(zg) Ny = ip(zs)Ny = 0
E temos, portanto, uma aresta do tipo N1

conclui que

Caso 1b: ip(ya) NT =ip(y,) N T = {23,25}
Neste caso, 3 € ip(Ya) = Yo € ip(zg). Argumento idéntico
ir(za) Ny = ip(zy)Ny = 0

ip(zg) NG = ip(@) VY = {Ya yy}
E temos, portanto, uma aresta do tipo N2 orientada de ¢ para

conclui que

Caso 2: ip(yg) N T = Todq = {Za, T}

Se ’L'p(yg)ﬂ.f = Toqq €ntao teremos, também, ip(ys)NT = Zogq € ip(Ya)NT =

ir(za) Ny = ip(zy) NG = {ys s}
ip(xg) Ny = ip(zs)Ny = 0

E temos, portanto, uma aresta do tipo N2 orientada de z para y

ip(yy)NZ = 0. Desta forma, teremos que

Caso 3: ip(yﬁ) NI = Tepen = {1‘5,1‘5}

Se ip(ys) NT = Teyen entdo teremos, também, ip(ys) VT = Zepen € tp(Ya)N
_ _ ip(za) NG = ip(zy)Ny = 0
=1 Nz = (). Desta forma, teremos que . — . 7 -

r(uy) ’ T in@p) NG = ir@) NG = {ys.vs)
E temos, portanto, uma aresta do tipo N3.

|
A Figura 7.1 ilustra as representacoes que utilizaremos para cada tipo de aresta nao en-
trelacada. Utilizando argumentos semelhantes, também podemos demonstrar que:

Proposi¢ao 7.4 (Proposicao 3.11) Seja P € P e (Z,7) aresta entre vértices entrelacados de
P. Entao (z,y) € do tipo E1 ou do tipo E2 ou do tipo E3

Demonstracao

Pelos resultados dasecao 7.3.1, T «x § <= ip(yg)NZ € {{zq, 28}, {25, 24}, {2y, 25}, {Ta,z5}},
contudo, também sabemos que ou ip(yo) N T = {xa, 2z} ou ip(ys) NZ = {Ta, 25}
Temos, temos, portanto, os seguintes casos:

Caso 1: ip(ya) N T = {zq, 23}

Temos duas sequiéncias possiveis para as interseccoes dos elementos de y:

ir(Yo) VT = {za,z8} iP(Ta) VY = {YarYs}
Caso 1a: PWs)NT = Hzga0} ., ir(z) NG = {Ya,ys}

ZP(y'y) Nz = {73"/7 x(;} ZP(xv) Ny = {y,Ba y’y}

ir(ys) VT = {Za, 25} ir(zs) NG = {yy,ys}
E temos uma aresta do tipo E2 orientada de = para §.

iP(ya) nr = {xaawﬁ} iP(xa) ny = {yaayﬁ}
Caso 1b: PWs)NT = Hza,zst . ir(zg) Ny = {Ya,ys}

ZP(?JW) nr = {x’Ya xé} ZP(xv) ny = {ym yé}

ir(ys) Nz = {zp,24} ir(zs) Ny = {yp,yy}

E temos uma aresta do tipo E3.
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Figura 7.1: Tipos de Arestas nido Entrelacadas.

Na representacao a esquerda, os subscritos referem-se a ip(yg) N Z no vértice & esquerda (Z) e a
ip(zg) Ny no vértice a direita (y), assim, por exemplo, para aresta N1, o subscrito () no vértice
a esquerda significa que ip(yg) Nz = 0.

Na representacao a direita, de cima para baixo lé-se, seguindo a mesma notacao de subscrito da
representacao a direita, os valores de ip(yo) NZ,ip(ys) NZ, ip(yy) NZ e ip(ys) N T para o vértice
z e os valores de ip(zo) Ny ip(xg) NY, ip(zy) Ny e ip(z5) NY para o vértice g. Desta forma, por
exemplo, para aresta N3, a quarta linha do colchete relativo ao vértice Z ter valor 3, significa
que ip(ys) N T = {xg, x5}

Caso 2: ip(yg) NZ = {zq, 28}

Temos duas seqiiéncias possiveis para as intersecc()es dos elementos de y:

ir(Ya) NT = {Za,Ts} ir(®a) NG = {Yarys}
Caso 2a: ZP(y,B) ﬂ‘? = {xaax/@} ( ) mgz = {yﬂay’y}

ir(yy) NZ = {zg,74} ir(ty) NG = {yy s}

ir(ys) Nz = {zy,75} ir(z5) Ny = {YarYs}
E temos uma aresta do tipo E2 orientada d e § para T.

ip(Ya) ﬂx = {7367557} ip(Tq) ﬂZz = {yﬁay'y}
Caso 2b: ’LP(yﬂ) = {xaaxﬂ} ZP(xﬂ) ﬂ]{ = {yaayﬂ}

ZP(y"/) = {xouxts} ZP(:E"/) Ny = {yaayts}

ip(ys) Nz = {z,,zs} ir(zs) Ny = {yy,us}

E temos uma aresta do tipo El.

|

A Figura 7.2 ilustra as representacoes que utilizamos para cada tipo de aresta entrelagada.

Finalmente, definimos no capitulo 3 que uma aresta (z,y) é positiva quando z Nbp(yg) = 0
e negativa quando Z C bp(ys). Nas ilustracoes, as arestas positivas sao representadas por linhas
pontilhadas enquanto que as negativas sao representadas por linhas sélidas.

As Figuras 7.3 e 7.4 mostram como cada tipo de aresta é afetada pelas diferentes acoes. A
demonstracao de cada um destes efeitos é realizada utilizando os resultados enunciados na se¢ao
7.3.1. Por exemplo, a acdo =z P no vértice z da aresta N1 = (z,y) implica:
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Figura 7.2: Tipos de Arestas Entrelacadas.
As convencgoes de simbolos nas representacoes dos tipos de arestas sao as mesmas da Figura 7.1

ip(yh)nz = {2} = iqWd) Nz ={al 2L} = {aF 2}
ip(yf)nz =10 = gy Nz =0
ip(W)Nz={zl,al} = i)z ={al,2l'} = (2§27}
ip(yD)ynz =0 —  ioy?)Nnz =10

Onde Q = 24 P e utilizamos o fato das paridades em Z serem trocadas pela a¢ao horizontal
em 7 e das paridades em y ficarem inalteradas assim como a interseccao ig(y) N z. Utilizando
a mesma notagao, para o vértice ¢, teremos:

ip() Ny =kt = i) ny={yl,yl} = {v?,v7}
ip(zh)ng =10 —  iged)ng=10
ip(l)ng=1{yl v} = '(x?)nyz{a,yi} {y2,49}
ip(xép)ﬂg:(b = ZQ($7)ﬂy 0

As interseccbes encontradas correspondem a seqiiéncia de interseccoes de uma aresta do tipo
N2 orientada de ¢ para Z conforme vimos na demonstragao da Proposicao 3.10. As demais agoes
ilustradas nas Figuras 7.3 e 7.4 sao encontradas de forma analoga.

Utilizando os resultados ilustrados nas figuras, podemos encontrar o efeito de todas as pos-
sibilidades de acbes nos vértices de cada tipo de aresta. Estes resultados sao ilustrados nas
Figuras 7.5 e 7.6. A mudanca ou nfo de sinal nas arestas é determinada pelas Proposicoes 3.6,
3.7 e 3.8.

7.3.3 Prova do Teorema de Classificacao

Nesta tultima secdo, provamos o Teorema de Caracterizacdo dos Cédigos Projetivos nao 2-
Coloraveis (Teorema 3.1, reescrito e demonstrado no como o Teorema 7.1) assim como o teorema
que fornece a caracterizacdo dos conjuntos descritos no Teorema 3.1.
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Figura 7.3: Efeito das A¢oes em Arestas do Tipo N1 a N3.

Em cada figura temos, & esquerda, a aresta original e & direita, de cima para baixo, como a aresta
¢ modificada pelas ac¢oes horizontal, cruzada e vertical. As arestas que nao estao marcadas por
asterisco, nao tém seu sinal, positivo ou negativo, alterado pela aplicacao da acdo enquanto que,
nas arestas marcadas, ocorre, pela aplicagao da acao, uma inversao de sinal.

Teorema 7.1 Um cddigo de Gauss g nao 2-colordvel é cédigo projetivo se, e somente se, as
cores das arestas em Kg(Py) induzem uma particao nos vértices de Kg(Py) em 4 conjuntos
A,B,C e D (alguns dos quais podendo ser vazios), de tal forma que os sinais das arestas entre
vértices de um mesmo conjunto e entre vértices de conjuntos diferentes se apresentem como na
Figura 7.7.

Mais ainda, aplicando agoes cruzadas a todos os elementos de A, agoes verticais a todos os
elementos de B, ag¢des horizontais a todos os elementos de C e nao aplicando a¢do alguma nos
elementos de D, obteremos um cédigo P’ correspondente a um lacet duplicado L de ¢, lacet de
g em IRP?

Demonstracao
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Figura 7.4: Efeito das A¢oes em Arestas do Tipo E1 a E3.
As convengoes sao as mesmas da figura anterior.

De posse das informagoes coletadas nas Figuras 7.5 e 7.6, a demonstragao do teorema
é trivial. De fato, se existe uma particio dos vértices de Kg(F) como indicada na
figura acima, entao, apos a aplicagao das agoes prescritas pelo enunciado do teorema
a todos os vértices de cada conjunto teremos apenas arestas positivas no cédigo P
assim obtido caracterizando que g é projetivo.

Por outro lado, se g é projetivo, dado Py € P, existe uma seqiiéncia de agoes que,
quando aplicadas em Py fornecem um cédigo P de tal forma que o grafo Kg(P)
somente possui arestas positivas. Notando que cada ac¢ao é uma involucao, que duas
acoes quaisquer comutam e que a aplicacdo de duas agoes diferentes a um mesmo
vértice equivale a aplicagao do terceiro tipo de acao (por exemplo, a aplicagao das
acoes horizontal e cruzada em um dado vértice equivale a uma unica aplicacdo,
naquele vértice, de uma acao horizontal), os vértices de P estao divididos em 4
conjuntos:
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Conjunto A , formado pelos vértices cujo efeito liquido da seqiiéncia de agoes que,
aplicadas a Py, fornecem o cédigo P é uma agao cruzada.

Conjunto B , formado pelos vértices cujo efeito liquido da sequiéncia de agoes que,
aplicadas a Py, fornecem o cédigo P é uma agao vertical.

Conjunto C , formado pelos vértices cujo efeito liquido da sequiéncia de agoes que,
aplicadas a Py, fornecem o cédigo P é uma acao horizontal.

Conjunto D , formado pelos vértices cujo efeito liquido da seqiiéncia de agoes que,
aplicadas a Py, fornecem o cédigo P é nulo, ou seja, nenhuma agao atua sobre
o vértice.

Utilizando as informagoes das Figuras 7.5 e 7.6, concluimos, uma vez que o grafo
Kg(P) s6 possui arestas positivas, que a distribuicdo das arestas entre os diversos
conjuntos acima definidos é exatamente a indicada no enunciado do teorema o que
finaliza a sua prova.

A demonstracao do proximo teorema, enunciado anteriormente como Teorema 3.2, finaliza
o trabalho desenvolvido nesta tese.

Teorema 7.2 Um codigo de Gauss g nao 2-colordvel € codigo projetivo quando as arestas do
tipo N2 negativas induzem uma particio dos vértices de Kg(Py) em dois conjuntos X e Y, que
podem ser vazios, de tal forma que as arestas do tipo N em Kg(Py) distribuem-se como na Figura
7.8 e, neste caso, aplicando ac¢oes horizontais a cada vértice em X, obtemos um grafo bipartido
na arestas de tipo E negativas em dois conjuntos Z e W.

Nestas condicoes, aplicando acoes cruzadas em cada vértice de Z obtemos um cédigo P' cor-
respondente a um lacet duplicado L de ¢, lacet de g em IRP%. A particio definida no Teorema
3.1édadaporA=72—-X,B=ZNX,C=X—-ZeD=YNW.

Se um codigo de Gauss g nao 2-colordvel nao ¢é codigo projetivo entao existe, no grafo obtido
contraindo as arestas do tipo N1 negativas e do tipo N8 positivas, uma das sequintes estruturas:

e Um vértice que nao € nem fonte nem sorvedouro para arestas do tipo N2 negativas.
e Uma aresta do tipo N1 negativa ligando dois vértices fonte de arestas do tipo N2 negativas.

e Uma aresta do tipo N3 positiva ligando dois vértices sorvedouro de arestas do tipo N2
negativas.

Demonstracao

Inicialmente, observe que um cdédigo P € P(g) pode ser levado a um cédigo P’ € P(g)
de tal forma que Kg(P') consista apenas de arestas positivas por uma seqiiéncia
consistindo apenas de agdes cruzadas se, e somente se, Kg(P) for tal que todas
suas arestas negativas sao entrelagadas e existe uma cofronteira para estas arestas
negativas, ou seja, existe um subconjunto Z de vértices de Kg(P) de tal maneira que
o conjunto das arestas entrelacadas do corte E(Z, Z) é igual ao conjunto das arestas
negativas (e, portanto, entrelacadas) de Kg(P).

De fato, se existe tal conjunto Z, uma vez que o efeito de uma acao cruzada em
um unico vértice adjacente uma aresta entrelagcada apenas muda o seu sinal e em
uma aresta nao entrelagada nao tem efeito algum, aplicando agoes cruzadas a todos
os vértices em Z (o que fornece um cédigo P’, as arestas do corte F(Z,Z) que sio
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entrelacadas ficam todas positivas e que sao nao-entrelagadas (e, portanto, positivas)
nao sofrem alteracio de sinal e/ou tipo. Quanto as arestas adjacentes a dois vértices
de Z forem entrelagadas, sofrem duas mudangas de sinal logo o efeito liquido é nulo e
se forem nao entrelacadas também nao sao modificadas uma vez que as agoes cruzadas
nao atuam sobre elas. Uma vez que tais arestas sao todas positivas, concluimos que
o grafo Kg(P') somente consiste de arestas positivas.

Por outro lado, se um cédigo P € P(g) pode ser levado a um cédigo P’ € P(g)
por uma seqiiéncia consistindo apenas de acoes cruzadas de tal forma que Kg(P')
consista apenas de arestas positivas entao, definindo Z como o conjunto dos vértices
nos quais atuou um tnico agao cruzado temos que as arestas nao entrelagadas (todas
positivas) de Kg(P') ndo sdo modificadas, ou seja, todas as arestas ndo entrelacadas
de Kg(P) sao, também, positivas e, para as arestas entrelacadas entre vértices de
Kg(P'), seu tipo nao é modificado pela aplicacao de acoes cruzadas logo estas serao de
mesmo tipo em Kg(P). O sinal é alterado para cada aplicacdo de uma acao cruzada
em um vértice adjacente a uma aresta entrelacada logo as arestas entrelacadas entre
vértices de Z ou de Z, que sdo todas positivas em Kg(P'), continuam positivas em
Kg(P) e entre um vértice de Z e outro de Z passam de positivas em Kg(P') para
negativas em Kg(P) demonstrando a afirmacao.

Agora, note que g é projetivo se, e somente se, existe uma seqiiéncia de acoes que,
aplicadas a Py € P fornecem um cédigo P’ € P de tal forma que Kg(P') consista
apenas de arestas positivas. Tomando apenas o efeito liquido da aplicacao das agoes
nos vértices de Kg(Fp), podemos, utilizando a comutatividade das a¢oes, dividir tal
sequéncia em duas partes, uma das quais contendo todas as agoes cruzadas e a outra
contendo todos as agoes restantes. Pelo exposto acima g é projetivo se, e somente
se, o grafo Kg(P) pode ser obtido de um grafo Kg(P") de tal forma que todas
as arestas negativas sao entrelagadas e que existe uma cofronteira Z para as arestas
negativas. Utilizando as informacdes das Figuras 7.5 e 7.6, concluimos que, aplicando
acoes verticais e/ou horizontais a um grafo onde todas as arestas nio entrelacadas
sao negativas e chamando de X ao conjunto dos vértices nos quais aplicamos tais
acoes, teremos uma situacao para as arestas nao entrelacadas como aquela ilustrada
no enunciado do Teorema o que prova a necessidade da condi¢ao do enunciado.

Quanto a suficiéncia, apesar de X ser obtido aplicando acOes horizontais e acoes
verticais, se aplicarmos agoes horizontais (ou verticais) a todos os vértices em X,
obteremos, pelo Teorema 3.1, um grafo em que todas suas arestas negativas sao
entrelacadas e existe uma cofronteira para estas arestas negativas (ver Figura 7.9 e
que, portanto pode ser reduzido a um grafo com todas as arestas positivas por uma
sequéncia de agoes cruzadas conforme acima demonstrado o que finaliza a prova do
Teorema.

As expressoes para os conjuntos A, B,C e D se justificam porque a aplicagao de
duas agoes diferentes em um mesmo vértice tém como efeito liquido uma s6 acao do
terceiro tipo.

Quanto as condigoes que impedem que um codigo seja projetivo, basta verificar que
elas sao necessirias e suficientes para obter uma configuracdo violando a primeira
parte do teorema.
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Figura 7.5: Efeito de todas as possibilidades de agoes nos vértices das aresta do tipo N. Da
esquerda para direita, a primeira coluna refere-se aos efeitos sobre uma aresta tipo N1, a segunda
coluna refere-se as arestas do tipo N2 e a ultima coluna a arestas do tipo N3
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Figura 7.6: Efeito de todas as possibilidades de agOes nos vértices das aresta do tipo E. Da
esquerda para direita, a primeira coluna refere-se aos efeitos sobre uma aresta tipo E1, a segunda
coluna refere-se as arestas do tipo E2 e a tdltima coluna a arestas do tipo E3
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Figura 7.7: Sinais das arestas do tipo N e E na particao dos vértices em Kg(Fp)

Figura 7.8: Sinais das arestas do tipo N na particdo dos vértices em Kg(F)
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Figura 7.9: A esquerda, a aplicagao de agoes (todas) horizontais aos conjuntos B e C definidos no
Teorema 3.1 fornece uma cofronteira de arestas entrelacadas negativas. A direita, a cofronteira
de arestas entrelacadas negativas obtida aplicando agoes (todas) verticais a tais conjuntos. A
linha tracejada azul indica a cofronteira.



Bibliografia

[1] C.F. Gauss, Werke, Vol. III, Teubner, Leipzig, (1900) pp. 272, 282-286.

[2] Marx, M.L., The Gauss Realizability Problem Proc. Amer. Math. Soc. 34 (1922), pp. 610-
613.

[3] Withney, H., Non-Separable and Planar Graphs Trans. Amer. Math. Soc. 34 (1932), pp.
339-362.

[4] Dehn, M. Uber Kombinatorische Topologie Acta Math. 67 (1836), pp. 123-168.

[5] Tutte, W.T., What is a Map? in "New Directions in the Theory of Graphs”(F.Harary,
Ed.), Academic Press, New York/London (1971).

[6] Shank, H., The Theory of Left-Right Paths, Combinatorial Mathematics III Lecture Notes
452, ed. Springer-Verlag (1975).

[7] Bondy, A. and Murty, U., Graph Theory with Applications, American Elsevier (1976).

[8] Lovasz, L., Mark, M., A Forbidden Substructure Characterization of Gauss Code, Acta Sci.
Math 38 (1976) pp. 115-119.

[9] Rosenstiehl, P., Caractérisation des Graphes Planaires par une Diagonale Algébrique C.R.
Acad. Sc. Paris, t.283 (1976).

[10] Giblin, P. Graphs, Surfaces and Homology, Ed. Chapman and Hall (1977).

[11] Lins, S., Euler Tours with Distinct Transitions Research Report CORR 79-35 of Faculty of
Mathematics of University of Waterloo (Waterloo, Ontario, Canada), (1979).

[12] Lins, S., Graphs of Maps, Ph.D. Thesis, University of Waterloo (Waterloo, Ontario, Cana-
da), (1980).

[13] Stillwell, J., Classical Topology and Combinatorial Group Theory (GTM 72). Springer-
Verlag (1980).

[14] Vergnas, M. L., Eulerian circuits of 4-valent Graphs Imbedded in Surfaces in Colloquia
Mathematica Societatis Janos Bolyai 25 ”Algebraic Methods in Graph Theory” Vol. 11
(1981).

[15] Lins, S., Graph-Encoded Maps Journal of Combinatorial Theory B, 32 (1981) pp171-181.

[16] Lins, S., Combinatorics of Orientation Reversing Polygons Aeq. Math. 29 (1985) pp123-
131.

[17] Lins, S., Richter, B. and Shank, H., The Gauss Problem of the Plane Aequationes Mathe-
maticae 33 (1987) pp. 81-95.

69



BIBLIOGRAFIA 70

[18] Lins, S., Gems, computers and attractors for 3-manifolds K & E series on Knots and
Everthing; vol. 5 (1995) ed. World Scientific Publishing Co. (London). ISBN 9810219075.

[19] Crapo, H. and Rosenstiehl, P., On Lacets and Their Manifolds Discrete Mathematics 233
(2001) pp. 299-320.

[20] Lins, S., Oliveira Lima, E. and Silva, V., An Affine Linear Solution for the 2-Face Colorable
Gauss Code Problem in the Klein Bottle and a Quadratic System for Arbitrary Closed
Surfaces. Disponivel em http://arziv.org cédigo de submissao: math.CO/0301012.

[21] Lins, S. and Silva, V., On Maps with Single Zig-Zag. Disponivel em http://arziv.org cbédigo
de submissao: math.C0O/0301053.



Indice

Cwm, 5 acio, 20

QM? 5 )

SP(A), 49 Anti-Mapa, 6

Sur fin(g), 4 Aresta Negativa, 23
Ax), 1 aresta negativa, 60

I, 3 Aresta Positiva, 23

Z, 15 aresta positiva, 60
g’c;uen, 22, 56 Aresta Tipo El, 23, 57
Todds 22, 56 Aresta Tipo E2, 23, 57
Q(M), 6 Aresta Tipo E3, 23, 57
zg, 22, 56 Aresta Tipo N1, 23, 57
T, 22, 56 Aresta Tipo N2, 23, 57
Zs, 22, 56 Aresta Tipo N3, 23, 57

_arest L1
apr-arestas, 5 cédigo de Gauss, 4

b(x), 9 c6digo do lacet £ em S, 1
bp (x), ol 77 ..
codigo Kleiniano, 1
c(x), 9 L2
codigo planar, 1
far-arestas, 5 o o
! 19 cédigo projetivo, 1
i), 1, Classe do Vértice, 15
k(z), 9 ) i
tas. 5 co-fronteira, 2
UM —are; s, Condigao de Paridade, 14
Ty tas. 5 Conjectura de Gauss, 2
ZM-Arestas, Conjunto dos Codigos Quadruplicados, 17
&, 10 . e 4
Conjunto dos Vértices Impares, 10
F, 7 . -
FL g Conjunto dos Vértices Brancos, 18
r 1’7 Conjunto dos Vértices Pares, 10
(’)’ 10 Conjunto dos Vértices Pretos, 18
73, 17 Conjunto dos Lacets Duplicados, 17
Vl7 enlacamento 2-coloravel, 1
Vo, 7 espaco dos ciclos, 7
Zl7 espaco dos co-ciclos, 7
zZ-,7 estrela, 2
lzllp, 18
Ta, 22, 56 f-gon, 5
B, 18 Faces, 5
W, 18
Acio Cruzada, 20 grafo de entrelacamento, 3

Acao Horizontal, 20 grafo induzido, 6

Acgao Vertical, 20

mapa, b
lacet, 1 b

mapa combinatorio, 5

71



INDICE

Mapa Dual, 6
Mapa Phial, 6
mapa topoldgico, 5
mergulho fiel, 6

Problema Central, 14
quadrado canonico, 8

retangulos, 5
retangulos brancos, 7
retangulos pretos, 7

simbolo, 1
simbolo impar, 1
simbolo par, 1

v-gon, 5

vértice branco, 2
vértice preto, 2
Vértices Cruzados, 57
vértices entrelacados, 3
Vértices Horizontais, 57
Vértices Nulos, 57
Vértices Verticais, 57

z-gon, 5

72



