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• Às cinco mulheres na minha vida: minha mãe - minha primeira mestra; minha
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Resumo

Este trabalho visa entender a teoria de transformações potências, cuja referência

principal foi o livro ”Power Geometry in Algebraic and Differential Equation”do

autor Alexander D. Bruno, e os resultados obtidos em sistemas de equações diferen-

ciais ordinárias, tendo como objetivo achar soluções assintóticas tendendo para um

ponto de equiĺıbrio de um sistema de equações diferenciais ordinárias.

Para alcançar este objetivo, o conteúdo desta Tese consta de seis caṕıtulos.

Nos três primeiros caṕıtulos consideramos os conceitos de determinados objetos

geométricos importantes na teoria de transformações potências, de curvas assintóticas,

de truncamento de funções e da transformação potência introduzindo diversos ex-

emplos. No quarto caṕıtulo é desenvolvido o relacionamento entre os caṕıtulos

anteriores, obtendo resultados que essencialmente determinam processos computa-

cionais para achar soluções assintóticas do sistema completo a partir de soluções

assintóticas de seus sistemas truncados. No quinto caṕıtulo faz-se uso da teoria

desenvolvida em sistemas hamiltonianos de equações diferenciais ordinárias, deter-

minando quando o sistema hamiltoniano truncado é um sistema hamiltoniano, e

reciprocamente, quando um sistema hamiltoniano com a função hamiltoniana trun-

cada determina um sistema hamiltoniano truncado. Por fim no caṕıtulo desenvolve-

mos as aplicações deste método, em alguns sistemas hamiltonianos importantes. A

saber, o problema de Henon-Heiles, estudamos a instabilidade de sistemas hamilto-

nianos com dois graus de liberdade no caso de freqüência zero e também os diferentes

truncamentos do problema restrito de três corpos.
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Abstract

This work aims to understand the theory of powers transformations, whose main

reference was the book ”Power Geometry in Algebraic and Differential Equation”by

Alexander D. Bruno. Where we study the results about Ordinary Differential Equa-

tions, having as objective to find asymptotic solutions tending for a equilibrium

point of a system of Ordinary Differential Equations.

To reach our objective, the content of this Thesis consists of six chapters. In

the first three chapters we considered the concepts of certain important geometric

objects in the theory of powers transformations, of asymptotic curves, truncation of

functions and the power transformation introducing several examples. In chapter

four, the relationship between the previous chapters is developed, getting resulted

that essentially they determine computational processes to find asymptotic solutions

of the complete system from asymptotic solutions of its truncated systems. In the

fifth chapter use of the theory developed in Hamiltonian systems of systems ordinary

asymptotic equations, determining when truncated Hamiltonian system is a Hamil-

tonian system, and reciprocally, when a Hamiltonian system with the truncated

Hamiltonian function is a truncated Hamiltonian system. Finally, in chapter six we

developed the applications of this method, in some important Hamiltonian systems.

Namely, the Henon-Heiles problem; we studied the stability of Hamiltonian systems

with two degrees of freedom in the case of zero frequencies, and also we analysis the

different truncations of the restricted three body problem.
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Introdução

O conteúdo deste trabalho tem como base principal o livro ”Power Geome-

try in Algebraic and Differential Equations”de Alexander D. Bruno, onde visamos

compreender o que o próprio Bruno descreve como um novo cálculo: ”Power Geom-

etry”, que é uma ferramenta a mais para o desenvolvimento do cálculo diferencial,

especialmente para problemas não-lineares.

O conceito principal de Power Geometry (Geometria de potências) é estudar

as propriedades das soluções de uma equação, através dos expoentes potências dos

seus monômios. O termo ”Power Geometry”apareceu pela primeira vez em 1997,

colocado como t́ıtulo de um artigo publicado por Bruno na revista ”J. Dynamical and

Control Systems”[2]. Apesar de ser uma teoria nova, suas bases estão formuladas nos

trabalhos de Newton, aproximadamente nos anos de 1670, onde sugeriu o uso de um

lado do ”poĺıgono de Newton”do polinômio f(x, y) para achar soluções aproximadas

para a equação f(x, y) = 0 na vizinhança da origem x = y = 0.

Em geral, desenvolveremos as ferramentas básicas da teoria de ”Power Geome-

try”: poliedro de Newton, transformações potências, transformações logaŕıtmicas,

truncamentos de funções e potências assintóticas; que permitirão achar soluções

assintóticas tendendo para um ponto de equiĺıbrio de um sistema de equações difer-

enciais ordinárias.

Este trabalho consta de cinco caṕıtulos. A teoria geométrica relacionada com

inequações lineares é desenvolvida no primeiro caṕıtulo, onde são expostos vários ex-
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emplos e figuras a fim de facilitar o entendimento. Temos também no caṕıtulo 1, os

conceitos de curvas assintóticas e truncamento de funções. Ao caṕıtulo 2 ficou reser-

vado o estudo da forma normal e de soluções assintóticas de sistemas de equações

diferenciais. No caṕıtulo 3 apresentamos a definição de transformação potência e

suas propriedades em sistemas de equações, onde com a ajuda da transformação

potência generalizada mostra-se que alguns sistemas podem ser simplificados. No

quarto caṕıtulo tem-se o resultado mais importante desta Tese dado pelo Teorema

4.3.1, o qual expressa uma forma de determinar soluções potências assintóticas do

sistema completo a partir de soluções potências assintóticas de sistemas truncados

associados e vice-versa. No caṕıtulo cinco trabalhamos com sistemas Hamiltonianos

de equações diferenciais ordinárias com m graus de liberdade. Verificaremos que um

sistema truncado pode não ser um sistema Hamiltoniano, e reciprocamente, um sis-

tema Hamiltoniano com a função Hamiltoniana truncada pode não ser um sistema

Hamiltoniano truncado. Para achar todos os sistemas truncados que são sistemas

Hamiltonianos apresentamos um algoritmo. O algoritmo é utilizado no caṕıtulo 6, no

qual estudamos três problemas da Mecânica, a saber, o problema de Henon-Heiles,

sistemas Hamiltonianos de dois graus de liberdade e todas as frequências nulas e por

último no problema restrito de três corpos. Essencialmente nestas três aplicações

usamos a teoria desenvolvida e o algoritmo do caṕıtulo cinco, principalmente, nos

permitindo descrever todos os sistemas Hamiltonianos truncados admisśıveis.

No caso das aplicações aos sistemas Hamiltonianos com frequências nulas, a

existência de soluções potências assintóticas, sob certas condições, nos permitem

provar a instabilidade da solução de soluções de equiĺıbrio em dois casos (onde a

parte linear do sistema associado ao sistema Hamiltoniano tem posto três e dois).

Tal problema já tinha sido abordado por Sokol’skii em seu artigo [9], no qual usou o

Teorema de Chetaev para concluir instabilidade. Bruno faz uma cŕıtica ao trabalho

de Sokol’skii, mostrando que seus resultados são mais gerais e no paper de Sokol’skii

existem incoerências.

Ressaltamos que esta técnica estudada neste trabalho é de bastante importância
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no estudo de Hamiltonianos a partir de Hamiltonianos truncados e na análise da

instabilidade de soluções de equiĺıbrio em sistemas Hamiltonianos.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Inequações lineares

1.1.1 Definições básicas

Trataremos nesta seção de dois objetos geométricos bem conhecidos: do conjunto

convexo e do cone.

Um conjunto C ⊂ IRn é dito convexo se dado quaisquer dois pontos, Q1 e Q2, de

C, o segmento de reta que une Q1 a Q2 está inteiramente contido em C.

Um conjunto K ⊂ IRn é um cone, se satisfaz: para todo P ∈ K então K

contém o raio que passa por P , isto é, o conjunto formado pelos elementos cP onde

c ∈ IR+ (c > 0). Assim, os cones em IR2 são a origem P = 0, um raio (uma semi-

reta partindo da origem que pode não conter a origem), um setor, uniões destes

conjuntos e o próprio plano.

Um cone K que é convexo é dito cone convexo. Segundo Goldman e Tucker [7],

um conjunto K é um cone convexo se satisfaz:

1. cQ ∈ K se c ≥ 0 e Q ∈ K
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2. Q1 + Q2 pertencem a K se Q1 e Q2 pertencem a K.

Definição 1.1.1 Seja S ⊂ IRn. A envoltória linear de S, denotada por LinS, é o

conjunto

LinS = {Q ∈ IRn/ Q = λ1Q1 + . . . + λsQs, Qj ∈ S e λj ∈ IR} (1.1)

(a) Quando em (1.1) os escalares λj satisfazem λj ≥ 0, dizemos que o conjunto é

uma envoltória cônica, representado por ConS;

(b) Quando em (1.1) os escalares λj satisfazem λj ≥ 0 e
s∑

j=1

λj = 1, dizemos que

o conjunto é uma envoltória convexa, denotado por CnvS.

Observa-se que

CnvS ⊂ ConS ⊂ LinS.

Pela definição, a envoltória cônica ConS e a envoltória convexa CnvS, são re-

spectivamente, um cone convexo e um conjunto convexo, além disso, temos que a

envoltória convexa e a envoltória cônica são os menores conjuntos, respectivamente,

convexo e cone convexo que contém S. No plano, a envoltória cônica é o menor setor

determinado pelos raios que passam por Q1 e Q2 enquanto a envoltória convexa é o

segmento que liga estes dois pontos.

Exemplo 1.1.1 : Se S = {Q1, Q2, Q3}, sua envoltória cônica vai depender das

coordenados dos pontos, por exemplo, quando Q1 = (1, 0), Q2 = (0, 1) e Q3 =

(0, 0), neste caso são não colineares, o ConS é o primeiro quadrante. Mas, se

S = {Q1, Q2, Q3}, com Q1, Q2 e Q3 pontos colineares, temos dois casos, quando os

pontos estão em uma reta que passa pela origem, neste caso sua envoltória cônica

pode ser uma reta ou um raio, por exemplo, quando Q1 = (1, 1), Q2 = (1/2, 1/2) e

Q3 = (0, 0) então o ConS é a bissetriz do primeiro quadrante. E quando os pontos
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Q1, Q2 e Q3 são colineares, mas estão numa reta que não passa pela origem, então

a envoltória cônica de S é o menor setor no plano que contem os raios que passam

pelos pontos Q1, Q2 e Q3. Já a envoltória convexa de S = {Q1, Q2, Q3} é o triângulo

determinado pelos três pontos quando este pontos são não colineares, e quando este

pontos são colineares, a envoltória reduz-se a um segmento de reta.

Sempre que S é um conjunto finito, sua envoltória convexa será um conjunto

fechado, em geral, um poliedro cujos vértices são pontos de S. Mas se S for infinito

CnvS pode não ser um conjunto fechado. Vejamos os seguintes exemplos.

Exemplo 1.1.2 : Seja

S = {Q ∈ IR2\ q1 = 1/m, q2 = 0, m = 1, 2, . . .}. (1.2)

Para Q ∈ CnvS, temos que

Q = λ1Q1 + . . . + λmQm,

onde Qi = (1/i, 0) e λi ≥ 0 e
m∑

i=1

λi = 1. Dáı

Q =

(
m∑

j=1

λj

j
, 0

)
.

Como 0 <

m∑
j=1

λj

j
≤ 1 temos que CnvS = (0, 1]× {0} o qual não é fechado.

Exemplo 1.1.3 : Seja S é o interior do disco unitário, ou seja,

S = {Q; q2
1 + q2

2 < 1} (1.3)

neste caso CnvS = S, que é aberto.

Definição 1.1.2 Seja P = (p1, . . . , pn) ∈ IRn
∗ , onde IRn

∗ é o espaço dual de IRn.

Definimos uma aplicação bilinear de IRn
∗ × IRn em IR dada por

〈P, Q〉 = P (Q) = p1q1 + . . . + pnqn, (1.4)
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onde Q = (q1, . . . , qn) ∈ IRn.

Pelo isomorfismo entre IRn e IRn
∗ , podemos associar à cada aplicação (1.4) com

o produto escalar canônico em IRn, devido a isto dizemos que a aplicação (1.4) é o

produto escalar de P com Q.

Quando fixamos um vetor P ∈ IRn
∗ e uma constante c ∈ IR, a equação

〈P, Q〉 = c (1.5)

define em IRn um hiperplano ortogonal a P . Em particular quando n = 2 a equação

(1.5) é

p1q1 + p2q2 = c

cuja solução está ao longo de uma reta em IR2 perpendicular ao vetor P = (p1, p2).

Se c = 0 então a reta passa pela origem; se c > 0 a reta é transladada no mesmo

sentido do vetor P de incremento c; por último, quando c < 0, a reta é transladada

no sentido oposto ao vetor P (figura (1.1)).

Figura 1.1: Solução da equação 〈P, Q〉 = c.

Definição 1.1.3 Sejam S ⊂ IRn, P ∈ IRn
∗ um vetor não-nulo fixo, e c∗ = sup

Q∈S
〈P, Q〉.

O hiperplano determinado pela equação (1.5) para c = c∗ é chamado suporte de S

com respeito a P , que denotaremos por HP , isto é

HP = {Q ∈ IRn/ 〈P,Q〉 = c∗}
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E a inequação

〈P,Q〉 ≤ c∗ (1.6)

determina um subespaço correspondente, que chamaremos de semiespaço suporte de

S, e será denotado por H−
P .

Quando S consiste de um número finito de pontos então c∗ = sup
Q∈S

〈P, Q〉 ≡
max
Q∈S

〈P,Q〉, dáı algum Q ∈ S está em HP . Se S for um conjunto infinito, não

necessariamente algum Q ∈ S pertence a HP , por exemplo, se S é o conjunto (1.2)

do exemplo 1.1.1 e P = (−1, 0), então c∗ = 0 e para qualquer Q ∈ S, 〈P, Q〉 =

−1/m < 0.

Notemos que por definição sempre S ⊂ H−
P . Denotemos por Γ a intersecção de

todos os semiespaços suportes de S, i.e.,

Γ =
⋂

P 6=0

H−
P , P ∈ IRn

∗ . (1.7)

Afirmamos que Γ é um conjunto convexo que contém CnvS. De fato, como

S ⊂ H−
P e cada H−

P é fechado, segue que S ⊂ Γ e Γ é fechado, assim falta mostrarmos

que Γ é um conjunto convexo, já que CnvS é o menor conjunto convexo que contém

S. Sejam Q1, Q2 ∈ Γ então Q1, Q2 ∈ H−
P , para todo P 6= 0. Tome Q12 um ponto do

segmento de reta que une Q1 a Q2, logo

Q12 = λ1Q1 + λ2Q2,

com λ1, λ2 ≥ 0 e λ1 + λ2 = 1. Para qualquer P ∈ IRn
∗ , temos

〈P, Q12〉 = λ1〈P, Q1〉+ λ2〈P,Q2〉.

Utilizando (1.6) e as propriedades dos λ′is acima, segue

〈P,Q12〉 ≤ λ1c
∗ + λ2c

∗ ≤ c∗

logo Q12 ∈ H−
P , para todo P , conseqüentemente Q12 ∈ Γ, e portanto Γ é um conjunto

convexo.
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Teorema 1.1.1 Seja S ⊂ IRn, então Γ dado por (1.7) coincide com o fecho da

envoltória convexa de S, i.e.,

Γ = CnvS.

Demonstração: Seja (Rn) uma sequência de pontos em CnvS convergente.

Cada termo da sequência Rn = λn1R1 + . . . + λnsRs, onde Rj ∈ S, é escrito como

combinação linear de termos de S, desde que λnj ≥ 0 e
s∑

j=1

λnj = 1.

Suponha que lim
n→∞

Rn = Q. Devemos mostrar que Q é um ponto de Γ. Tomando

P ∈ IRn
∗ , não-nulo, tem-se que

lim
n→∞

〈P, Rn〉 = 〈P,Q〉,

donde

lim
n→∞

s∑
j=1

λnj〈P,Rj〉 = 〈P, Q〉.

Mas 〈P, Rj〉 ≤ sup
R∈S

〈P,R〉, assim

〈P,Q〉 = lim
n→∞

s∑
j=1

λnj〈P,Rj〉 ≤ lim
n→∞

s∑
j=1

λnj sup
R∈S

〈P, R〉

= sup
R∈S

〈P, R〉,

logo, Q ∈ H−
P , como P foi tomado arbitrariamente, temos que Q ∈ Γ. ¤

Comentário 1.1.1 Pela relação obtida no Teorema 1.1.1, do conjunto Γ ser o fecho

da envoltória convexa de S, chamaremos o conjunto Γ de envoltória convexa externa

de S. Quando S = {Q1, . . . , Qs} (S finito) temos que CnvS é fechado, logo Γ =

CnvS.

O conceito de dimensão da envoltória convexa de S coincide com a dimensão do

subespaço linear LinS, que é igual ao número de vetores linearmente independentes

sobre IR em LinS no seguinte sentido. Toma-se um ponto fixo Qj em S a dimensão
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d da envoltória convexa é a quantidade de vetores linearmente independentes no

conjunto {Qi −Qj, Qi ∈ S}.

Definição 1.1.4 Seja Γ a envoltória convexa externa de S. Uma face é a inter-

secção do conjunto Γ com um suporte HP , para algum P 6= 0.

Pela igualdade (1.7), as faces de um conjunto Γ estão na ∂Γ, inversamente a ∂Γ

é composta das faces de Γ.

Denotamos as faces de Γ por Γ
(d)
j , onde d é a dimensão da face (o conceito

de dimensão é utilizado no sentido acima, uma vez que a face é uma envoltória

convexa dos pontos que estão em S) e j é uma forma de enumerá-las. Temos que

Γ
(d)
j = Γ∩HP , para algum P ∈ IR∗

n. No caso 2-dimensional em que Γ é um poĺıgono

as faces são para d = 0 os vértices, para d = 1 os lados e para d = 2 o próprio

poĺıgono.

Definição 1.1.5 A interseção

SP = S ∩HP ,

que consiste de todos pontos de S tal que o produto escalar 〈P, Q〉 tem valor máximo

é chamado de subconjunto fronteira de S.

Para cada face, determinamos o seguinte subconjunto

S
(d)
j = Γ

(d)
j ∩ S.

Como cada face Γ
(d)
j = HP ∩ S, então SP = S

(d)
j , assim todos os subconjuntos

fronteiras SP coincidem com S
(d)
j , os quais estão sobre uma face de Γ. Vejamos

alguns exemplos.

Exemplo 1.1.4 : Seja n = 2, S ⊂ IR2 e S = {Q1, Q2, Q3}, onde Q1 = (1, 0), Q2 =

(0, 1) e Q3 = (1, 1). Sejam P1 = (−1,−1), P2 = (−1, 0) e P3 = (1, 1), calculemos os

respectivos hiperplanos suporte de S (figura 1.2).
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Figura 1.2: Representação gráfica da envoltória convexa do conjunto S do exemplo (1.1.4).

Para P1 o suporte é dado pela equação

〈P1, Q〉 = −1, pois 〈P1, Q1〉 = 〈P1, Q2〉 = −1, 〈P1, Q3〉 = −2 < −1,

assim o semiplano suporte H−
P1

é determinado pela equação −q1 − q2 ≤ −1. Para

P2, HP2 é dado por q1 = 0, visto que 〈P2, Q2〉 = 0 e 〈P2, Q1〉 = 〈P2, Q3〉 = −1 < 0

e, conseqüentemente

H−
P2

= {Q = (q1, q2), −q1 ≤ 0}.

Analogamente, obtemos HP3 e H−
P3

, dados por

HP3 = {q1 + q2 = 2} e H−
P3

= {q1 + q2 ≤ 2}.

Notemos que os suportes HPj
são ortogonais aos Pj, j = 1, 2, 3. Temos que

a envoltória convexa de S, CnvS, é o triângulo hachurado na figura (1.2), cujos

vértices são os pontos Q1, Q2 e Q3. As faces associadas aos suportes calculados, são

Γ
(0)
2 = Γ ∩HP2 = Q2

Γ
(0)
3 = Γ ∩HP3 = Q3

Γ
(1)
1 = Γ ∩HP1 = segmento conectando Q1 a Q2 = Q1Q2.
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As outras faces são Γ
(0)
2 , Γ

(1)
2 e Γ

(1)
3 , representado na figura (1.2). Corresponden-

temente as faces de Γ determinamos os subconjuntos fronteiras

SP1 = S
(1)
1 = {Q1, Q2}; S

(1)
2 = {Q2, Q3}; S

(1)
3 = {Q1, Q3};

S
(0)
1 = Q1; SP2 = S

(0)
2 = Q2; SP3 = S

(0)
3 = Q3.

Exemplo 1.1.5 : Seja S o conjunto (1.3) do exemplo (1.1.3). Como CnvS = S e

pelo Teorema 1.1.1, Γ = CnvS, assim

Γ = {Q; q2
1 + q2

2 ≤ 1} =⇒ ∂Γ = {Q; q2
1 + q2

2 = 1},

logo cada ponto de ∂Γ é uma face Γ
(0)
j , mas ∂Γ ∩ S = ∅, dáı S

(0)
j = ∅. Observemos

que neste exemplo, não temos faces Γ
(1)
j de dimensão um, pois a fronteira ∂Γ é

consiste de pontos que formam a circunferência, logo não contém nenhum segmento.

Exemplo 1.1.6 : Seja n = 3 e S o conjunto formado pelos pontos:

Q1 = (1, 1, 1), Q2 = (4, 0, 0), Q3 = (0, 4, 0), Q4 = (0, 0, 4) e Q5 = (2, 0, 2).

A envoltória convexa Γ do conjunto S é um tetraedro como mostra a figura (1.3),

tendo como vértices os pontos Q1, Q2, Q3, Q4. Visto que o ponto Q5 está na aresta

que liga os vértices Q2 e Q4.

Determinemos os hiperplanos suportes de S para os seguintes pontos de IR3
∗ :

P1 = (1, 0, 0), P2 = (2, 0, 2) e P3 = (+1, +1, +1). Temos

HP1 : q1 = 4

HP2 : q1 + q3 = 4

HP3 : q1 + q2 + q3 = 4

donde segue que

Γ
(0)
2 = Γ ∩HP1 = Q2,

Γ
(1)
5 = Γ ∩HP2 = Q2Q4,

Γ
(2)
4 = Γ ∩HP3 = Cnv{Q2, Q3, Q4}.
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Figura 1.3: Tetraedro do exemplo (1.1.6).

As outras faces de Γ, Γ
(0)
i , i = 1, 3; Γ

(1)
j , j = 1, 2, 3, 4, 6; Γ

(2)
k , k = 1, 2, 3, são

obtidas de forma análoga, para isto é necessário determinar os prováveis P ∈ IR3
∗.

Correspondemos os seguintes subconjuntos fronteiras

S
(0)
j = {Qj} j = 1, . . . , 4; S

(1)
k−1 = {Q1, Qk} k = 2, 3, 4

S
(1)
4 = {Q2, Q3}; S

(1)
5 = {Q2, Q4, Q5}; S

(1)
6 = {Q3, Q4};

S
(2)
1 = {Q1, Q2, Q3}; S

(2)
2 = {Q1, Q2, Q4, Q5};

S
(2)
3 = {Q1, Q3, Q4}; S

(2)
4 = {Q2, Q3, Q4, Q5}.

Observemos que SP1 = Q2 = S
(0)
2 , SP2 = {Q2, Q3, Q4, Q5} = S

(2)
4 , SP3 =

{Q2, Q4, Q5} = S
(1)
5 , verificando a propriedade de que os subconjuntos estão so-

bre alguma face.

As faces Γ
(d)
j de um conjunto poliedral Γ, formam uma estrutura no seguinte

sentido: se Γ
(d)
j ∩Γ

(e)
k simboliza a intersecção usual entre conjuntos; Γ

(d)
j ∪Γ

(e)
k significa

a maior face que contém Γ
(d)
j e Γ

(e)
k simultaneamente. A unidade da estrutura é

o próprio Γ e o zero corresponde ao conjunto vazio. Para traçar um diagrama

estrutural das faces (figura 1.4), consideremos as seguintes regras:
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Figura 1.4: Diagrama estrutural das faces de um conjunto poliedral Γ.

(a) As faces de mesma dimensão são colocadas na mesma linha do diagrama.

(b) As faces Γ
(d)
i estão conectadas às faces Γ

(d+1)
j , se Γ

(d)
i ⊂ Γ

(d+1)
j .

(c) Cada face é a intersecção de algumas hiperfaces Γ
(l−1)
j , onde l = dim Γ.

Exemplo 1.1.7 : Vejamos o diagrama estrutural do conjunto poliedral do exemplo

(1.1.4), e procuramos fazer um diagrama estrutural para o conjunto S considerando

os subconjuntos S
(d)
j utilizando a correspondência biuńıvoca de Γ

(d)
j e S

(d)
j

Figura 1.5: Diagrama estrutura das faces e dos subconjuntos fronteiras para o ex-
emplo (1.1.4).
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Do mesmo modo para o exemplo (1.1.6), temos

Figura 1.6: Diagrama estrutura dos subconjuntos fronteiras do exemplo (1.1.6).

1.1.2 Cone normal e cone tangente

Nesta seção trataremos de dois cones associados às faces do poliedro Γ, o cone

normal e o cone tangente, bastante usados nas aplicações posteriores.

Definição 1.1.6 Sejam S ⊂ IRn e um subconjunto fronteira S ′ = SP ′ para algum

P ′ ∈ IRn
∗ não nulo. O conjunto de todos P ∈ IRn

∗ tal que SP = S ′ é chamado cone

normal do subconjunto fronteira S ′, o qual denotaremos por U(S, S ′).

O conjunto U(S, S ′), definido acima, é um cone. De fato, se tomarmos P ∈
U(S, S ′), desde que HP = HcP para todo c real positivo, então

S ′ = SP = HP ∩ S = HcP ∩ S = ScP ⇒ cP ∈ U(S, S ′).

Obviamente, temos que cones normais diferentes não se interceptam, isto é, se

U(S, S ′) 6= U(S, S ′′) então U(S, S ′) ∩ U(S, S ′′) = ∅, pois caso contrário, se existe

P ∈ U(S, S ′) ∩ U(S, S ′′), então S ′ = SP = S ′′, e portanto U(S, S ′) = U(S, S ′′)
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Segue da definição que o cone normal U(S, S ′) do subconjunto fronteira é deter-

minado pela seguinte relação

U(S, S ′) = {P ∈ IRn
∗ : 〈P, Q′〉 = 〈P, Q′′〉, Q′, Q′′ ∈ S ′;

〈P, Q′〉 > 〈P, Q〉, Q ∈ S\S ′}. (1.8)

Definição 1.1.7 Seja Γ
(d)
j uma face de Γ. O conjunto

U
(d)
j = {P ∈ IRn

∗ : Γ
(d)
j = HP ∩ Γ} ≡ U(Γ, Γ

(d)
j ) (1.9)

é chamado cone normal associado à face Γ
(d)
j .

Proposição 1.1.1 Se Γ
(d)
j = HP ∩ Γ, então U(Γ, Γ

(d)
j ) = U(S, SP ).

Demonstração: Vimos no comentário acima do exemplo (1.1.4) que existe uma

correspondência entre os subconjuntos fronteiras SP de S e as faces ΓP = Γ
(d)
j

de Γ, a qual para cada Γ
(d)
j = HP ∩ Γ faz corresponder o subconjunto fronteira

SP = S
(d)
j = HP ∩ S, donde segue-se a proposição. ¤

Temos pela proposição anterior que U
(d)
j pode ser obtido pela relação (1.8). Sendo

determinado, desta forma, por

U
(d)
j = {P ∈ IRn

∗ : 〈P, Q′〉 = 〈P, Q′′〉, Q′, Q′′ ∈ S
(d)
j ;

〈P, Q′〉 > 〈P, Q〉, Q ∈ S\S(d)
j }. (1.10)

Observe que pela primeira equação do sistema (1.10), fixado P ∈ U
(d)
j , a equação

〈P,Q〉 é constante para todo Q ∈ Γ
(d)
j . Se tomarmos um vetor em Γ

(d)
j , da forma

Q′ −Q′′ e um vetor em U
(d)
j , da forma P ′ − P ′′, então

〈P ′ − P ′′, Q′ −Q′′〉 = 〈P ′, Q′〉 − 〈P ′′, Q′′〉 = 0,

pois 〈P ′′, Q′′〉 = 〈P ′′, Q′〉 = 〈P ′, Q′′〉 = 〈P ′, Q′〉, logo o cone U
(d)
j é normal à face

Γ
(d)
j .
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Um cone K∗ ⊂ IRn
∗ é chamado o dual do cone K ⊂ IRn, se 〈P, Q〉 ≤ 0 para todo

P ∈ K∗ e todo Q ∈ K. Em particular estes cones são normais, desta forma diremos

que dois cones são normais se são duais um do outro.

Definição 1.1.8 Seja Γ
(d)
j uma face de Γ. Um cone T

(d)
j é dito cone tangente

associado à face Γ
(d)
j se é normal ao cone U

(d)
j .

Podemos determinar o cone tangente T
(d)
j , pelo seguinte

T
(d)
j = {Q : 〈P,Q〉 ≤ 0, P ∈ U

(d)
j }. (1.11)

O cone tangente é um cone convexo. Com efeito, usando a descrição de Goldman

e Tucker, vista na seção anterior, temos para c > 0 e Q ∈ T
(d)
j que

〈P, cQ〉 = c〈P, Q〉 ≤ 0, ∀P ∈ U
(d)
j ,

e se Q1, Q2 ∈ T
(d)
j segue-se que

〈P,Q1 + Q2〉 = 〈P, Q1〉+ 〈P, Q2〉 ≤ 0, ∀P ∈ U
(d)
j .

Exemplo 1.1.8 : Seja n = 3 e S = {Q1 = (0, 0,−1), Q2 = (0,−1, 0), Q3 =

(−1, 0, 0), Q4 = (0, 0, 0), Q5 = (1, 0, 0), Q6 = (0, 1, 0)}. A envoltória convexa Γ é

mostrada na figura (1.7). Sua fronteira ∂Γ consiste de cinco vértices, oito lados e

cinco faces.

O cone normal correspondente a face Γ
(2)
1 com vértices Q1, Q3, Q6 é

U
(2)
1 = {P : 〈P,Q1〉 = 〈P, Q3〉 = 〈P, Q6〉, 〈P, Q1〉 > 〈P, Q2〉, 〈P, Q1〉 > 〈P, Q5〉}

= {P : −p3 = −p1 = p2, −p3 > −p2, −p3 > p1}
= {P : −p3 = −p1 = p2 > 0}

que é o raio U
(2)
1 = c(−1, 1,−1), c > 0. O cone tangente T

(2)
1 é o semi-espaço

〈P1, Q〉 ≤ 0, onde P1 = (−1, 1,−1), isto é

T
(2)
1 = {Q : q1 − q2 + q3 ≥ 0}.
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Figura 1.7: Envoltória convexa de S do Exemplo (1.1.8)

O cone normal da face Γ
(1)
1 com vértices Q1 e Q6 é

U
(1)
1 = {P : 〈P, Q1〉 = 〈P, Q6〉,

〈P, Q1〉 > 〈P, Q3〉, 〈P, Q1〉 > 〈P, Q2〉, 〈P, Q1〉 > 〈P, Q5〉}
= {P : −p3 = p2, −p3 > −p1, −p3 > −p2,−p3 > p1}
= {P : −p3 = p2 > 0, p3 < p1, p3 < −p1}

Assim, o cone normal U
(1)
1 é um setor no plano p3 = −p2 e limitado pelos raios

que passam pelos vetores P1 = (−1, 1,−1) e P2 = (1, 1,−1). Desta forma, o cone

tangente T
(1)
1 é definido pelas inequações

〈P1, Q〉 ≤ 0, 〈P2, Q〉 ≤ 0,

isto é, T
(1)
1 = {Q : −q1 + q2 − q3 ≤ 0, q1 + q2 − q3 ≤ 0}.

Exemplo 1.1.9 : (Continuação do exemplo (1.1.4)). Temos que o cone normal U

de S está em IR2
∗, mostraremos que U = IR2

∗. Para a face Γ
(1)
1 , temos que o cone

normal é

U
(1)
1 =

{
P = (p1, p2) : 〈P, Q1〉 = 〈P, Q2〉

〈P, Q1〉 > 〈P, Q3〉
}

=

{
P = (p1, p2) : p1 = p2

p2 > p1 + p2

}

= {P = (p1, p2) : p1 = p2 < 0}.
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Assim, o cone normal U
(1)
1 é o raio da bissetriz do terceiro quadrante. Este raio é

perpendicular ao lado Γ
(1)
1 . Analogamente encontramos os outros cones normais

U
(1)
2 =

{
P = (p1, p2) : 〈P, Q3〉 = 〈P, Q2〉

〈P, Q2〉 > 〈P, Q1〉
}

=

{
P = (p1, p2) : p1 + p2 = p2

p2 > p1

}

= {P = (p1, p2) : p1 = 0, p2 > 0}.

e

U
(1)
3 =

{
P = (p1, p2) : 〈P, Q1〉 = 〈P, Q3〉

〈P, Q1〉 > 〈P, Q2〉
}

=

{
P = (p1, p2) : p1 = p1 + p2

p1 > p2

}

= {P = (p1, p2) : p2 = 0, p1 > 0}.

Acharemos agora os cones normais associados aos vértices, i.e., as faces de di-

mensão zero. Sabemos que os vértices Γ
(0)
j contém um único ponto de S, assim são

definidos somente por inequações. Temos que

U
(0)
1 = {P = (p1, p2) : 〈P,Q1〉 > 〈P,Q2〉; 〈P,Q1〉 > 〈P, Q3〉}

= {P = (p1, p2) : p1 > p1 + p2, p1 > p2}
= {P = (p1, p2) : p1 > p2, p2 < 0},

U
(0)
2 = {P = (p1, p2) : 〈P,Q2〉 > 〈P,Q1〉; 〈P,Q2〉 > 〈P, Q3〉}

= {P = (p1, p2) : p2 > p1, p1 < 0},

e

U
(0)
3 = {P = (p1, p2) : 〈P,Q3〉 > 〈P,Q1〉; 〈P,Q3〉 > 〈P, Q2〉}

= {P = (p1, p2) : p1 > 0, p2 > 0}.

Observamos que a união deste cones com a origem, é o próprio plano (ver figura

(1.8)).
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Figura 1.8: Cone normal associados às faces do poliedro Γ.

Exemplo 1.1.10 : (Continuação do Exemplo (1.1.6)). Para cada face Γ
(d)
j do

tetraedro Γ (Figura (1.3)) seus correspondentes cones normais U
(d)
j estão definidos

pelas inequações (1.8) tomando-se Q,Q′ e Q′′ os vértices do tetraedro Γ. Assim, a

face Γ
(0)
2 = Q2 tem o cone normal:

U
(0)
2 = {P = (p1, p2, p3) : 〈P, Q2〉 > 〈P, Qj〉, j = 1, 3, 4}

= {P = (p1, p2) : 〈P,Qj −Q2〉 < 0}
= {P = (p1, p2, p3) : −3p1 + p2 + p3 < 0, −4p1 + 4p2 < 0, −4p1 + 4p3 < 0}
= {P = (p1, p2, p3) : p2 + p3 < 3p1, p2 < p1, p3 < p1}.

A face Γ
(1)
5 ⊃ {Q2, Q4} tem cone normal

U
(1)
5 = {P = (p1, p2, p3) : 〈P, Q2〉 = 〈P, Q4〉,

〈P,Q4〉 > 〈P,Q1〉, 〈P,Q4〉 > 〈P, Q3〉}
= {P = (p1, p2, p3) : 4p1 = 4p3 = 0, −3p3 + p2 + p1 < 0, −4p3 + 4p3 < 0}
= {P = (p1, p2, p3) : p1 = p3, p2 < 2p3, p2 < p3}.
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A face Γ
(2)
4 ⊃ {Q2, , Q3, Q4} tem cone normal

U
(2)
4 = {P = (p1, p2, p3) : 〈P, Q2〉 = 〈P, Q3〉 = 〈P,Q4〉 > 〈P,Q1〉}

= {P = (p1, p2, p3) : 4p1 = 4p2 = 4p3 > p1 + p2 + p3}
= {P = (p1, p2, p3) > 0}.

Para um melhor entendimento das disposições dos cones normais U
(d)
j em IR3

∗,

tomamos os dois planos

H± = {P : 〈P, H〉 = ±1}

e traçamos sobre eles as intersecções com os cones normais. Supondo-se, por exem-

plo, H = (1, 1, 1) as intersecções com os planos H− e H+, mostrada nas figuras (1.9)

(a) e (b) respectivamente.

Figura 1.9: Intersecção dos cones normais U
(d)
j do Exemplo (1.1.10) com os planos p1 +

p2 + p3 = −1 (a) e p1 + p2 + p3 = 1 (b) nas coordenadas p2p3.

Uma maneira prática de identificarmos um cone C, quando este é a envoltória

cônica de um número finito de vetores Q1, . . . , Qs, é associar ao cone C um número
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mı́nimo de vetores Q1, . . . , Ql que determinam a envoltória cônica, neste caso dize-

mos que os vetores Q1, . . . , Ql, l < s, formam o esqueleto do cone C. Por ex-

emplo, sabemos que no plano as envoltórias cônicas são: a origem, um raio, um

setor e o próprio plano; temos que os esqueletos são respectivamente: Q1 = (0, 0);

qualquer ponto Q pelo qual o raio passa; os pontos Q1 e Q2 que pertencem aos

raios distintos da fronteira do setor; e para o plano o esqueleto pode ser dado por

Q1 = (1, 0); Q2 = (0, 1); Q3 = (−1, 0); Q4 = (0,−1) e Q5 = (0, 0).

Como o cone normal U
(d)
j trata-se de um cone convexo, segue-se que pode ser

definido por um esqueleto N1, . . . , Nl. Conseqüentemente o cone tangente é dado

pelas inequações

T
(d)
j = {Q : 〈Ni, Q〉 ≤ 0, i = 1, . . . , l}.

Reciprocamente, se um cone T
(d)
j é determinado pelo esqueleto

{B1, . . . , Bk, R1, . . . , Rl}, onde B1, . . . , Bk forma uma base de vetores de um sube-

spaço linear contido em T
(d)
j , então

U
(d)
j = {P : 〈P, Bi〉 = 0, i = 1, . . . , k, 〈P, Rj〉 < 0, j = 1, . . . , l}.

Vejamos um método para determinar estes esqueletos no caso em que S é um

conjunto finito.

Suponhamos S = {Q1, . . . , Qs}, s < ∞. Os vértices de Γ(S) tem um papel

especial: toda face Γ
(d)
j é a envoltória convexa dos seus vértices. Se

dim Γ = n,

então os vetores normais Ni ∈ IRn
∗ às hiperfaces Γ

(n−1)
i tem um papel semelhante:

o esqueleto de cada cone normal consiste de vetores normais Ni. Os cones normais

U
(n−1)
j das hiperfaces são raios ortogonais as faces saindo da envoltótria convexa de

S, os cones normais U
(n−2)
j são os setores limitados pelos raios U

(n−1)
l e U

(n−1)
m se

Γ
(n−1)
j = Γ

(n−1)
l ∩ Γ

(n−1)
m , etc.
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Exemplo 1.1.11 : Seja o conjunto

S = {Q1 = (2, 0, 0); Q2 = (0, 2, 0); Q3 = (−2, 2, 2);

Q4 = (0, 0, 2); Q = (−2, 2, 3); Q6 = (0, 0, 3)},

A envoltória convexa Γ é um poliedro de cinco faces, nove lados e seis vértices,

mostrado na figura (1.10).

Figura 1.10: O poliedro Γ para o conjunto S do exemplo (1.1.11).

A Tabela 1.1.2 indica todos os subconjuntos fronteiras S
(d)
j , onde a primeira

coluna indica a dimensão d da face, a segunda coluna é o seu número j e a terceira

coluna indica os números i dos pontos Qi que pertencem ao subconjunto fronteira

S
(d)
j .

Para a hiperface Γ
(2)
1 ⊃ {Q3, Q4, Q5, Q6} obtém-se um vetor normal N1 =

(−1,−1, 0), que, como sabemos, determina o esqueleto do cone normal U
(2)
1 . Temos,

também as correspondências, devidamente calculadas

Γ
(2)
2 ⊃ {Q1, Q2, Q5, Q6} ←→ N2 = (3, 3, 2) ⊂ U

(2)
2 ,

Γ
(2)
3 ⊃ {Q1, Q4, Q6} ←→ N3 = (0,−1, 0) ⊂ U

(2)
3 ,

Γ
(2)
4 ⊃ {Q2, Q3, Q5} ←→ N4 = (0, 1, 0) ⊂ U

(2)
4 ,

Γ
(2)
5 ⊃ {Q1, Q2, Q3, Q4} ←→ N5 = (−1,−1,−1) ⊂ U

(2)
5 .
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d j i

2 1 3 4 5 6
2 2 1 2 5 6
2 3 1 4 6
2 4 2 3 5
2 5 1 2 3 4
1 1 5 6
1 2 4 6
1 3 3 5
1 4 3 4
1 5 1 6
1 6 2 5
1 7 1 2
1 8 1 4
1 9 2 3
0 1 6
0 2 5
0 3 4
0 4 3
0 5 1
0 6 2

Tabela 1.1: Subconjuntos fronteiras de S.

1.1.3 O problema do cone

Problema: Para um conjunto S ⊂ IRn achar todos os subconjuntos SP e seus cones

normais.

Vejamos como solucionar este problema, primeiramente para uma caso mais

simples, que é S finito, após veremos a solução quando S for infinito.

Quando S finito os subconjuntos fronteiras SP coincidem com os subconjuntos

S
(d)
j e seus cones normais U(S, SP ) ≡ U

(d)
j que podem ser calculados pela fórmula

(1.10). Logo temos solucionado o Problema. Além disso, os cones normais podem

ser identificados pelos os esqueletos, sendo determinado usando o método apresen-

tado no final da seção anterior, facilitando nos cálculos.
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Quando S é infinito o Problema reduz-se a um problema análogo de um con-

junto finito. Para isto, vejamos as seguintes definições.

Definição 1.1.9 Seja um cone convexo C ⊂ IRn. Se existe um esqueleto N1, . . . , Nl

do cone convexo C, tal que Ni ∈ ZZn, i = 1, . . . , l, então C é dito cone inteiro. E se

além disso, C não contém nenhuma reta, dizemos que C é um cone para frente.

Suponhamos que o cone convexo C é um cone inteiro para frente. O subconjunto

S ′ do conjunto S é dito dominante com respeito ao cone C, se S ⊂ S ′ + C. Um

subconjunto dominante S ′ é dito minimal se nenhum dos seus subconjuntos próprios

é dominante para o conjunto S, e o denotaremos por S/C.

Duas conseqüências da definição é que o conjunto minimal S/C é único e se

S ⊂ S1 ∪ S2, então S/C ⊂ S1/C ∪ S2/C. A primeira conseqüência é facilmente

verificada por absurdo, ou seja, se existissem dois minimais S ′ e S ′′, como S ′ ⊂ S

então S ′ ⊂ S ′′ + C, assim S̃ ′′ é um subconjunto dominante para S ′, o que uma

contradição. Para a segunda conseqüência, notemos que

S1 ⊂ S1/C + C e S2 ⊂ S2/C + C,

implica que

S ⊂ S1 ∪ S2 ⊂ S1/C ∪ S2/C + C,

como o minimal S/C é único e pela equação acima S1/C ∪ S2/C é dominante de S,

logo S/C ⊂ S1/C ∪ S2/C.

Lembremos as seguintes notações:

• IRn
+ = {Q ∈ IRn; Q ≥ 0};

• ZZn
+ = IRn

+ ∩ ZZn;

• Se R ∈ IRn, então o conjunto R + ZZn é dado por

R + ZZn = {Q ∈ IRn; Q = R + N, N ∈ ZZn}.
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Lema 1.1.1 Seja R ∈ ZZn e S ⊂ R + ZZn
+, então o subconjunto minimal S/IRn

+

consiste de um número finito de pontos.

Demonstração: A prova será por indução sobre a dimensão n. Para n = 1, temos

que R = m ∈ ZZ, logo S ⊂ m + {1, 2, 3, . . .} = {m + 1,m + 2,m + 3, . . .}. Então

S/IRn
+ = min{S} que é finito. Assumimos que o Lema é verdadeiro para dimensões

menores que n. Seja Q = (q1, . . . , qn) ∈ S. Dividiremos o conjunto R + ZZn em um

número finito de partes da seguinte maneira

R + ZZn = M0

⋃ {
n⋃

i=1

qi−1⋃
j=ri

M i
j

}
,

onde M0 = Q + ZZn e M i
j = (R + ZZn)∩ {P ; pi = j} com ri a i-ésima coordenada de

R.

Escrevemos Q0 = S ∩M0 e Qi
j = S ∩M i

j . Então

S = Q0

⋃ {
n⋃

i=1

qi−1⋃
j=ri

Qi
j

}
.

Observemos que Q0/IR
n
+ = {Q}. Como M i

j difere de IRn−1
+ por uma translação

paralela ao longo do vetor R + (j − ri)ei, logo Qi
j/IR

n
+ tem um número finito de

pontos, de acordo com hipótese indutiva. Portanto o total de pontos de todos os

conjuntos

Q0/IR
n
+, Qi

j/IR
n
+, j = ri, . . . , qi − 1, i = 1, . . . , n

é finito. Pela segunda conseqüência comentada acima, o conjunto S/IRn
+ está contido

na união, logo S/IRn
+ é finito, como queŕıamos demonstrar. ¤

Corolário 1.1.1 Seja o conjunto R = {R1, . . . , Rs} em ZZn e S ⊂ R + ZZn, então

S/IRn
+ é finito.
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Demonstração: Observemos que

R + ZZn =
s⋃

j=1

(Rj + ZZn).

Seja Sj = S ∩ (Rj + ZZn). Logo

S =
s⋃

j=1

Sj.

Pelo Lema 1.1.1 cada Sj/IR
n
+ é finito, conseqüentemente S/IRn

+ ⊂ ⋃s
j=1 Sj/IR

n
+ é

finito. ¤

Exemplo 1.1.12 : Seja S = {Q ∈ ZZn
+; q1 + . . . + qn ≥ m}, m ∈ ZZ+. Então o

subconjunto dominante

S/IRn
+ = {Q ∈ ZZn

+; q1 + . . . + qn = m},

que se trata de um conjunto finito de pontos.

Teorema 1.1.2 Seja R ⊂ ZZn finito, C um cone convexo inteiro para frente e

S ⊂ (R+C)∩ZZn
+. Então o subconjunto minimal S/C consiste de um número finito

de pontos.

Demonstração: Denotemos d = dim C e C∗ ⊂ IRn
∗ o dual do cone C. Se os

vetores inteiros B1, . . . , Bn−d e C1, . . . , Cσ formam uma base do subespaço linear e

o esqueleto do cone C∗ então o cone C é determinado pelas equações 〈Bi, Q〉 = 0 e

inequações 〈Cj, Q〉 ≤ 0, i = 1, . . . , n− d, j = 1, . . . , σ.

Formemos a matriz

C = (B1 . . . Bn−d C1 . . . Cσ)

determinada sendo Bi e Cj vetores-colunas, e tomemos a mudança de coordenadas

Q̃ = C∗Q,
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onde C∗ é a matriz transposta de C, assim Q̃ ∈ IRρ, sendo ρ = n− d + σ. Com esta

mudança o espaço IRn torna-se um subespaço L ⊂ IRρ, o conjunto R torna-se um

conjunto R̃ ⊂ ZZρ ∩ L, o cone C torna-se IRρ
+ ∩ L, o conjunto S ⊂ (R + C) ∩ ZZn

torna-se S̃ ⊂ (R̃ + IRρ
+ ∩ L) ∩ ZZρ e, por fim, o conjunto minimal S/C torna-se o

conjunto S̃/IRρ
+ ∩ L.

Observemos que a matriz C é injetiva para os pontos Q̃ ∈ L. Logo S̃ ⊂ L e

assim S̃/IRρ
+ ∩ L = S̃/IRρ

+. Mas pelo Lema 1.1.1, segue-se que este subconjunto

dominante consiste de um número finito de pontos. Portanto tem-se o mesmo para

o subconjunto S/C, pois a mudança é injetiva. ¤

Consideremos S nas hipóteses do Teorema 1.1.2. Tomamos um vetor fixo K ∈
IRn
∗ tal que 〈P, Q〉 > 0 para todo Q ∈ C/{0}. O subconjunto Sc de S dado por

Sc = S ∩ {Q : 〈K, Q〉 = c}, c ∈ IR,

tem as seguintes propriedades:

1. Os subconjuntos Sc são diferentes de vazio, somente para um conjunto discreto

{c0 < c1 < c2 < . . .};

2. Cada subconjunto Sck
é finito;

3. O primeiro conjunto Sc0 ⊂ S/C.

A verificação destas propriedades é simples para a primeira e a segunda pro-

priedade, bastando notarmos que S ⊂ ZZn e o conjunto {Q : 〈K, Q〉 = c} tem estas

propriedades quando restringimos a Q ∈ ZZn. Para provar a terceira propriedade,

vejamos que pela propriedade 1, S =
⋃
ck

Sck
, assim, se Q ∈ Sc0 e Q 6∈ S/C teŕıamos

que

Q = Qk + C̃, onde Qk ∈ Sck
, k 6= 0, e C̃ ∈ C,
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aplicando o vetor K, temos

〈K, Q〉 = c0 = 〈K,Qk〉+ 〈K, C̃〉 = ck + ρ, ρ > 0,

o que é uma contradição, pois c0 < ck.

Com base no conjunto Sc expressemos um algoritmo para o cálculo do subcon-

junto dominante S/C:

A) Determinamos o conjunto Sc0 . Suponhamos que Sc0/C = Sc0 consiste dos

pontos Q1, . . . , Ql.

B) Para cada Q ∈ Sc1 , consideramos as diferenças

Q−Qj, j = 1, . . . , l. (1.12)

Se pelo menos uma delas está no cone C, então Q não está no conjunto S/C.

Se nenhuma está no cone C, então Q ∈ S/C.

C) Sc1 6⊂ S/C, então S/C é o conjunto Sc0 complementado dos elementos de Sc1

tal que as diferenças (1.12) não está no cone C. Se Sc1 ⊂ S/C, então repetimos

os passos A e B para Sc2 .

D) Seja Sck
o subconjunto de S tal que Sck

⊂ S/C e Sck+1
6⊂ S/C. Logo S/C é o

conjunto (Sc0 ∪ . . .∪ Sck+1
)/C, complementado dos elementos de Sck+1

tal que

as diferenças (1.12), com Qj ∈ (Sc0 ∪ . . . ∪ Sck+1
)/C, não está no cone C.

Exemplo 1.1.13 : Consideremos o conjunto S de pontos inteiros Q = (q1, q2) ≥ 0

satisfazendo a inequação 2q1 + 3q2 ≥ 0 e C = IR2
+, mostrado na figura (1.11).

Tomando K = (2, 3), temos que c0 = 12, dáı

S12 = {Q1 = (0, 4), Q2 = (6, 0), Q3 = (3, 2)}.
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Figura 1.11: O subconjunto dominante S/IR2
+ e Γ/IR2

+ para o exemplo (1.1.13) e (1.1.14).

Já S13 = {Q4 = (2, 3), Q5 = (5, 1)}. Observemos que nenhum dos vetores

Qk −Qj, k = 1, 2, j = 1, 2, 3,

logo S13 ⊂ S/IR2
+. Como S14 = {Q6 = (4, 2), Q7 = (1, 4)} e pelo menos um dos

vetores

Ql −Qj, l = 6, 7, j = 1, 2, 3, 4, 5

pertence a IR2
+ para cada l, conclúımos que

S/C = S12 ∪ S13 = {Q1, Q2, Q3, Q4, Q5}.

Este algoritmo é particularmente simples para C = IRn
+. Neste caso, podemos

supor k = (1, 1, . . . , 1), e um ponto Q ∈ Sck+1
está em S/C somente se cada diferença

(1.12) contém pelo menos uma componente negativa.

A determinação do subconjunto dominante da envoltória convexa Γ de S é

também conveniente. O subconjunto dominante Γ/C é a parte da fronteira ∂Γ

cujas faces tem reta normal inserida no interior do cone C∗, dual do cone C. O cone

C∗ consiste dos pontos P ∈ IRn
∗ tal que 〈P, Q〉 ≤ 0, para todo Q ∈ C.
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Exemplo 1.1.14 : Para o conjunto S do exemplo (1.1.13) sua envoltória convexa

Γ = {Q ∈ IRn; q1, q2 ≥ 0, 2q1 + 3q2 ≥ 12}. Notemos que C∗ = IRn
− e que ∂Γ

consiste do segmento que une os pontos Q1 a Q2, e dos raios {(0, 4λ), λ ≥ 1}
e {(6λ, 0), λ ≥ 1}. Logo o subconjunto dominante Γ/IRn

+ é somente o segmento

{Q ∈ IRn; q1, q2 ≥ 0, 2q1 + 3q2 = 12}.

1.2 Transformações Lineares

Buscaremos nesta seção solucionar problemas relacionados com transformações lin-

eares sobre IRn
∗ e IRn, dadas respectivamente, por

P ′ = αP, P ∈ IRn
∗ , (1.13)

Q′ = α∗−1Q, Q ∈ IRn, (1.14)

onde α é uma matriz não singular com αij ∈ IR, e α∗ é a transposta de α.

O produto escalar 〈P,Q〉 com P ∈ IRn
∗ e Q ∈ IRn é preservado pelas trans-

formações (1.13) e (1.14) em IRn
∗ e IRn respectivamente. De fato,

〈P ′, Q′〉 = 〈αP, α∗−1Q〉 = 〈P, α∗α∗−1Q〉 = 〈P, Q〉.

Observemos que as transformações (1.13) e (1.14) são aplicações injetivas dos

espaços IRn
∗ e IRn neles próprio, respectivamente, isto porque a matriz α é não-

singular. Desta forma, subespaços e variedades lineares são levados a subespaços

e variedades lineares de mesma dimensão, em particular, as envoltórias cônica e

convexa. Donde segue a seguinte proposição

Proposição 1.2.1 Sejam S ⊂ IRn, e os conjuntos Γ, U, Γ
(d)
j , S

(d)
j e U

(d)
j . Seja S ′

o conjunto obtido do conjunto S pela transformação (1.14), i.e. S ′ = α∗−1S, e os

correspondentes conjuntos Γ′, U ′, Γ′(d)
j , S ′(d)

j e U ′(d)
j determinados à partir de S ′.

Então Γ′ = α∗−1Γ, Γ′(d)
j = α∗−1Γ

(d)
j , S ′(d)

j = α∗−1S
(d)
j ; U ′ = αU, U ′(d)

j = αU
(d)
j .
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Portanto todas as construções geométricas, vistas na seção 1 deste caṕıtulo, são

invariantes pelas transformações (1.13) e (1.14).

Sejam L(d) um subespaço linear de dimensão d em IRn e S = {Q1, . . . , Qd} uma

base de L(d). Todo vetor Q ∈ L(d) é expresso, de modo único, como combinação

linear Q = λ1Q1 + . . . + λdQd de elementos Q1, . . . , Qd da base S. Os números reais

λ1, . . . , λd são chamados as coordenadas do vetor Q na base S.

Lema 1.2.1 Seja um subespaço linear L(d) em IRn de dimensão d < n, então existe

uma transformação linear (1.14) tal que o subespaço linear α∗−1L(d) tem as mesmas

coordenadas, i.e., para todo Q ∈ L(d) o vetor α∗−1Q tem as mesmas coordenadas

que o vetor Q.

Demonstração: Suponha que L(d) é a envoltória linear dos vetores Q1, . . . , Qd,

i.e., estes vetores formam uma base do subespaço L(d). Completemos com os vetores

Rd+1, . . . , Rn para formar uma base de IRn. Basta, agora, tomarmos a matriz da

transformação (1.14) da forma

α∗ = (Q1 . . . Qd Rd+1 . . . Rn)

onde os vetores Qj e Rk são vetores colunas. Com efeito, temos que

α∗ej = Qj ⇒ ej = α∗−1Qj, j = 1, . . . , d,

onde os vetores ej’s são os j-ésimos vetores unitários de IRn. ¤

Consideremos, agora, em IRn uma translação paralela de S ⊂ IRn ao longo de um

vetor fixo T ∈ IRn, ou seja, o conjunto S ′ = {Q′ ∈ IRn; Q′ = Q+T, Q ∈ S} = S+T .

Seja um conjunto finito em IRn

S = {Q1, . . . , Qs}, (1.15)

e seja d = dim CnvS, então existe um vetor T e uma matriz α tal que o conjunto

α∗−1(S + T ) (1.16)
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está no subespaço linear de dimensão d com as mesmas coordenadas. Esta afirmação

é consequentemente obtida do Lema 1.2.1 tomando o vetor T = −Qj para algum j,

pela definição de dimensão vista na seção 1.

Definamos que um vetor X = (x1, . . . , xn) ≥ 0, quando cada xi ≥ 0. Vejamos

um resultado mais forte do que o visto acima no seguinte lema.

Lema 1.2.2 Dado o conjunto (1.15), existe um vetor T e uma matriz α tal que o

conjunto (1.16) está no ortogonal não-negativo de um subespaço de dimensão d, i.e.

Con{e1, . . . , ed} ⊃ α∗−1(Qj + T ) ≥ 0, j = 1, . . . , s. (1.17)

Demonstração: Pelo comentário acima podemos obter T1 e uma matriz α tal

que os pontos Q′
j = α∗−1(Qj + T1), j = 1, . . . , s estão no subespaço gerado pelos

vetores e1, . . . , ed, onde ej é o j-ésimo vetor unitário de IRn. Sejam rk = min q′kj com

j = 1, . . . , s, k = 1, . . . , d e R = (r1, . . . , rd, 0, . . . , 0); então Q′
j−R ≥ 0, j = 1, . . . , s.

Tomando T = T1 − α∗R, temos

α∗−1(Qj + T ) = α∗−1Qj + α∗−1(T1 − α∗R) = α∗−1(Qj + T1)−R,

como R está subespaço gerado por e1, . . . , ed e Qj−R ≥ 0 ⊂ Con{e1, . . . , ed}, assim

completamos a demonstração. ¤

Lema 1.2.3 Sejam um subconjunto finito S̃ = S ∪ {Qs+1, . . . , Qt} onde S é o sub-

conjunto fronteira (1.15), existem um vetor T̃ e uma matriz α̃ tal que

α̃∗−1(Qj + T̃ ) ≥ 0, j = 1, . . . , t, (1.18)

e o conjunto α̃∗−1(S + T̃ ) ⊂ Con{e1, . . . , ed}.

Demonstração: Pelo Lema 1.2.2 existem um vetor T e uma matriz α satisfazendo
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as inequações (1.17). Seja U(S̃, S) o cone normal do subconjunto fronteira S do con-

junto S̃. A aplicação da transformação Q′ = α∗−1(Q+T ) no conjunto S̃ denotamos

por S̃ ′ e no conjunto S por S ′, assim

U ′ = U(S̃ ′, S ′) = αU(S̃, S).

Se R′ = (r′1, . . . , r
′
n) ∈ U ′, pela relação (1.8), obtemos

r′1 = . . . = r′n = 0, 〈R′, Q′
k〉 < 0, k = s + 1, . . . , t. (1.19)

No hiperplano 〈R′, Q′〉 = 0 escolhemos uma base Vi, . . . , Vn−1 com Vj = ej, j =

1, . . . , d. Então para cada ponto Q′ existem únicos ωj, j = 1, . . . , n − 1, tal que

Q′ =
n−1∑
j=1

ωjVj. No hiperplano H ′ = {Q′ : 〈R′, Q′〉 = −1} tomamos o ponto Q′
0

como a origem. Dáı, cada ponto Q′ ∈ H tem a forma

Q′ = Q′
0 +

n−1∑
j=1

ωjVj. (1.20)

Agora através de cada ponto Q′
k ∈ S̃ ′\S ′ traçamos o raio λQ′

k, λ ≥ 0. De acordo

com (1.19), o raio λQ′
k intercepta o hiperplano H ′ nos pontos que

λ = λk = −〈R′, Q′
k〉−1 > 0, k = s + 1, . . . , t.

Notemos que o conjunto S̃ ′ está na envoltória cônica dos vetores

e1, . . . , ed, λs+1Q
′
s+1, . . . , λtQ

′
t. Mas λkQ

′
k ∈ H ′, por (1.20) temos

λkQ
′
k = Q′

0 +
n−1∑
j=1

ωkjVj, k = s + 1, . . . , t.

Tomando

τj ≤ min
s<k≤t

ωkj, j = 1, . . . , n− 1,
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e

Vn = Q′
0 −

n−1∑
j=1

τjVj,

segue-se que o conjunto S̃ ′ está na envoltória cônica de V1, . . . , Vn. Sejam a matriz

e a transformação linear

β∗ = (V1 . . . Vn), Q′′ = β∗−1Q′,

e considerando

α̃ = βα e T̃ = β∗T,

obtemos a solução do Lema. ¤

1.3 Curvas assintóticas

Sejam ξ e η duas curvas em IRn parametrizadas por um parâmetro τ , i.e.,

ξ(τ) = (ξ1(τ), . . . , ξn(τ)) e η(τ) = (η1(τ), . . . , ηn(τ)).

Definição 1.3.1 Dizemos que as curvas ξ e η são assintóticas uma da outra numa

vizinhança do ponto X0 ∈ IRn, se ξi(τ) → x0
i e ξi(τ) = ηi(τ)(1 + o(1)), i = 1, . . . , n,

quando τ →∞, i.e., lim
τ→∞

ξi(τ)

ηi(τ)
= 1, i = 1, . . . , n.

O termo o(1) está definido no Apêndice A. Temos da definição que as curvas

tendem uma para outra quando uma delas tende para X0 (ver a figura (1.12)).

Definição 1.3.2 A ordem de uma função escalar ξ(τ), τ ∈ (τ0,∞) é o número

p = lim
τ→∞

log |ξ(τ)|
log τ

se o limite existe e é finito.
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Figura 1.12: Comportamento de curvas assintóticas.

Quando a ordem p é positivo (p > 0), temos que |ξ(τ)| → ∞ e quando p < 0 a

função |ξ(τ)| tende para zero.

De mesmo modo, definimos a ordem de uma curva vetorial Ξ(τ) = (ξ1(τ), · · · , ξn(τ))

sendo o vetor P = (p1, . . . , pn) onde pi é a ordem de ξi(τ).

Exemplo 1.3.1 : A função dada por ξ(τ) = bτµ (e também ξ(τ) = bτµ(1 + o(1)))

tem ordem p = µ, visto que

p = lim
τ→∞

log |bτµ|
log τ

= lim
τ→∞

(
log |b|
log τ

+ µ
log |τ |
log τ

)
= µ.

1.4 Truncamentos de funções

Chamaremos o vetor Q = (q1, . . . , qn), onde qi ∈ IR, o (vetor) expoente ou

potência do monômio

XQ = xq1

1 xq2

2 . . . xqn
n .

Consideraremos sempre que X ∈ IRn.

Seja S ⊂ IRn um subconjunto discreto. Consideremos a função dada por

f(X) =
∑

fQXQ, Q ∈ S, (1.21)
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onde os coeficientes fQ da soma são números reais ou complexos. Assumimos que

cada vetor potência Q corresponde a um único termo fQXQ com fQ 6= 0. Desta

forma, dizemos que o conjunto S é o suporte da função (1.21).

Definição 1.4.1 A envoltória convexa externa do conjunto S é dita poliedro de

Newton da função f, e denotaremos por Γ(f).

De acordo com a definição (1.1.4) vimos que a fronteira ∂Γ consiste de faces

Γ
(d)
j ; e que para cada face Γ

(d)
j corresponde um subconjunto fronteira S

(d)
j , um cone

tangente T
(d)
j e um cone normal U

(d)
j . Se P ∈ U

(d)
j , então SP = S

(d)
j . Para cada

subconjunto fronteira S
(d)
j do conjunto S existe uma correspondente subsoma

f̂P = f̂
(d)
j =

∑
fQXQ, Q ∈ S

(d)
j (1.22)

da função (1.21), que chamaremos de truncamento da função (1.21) com respeito a

ordem P .

Exemplo 1.4.1 : Seja

f(x1, x2, x3) = x2
1 + x2

2 + x2
3 + x1x2x3.

Temos que o suporte da função f é dado por S = {Q1 = (2, 0, 0), Q2 = (0, 2, 0), Q3 =

(0, 0, 2), Q4 = (1, 1, 1)} e que o poliedro de Newton da função f é o tetraedro, cujos

vértices são os pontos de S. Para P1 = (1, 1, 1), obtemos que

SP1 = Q4 = S
(0)
4 ,

assim

f̂P1 = x1x2x3.

Para P2 = (−1,−1,−1), obtemos que

SP2 = {Q1, Q2, Q3} = S
(2)
1 ,
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assim

f̂P2 = x2
1 + x2

2 + x2
3.

De modo análogo, temos também que

f̂P3 = x2
1 + x2

2 + x1x2x3, se P3 = (1, 0, 0).

Tomando xi = τ pi , i = 1, . . . , n, na potência XQ, tem-se

XQ = τ p1q1+...+pnqn = τ 〈P,Q〉,

logo a função (1.21) toma a forma

f(τ p1 , . . . , τ pn) =
∑

fQτ 〈P,Q〉, Q ∈ S. (1.23)

Comentário 1.4.1 Os truncamentos no Exemplo (1.4.1) são diferentes para duas

ordens P1 = (−1,−1,−1) e P2 = (1, 1, 1) que diferem apenas pelo sinal. Esta

diferença se dá, pois se tomarmos a curva assintótica da forma

x1 = b1τ(1 + o(1)), x2 = b2τ(1 + o(1)), x3 = b3τ(1 + o(1))

cuja ordem é o vetor P2, temos que quando τ →∞, implica x1, x2, x3 →∞. Porém

o vetor P1 corresponde a curva

x1 = b1τ
−1(1 + o(1)), x2 = b2τ

−1(1 + o(1)), x3 = b3τ
−1(1 + o(1))

e x1, x2, x3 → 0, quando τ →∞.

Propriedades 1.4.1 (i) f̂P é homogênea com respeito a ordem P , i.e.,

f̂P (b1τ
p1 , . . . , bnτ pn) = f̂P (b1, . . . , bn)τ cP ,

onde cP = sup
Q∈S

〈P, Q〉.
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(ii) Se f̂P (b1, . . . , bn) 6= 0 então

f̂P (b1τ
p1(1 + o(1)), . . . , bnτ pn(1 + o(1))) = f̂P (b1, . . . , bn)τ cP + o(1)τ cP .

(iii)fP (b1τ
p1(1 + o(1)), . . . , bnτ

pn(1 + o(1))) = f̂P (b1, . . . , bn)τ cP + o(1)τ cP .

Demonstração: (i) Basta observar que para Q ∈ SP tem-se 〈P, Q〉 = cP .

(ii) Usando as propriedades B e C do Apêndice A, segue que o(1)µ ≡ o(1), para

todo µ > 0 e µo(1) ≡ o(1), para todo µ ∈ IR\{0}, e como

f̂P (b1τ
p1(1 + o(1)), . . . , bnτ

pn(1 + o(1))) = f̂P (b1τ
p1 , . . . , bnτ

pn) +

+ f̂P (b1τ
p1o(1), . . . , bnτ

pno(1)),

tem-se o resultado por (i).

(iii) Pela equação (1.23), temos que

f(b1τ
p1(1 + o(1)), . . . , bnτ

pn(1 + o(1))) =
∑
Q∈S

fQBQτ 〈P,Q〉(1 + o(1)), (1.24)

dividindo o somatório do lado direito da equação (1.24), de tal forma que um so-

matório tenha Q ∈ SP e o outro Q ∈ S/SP , assim

f(b1τ
p1(1 + o(1)), . . . , bnτ pn(1 + o(1))) =

∑
Q∈SP

fQBQτ 〈P,Q〉(1 + o(1)) +

∑

Q∈S/SP

fQBQτ 〈P,Q〉(1 + o(1)).

Afirmamos que
∑

Q∈S/SP

fQBQτ 〈P,Q〉(1 + o(1)) = o(1)τ cP . Com efeito,

∑

Q∈S/SP

fQBQτ 〈P,Q〉 = o(1)(τ cP −
∑

Q∈S/SP

fQBQτ 〈P,Q〉),

o que equivale a dizer

o(1) =

∑

Q∈S/SP

fQBQτ 〈P,Q〉

τ cP −
∑

Q∈S/SP

fQBQτ 〈P,Q〉 =

∑

Q∈S/SP

fQBQτ 〈P,Q〉−cP

1−
∑

Q∈S/SP

fQBQτ 〈P,Q〉−cP

,
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lembrando que cP = sup
R∈S

〈P, R〉 > 〈P,Q〉 para todo Q ∈ S/SP , verifica-se a afirmação.

Desta forma, segue-se da equação (1.24),

f(b1τ
p1(1 + o(1)), . . . , bnτ pn(1 + o(1))) =

∑
Q∈SP

fQBQτ 〈P,Q〉(1 + o(1)) + o(1)τ cP

= f̂P (b1τ
p1(1 + o(1)), . . . , bnτ pn(1 + o(1)))

+o(1)τ cP

= f̂P (b1, . . . , bn)τ cP + o(1)τ cP + o(1)τ cP

= f̂P (b1, . . . , bn)τ cP + o(1)τ cP .

¤

Observemos que a propriedade (iii) expressa a essência do truncamento: a partir

de f̂ determinamos o comportamento assintótico da função f sobre uma curva de

ordem P .

Teorema 1.4.1 Se a curva

xi = biτ
pi(1 + o(1)), i = 1, . . . , n, (1.25)

com P = (p1, . . . , pn) 6= 0 é uma solução da equação f(X) = 0, então

xi = biτ
pi , i = 1, . . . , n, (1.26)

é uma solução da equação truncada correspondente f̂P (X) = 0.

Demonstração: A prova segue das propriedades do truncamento. ¤

Do Teorema 1.4.1 obtemos que o vetor coeficiente B = (b1, . . . , bn) de uma

solução da equação f(X) = 0 deve ser uma raiz da equação f̂P (B) = 0. Isto sug-

ere uma condição na procura de soluções assintóticas expandidas (1.25) (ou locais

(1.26)) para a equação f(X) = 0.
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Caṕıtulo 2

Soluções assintóticas para sistemas
de EDOs

2.1 Definições e forma normal

Consideremos o sistema autônomo de n-equações diferenciais ordinárias

dx1

dt
≡ ẋ1 = ϕ1(x1, · · · , xn)

dx2

dt
≡ ẋ2 = ϕ2(x1, · · · , xn) (2.1)

...
dxn

dt
≡ ẋn = ϕn(x1, · · · , xn),

onde ϕi são funções reais anaĺıticas numa vizinhança da origem. Tomando-se X =

(x1, . . . , xn) e Φ(X) = (ϕ1, . . . , ϕn), temos o sistema (2.1) na forma vetorial

Ẋ = Φ(X), (2.2)

Definição 2.1.1 Uma solução do sistema é uma função vetorial X(t) que satisfaz

(2.2) com curva integral X = Ξ(τ) onde τ é a parametrização da curva. A curva

integral satisfaz o sistema (2.2) com a substituição de variável τ = τ(t).
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Uma curva integral X = Ξ(τ) é dita trivial se Φ(Ξ(τ)) = 0, curvas integrais que

não satisfazem esta propriedade são ditas não triviais.

Se Φ(X0) 6= 0 então X0 é dito um ponto simples ou regular do sistema (2.2), se

Φ(X0) = 0 então X0 é dito um ponto singular ou de equiĺıbrio.

Nosso estudo será realizado numa vizinhança de um equiĺıbrio X0, visto que

numa vizinhança de um ponto regular (ou ponto simples) pelo Teorema do Fluxo

Tubular existe uma mudança de variáveis

xi = ξi(Y ), ξ0
i (0) = X0, Y = (y1, · · · , yn)

tal que o sistema (2.1) é transformado em

ẏ1 = 1, ẏj = 0 j = 2, · · · , n,

e desta forma o fluxo é bastante simples.

Quando X0 é um ponto de equiĺıbrio do sistema (2.2) então pela translação

X = X0 + X̃ próximo do ponto X0 e desenvolvendo em série de Taylor a função

Φ(X) nos dá

Φ(X) = Φ(X0) + DΦ(X0)(X −X0) + Φ̃(X̃)

= DΦ(X0)X̃ + Φ̃(X̃),
.

Assim o sistema (2.2) numa vizinhança do equiĺıbrio X0 é equivalente ao sistema

˙̃
X = DΦ(X0)X̃ + Φ̃(X̃) (2.3)

onde lim
|X̃|→0

Φ̃(X̃)

|X̃|
= 0, isto é, para todo ε > 0 existe δε > 0, tal que |Φ̃(X̃)| < ε|X̃|

sempre que |X̃| < δε.

Seja chapeuΦ(X̃) = Φ̃(X̃)|X̃|, então Φ̂ = o(|X̃|2), visto que

∣∣∣∣∣
Φ̂(X̃)

|X̃|2

∣∣∣∣∣ <

∣∣∣∣∣
Φ̃(X̃)

|X̃|

∣∣∣∣∣ < ε sempre que |X̃| < δε.
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Fazendo A = DΦ(X0) e escrevendo simplesmente X ao invés de X̃ para não

sobrecarregar a notação, temos que o sistema (2.2), para X próximo de X0, assume

a forma (2.3) ou simplesmente

Ẋ = AX + Φ̃(X). (2.4)

Uma pergunta natural surge: se é posśıvel simplificar o sistema (2.4) através de

uma mudança invert́ıvel de coordenadas que aplica o equiĺıbrio nele próprio? Ou

seja, é posśıvel obter um sistema de equações diferenciais ordinárias mais simples do

que (2.4) na forma

Ẏ = CY + Ψ(Y ), com Ψ(0) = 0 (2.5)

por uma mudança de coordenadas da forma

X = BY + Ξ(Y ), com Ξ(0) = 0 (2.6)

onde B é uma matriz inverśıvel n×n e Ξ consiste de uma série de potência somente

com termos não lineares.

Vejamos como responder a questão no caso, consideravelmente mais simples,

quando o sistema (2.1) é linear.

Sabemos que qualquer matriz é semelhante a uma matriz de Jordan J , isto é,

existe uma matriz não-singular P tal que J = P−1AP . Toda matriz de Jordan J é

escrita da forma J = diag(J1, · · · , Js) onde

Ji =




λi 0 · · · 0
σi λi · · · 0
...

. . . . . .
...

0 · · · σi λi


 (2.7)

onde λ1, · · · , λs ∈ lC são os autovalores de A e σi = 1 ou 0.

Assim, tomando a mudança em (2.6) por

X = PY
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temos

Ẋ = PẎ =⇒ Ẏ = P−1Ẋ = P−1AX = P−1APY = JY =⇒ Ẏ = JY.

Logo

ẏ1 = λ1y1

ẏi = λiyi + σiyi−1 i = 2, · · · , n,

o qual é relativamente simples em relação ao sistema inicial Ẋ = AX.

Supondo que a matriz A da equação (2.4) está na forma de Jordan, adotemos as

seguintes notações :

(a) Λ = (λ1, · · · , λn) com λi elementos da diagonal de A, i.e., os autovalores de A;

(b) ψj = yjgj(Y ) ≡ yj

∑
Q∈Nj

gjQY Q, j = 1, · · · , n onde Q = (q1, · · · , qn) e Y Q =

yq1

1 , · · · , yqn
n . Sendo

Nj = {Q ∈ Zn; qj ≥ −1, qk ≥ 0 (k 6= j), ||Q|| ≥ 0}

com ||Q|| = q1 + · · · + qn. Então yjgj são séries de potência sem termos con-

stantes e lineares;

(c) ϕi(X) = xifi ≡ xi

∑
fiQXQ;

(d) ξi(Y ) = yihi ≡ yi

∑
hiQY Q.

Definição 2.1.2 O sistema formal (2.5) é dito que está na forma normal se giQ =

0 para todo 〈Q, Λ〉 6= 0, i.e.,

ψj = yj

∑

〈Q,Λ〉=0

gjQY Q, j = 1, · · · , n
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Dizemos que os termos yjgjQY Q com 〈Q, λ〉 = 0 são termos resonantes. Assim,

a forma normal é um sistema (2.5), onde a parte não -linear consiste somente dos

termos resonantes.

Teorema 2.1.1 Existe uma transformação formal de coordenadas

xi = yi + ξi(Y ), i = 1, · · · , n (2.8)

tal que o sistema de equações diferenciais formal

ẋi = λixi + σixi−1 + ϕi(X), i = 1, · · · , n (2.9)

torna-se num sistema na forma normal

ẏi = λiyi + σiyi−1 + ψi(Y ), i = 1, · · · , n (2.10)

onde giQ = 0 se 〈Q, Λ〉 6= 0. E se os coeficientes hiQ para os quais 〈Q, Λ〉 = 0 são

dados arbitrariamente, então hiQ e giQ estão unicamente determinados.

Demonstração: Derivando (2.8) e igualando a (2.9) obtemos

n∑
j=1

∂(yi + ξi)

∂yj

ẏj = λixi + σixi−1 + ϕi(X).

Levando em conta (2.10) segue que

n∑
j=1

∂(yi + ξi)

∂yj

[λjyi+yj−1+ψj(Y )] = λi(yi+ξi(Y ))+σi[yi−1+εi−1(Y )]+ϕi(Y +Ξ(Y )).

Dáı

λiyi + σiyi−1 + ψi(Y ) +
n∑

j=1

∂ξi

∂yj

[λjyj + σjyj−1 + ψj(Y )] =

λiyi + λiξi(Y ) + σiyi−1 + σiεi−1(Y ) + ϕi(Y + Ξ(Y ))
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então

λiyi + σiyi−1 + yigi +
n∑

j=1

∂(yihi)

∂yj

[λjyj + σjyj−1 + yjgj] =

λiyi + λiyihi + σiyi−1 + σiyi−1hi−1 + ϕi(y1 + y1h1, · · · , yn + ynhn).

Agrupando e reorganizando os termos, obtemos

yigi + yi

n∑
j=1

∂hi

∂yj

λjyj = −hiσiyi−1 − hiyigi − yi

n∑
j=1

∂hi

∂yj

yjgj − yi

n∑
j=1

∂hi

∂yj

σjyj−1

+ σiyi−1hi−1 + ϕi(y1 + y1h1, · · · , yn + ynhn). (2.11)

Considerando os coeficientes de yiY
Q na i-ésima equação (2.11), temos

giQ + hiQ〈Q, Λ〉 = −σihi(Q−ei−1) −
∑

P+R=Q

hiP giR −
∑

P+R=Q

hiP

n∑
j=1

pjgjR −

−
n∑

j=1

hi(Q−ei−1)(qj + 1)σj + σih(i−1)(Q−ei−1) + {ϕi}Q, (2.12)

Q ∈ Ni, i = 1, · · · , n,

onde ei−1 é o (i − 1)-ésimo vetor unitário e {ϕi}Q são os coeficientes de yiY
Q na

série ϕi(Y + Ξ).

Podemos colocar uma ordem sobre os vetores reais n-dimensionais da seguinte

forma: um vetor P precede um vetor Q, ′′P < Q′′ se a primeira diferença não nula

do seguinte conjunto {||Q|| − ||P ||, q1 − p1, · · · , qn−1 − pn−1} é positiva.

Lembrando que ||Q|| = q1+, · · · , +qn e que N = N1∪. . .∪Nn com Nj = {Q | qj ≥
−1, qk ≥ 0 (k 6= j), ||Q|| ≥ 0}, observa-se que para cada Q ∈ N , existe somente um

número finito de elementos em N que precede Q. Assim, no lado direito da equação

(2.12), hiP e gjR são tomados apropriados tal que os vetores P e R precedem o vetor

Q. Isto é sempre correto para a primeira, quarta e quinta parcela da soma do lado

direto de (2.12), pois Q−e(i−1) precede Q, já a segunda e terceira parcelas basta que

46



||P ||+ ||R|| = ||Q|| e ||P ||, ||R|| > 0, assim ||P ||, ||R|| < ||Q||, logo P e R precedem

Q. Finalmente, a sexta parcela, {ϕi}Q contem somente hjP tais que, ||P || < ||Q||,
pois a série não contém termos lineares.

Seja ciQ o lado direito da equação (2.12). Pela ordem implantada temos que

giQ + hiQ〈Q, Λ〉 = ciQ, Q ∈ Ni (2.13)

são unicamente determinados.

Podemos resolver a equação (2.13) assim:

Se 〈Q, Λ〉 6= 0, então giQ = 0 e hiQ = ciQ/〈Q, Λ〉;

Se 〈Q, Λ〉 = 0, então giQ = ciQ e hiQ é arbitrário.

Isto é, os coeficientes giQ são diferentes de zero somente para os vetores resonantes

a Q, justamente como o teorema sugere. ¤

Exemplo 2.1.1 (Caso unidimensional n = 1) : Consideremos a equação

ẋ = λx + a2x
2 + a3x

3 + . . . (2.14)

com λ 6= 0, x ∈ IR. Introduzimos uma transformação formal

x = y + α2y
2 + α3y

3 + . . . (2.15)

onde α2 =
a2

λ
e α3 =

a2
2

λ
+

a3

2λ
. Diferenciando (2.15) e substituindo em (2.14), segue

ẏ(1 + 2α2y + 3α3y
2 + . . .) = λy + (λα2 + a2)y

2 + (λα3 + 2α2a2 + a3)y
3 + . . .

Donde

ẏ = λy + (a2 − λα2)y
2 + (a3 + 2λα2

2 − 2λα3)y
3 + . . .

= λy + . . .

logo é obtido uma normalização de 3o grau para a equação (2.14).
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2.2 Soluções assintóticas para sistemas de EDOs

Consideremos os sistemas autônomo de equações diferenciais ordinárias (2.1) na

forma vetorial (2.4) definido na vizinhança de um ponto de equiĺıbrio X0.

Seja o número inteiro d, 0 ≤ d < n. Suponhamos, agora, que o sistema (2.1) é

da seguinte forma:

ẋi = ϕi(X), i = 1, · · · , d

ẋj = xjfj(X), j = d + 1, · · · , n. (2.16)

onde ϕi e fj são funções num aberto U ⊂ IRn.

Comentário 2.2.1 Este sistema tem (n− d)-hiperplanos invariantes

xj = 0, j = d + 1, . . . , n. (2.17)

Sua intersecção

xd+1 = . . . = xn = 0 (2.18)

é também um subespaço invariante.

Deste comentário escrevemos a segunda equação de (2.16), na forma logaŕıtmica,

isto é
d

dt
(log xj) = fj(X), j = d + 1, · · · , n.

Tomando X = (X ′, X ′′), com X ′ = (x1, . . . , xd) e X ′′ = (xd+1, . . . , xn) e denotando

log X = (log x1, . . . , log xn) o sistema vetorial (2.16) assume a forma

Ẋ ′ = Φ′(X)

d

dt
(log X ′′) = F ′′(X) (2.19)

onde F ′′ = (fd+1, · · · , fn) e Φ(X) = (Φ′(X), Φ′′(X)) ∈ IRd × IRn−d com Φ′(X) =

(ϕ1(X), . . . , ϕd(X)) e Φ′′(X) ≡ 0.
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Notemos que quando X ′′ = 0 os pontos da forma X = (X ′, 0) estão no subespaço

invariante (2.18), denotemos X = (X ′, 0) ≡ X ′ e também

Ẋ ′ = Φ′(X ′, 0) ≡ Φ̂′(X ′)
d

dt
(log X ′′) = F ′′(X ′, 0) ≡ F̂ ′′(X ′). (2.20)

Pela substituição X = X0 + X̃, escrevemos a primeira equação do sistema (2.19)

na seguinte forma

ẋi = Dϕi(X
0)X + ϕ̃i(X) i = 1, · · · , d (2.21)

onde ϕ̃i(X) é o resto da fórmula de Taylor. Sendo Φ̃(X) =




ϕ̃1(X)
...

ϕ̃d(X)


 o sistema

(2.21) é equivalente a




ẋ1
...

ẋd


 =




∂ϕ1

∂x1

(X0) . . .
∂ϕ1

∂xd

(X0)
∂ϕ1

∂xd+1

(X0) . . .
∂ϕ1

∂xn

(X0)

...
. . .

...
...

. . .
...

∂ϕd

∂x1

(X0) . . .
∂ϕd

∂xd

(X0)
∂ϕd

∂xd+1

(X0) . . .
∂ϕd

∂xn

(X0)







x1
...

xd

xd+1
...

xn




+ Φ̃(X),

fazendo DX′ϕi(X
0) =

(
∂ϕi

∂x1

, · · · ,
∂ϕi

∂xd

)
e DX′′ϕi(X

0) =

(
∂ϕi

∂xd+1

, · · · ,
∂ϕi

∂xn

)
, i =

1, · · · , d, o sistema acima é equivalente a

Ẋ ′ =




DX′ϕ1(X
0) DX′′ϕ1(X

0)
...

...
DX′ϕd(X

0) DX′′ϕd(X
0)







X ′

X ′′


 + Φ̃(X).

Das outras n − d equações do sistema (2.19), desenvolvendo a função F ′′(X),

definida na equação (2.20), em série de Taylor em torno do ponto X0, tem-se

d

dt
log X ′′ = F ′′(X0) + DF ′′(X0)(X −X0) + . . .
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fazendo-se F̃ ′′(X) = DF ′′(X0)(X − X0) + . . . e Λ′′ = F ′′(X0) e introduzindo as

notações

A11 =




DX′ϕ1(X
0)

...
DX′ϕd(X

0)


 e A12 =




DX′′ϕ1(X
0)

...
DX′′ϕd(X

0)


 ,

segue-se que o sistema (2.19) numa vizinhança do ponto X0 é equivalente ao sistema

Ẋ ′ = A11X
′ + A12X

′′ + Φ̃(X),

d

dt
log X ′′ = Λ′′ + F̃ ′′(X). (2.22)

Comparando os sistema (2.1) com (2.19) e suas equações vetoriais, respectiva-

mente (2.4) com (2.22), temos

A = DΦ(X0) =




A11 A12

∂ϕd+1

∂x1

(X0) . . .
∂ϕd+1

∂xd

(X0)
∂ϕd+1

∂xd+1

(X0) . . .
∂ϕd+1

∂xn

(X0)

...
. . .

...
...

. . .
...

∂ϕn

∂x1

(X0) . . .
∂ϕn

∂xd

(X0)
∂ϕn

∂xd+1

(X0) . . .
∂ϕn

∂xn

(X0)




Mas,

∂ϕj

∂xi

(X0) =





xj
∂f

∂xi

(X0), 1 ≤ i ≤ d

fj(X
0) + xj

∂f

∂xi

(X0), i = j

xj
∂f

∂xi

(X0), i 6= j e d + 1 ≤ j ≤ n

quando X0 = (X0′ , 0), isto é, xd+1 = . . . = xn = 0 temos

∂ϕj

∂xi

=





0, i 6= j
d + 1 ≤ j ≤ n

fj(X
0), i = j

portanto A =

(
A11 A12

0 A22

)
onde A22 = diag (fd+1(X

0), · · · , fn(X0)).
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Notemos que os valores λj = fj(X
0), j = d + 1, · · · , n são autovalores da matriz

A.

Definição 2.2.1 Uma curva integral X = Ξ(τ) do sistema (2.22) que tende para

o ponto de equiĺıbrio X0 = 0 quando τ → +∞ e tal que as (n − d)-últimas com-

ponentes de Ξ(τ) são diferentes de zero para todo τ ≥ τ0, a chamaremos de curva

h-assintótica.

Pelo Comentário 2.2.1, se alguma componente xi(τ) = 0, para algum i =

d + 1, . . . , n e algum τ , então a curva estará no hiperplano invariante (2.17), isto é,

xi(τ) ≡ 0, para todo τ ≥ τ0. Conseqüentemente uma curva integral h-assintótica

X = Ξ(τ) não intercepta o subespaço invariante (2.18), mas se aproxima infinite-

sialmente dele.

Teorema 2.2.1 Seja Λ′′ = F ′′(X0) 6= 0 no sistema (2.22) e X = Ξ(τ) uma curva

integral h-assintótica não-trivial, que tem a parte Ξ′′(τ) com ordem vetorial P ′′ 6= 0.

Então existe κ ∈ IR\{0}, tal que

Λ′′ = κP ′′.

Demonstração: Sendo Λ′′ 6= 0 então um dos números λd+1, · · · , λn é diferente

de zero, sem perda de generalidade suponha que λn 6= 0. Seja Ξ = (ξd+1, . . . , ξn) e

pj a ordem de ξj, j = d + 1, · · · , n. Temos, por definição

lim
τ→∞

log |ξj(τ)|
log |ξn(τ)| =

lim
τ→∞

(log |ξj(τ)|/ log τ)

lim
τ→∞

(log |ξn(τ)|/ log τ)
=

pj

pn

, j = d + 1, · · · , n. (2.23)

Por outro lado, como Ξ é uma curva integral não-trivial do sistema (2.23), então

d

dt
log |ξj| = λj + f̃j(Ξ)

onde f̃j é uma componente da função vetorial F̃ ′′, mas

F̃ ′′(Ξ) −→ 0, quando Ξ → 0.
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Assim f̃j(Ξ) −→ 0 quando cada ξj → 0. Como lim
τ→∞

ξj = 0, pois a curva integral é

h-assintótica, tem-se

d

dt
log |ξj| = λj + f̃j(Ξ) −→ λj quando τ →∞.

Usando L’Hôpital em (2.23), temos

lim
τ→∞

log |ξj|
log |ξn| = lim

τ→∞
d(log |ξj|)/dt

d(log |ξn|)/dt
=

λj

λn

, j = d + 1, · · · , n,

isto é,
pj

pn

=
λj

λn

, j = d + 1, · · · , n o que implica

λj =
λn

pn

pj, j = d + 1, · · · , n

tomando κ =
λn

pn

tem-se o resultado. ¤

Corolário 2.2.1 Seja o sistema (2.22) com Λ′′ 6= 0 e uma curva integral h-assintótica

não-trivial que tem a parte Ξ′′(τ) com ordem vetorial P 6= 0, então Λ′′ ≤ 0 ou

Λ′′ ≥ 0.

Demonstração: De fato, como a curva integral h-assintótica tende para zero

quando τ →∞, isto é, lim
τ→∞

ξj(τ) = 0. Assim a razão

log |ξj|
log τ

≤ 0, ∀j = d + 1, · · · , n

para τ suficientemente grande, logo

lim
τ→∞

log |ξj|
log τ

≤ 0, j = d + 1, · · · , n.

Por definição , P ′′ ≤ 0 e pelo Teorema 2.2 Λ′′ = κP ′′ então ou Λ′′ ≤ 0 ou Λ′′ ≥ 0,

ou seja, tem sempre o mesmo sinal. ¤

Consideremos os seguintes quatro casos do vetor Λ′′ = (λd+1, · · · , λn).
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H1) λd+1, · · · , λn são não nulos e possuem o mesmo sinal, i.e., Λ′′ > 0 ou Λ′′ < 0;

H2) Existem λi 6= 0 e λj 6= 0 (i 6= j) de sinais diferentes, i.e., λi = −sinal(λj);

H3) Existe pelo menos um λi = 0 e um λj 6= 0, porém todos λj 6= 0 tem o mesmo

sinal, i.e., Λ′′ 6= 0 e cada Λ′′ ≥ 0 e Λ′′ ≯ 0 ou Λ′′ ≤ 0 e Λ′′ ≮ 0;

H4) Λ′′ = 0.

Teorema 2.2.2 No caso H1 o sistema (2.22) tem pelo menos uma famı́lia de (n−
d− 1)-parâmetros de curvas h-assintóticas não-trivial X = Ξ(τ) com

ξj(τ) = bjτ
pj(1 + o(1)), bj 6= 0, pj = −λj/λn, j = d + 1, · · · , n. (2.24)

onde bn = ±1 e bd+1, · · · , bn−1 podem ser tomados como os parâmetros da famı́lia.

Demonstração: Consideremos Λ′′ > 0, o que pode ser sempre obtido pela mu-

dança de sinal no tempo t, pois na equação (2.19),
dxj

dt
= xjf(X), fazendo t = −s

e utilizando a regra da cadeia temos

dxj

dt
= −dxj

ds
= xj(s)f(X) ⇒ dxj

ds
= xj(s)(−f(X)).

Tome λ1, · · · , λd os autovalores da matriz A11, reorganizados de tal forma que

Reλi ≤ 0, i = 1, · · · , l;

Reλj > 0, j = l + 1, · · · , d.

Aplicando a transformação de Jordan X ′ −→ Y ′, reduzimos A11 para sua forma

de Jordan. Temos que a matriz A do sistema (2.22) com coordenadas (Y ′, X ′′) é

diagonal superior, cujos autovalores satisfazem Reλi ≤ 0, i = 1, · · · , l e Reλj > 0,

j = l + 1, · · · , n. Utilizando o Teorema de Dulak [6] o sistema (2.22) tem soluções

da forma

yi = ψi(yl+1, · · · , yd, xd+1, · · · , xn), i = 1, · · · , l (2.25)
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onde a série de Taylor para ψi não contém constantes nem termos lineares.

Utilizando o Teorema 2.1.1, existe uma mudança de coordenadas normal

yj = zj + ζj(zl+1, · · · , zn), j = l + 1, · · · , d

xk = zk[1 + hk(zl+1, · · · , zn)], k = d + 1, · · · , n, (2.26)

que reduz o sistema (2.22) para a forma normal

żj = λjzj + σjzj−1 + ωj(zl+1, · · · , zn), j = l + 1, · · · , d

żk = zk[λk + pk(zl+1, · · · , zn)], k = d + 1, · · · , n, (2.27)

onde ωj e pk são polinômios nas variáveis zl+1, · · · , zn, sendo que pk é o somatório

de termos da forma Ckz
ql+1

l+1 . . . zqn
n , tal que

ql+1λl+1 + . . . + qnλn = 0 (2.28)

com ql+1, · · · , qn inteiros tal que qj ≥ −1 e ql+1 + . . . + qn ≥ 1. Como todo

Reλl+1, . . . , Reλn > 0, então a equação (2.27) não tem solução , i.e., pk ≡ 0.

Portanto o sistema (2.27) tem solução da forma

zj = zj(t), j = l + 1, · · · , d; zk(t) = cke
λkt, k = d + 1, · · · , n

onde ck são constantes arbitrárias. Observe que esta solução tende para zero quando

t → −∞, com efeito, Reλk > 0, k = d+1, · · · , n. Definimos a curva integral dada

pela parametrização

τ =
1

|zn(t)| ⇒ t = t(τ) = − 1

λn

log(cnτ)

o que implica

zj = zj(t(τ)) = zj

(
− 1

λn

log(cnτ)

)
≡ ηj(τ), j = l + 1, · · · , d,

zk = cke
λkt(τ) = cke

− λk
λn

log(cnτ) ≡ bkτ
pk , pk = −λk/λn, k = d + 1, · · · , n, (2.29)
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onde bn = ±1 e bd+1, · · · , bn−1 são constantes arbitrárias.

Note que a curva integral (2.29) tende para zero quando τ → +∞. Retornando

para as coordenadas Y ′, X ′′ por meio das fórmulas (2.26) e (2.25), e então para as

coordenadas X por meio da inversa da transformação de Jordan Y ′ −→ X ′, a curva

integral (2.29) é transformada para a curva (2.24) com os mesmos valores ρj e bj. ¤
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Caṕıtulo 3

Transformações Potências

3.1 Definição e Propriedades

Definição 3.1.1 Seja α = (αij) uma matriz quadrada de dimensão n com elemen-

tos reais αij e det α 6= 0. A transformação

yi = xαi1
1 . . . xαin

n , i = 1, . . . , n, (3.1)

é chamada transformação potência com matrix α.

A transformação inversa

xi = yβi1
1 . . . yβin

n , i = 1, . . . , n, (3.2)

é também uma transformação potência com matrix β = (βij) = α−1. Se intro-

duzirmos os vetores log X = (log x1, . . . , log xn) e log Y = (log y1, . . . , log yn), onde

X = (x1, . . . , xn) e Y = (y1, . . . , yn), então as transformações potências (3.1) e (3.2)

são transformações lineares destes vetores, i.e.,

log Y = α log X e log X = β log Y. (3.3)

Propriedades 3.1.1 Sejam as transformações (3.1) e (3.2),
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(i) Se XQ = Y Q̃, então

Q̃ = β∗Q (3.4)

onde β∗ é a matriz transposta de β.

(ii) A curva

xi(τ) = biτ
pi(1 + o(1)), bi 6= 0, i = 1, . . . , n, τ →∞, (3.5)

com ordem vetorial P = (p1, . . . , pn) é transformada na curva

yi(τ) = b̃iτ
p̃i(1 + o(1)), b̃i 6= 0, i = 1, . . . , n, (3.6)

tal que

P̃ = (p̃i, . . . , p̃n) = αP e log B̃ = α log B (3.7)

onde P̃ é a ordem vetorial de (3.6).

(iii) A transformação (3.1) é uma aplicação injetiva do conjunto

{X : 0 < |xi| < ∞, i = 1, . . . , n} sobre o conjunto {Y : 0 < |yi| < ∞,

i = 1, . . . , n}.

(iv) Seja a transformação potência

zi = yγi1
1 yγi2

2 . . . yγin
n , i = 1, . . . , n, (3.8)

com matriz γ = (γij). Então as coordenadas Z são obtidas das coordenadas X pela

transformação potência com matriz γα, i.e., as transformações potências formam

um grupo.

Demonstração: (i) Com efeito,

XQ = exp〈log X,Q〉 = exp〈β log Y, Q〉 = exp〈log Y, β∗Q〉 = Y β∗Q.

(ii) Aplicando logaritmo em (3.5), temos

log X = log B + (P + o(1)) log τ
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e em (3.6), temos

log Y = log B̃ + (P̃ + o(1)) log τ,

por outro lado

log Y = α log X = α log B + (αP + o(1)) log τ

donde segue as transformações lineares (3.7).

(iii) Segue da linearidade das equações (3.3).

(iv) Substituindo a transformação (3.1) em (3.8), temos que

zi = (xα11
1 . . . xα1n

n )γi1(xα21
1 . . . xα2n

n )γi2 . . . (xαn1
1 . . . xαnn

n )γin ,

= (xα11γi1
1 . . . xα1nγi1

n )(xα21γi2
1 . . . xα2nγi2

n ) . . . (xαn1γin
1 . . . xαnnγin

n ),

= x
(α11γi1+α21γi2+...+αn1γin)
1 . . . x(α1nγi1+α2nγi2+...+αnnγin)

n ,

= x
(
∑n

k=1 γikαk1)
1 . . . x(

∑n
k=1 γikαkn)

n , i = 1, . . . , n.

Considerando c = γα, assim cij =
n∑

k=1

γikαkj, logo

zi = xci1
1 . . . xcin

n , i = 1, . . . , n,

o que prova a propriedade. ¤

3.2 Transformação potência e truncamento

de funções

Veremos algumas relações entre transformações potências e truncamento de

funções para funções desenvolvidas em séries de potências. Notemos que pela pro-

priedade (i) acima, sob a transformação potência (3.1), os vetores expoentes são

submetidos a transformações lineares. Assim, segue o seguinte lema
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Lema 3.2.1 A série

f(X) =
∑

fQXQ, Q ∈ S, (3.9)

pela transformação (3.2), torna-se a série

g(Y ) =
∑

gQ̃Y Q̃, Q̃ ∈ S̃, (3.10)

onde Q̃ = β∗Q, S̃ = β∗S, e gQ̃ = fQ.

Demonstração: Segue da propriedade (i) da seção anterior. ¤

Definição 3.2.1 Seja f definida por (3.9) e Γ = Γ(f) a envoltória convexa do

suporte S = {Q; fQ 6= 0}. Dizemos que o número d(f) = dim(Γ(f)) é a dimensão

da série (3.9).

Lembrando que se S = {Q1, . . . , Qs}, s < ∞, então d é igual ao número de

vetores linearmente independentes entre Qj −Qs, j = 1, . . . , s− 1.

Teorema 3.2.1 Seja a função f dada pela série (3.9). Se a dimensão da soma (3.9)

é d < n. Então existe uma matriz α e um vetor T ∈ IRn tal que pela transformação

potência (3.1)

XT f(X) = g(y1, . . . , yd), (3.11)

onde g : IRd −→ IR é uma função anaĺıtica.

Demonstração: Como

XT f(X) =
∑

fQX(Q+T ),

aplicando o Lema 3.2.1 nesta equação, obtemos

g(Y ) =
∑

gQ̃Y Q̃, Q̃ ∈ α∗−1(S + T ), (3.12)
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de acordo com o Lema 1.2.2 do caṕıtulo 1, existe uma matriz α e um vetor T tal

que o conjunto

α∗−1(S + T )

está no subespaço gerado por e1, . . . , ed, onde ej são vetores de IRn cuja j-ésima

coordenada é igual a um e todas as outras são zero, logo todos os vetores Q̃ tem as

componentes q̃d+1, . . . , q̃n iguais a zero. Portanto, a soma (3.12) possui coordenadas

yd+1, . . . , yn somente com potências zero, i.e., elas são absorvidas. ¤

Teorema 3.2.2 Seja f
(d)
j (X) o truncamento da soma finita (3.9). Existe uma ma-

triz α e um vetor T tal que pela transformação potência (3.1)

XT f
(d)
j (X) = g

(d)
j (y1, . . . , yd), (3.13)

XT f(X) = g(Y ) ≡
∑

gQ̃Y Q̃, Q̃ ∈ S̃. (3.14)

Aqui g(Y ) é um polinômio, i.e. em S̃ todos Q̃ ≥ 0.

Demonstração: Segue do Lema 1.2.3, considerando S = S
(d)
j ∪ {Qd+1, . . . , Qs},

onde S
(d)
j é o subconjunto fronteira do suporte S. ¤

3.3 Transformações potência em EDO

Consideremos o sistema de equações diferenciais (2.1) onde as funções ϕi(X) =∑
ϕiQXQ com ϕiQ constantes reais, onde a soma de monômios pode ser finita ou

finita. Façamos ϕi(X) = xifi(X), onde fi(X) = x−1
i ϕi(X), i = 1, · · · , n. Do sistema

(2.1), obtemos
d

dt
log xi = fi(X) ≡

∑
fiQXQ, i = 1 . . . , n

e na forma vetorial

d

dt
(log X) = F (X) ≡

∑
FQXQ, Q ∈ S, (3.15)
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onde F = (f1, . . . , fn), FQ = (f1Q, . . . , fnQ) e o conjunto S = {Q; FQ 6= 0}, que é

chamado de suporte do sistema (3.15) e é denotado por S(F ).

Lema 3.3.1 Pela transformação potência (3.1) o sistema (3.15) torna-se o sistema

d

dt
(log Y ) = G(Y ) =

∑
GRY R, R ∈ S̃ = S(G), (3.16)

onde R = α∗−1Q, S̃ = α∗−1S, e GR = αFQ.

Demonstração: Pelo Lema (3.2.1), obtemos que R = β∗Q = α∗−1Q e conseqüen-

temente S̃ = α∗−1S e a última igualdade segue da primeira igualdade das equações

(3.3). ¤

Lema 3.3.2 Seja a transformação potência (3.1) que transforma a curva integral,

com ordem P , do sistema (3.15) X = Ξ(τ), na curva Y = H(τ) com ordem P̃ .

Então P̃ = αP .

Demonstração: Consideremos Ξ = (ξ1, . . . , ξn) e H = (η1, . . . , ηn). Sabemos que

log yi =
n∑

k=1

αik log xi, dáı

log |ηi(τ)|
log τ

=
n∑

k=1

αik
log |ξi(τ)|

log τ
,

fazendo τ tender para infinito, temos o resultado

p̃i = lim
τ→∞

log |ηi(τ)|
log τ

=
n∑

k=1

αik lim
τ→∞

log |ξi(τ)|
log τ

=
n∑

k=1

αikpi,

o que implica

P̃ = αP.

¤
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Definição 3.3.1 Seja T = (t1, . . . , tn) ∈ IRn, chamamos de mudança potência no

tempo a equação

dt1 = XT dt. (3.17)

Observemos que o tempo t é transformado para o tempo t1 da primeira coorde-

nada do vetor T . A mudança potência no tempo (3.18) transforma o sistema (3.16)

no sistema
d

dt1
(log X) = X−T F (X) ≡

∑
FQXQ−T , Q ∈ S, (3.18)

i.e., todos os vetores expoentes Q do sistema (3.15) são transladados paralelamente

pelo vetor T .

Definimos, agora, o conceito de dimensão do sistema (3.15) analogamente à

definição 3.2.1, sendo o número d(F ) = dim(Γ(F )), onde Γ(F ) é a envoltória convexa

de S(F ).

Teorema 3.3.1 Se o sistema (3.15) tem dimensão d < n, então existem uma trans-

formação potência (3.1) e uma mudança potência no tempo (3.18), que reduz o

sistema (3.15) para a forma

d

dt1
log Y = G(y1, . . . , yd). (3.19)

Demonstração: Pela mudança no tempo, o sistema torna-se

d

dt1
log X =

∑
FQXQ−T , Q ∈ S,

utilizando-se a transformação potência (3.1), pelo Lema 3.3.1, tem-se

d

dt1
log Y =

∑
GRY R, R ∈ α∗−1(S − T ),

mas pelo Lema 1.2.2 podemos obter α e T tal que

0 ≤ α∗−1(Q− T ) ⊂ Con(e1, . . . , ed),
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Logo rd+1 = . . . = rn = 0, o que completa a prova. ¤

Observemos que o sistema (3.1) é simplificado ao subsistema de ordem d

dyi

dt1
= yigi(y1, . . . , yd), i = 1, . . . , d, (3.20)

pois as outras variáveis yd+1, . . . , yn são obtidas por quadraturas ao longo das soluções

para o subsistema (3.20), donde segue o seguinte corolário.

Corolário 3.3.1 Nas hipóteses do teorema acima, quando d = 1 o sistema (3.15)

é resolúvel por quadraturas.

Demonstração: De fato, neste caso o sistema (3.19) tem a forma

dyi

dt
= yigi(y1), i = 1, . . . , n,

o que implica

yi = y0
i e

∫
gi(y1)dt = y0

i e
∫ gi(y1)

g1(y1)
dy1
y1 , i = 2, . . . , n.

Utilizando a transformação potência inversa de Y para X obtemos xi como função

de y1. ¤

Quando S é um conjunto finito de pontos Q1, . . . , Qs, podemos utilizar o método

apresentado no Lema 1.2.1 para construir a matriz α do Teorema 3.3.1. Com efeito,

tomamos do conjunto, {Qj −Qs, j = 1, . . . , s− 1}, d vetores linearmente indepen-

dentes e os nomeamos de U1, . . . , Ud que formarão as d primeiras colunas da matriz α

e as outras n−d colunas Ud+1, . . . , Un são determinadas de tal forma que U1, . . . , Un

sejam linearmente independentes. De modo análogo, em vez de U1, . . . , Un serem

tomados como vetores colunas, podemos tomá-los como vetores linhas.

Exemplo 3.3.1 : Seja a equação de Emden-Fowler ẍ = atσxµ, onde a = ±1, σ

e µ são constantes reais. Considerando x = x1 e t = x3, escrevemos a equação na
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seguinte forma 



ẋ1 = x2 = x1(x
−1
1 x2)

ẋ2 = axσ
3x

µ
1 = x2(axµ

1x
−1
2 xσ

3 )
ẋ3 = 1 = x3(x

−1
3 ).

Donde 



d

dt
log x1 = f1(X) = x−1

1 x2

d

dt
log x2 = f2(X) = axµ

1x
−1
2 xσ

3

d

dt
log x3 = f3(X) = x−1

3 .

Comparando com o sistema (3.15), obtemos o suporte S = {Q1 = (−1, 1, 0), Q2 =

(µ,−1, σ), Q3 = (0, 0,−1)}. Calculemos agora a matriz α. Temos que

U1 = Q1 −Q3 = (−1, 1, 1),

U2 = Q2 −Q3 = (µ,−1, σ + 1),

que são linearmente dependentes quando σ = −2 e µ = 1, assim d(F ) = 1 e pelo

corolário 3.3.1 é explicitamente integrável por quadraturas. Mas se (σ, µ) 6= (−2, 1),

então U1 e U2 são linearmente independentes e a dimensão do sistema (3.3) é igual a

dois. Desde que U1 e U2 são as duas linhas primeiras linhas da matriz α, tomamos a

última linha sendo dada pelo vetor U3 = (0, 0, 1). Desta forma, obtemos a seguinte

transformação potência com matriz α

y1 = x−1
1 x2x3,

y2 = xµ
1x

−1
2 xσ+1

3 ,
y3 = x3

α =



−1 1 1
µ −1 σ + 1
0 0 1


 ,

pela escolha de U3, temos que necessariamente µ 6= 1, pois det α = 1− µ. A matriz

inversa e transformação potência inversa são

α−1 =
1

1− µ



−1 −1 σ + 2
−µ −1 σ + µ + 1
0 0 1− µ


 ,

x1 = (y−1
1 y−1

2 yσ+2
3 )1/(1−µ),

x2 = (y−µ
1 y−1

2 yσ+µ+1
3 )1/(1−µ),

x3 = y3.

Fazendo a mudança no tempo (3.17) com T = Q3, obtemos

dt1 = x−1
3 dt.
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Portanto, usando esta mudança no tempo e a matriz α calculada anteriormente, o

sistema (3.3) é transformado no sistema





d

dt1
log y1 = g1(Y ) = 1− y1 + ay2,

d

dt1
log y2 = g2(Y ) = σ + 1 + µy1 − ay2,

d

dt1
log y3 = g3(Y ) = 1,

(3.21)

o qual é um sistema em que a última equação é resolúvel por quadraturas, ficando

o sistema reduzido ao estudo no plano formado pelas duas primeiras equações do

sistema (3.21).

Exemplo 3.3.2 : Consideremos o sistema (2.1) com as seguintes propriedades:

• As funções ϕi são polinômios homogêneos de grau l + 1, l fixo, ou seja,

ϕi(xiX) = xl+1
i ϕi(X), assim, os polinômios homogêneos fi(X) = x−1

i ϕi(X),

do sistema na forma (3.15), tem grau l;

• A dimensão do sistema (3.15) é d = n− 1 e o suporte S é o conjunto normal

ao vetor (1, . . . , 1);

• A matriz da transformação potência (3.1) é

α =




1 0 . . . −1
0 1 . . . −1
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1


 .

Temos que det α = 1 6= 0, segue-se que a correspondente transformação potência é

dada por

yi = xix
−1
n , i = 1 . . . , n− 1, yn = xn. (3.22)
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Donde a matriz e transformação inversa são, respectivamente

α−1 =




1 0 . . . 1
0 1 . . . 1
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1


 ,

xi = yiyn, i = 1 . . . , n− 1,
xn = yn.

Apliquemos o logaritmo na transformação (3.22)

log yi = (log xix
−1
n ) = log xi − log xn, i = 1, . . . , n− 1,

o que implica

d

dt
(log yi) = fi(X)− fn(X), i = 1, . . . , n,

d

dt
(log yn) = fn(X). (3.23)

Como as funções fi são homogêneas de grau l, então

fi(X) = fi(x1, . . . , xn) = fi(y1yn, . . . , yn−1yn, yn)

= yl
nfi(y1, . . . , yn−1, 1), i = 1, . . . , n.

Tomando a mudança no tempo dt1 = yl
ndt = xl

ndt em (3.23) obtemos o sistema

d

dt1
(log yi) = fi(y1, . . . , yn−1, 1)− fi(y1, . . . , yn−1, 1), i = 1, . . . , n− 1,

d

dt1
(log yn) = fn(y1, . . . , yn−1, 1).

Notemos que a última equação é resolúvel por quadratura, sendo que depende so-

mente das n− 1 primeiras variáveis.

3.4 Transformação potência generalizada

Nesta seção consideramos a simplificação do sistema (3.15), onde o suporte

S = {Q1, . . . , Qs} é finito. Para simplificar denotamos por Fj os coeficientes FQj
,

66



assim o sistema (3.15) é escrito na forma

d

dt
(log X) =

s∑
j=1

FjX
Qj (3.24)

Definição 3.4.1 O subespaço linear F ⊂ IRn
∗ gerado pelos vetores F1, . . . , Fs é

chamado subespaço dos coeficientes do sistema (3.24). O número r é chamado

posto do sistema (3.24), se o conjunto dos vetores {F1, . . . , Fs} possui r vetores

linearmente independentes. Claramente, 1 ≤ r ≤ n e r = dimF.

Teorema 3.4.1 Se o sistema (3.24) tem posto r < n, então existe uma matriz α

tal que a transformação potência (3.1) reduz o sistema (3.24) para a forma

d

dt
(log yi) = gi(Y ), i = 1, . . . , r,

d

dt
(log yj) = 0, j = r + 1, . . . , n, (3.25)

Demonstração: A prova é análoga a do Teorema 3.3.1, só que o Lema 1.2.2,

que descreve no Caṕıtulo 1 o método da construção da matriz α, é utilizado sobre

o conjunto dos elementos Fj ao invés dos elementos Qj − T . ¤

Conseqüentemente, temos os corolários.

Corolário 3.4.1 O sistema (3.24) de posto r é reduzido para um sistema com r

variáveis e n− r constantes arbitrárias.

Corolário 3.4.2 Se o posto do sistema (3.24) é igual a um, então o sistema é

resolúvel por quadraturas.

Demonstração: Se o posto r = 1, pelo corolário anterior, temos que yj = y0
j =

const, j = 2, . . . , n, e o sistema (3.24) é reduzido a equação

d

dt
(log y1) = g1(y1, y

0
2, . . . , y

0
n) ⇒ t− t0 =

∫
dy1

y1g1(y1, y0
2, . . . , y

0
n)

,
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o que verifica o corolário. ¤

A transformação potência (3.1) introduzida na seção 1 deste caṕıtulo, preserva

o número n de coordenadas. Introduziremos agora a transformação

yj = XRj , j = 1, . . . , m, (3.26)

com m arbitrário, que é chamada transformação potência generalizada, a qual trans-

forma uma sistema de n equações num sistema de m equações.

Podemos definir o sistema (3.24) por duas matrizes s× n,

F =




F11 . . . F1n
...

. . .
...

Fs1 . . . Fsn


 , Q =




q11 . . . q1n
...

. . .
...

qs1 . . . qsn


 (3.27)

onde as linhas da matriz F são formadas pelos coeficientes Fj = (Fj1, . . . , Fjn), j =

1, . . . , s e de modo análogo, as linhas da matriz Q são os vetores expoentes Qj =

(qj1, . . . , qjn).

Para que a dimensão do sistema seja igual ao posto da matriz Q suponharemos

efetuada a mudança no tempo (3.18) com T = QS, assim, redefinindo uma matriz

Q′ cujas linhas são T − Qj, temos Qs = 0 e portanto posto(Q′) = d . Consid-

eremos no teorema seguinte já feita esta transformação no tempo. Neste teorema

conseguiremos uma redução do sistema de n equações (3.24) para um sistema de s

equações através de uma potência generalizada (3.26) com Rj = Qj, j = 1, . . . , s.

Teorema 3.4.2 A transformação potência generalizada

yj = XQj , j = 1, . . . , s, (3.28)

reduz as soluções do sistema (3.24) de dimensão d para as soluções do sistema

d

dt
(log Y ) = BY, B = QF∗, (3.29)
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e para n− d quadraturas. Onde Y = (y1, . . . , ys) e ys ≡ 1.

Demonstração: Seja F a matriz definida em (3.27). O sistema (3.24) pela

transformação (3.28) torna-se

d

dt
(log X) =

s∑
j=1

FjX
Qj =

s∑
j=1

Fjyj = F∗Y. (3.30)

Por outro lado, tomando o logaritmo de (3.28), obtemos

log Y = Q log X,

tomando a derivada nesta equação com respeito a t e substituindo (3.30), segue-se

que
d

dt
(log Y ) = Q d

dt
(log X) = QF∗Y = BY,

assim, obtemos o sistema (3.29).

Seja Y = Y (t) uma solução do sistema (3.29). Como o posto da matriz Q é d,

então existe na matriz Q pelo menos um menor de ordem d cujo determinante é

diferente de zero. Supomos, sem perda de generalidade, que este menor é a matriz

quadrada Q′ formada pelas primeiras d-linhas e d-colunas. Temos que




log y1
...

log yd
...

log ys




=




q11 . . . q1d . . . q1n
...

. . .
...

. . .
...

qd1 . . . qdd . . . qdn
...

. . .
...

. . .
...

qs1 . . . qsd . . . qsn







log x1
...

log xd
...

log xs
...

log xn




. (3.31)

Pelas d primeiras equações do sistema (3.31), obtemos

log yi = qi1 log x1 + . . . + qid log xd +

qi(d+1) log xd+1 + . . . + qin log xn, i = 1, . . . , d,
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o que implica




q11 . . . q1d
...

. . .
...

qd1 . . . qdd







log x1
...

log xd


 =




−q1(d+1) . . . −q1n

Id×d
...

. . .
...

−qd(d+1) . . . −qdn







log y1
...

log yd

log xd+1
...

log xn




.

(3.32)

Como detQ′ 6= 0, então log x1, . . . , log xd são expressos linearmente através de

log y1, . . . , log yd e log xd+1, . . . , log xn, i.e.,

log xi = αi1 log y1 + . . . + αid log yd + αi(d+1) log xd+1 + . . . + αin log xn,

o que implica

xi = yαi1
1 . . . yαid

d x
αi(d+1)

d . . . xαin
n , i = 1, . . . , n, (3.33)

onde αij são obtidos de tal forma à satisfazer a equação (3.32). Da equação (3.30),

obtemos
d

dt
(log xj) =

s∑

k=1

Fkjyk, j = d + 1, . . . , n,

então

xj = x0
j exp

{∫ (
s∑

k=1

Fkjyk

)
dt

}
, j = d + 1, . . . , n. (3.34)

Desta forma obtemos uma expressão de xj, j = d + 1, . . . , n por quadraturas.

Conseqüentemente, pela equação (3.33) e como d < s, obtemos expressões para

xk, k = 1, . . . , d o que conclui a demonstração. ¤

Notemos que a matriz B é uma matriz s× s cujos elementos são bij = 〈Qi, Fj〉.

Exemplo 3.4.1 : Seja B = 0, i.e., todos Qi são ortogonais aos Fj. Assim o sistema

(3.29) é da forma

d

dt
(log Y ) = 0 ⇒ yi = y0

i = const, i = 1, . . . , s.
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Utilizando a expressão (3.30), obtemos a solução

xi = x0
i e

∫ (
s∑

k=1

Fkiy
0
i

)
dt

, i = 1, . . . , n,

onde y0
k = (X0)Qk , k = 1, . . . , s.

Exemplo 3.4.2 : Consideremos a equação

d3x

dt3
+ x

d2x

dt2
= 0.

Fazendo x1 = x, x2 = ẋ e x3 = ẍ, escrevemos esta equação na seguinte forma:

ẋ1 = x2 = x1(x
−1
1 x2)

ẋ2 = x3 = x2(x
−1
2 x3) (3.35)

ẋ3 = −x1x3 = x3(−x1).

Assim, n = 3 e

Q =



−1 1 0
0 −1 1
1 0 0


 , F =




1 0 0
0 1 0
0 0 −1


 .

Fazendo-se a mudança T = Q3 = (1, 0, 0), então temos a matriz Q′ composta das

linhas Qj − T

Q′ =



−2 1 0
−1 −1 1
0 0 0


 .

Dáı

B = Q′F∗ =



−2 1 0
−1 −1 1
0 0 0







1 0 0
0 1 0
0 0 −1


 =



−2 1 0
−1 −1 −1
0 0 0


 .

Tomando a mudança no tempo dt1 = x1dt e a transformação potência general-

izada dada por Q′, segue-se

y1 = x−2
1 x2, y2 = x−1

1 x−1
2 x−1

3 , y3 = 1.
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Pelo Teorema 3.4.2 o estudo do sistema (3.35) é reduzido ao estudo do sistema

d

dt1
(log y1) = −2y1 + y2

d

dt1
(log y2) = −y1 − y2 − 1.

Lembramos que a dimensão d do sistema (3.24) é o posto da matriz Q e o posto

r do sistema é o posto da matriz F . Se denotarmos o posto da matriz B por b, então

0 ≤ b ≤ d ≤ s e 0 ≤ b ≤ r ≤ s.

Teorema 3.4.3 Seja o sistema (3.24), com d =posto(Q) e b =posto(B). Então

existe uma transformação potência generalizada (3.28), na forma do Teorema 3.4.2,

e uma transformação potência

log zi = 〈Li, log Y 〉, i = 1, . . . , s, (3.36)

sobre os sistema (3.29), onde Li = (Li1, . . . , Lis) e Y = (y1, . . . , ys), que reduz as

soluções do sistema (3.24) às soluções do sistema

d

dt
(log Z) =

s∑
j=1

FjZ
Qj , (3.37)

com b variáveis, d−b constantes arbitrárias e n−d equações resolúveis por quadrat-

uras.

Demonstração: Utilizando os resultados do Teorema 3.4.2 é suficiente mostrar-

mos que o sistema (3.29), obtido pela substituição (3.28) no sistema (3.24), pode

ser reduzido a um sistema de b variáveis e d− b constantes arbitrárias.

Notemos que as variáveis X do sistema (3.24) não corresponde ao espaço das

variáveis Y , mas somente para uma variedade de dimensão d. Com efeito, consid-

eremos o subespaço linear L = {L : Q∗L = 0} em IRs. Como posto(Q) = d, então

dimL = s− d. Sabemos que

log Y = Q log X,
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logo para L ∈ L temos

〈log Y, L〉 = 〈Q log X,L〉 = 〈log X,Q∗L〉 = 0 ⇒ Y L = 1 (3.38)

Consideremos, agora o subespaço linear L1 = {L : B∗L = 0}. Como o posto

da matriz B é b ≤ d, então dimL1 = s − b ≥ s − d. Além disso, L1 ⊃ L, pois se

Q∗L = 0 então B∗L = FQ∗L = 0.

Podemos, desta forma, selecionar uma base Ld+1, . . . , Ls em L e completarmos a

uma base de L1 pelos vetores Lb+1, . . . , Ld, e completarmos esta base em L1 para uma

base em IRs pelos vetores L1, . . . , Lb. A transformação potência (3.36) transforma o

sistema (3.29) no sistema

d

dt
(log zi) = 〈 d

dt
(log Y ), Li〉 = 〈BY, Li〉 = 〈Y,B∗Li〉 ≡ gi(Z), i = 1, . . . , s. (3.39)

Pela escolha dos vetores Li’s temos B∗Lj = 0 para j > b, isto é,

d

dt
(log zj) = 〈Y,B∗Lj〉 = 0 ⇒ zj = const,

pela equação (3.38) temos que

log zk = 0 ⇒ zk = 1, para k > d.

Conseqüentemente, o sistema (3.39) obtido da transformação do sistema (3.29) é

d

dt
(log zi) = gi(z1, . . . , zd), i = 1, . . . , b,

d

dt
(log zj) = 0, j = b + 1, . . . , d,

zk = 1, k = d + 1, . . . , s.

Donde, obtemos

zj = z0
j = const, j = b + 1, . . . , d,

d

dt
(log zi) = gi(z1, . . . , zb, z

0
b+1, . . . , z

0
d), i = 1, . . . , b. (3.40)
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Assim, a solução do sistema (3.29) é reduzido para a solução do sistema (3.40),

obtendo o que queŕıamos demonstrar. ¤

Lema 3.4.1 Seja F o subespaço coeficiente do sistema (3.24). Se uma curva inte-

gral não-trivial X = Ξ(τ) do sistema (3.24) tem ordem vetorial P quando τ →∞,

então P ∈ F.

Demonstração: Seja r o posto do sistema (3.24). Se r = n, então F = IRn
∗ , logo

P ∈ F.

Se r < n, então existem n− r vetores linearmente independentes R1, . . . , Rn−r ∈
IRn, que formam uma base de F⊥, assim

〈Fi, Rj〉 = 0, para i = 1, . . . , s, j = 1, . . . , n− r.

Lembrando que F (X) =
s∑

i=1

FiX
Qi , temos que

〈F (X), Rj〉 = 0, j = 1, . . . , n− r,

logo, para toda solução X(t) do sistema (3.24), tem-se
〈

d

dt
(log X), Rj

〉
=

d

dt
〈log X, Rj〉 = 0, j = 1, . . . , n− r.

Se integrarmos sobre t a equação acima, obtemos

〈log X,Rj〉 = const = cj, j = 1, . . . , n− r,

portanto,

〈log Ξ(τ), Rj〉 = cj ⇒
〈

log Ξ(τ)

log τ
, Rj

〉
=

cj

log τ
, j = 1, . . . , n− r.

Fazendo τ tender para infinito, obtemos da expressão acima que

〈P,Rj〉 = 0, j = 1, . . . , n− r.

Mas isto significa que P ∈ F. ¤
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Exemplo 3.4.3 : A condição de que a curva integral seja não trivial, no Lema

3.4.1, é essencial. Consideremos o sistema

d

dt
(log x1) = x1 − x2

2,
d

dt
(log x2) = 0,

com xi(t) > 0 para todo t.

Temos que F = λ(1, 0), λ ∈ IR. Notemos que

x1 = τ 2, x2 = τ,

é uma curva integral trivial do sistema, mas sua ordem é P = (2, 1) e P não pertence

ao subespaço F.
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Caṕıtulo 4

Poliedro de Newton e Sistemas
Truncados

4.1 Introdução

Consideremos o sistema logaŕıtmico

d

dt
log X = F (X) =

∑
FQXQ, Q ∈ S = S(F ) = {Q ∈ IRn : FQ 6= 0}. (4.1)

Definição 4.1.1 A envoltótia convexa externa do suporte S é chamada poliedro de

Newton do sistema (4.1), e a denotaremos por Γ(F ).

Para cada face Γ
(d)
j , do poliedro de Newton Γ(F ), faz-se corresponder o seguinte

sistema logaŕıtmico truncado

d

dt
log X = F̂

(d)
j (X) =

∑
FQXQ, Q ∈ S

(d)
j = S ∩ Γ

(d)
j . (4.2)

Definição 4.1.2 O número d é chamado dimensão do truncamento (4.2). A en-

voltória linear dos vetores FQ, Q ∈ S
(d)
j , i.e., dos vetores coeficientes de (4.2), é

chamada subespaço dos coeficientes do sistema truncado (4.2), e será denotado por

F
(d)
j .
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Fazendo a transformação potência (3.1) no sistema (4.1) temos

d

dt
log Y = G(Y ) =

∑
GRY R, R ∈ S̃ = S(G), (4.3)

cujo truncamento (4.2) é dado pelo sistema

d

dt
log Y = Ĝ

(d)
j (Y ) =

∑
GRY R, R ∈ S̃

(d)
j . (4.4)

Consideremos Γ̃ = Γ(G) o poliedro de Newton do sistema (4.3) e a cada poliedro

Γ e Γ̃ associamos as faces Γ
(d)
j e Γ̃

(d)
j , os subconjuntos fronteiras S

(d)
j e S̃

(d)
j , os cones

normais U
(d)
j e Ũ

(d)
j e os cones tangentes T

(d)
j e T̃

(d)
j , respectivamente.

Propriedades 4.1.1 1) Γ̃
(d)
j = α∗−1Γ

(d)
j ;

2) S̃
(d)
j = α∗−1S

(d)
j ;

3) Ũ
(d)
j = αU

(d)
j ;

4) T̃
(d)
j = α∗−1T

(d)
j ;

5) G
(d)
j = αF

(d)
j .

Demonstração: Para verificar as propriedades 1,2,3 e 4 basta utilizar a

Proposição 1.2.1 do Caṕıtulo 1. A propriedade 5, obtém-se do Lema 3.3.1 do

Caṕıtulo 3. ¤

Comentário 4.1.1 Pelo Lema 3.3.2, visto na seção 3 do Caṕıtulo anterior, uma

curva X = Ξ(τ) de ordem P é transformada numa curva Y = H(τ) de ordem P̃ ,

tal que P̃ = αP . Em particular, as curvas

xi(τ) = biτ
pi(1 + o(1)), bi 6= 0, i = 1, . . . , n, (4.5)

xi(τ) = biτ
pi , bi 6= 0, i = 1, . . . , n, (4.6)
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pela transformação potência (3.1) tornam-se as curvas

yi(τ) = b̃iτ
p̃i(1 + o(1)), b̃i 6= 0, i = 1, . . . , n, (4.7)

yi(τ) = b̃iτ
p̃i , b̃i 6= 0, i = 1, . . . , n, (4.8)

onde

P̃ = αP e log B̃ = α log B.

Logo, se a curva X = Ξ(τ) é uma integral do sistema (4.1) (resp. (4.2)), então sua

imagem pela transformação potência (3.1) é uma curva integral do sistema (4.3)

(resp. (4.4)).

Teorema 4.1.1 Sejam o sistema (4.1) e seu truncamento (4.2). Então existe uma

matriz α e um vetor T tal que a transformação potência (3.1) e a mudança no tempo

(3.17) reduz os sistemas (4.1) e (4.2) para os sistemas, respectivamente, (4.3) e

(4.4), com as seguintes propriedades:

1) Ĝ
(d)
j (Y ) ≡ Ĝ

(d)
j (y1, . . . , yd), i.e., não depende das variáveis yd+1, . . . , yn;

2) o suporte S̃ = S(G) ≥ 0, i.e., Rj ≥ 0 em (4.3).

Demonstração: A prova segue do Lema 3.3.1 e do Lema 1.2.3 do Caṕıtulo 1.¤

Comentário 4.1.2 Da propriedade 1 do Teorema acima, temos que Ĝ
(d)
j (Y ) não

depende das variáveis yd+1, . . . , yn, então o suporte S̃
(d)
j do truncamento (4.4) está

no subespaço de IRn tal que rd+1 = . . . = rn = 0. Utilizando a fórmula (1.9) que

determina o cone normal, vista no Caṕıtulo 1, obtemos que P̃ ∈ Ũ
(d)
j se satisfaz:

(i) 〈P̃ , Ri −Rj〉 = 0, Ri, Rj ∈ S̃
(d)
j ;

(ii) 〈P̃ , Ri −Rk〉 < 0, Rk ∈ S̃/S̃
(d)
j .

De (i), temos que o cone normal Ũ
(d)
j está no subespaço de IRn

∗ tal que p̃1 = . . . =

p̃d = 0. Pelo item 2 do Teorema acima e utilizando (ii), obtemos que o cone normal
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Ũ
(d)
j contem o subespaço em que p̃k < 0, k = d + 1, . . . , n. Utilizando a fórmula

(1.11), obtemos que o cone tangente está no subespaço rj ≥ 0, j = d + 1, . . . , n.

Consideremos um vetor Y ∈ IRn da forma Y = (Y ′, Y ′′), onde Y ′ = (y1, . . . , yd) e

Y ′′ = (yd+1, . . . , yn). Se denotarmos o cone normal por U ′′ = Ũ
(d)
j e o cone tangente

por T ′′ = T̃
(d)
j , temos de acordo com o comentário acima, que {P ′′ < 0} ⊂ U ′′ ⊂

{P ′ = 0} e {R′ = 0} ⊂ T ′′ ⊂ {R′′ ≥ 0}.

Tomando-se o sistema (4.3), obtido do Teorema 4.1.1, e fazendo

gi(Y ) =
∑

giRY ′R′Y ′′R′′ podemos reescrever o sistema (4.3), da seguinte forma

dyi

dt1
= ψi(Y ) ≡

∑
ψiR′′(Y

′)Y ′′R′′ , i = 1, . . . , d,

d

dt1
log yj = gj(Y ) ≡

∑
gjR′′(Y

′)Y ′′R′′ , j = d + 1, . . . , n, (4.9)

onde os expoentes R′′ estão no cone T ′′, ψi(Y ) = yigi(Y ), ψiR′′(Y
′) = yigiRY ′R′ e

gjR′′(Y
′) = gjRY ′R′ .

Substituindo Y ′′ = 0 no sistema (4.9) temos que o sistema se restringe ao estudo

para R ∈ S̃
(d)
j , para algum j, pois as (n− d− 1)-ultimas coordenadas de R podem

ser quaisquer restando somente o estudo para as d primeiras coordenadas. Assim,

obtemos para o sistema (4.9) o truncamento equivalente ao sistema truncado (4.4)

sob a forma

dyi

dt1
= ψi0(Y

′), i = 1, . . . , d,

d

dt1
log yj = gj0(Y

′), j = d + 1, . . . , n, (4.10)

onde ψi0 = yiĝi e gj0(Y
′) = ĝj.

4.2 Soluções assintóticas

O sistema (4.9) é definido em U(T ′′, ε) = {Y ; |Y |Ti ≤ ε}, onde Ti pertence

ao esqueleto de T ′′, pois as séries contidas no sistema (4.9) são convergentes. Para
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estudar soluções para o sistema (4.9) para Y ′′ pequeno faz-se necessário o estudo

das soluções do sistema (4.10).

Seja Y
′0 = (y0

1, . . . , y
0
d) um ponto de equiĺıbrio do primeiro subsistema de (4.10)

com y0
i 6= 0, i.e., ψi0(Y

′0) = 0. Para cada ponto de equiĺıbrio Y
′0 fazemos correspon-

der uma famı́lia de (n− d− 1)-parâmetros de curvas integrais potências não-triviais

do sistema truncado (4.10):

yi = y0
i , 1, . . . , d, yj = bjτ

pj , j = d + 1, . . . , n, (4.11)

onde pj = −λj/λn, λj = gi0(Y
′0), bd+1, . . . , bn−1 são constantes arbitrárias e bn =

±1.

Desenvolveremos, a seguir, argumentos para determinar as curvas integrais do

sistema (4.9) que são assintóticas à curva (4.11). Primeiramente, notemos que os

sistemas (4.9) e (2.19) provéns, respectivamente, dos sistemas (4.1) e (2.16) que são

análogos e como os sistemas (4.10) e (2.22) obtém-se fazendo Y ′′ = 0 e X ′′ = 0 nos

sistemas (4.9) e (2.19), temos também uma relação entre estes sistemas, assim o par

de sistemas (4.9) e (4.10) são análogos ao par de sistemas (2.19) e (2.22) definidos

no Caṕıtulo 2. A diferença é que o truncamento (2.22) do sistema (2.19) tem cone

normal fixo

{P : P ′ = 0, P ′′ < 0}, (4.12)

pois, de acordo com a demonstração do Corolário 2.2.1, tem-se sempre que a ordem

P ′′ < 0 de uma curva h-assintótica X = Ξ(τ) do sistema (2.22) e, conseqüentemente,

o cone tangente é fixo e igual a {Q : Q′′ ≥ 0}. Porém o cone normal U ′′ e o cone

tangente T ′′ do truncamento (4.10), pelo Comentário 4.1.2 são cones duais arbitrários

com a propriedade U ′′ ⊃ {P ′′ < 0} e T ′′ ⊂ {Q′′ ≥ 0}.

Definição 4.2.1 Seja Y
′0 um ponto de equiĺıbrio do primeiro subsistema no sis-

tema (4.10). A curva integral Y = H(τ) do sistema (4.9) é dita g-assintótica, se

satisfaz
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a) H′(τ) → Y
′0 quando τ → +∞;

b) H′′(τ) ∈ U(T ′′, ε) para todo ε > 0 quando τ ∈ (τ0(ε), +∞);

c) todas as componentes ηj(τ) do vetor H′′(τ) são diferentes de zero;

d) o vetor H′′(τ) tem ordem vetorial P ′′ ∈ U
′′
.

As curvas h-assintóticas definidas no Caṕıtulo 2 são casos especiais de curvas

g-assintóticas, quando o cone tangente T ′′ = IR
(n−d)
+ ≡ {Q′′ ≥ 0} e o cone normal

é dado por (4.12). De fato, as propriedades a) e c) coincidem com a definição de

h-assintótica. Numa curva h-assintótica X = Ξ(τ) = (ξ1(τ), . . . , ξn(τ)) sabemos que

Ξ(τ) → 0 quando τ → +∞, em particular Ξ′′(τ) → 0 quando τ → +∞, o que

verifica b). A propriedade d) é satisfeita para curvas integrais do sistema (2.19) com

Ξ′′(τ) → 0.

Denotemos λj = ĝj(Y
′0), j = d + 1, . . . , n e o vetor Λ′′ = (λd+1, . . . , λn).

Teorema 4.2.1 Seja Λ′′ 6= 0 no sistema (4.9) e Y = H(τ) uma curva g-assintótica

não-trivial cuja parte H′′(τ) tem ordem vetorial P ′′ 6= 0. Então existe um número

κ ∈ IR\{0} tal que

Λ′′ = κP ′′.

Demonstração: De acordo com a propriedade d) da curva g-assintótica Y =

H(τ), tem-se que P ′′ ∈ U
′′
.

Seja B′′
d+1, . . . , B

′′
n o esqueleto do cone normal U

′′
. Logo, existem µj ≥ 0, j =

d + 1, . . . , n tal que

P ′′ = µd+1B
′′
d+1 + . . . + µnB

′′
n.

Definimos a matriz β = −(B′′
d+1 . . . B′′

n) onde os vetores B′′
j são vetores colunas

e façamos γ = β−1. Tomando-se a transformação potência log Z ′′ = γ log Y ′′, o

sistema (4.9) torna-se um sistema nas variáveis Y ′ e Z ′′ da mesma forma que (4.9).
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Pelo Lema 3.3.2, a curva integral Y = H(τ) com ordem vetorial P = (P ′, P ′′)

transforma-se em uma curva integral

Ỹ = (H′(τ), H̃′′(τ)), (4.13)

cuja ordem vetorial é P̃ = (P ′, P̃ ′′) tal que P̃ ′′ = γP ′′. Assim

P̃ ′′ = β−1(µd+1B
′′
d+1 + . . . + µnB

′′
n)

= µd+1β
−1B′′

d+1 + . . . + µnβ−1B′′
n

= −(µd+1ed+1 + . . . + µnen),

onde ej, j = d + 1, . . . , n são os j-ésimos vetores unitários e a última igualdade

tem-se da relação β−1Bj = −ej, obtida da definição da matriz β. Temos que P̃ ′ ≤ 0

pois µj ≥ 0. Portanto, a curva (4.13) é uma curva integral para o sistema na forma

(2.22), que é equivalente a (4.9) e P ′′ ≤ 0.

Como Y = H(τ) é g-assintótica, então pela propriedade a) e c) temos que

H′(τ) → Y
′0 e todas as componentes do vetor H̃′′(τ) são diferentes de zero. Além

disso, H̃′(τ) → 0 pela propriedade b) de curvas g-assintóticas.

Portanto, a curva integral (4.13) é h-assintótica e pelo Teorema 2.2.1 existe um

número κ ∈ IR\{0} tal que

Λ̃′′ = κP̃ ′′ =⇒ γΛ′′ = κγP ′′ =⇒ Λ′′ = κP ′′,

onde a última implicação é obtida pelo fato de γ ser injetiva. ¤

Vejamos as disposições dos vetores ±Λ′′ com respeito ao cone U ′′:

G1) Um dos vetores ±Λ′′ está no cone normal U ′′, o qual denotaremos por σΛ;

G2) Nenhum dos vetores ±Λ′′ está no fecho U
′′

do cone normal U ′′;

G3) Um dos vetores ±Λ′′ está na fronteira ∂U ′′ do cone normal U ′′;
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G4) Λ′′ = 0.

Observa-se que para U ′′ = {P ′′ < 0} os casos G1, G2, G3 e G4 são equivalentes

aos casos H1, H2, H3 e H4 respectivamente, definidos na Seção 2 do Caṕıtulo 2. Com

efeito, para U ′′ = {P ′′ < 0} o sistema (4.9) é análogo ao sistema (2.22) e o resultado

segue do Teorema 4.2.1.

O Teorema abaixo indica as condições para determinar as curvas integrais do

sistema (4.9) que são assintóticas às curvas (4.11).

Teorema 4.2.2 No caso G1 o sistema (4.9) tem uma famı́lia de (n − d − 1)-

parâmetros de curvas integrais g-assintóticas com potências assintótica (4.11).

Demonstração: Esta prova utiliza o mesmo racioćınio da prova do Teorema 4.2.1,

i.e., procura-se reduzir o estudo da curva g-assintótica para uma curva h-assintótica

para aplicar um Teorema do Caṕıtulo 2, que nesta demonstração faz-se uso do Teo-

rema 2.2.2. Se σΛ′′ ∈ U ′′, do mesmo modo que o Teorema 4.2.1 obtemos uma

transformação potência log Z ′′ = γ log Y ′′ do sistema com o vetor σΛ̃′′ = γσΛ′′ < 0,

onde a desigualdade é restrita, pois µj > 0 já que não estamos no fecho U
′′

do cone

normal U ′′. Desta forma, obtemos um sistema com coordenadas Y ′, Z ′′ da forma

(2.22) que satisfaz H1. Logo pelo Teorema 2.2.2 o sistema (4.9) tem uma famı́lia de

(n-d-1)-parâmetros de curvas h-assintóticas. Usando a transformação potência in-

versa sobre as curvas h-assintóticas nas coordenas Y ′, Z ′′ tornam-se curvas integrais

g-assintóticas do sistema (4.9) com coordenadas Y ′, Y ′′, como queŕıamos demon-

strar. ¤

4.3 Potências assintóticas

Lema 4.3.1 Seja o sistema truncado (4.2). Se a curva (4.6) é uma curva inte-
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gral do sistema (4.2) e também o vetor P é normal à face Γ
(d)
j correspondente ao

truncamento (4.2). Então

F̂ (B) = κP, κ ∈ IR. (4.14)

Demonstração: Seja X = Ξ(τ) uma parametrização da curva integral (4.6) do

sistema (4.2), segue por definição

d

dt
log Ξ(τ) = F̂ (Ξ(τ)) =

∑
FQΞ(τ)Q, Q ∈ S

(d)
j ,

com Ξ(τ) = (b1τ
p1 , . . . , bnτ pn), como P é normal a face Γ

(d)
j , expandindo a pro-

priedade (1.4.1) (i) da Seção de truncamentos de funções no Caṕıtulo 1 para funções

vetoriais, tem-se que

F̂ (Ξ(τ)) = F̂ (B)τ cP , (4.15)

onde cP = sup
Q∈S

(d)
j =SP

〈P, Q〉.

Por outro lado, quando F̂ (Ξ(τ)) 6= 0

d

dt
log(b1τ

p1 , . . . , bnτ pn) =
d

dt
(p1 log τ + log b1, . . . , pn log τ + log bn)

= P
d

dt
log τ. (4.16)

Portanto

P
d

dt
log τ ≡ F̂ (B)τ cP .

Como P 6= 0 e F̂ (Ξ(τ)) 6= 0, então
d

dt
log τ 6= 0, tomando-se

κ = τ−cP
d

dt
log τ = const 6= 0,

obtemos a fórmula (4.14).

Quando F̂ (X) = 0, logo F̂ (B) = 0, pela equação (4.15), assim a fórmula é válida

para κ = 0. ¤
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Corolário 4.3.1 Na situação do Lema 4.3.1

〈F̂ (B), Ri〉 = 0, i = 1, . . . , d, (4.17)

onde os vetores R1, . . . , Rd formam uma base d-dimensional de um subespaço linear

que é paralelo à face Γ
(d)
j .

Demonstração: Segue da condição ”P é normal a face Γ
(d)
j ”que

〈P,Ri〉 = 0, i = 1, . . . , d. (4.18)

Utilizando o Lema 4.3.1 tem-se o resultado (4.17). ¤

Lema 4.3.2 Seja o sistema truncado (4.2). Se os vetores P e B satisfazem (4.14)

e (4.18), então a curva (4.6) é uma curva integral do sistema (4.2).

Demonstração: Temos que sobre a curva (4.6)

d

dt
log X = P

d

dt
log τ e F̂ (Ξ(τ)) = F̂ (B)τ cP ,

já que da equação (4.17), P é normal à face Γ
(d)
j .

Se κ = 0 na equação (4.14) tem-se que F̂ (B) = 0, conseqüentemente, F̂ (X) e

assim, a curva (4.6) é uma curva integral trivial do sistema (4.2). Se κ 6= 0 na

equação (4.14), utilizando (4.16) e (4.18), temos sobre a curva (4.6) que o sistema

(4.2) fica sob a forma

P
d

dt
log τ = κPτ cP =⇒ d

dt
log τ = κτ cP .

A solução τ = τ(t) do sistema acima nos dá uma relação de τ com t, conseqüente-

mente a curva (4.6) com esta relação é uma curva integral do sistema (4.2). ¤
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Lema 4.3.3 Seja o sistema truncado (4.2). Se os vetores P e B satisfazem (4.14)

com κ 6= 0 e (4.17), então a curva (4.6) é uma curva integral do sistema (4.2).

Demonstração: De acordo com (4.16) segue-se que o vetor F̂ (B) é normal à face

Γ
(d)
j , conseqüentemente, para κ 6= 0 temos que P é normal à face Γ

(d)
j , logo valem as

equações (4.15) e (4.16). O conclusão da prova é análoga ao do lema anterior. ¤

Comentário 4.3.1 Se uma curva (4.6) satisfaz a equação (4.14) com κ 6= 0, então

podemos obter |κ| = 1, para isto, basta fazermos o parâmetro τ = τ̃ |κ|. Com efeito,

como c̃ = sup〈|κ|P, Q〉 = |κ|c e pela equação (4.17) temos que

κ̃ = τ̃−c|κ| d
dt

log τ̃ ,

utilizando a substituição τ̃ = τ

1

|κ| , temos

κ̃ = τ−
1
|κ| c|κ| d

dt
log τ

1
|κ| =

1

|κ|τ
−c d

dt
log τ =

κ

|κ| .

Teorema 4.3.1 Se o sistema (4.1) tem uma curva integral (4.5) com P ∈ U
(d)
j ,

então a curva (4.6) é uma curva integral para o sistema truncado (4.2).

Reciprocamente, se o sistema truncado (4.2) com cone normal U
(d)
j tem uma

curva integral não-trivial (4.6) com P ∈ U
(d)
j , então o sistema completo (4.1) tem

uma curva integral da forma (4.5).

Demonstração: Temos que P é normal à face Γ
(d)
j , pois P ∈ U

(d)
j . Se F̂ (B) = 0,

pela equação (4.15) F̂ (X) = 0, logo a curva (4.6) é uma curva integral trivial do

sistema truncado (4.2).

Suponhamos F̂ (B) 6= 0. Vimos que os sistemas (4.1) e (4.2) através da trans-

formação potência do Teorema 4.1.1, tornam-se nos sistemas (4.9) e (4.10), as curvas

(4.5) e (4.6) tornam-se nas curvas (4.7) e (4.8), o vetor F̂ (B) no vetor Ĝ(B̃) e o cone
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normal U
(d)
j no cone Ũ

(d)
j ≡ U ′′. Como por uma transformação potência as relações

entre os vetores em IRn e IRn
∗ são preservadas, então a curva (4.7) é uma curva

integral de (4.9).

Como P ∈ U
(d)
j , então P̃ ∈ U ′′ ⊂ {P ′ = 0}, logo P̃ ′ = 0. Fazendo-se τ → ∞,

temos

yi = b̃i(1 + o(1)) −→ b̃i, i = 1, . . . , d.

Logo as d-primeiras coordenadas da curva integral (4.7) tende para a constante

B̃′ ≡ Y
′0, onde todas as coordenadas são diferentes de zero ou infinito.

Sabemos que o sistema (4.10) é obtido substituindo Y ′′ = 0 em (4.9), dáı podemos

supor que Y
′0 é um ponto de equiĺıbrio do primeiro subsistema no sistema (4.10).

Por definição, Ĝ′′(B̃′) = Λ′′ = κP̃ ′′, κ 6= 0, isto significa que satisfaz a equação

(4.14), tomando a transformação potência inversa. Como P é normal à face Γ
(d)
j ,

segue-se pelo Lema 4.3.2 que a curva (4.6) é uma integral do sistema truncado (4.2).

Reciprocamente, se uma curva (4.6) é uma curva integral não-trivial do sistema

(4.2), então da relação (4.15) obtemos que F̂ (B) 6= 0 e de acordo com o Lema 4.3.1,

a equação (4.14) para κ 6= 0 é satisfeita. Conseqüentemente, ±F̂ (B) ∈ U
(d)
j , pois

P ∈ U
(d)
j e pelo Comentário 4.3.1.

A transformação potência do Teorema 4.1.1, torna o sistema (4.1) no sistema

(4.3), que tem ponto de equiĺıbrio Y ′0 = B̃′, como já vimos. Mas, também, o

sistema truncado (4.4) o tem como ponto de equiĺıbrio, já que P̃ ′ = 0 e é limite da

curva integral (4.8), i.e.,

yi = b̃iτ
p̃i = b̃i −→ b̃i, i = 1, . . . , d.

O sistema (4.4) na vizinhança do ponto Y
′0 satisfaz o caso G1, sendo que os

valores ±Λ′′ = ±Ĝ′′(B̃′) ∈ U ′′. Logo pelo Teorema 4.2.2, na vizinhança do ponto

Y
′0 o sistema (4.3) tem uma famı́lia de soluções da forma (4.7), com b̃d+1, . . . , b̃n

constantes arbitrárias. Em particular, a curva (4.7) com as mesmas constantes da
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curva (4.8) é solução para o sistema (4.2).

Retornando, para as variáveis X, pela transformação potência inversa, a solução

(4.7) do sistema (4.2) torna (4.5) sendo uma curva integral do sistema (4.1), o que

completa a demonstração. ¤

Seja um vetor B ∈ IRn com todos as componentes não nulas (bi 6= 0) que

satisfaz o sistema (4.16) correspondente ao sistema truncado (4.2). Como, para

cada face Γ
(d)
j , o sistema (4.16) consiste de d equações em n variáveis b1, . . . , bn, logo

resolúvel, assim é posśıvel obter sempre um vetor B, satisfazendo (4.16). Denotamos

Λ = F̂ (B) = F
(d)
j (B). Distinguiremos quatro casos para F :

F1) Λ 6= 0 e um dos vetores ±Λ está no cone normal U
(d)
j do truncamento (4.2);

F2) Λ 6= 0 e ±Λ 6∈ U
(d)

j , onde U
(d)

j é o fecho do cone normal U
(d)

j ;

F3) Λ 6= 0 e um dos vetores ±Λ está na fronteira ∂U
(d)
j do cone normal U

(d)
j ;

F4) Λ = 0.

Enunciaremos a seguir um processo computacional para determinar soluções

potências assintóticas da forma (4.6) do sistema (4.1) no seguinte sentido:

Primeiramente, calculamos o poliedro de Newton do sistema (4.1), i.e., todas as

faces Γ
(d)
j e seus cones normais U

(d)
j .

Para cada face fazemos corresponder um sistema truncado da forma (4.2). Cal-

culamos as soluções do sistema (4.17) e para cada solução deste sistema B = B0

calculamos o vetor Λ = F̂ (B0).

Agora, de acordo com o Teorema 4.3.1, tem-se as seguintes conclusões:

1. Se Λ está no caso F1, então o valor B = B0 e P = ±Λ gera uma curva potência

assintótica (4.6), com correspondente solução (4.5) para o sistema (4.1);
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2. Se Λ está no caso F2, então este valor B0 não pode dar uma potência assintótica;

3. Se Λ está no caso F3, então para os valores B = B0 e P = ±Λ nada poderemos

afirmar, de acordo com o Teorema 4.3.1;

4. Se Λ = 0, então nada poderemos concluir com o valor B = B0.

Outro forma de se obter as soluções potências assintótica da forma (4.6) é uti-

lizando os critérios que veremos à seguir. A vantagem deste método é na simpli-

ficação dos cálculos.

Recordemos que o sistema truncado (4.2) tem um subespaço de coeficientes F
(d)
j .

Pelo Lema 3.4.1 a solução para o sistema truncado (4.2) tem ordem vetorial P ∈ F
(d)
j .

Desde que estamos interessados somente em soluções tal que P ∈ U
(d)
j ou P ∈ ∂U

(d)

j ,

vejamos os critérios:

Critério 1: Se U
(d)
j ∩ F

(d)
j = ∅, então qualquer curva não trivial tal que a ordem

está no cone normal U
(d)
j não é uma curva integral do truncamento (4.2);

Critério 2: Se ∂U
(d)

j ∩ F
(d)
j = ∅, então o truncamento (4.2) não tem solução não

trivial cuja ordem P está em ∂U
(d)

j ;

Critério 3: Se o sistema F̂ (B) = 0 não tem solução para todo bi 6= 0, então o

sistema truncado (4.2) não tem solução trivial.

Notemos que para existir uma curva integral não trivial do truncamento (4.2),

cuja ordem está em U
(d)
j , somente quando U

(d)
j ∩ F

(d)
j 6= ∅.

Vejamos o uso do Critério 1 no caso em que S é finito.

Supondo

S = {Q1, . . . , Qs}, s < ∞. Determinamos o vetor B, como solução do sistema

(4.16). Suponhamos que o subconjunto fronteira é S
(d)
j = {Q1, . . . , Ql}, l ≤ s.
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Temos que o subespaço F
(d)
j é a envoltória linear do vetores F1, . . . , Fl, onde Fk =

FQk
. Se P ∈ F

(d)
j então P = v1F1 + . . . + vlFl, com vi ∈ IR, logo

〈P,Qi〉 =
l∑

j=1

vj〈Fj, Qi〉, i = 1, . . . , s.

Lembrando (1.10), o vetor P ∈ U
(d)
j , quando

l∑
j=1

vj〈Fj, Q1〉 = . . . =
l∑

j=1

vj〈Fj, Ql〉,

l∑
j=1

vj〈Fj, Qi〉 <

l∑
j=1

vj〈Fj, Q1〉, i = l + 1, . . . , s. (4.19)

Como o produto escalar 〈Fj, Qi〉 = bij é unicamente determinado pelos sistema

(4.1) e o truncado (4.2), então as relações (4.19) são sistemas de equações e in-

equações lineares em v1, . . . , vl. Quando este sistema não tem solução, tem-se que

U
(d)
j ∩ F

(d)
j = ∅.

De maneira análogo obtemos uma relação no caso do Critério 2, onde em (4.19)

a desigualdade não é estrita.

Conseguido P , para calcular B que satisfaça (4.16) é mais conveniente resolver

o sistema F̂ (B) = κP . Portanto, temos duas maneiras computacionais para o

cálculo de curvas integrais potências assintóticas. O primeiro usando o processo

computacional em que obtém-se as conclusões 1,2,3,4 a partir do Teorema 4.3.1. O

segundo fazendo o uso dos critérios 1,2 e 3.

Exemplo 4.3.1 : Neste exemplo usaremos o método computacional (dado pelos

critérios) para acharmos condições para determinar potências assintóticas (4.6) do

sistema (3.3) com a = 1. De (3.3) temos

F = (x−1
1 x2, x

µ
1x

−1
2 xσ

3 , x
−1
3 ),
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assim S = {Q1 = (−1, 1, 0); Q2 = (µ,−1, σ); Q3 = (0, 0, 1)} e o poliedro de Newton

Γ(F ) é um triângulo, cujos vértices são Q1, Q2, Q3. Sejam B = (b1, b2, b3) ∈ IR3 e

F = (f1, f2, f3), note que fi(B) = 0 quando pelo menos um bi = 0 ou infinito. Segue

do Critério 3, que nenhum truncamento possui solução trivial.

Considerando as faces Γ
(d)
j do poliedro Γ, obtemos os subconjuntos fronteiras

S
(0)
j = Qj, j = 1, 2, 3,

S
(1)
1 = {Q1, Q2}, S

(1)
2 = {Q2, Q3} e S

(1)
3 = {Q1, Q3}.

Notemos que F
(d)
j = Lin{F1 = (1, 0, 0), F2 = (0, 1, 0), F3 = (0, 0, 1)}. Para o sistema

truncado (4.2) correspondente à face Γ
(0)
1 , temos

F
(0)
1 = {P ; P = v1F1} e U

(0)
1 = {P ; 〈P,Qi〉 < 〈P,Q1〉, i = 1, 2},

logo

F
(0)
1 ∩ U

(0)
1 = {P = v1F1; v1〈F1, Qi〉 < v1〈F1, Q1〉, i = 1, 2}

= {P = (v1, 0, 0); v1µ < −v1, 0 < −v1}

que tem solução quando v1 < 0 e µ + 1 > 0, e pelo critério 1, o sistema (3.3) tem

solução assintótica com ordem no cone U
(0)
1 .

Para o critério 2, obtemos dois sistemas

v1 = 0, v1(µ + 1) < 0;

v1 < 0, v1(µ + 1) = 0,

o primeiro deles não tem solução e o segundo tem solução quando v1 < 0 e µ = −1.

De modo análogo, para S
(0)
2 , obtemos

F
(0)
2 ∩ U

(0)
2 = {P = v2F2; v2〈F2, Qi〉 < v2〈F2, Q2〉, i = 1, 2}

= {P = (0, v2, 0); v2 < 0}.
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E para S
(0)
3 , F

(0)
3 ∩ U

(0)
3 tem solução P = (0, 0, v3) quando

v3 < 0 e σ > −1.

Agora, vejamos o processo nas faces de dimensão 1. Com base na equação (4.19),

para a face Γ
(1)
1 cujo subconjunto fronteira é S

(1)
1 , obtemos que P ∈ F

(1)
1 ∩ U

(1)
1 , se

P = v1F1 + v2F2 = (v1, v2, 0) e

−v1 + v2 = µv1 − v2 e − v1 + v2 > 0, i.e.,

v2 =
µ + 1

2
v1 e v1 < v2.

Para o truncamento (4.2) associado a face Γ
(1)
2 ⊃ S

(1)
2 . Pela equação (4.19) temos

P = v2F2 + v3F3 que deve satisfazer

−v2 + v3σ = −v3 > v2, =⇒ v2 = v3(σ + 1) e v3(σ + 2) < 0.

E o sistema tem solução em U
(1)

2 quando

v2 = v3(σ + 1) somente quando σ + 2 = 0, i.e., v2 = −v3.

Para S
(1)
3 , temos que F

(1)
3 ∩ U

(1)
3 é dado pela relação P = (v1, 0, v3) tal que

−v1 = −v3 > v1µ + v3σ ou v1 = v3, 0 > v3(µ + σ + 1).

E o sistema tem solução em U
(1)

3 quando

Para U
(1)
3 , pelo critério 2,

−v1 = −v3 = v1µ + v3σ

e tem solução

v1 = v3 6= 0, quando µ + σ + 1 = 0.

92



O sistema completo (3.3), i.e., a face é o próprio Γ, o sistema (4.19) consiste somente

da equação

−v1 + v2 = v1µ− v2 + v3σ = −v3,

assim,

v2 = v1
(µ + σ + 1)

(σ + 2)
, v3 = v1

(1− µ)

(σ + 2)
, se σ + 2 6= 0.

Como temos os posśıveis P para cada sistema truncado (4.2), determinaremos o

B, usando a equação (4.14) com |κ| = 1.

Antes restringiremos a nossa procura para soluções potências assintóticas nas

quais seja posśıvel ter x3 → 0 ou x3 → +∞, i.e., P = (p1, p2, p3) com p3 6= 0. Assim

descartamos o estudo do sistema truncado (4.2) correspondente as faces Γ
(0)
1 , Γ

(0)
2 e

Γ
(1)
1 .

Observamos primeiro que em todos os casos a equação (4.14) implica que f̂3(B) =

κp3 e neste exemplo

b3 = κv3, p3 = v3 = ±1 assim b3 = ±1.

Consideremos o subconjunto fronteira S
(0)
3 . Temos que F̂ = (0, 0, x−1

3 ), P =

(0, 0,−1) quando σ+1 > 0, logo X = (b1, b2,±τ−1) com b1, b2 constantes arbitrárias,

é potência assintótica do sistema truncado (4.2). Quando σ + 1 = 0 o mesmo vetor

B satisfaz (4.14), já o vetor P é ortogonal ao lado Γ
(1)
2 , pois P ∈ U

(1)
2 .

Para S
(1)
3 , P = (v3, 0, v3), onde v3(µ+σ +1) < 0, tomando-se v3 = −(µ+σ +1),

da equação (4.14) segue-se as equações

f̂1(B) = κp1 ⇒ b−1
1 b2 = κv3,

logo X = (b1τ
v3 ,±b1,±τ v3), portanto as potências assintóticas são

X = (b1τ
−(µ+σ+1),±b1,±τ−(µ+σ+1)).
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Quando µ + σ + 1 = 0 o mesmo vetor B satisfaz o sistema (4.14) e o vetor P é

ortogonal ao triângulo Γ.

Para S
(1)
2 , P = (0, v3(σ+1), v3), onde v3(σ+2) < 0, supondo-se v3 = −(µ+σ+1),

tem-se da equação (4.14)

f̂2(B) = κp2 ⇒ bµ
1b
−1
2 bσ

3 = κv3(σ + 1),

logo b2 =
κσ−1vσ−1

3 bµ
1

(σ + 1)
. As potências assintóticas são

X = (b1, (±1)bµ
1 (σ + 1)−1τ v3(σ+1),±τ v3).

Quando σ + 2 = 0 o mesmo vetor B satisfaz o sistema (4.14) e o vetor P também é

ortogonal ao poliedro Γ.

Agora determinaremos B quando F̂ = F . Das relações que t́ınhamos de P ,

obtemos

P = ((σ + 2)(1− µ−1)v3, (µ + σ + 1)(1− µ−1)v3, v3).

O sistema (4.14), neste caso, é

b−1
1 b2 =

σ + 2

1− µ
v3, bµ

1b
−1
2 (κv3)

σ =
µ + σ + 1

1− µ
v3,

que tem solução

b1 =

[
(σ + 2)(µ + σ + 1)

(1− µ)2(κvσ
3 )

] 1
(µ−1)

, b2 =
σ + 2

1− µ
b1v3,

quando

σ + 2 6= 0, µ + σ + 1 6= 0, 1− µ 6= 0.

As potências assintóticas são

X = (b1τ
σ+2, b2τ

µ+σ+1,±τ 1−µ).

Como o sistema truncado coincide com o completo, esta potência assintótica coincide

com a solução para o sistema original.
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Caṕıtulo 5

Truncamentos Hamiltonianos de
sistemas Hamiltonianos

5.1 Resultados Gerais

Seja a função Hamiltoniano dada pelo polinômio ou a série de potência

h(Z) =
∑

hRZR, R ∈ S1, (5.1)

onde Z = (z1, . . . , zn) ∈ lCn, R = (r1, . . . , rn) ∈ IRn com |R| = r1 + . . . + rn ≥ 0,

hR ∈ lC e assumiremos que na soma os termos similares são agrupados e que S1 =

{R : hR 6= 0}, que chamaremos de suporte da função h(Z). Sabemos, do Caṕıtulo

1 e Seção 4, que a esta série pode-se associar uma função Hamiltoniana truncada

ĥ
(d)
j dada por

ĥ
(d)
j (Z) =

∑
hRZR, R ∈ S

(d)
1j ,

onde S
(d)
1j é um subconjunto fronteira de S1. Tomando-se n = 2m (n é par), Z =

(X, Y ) e R = (P, Q) onde é X, Y ∈ lCm e P, Q ∈ IRm. A função Hamiltoniana (5.1)

se re-escreve na forma

h(X, Y ) =
∑

hPQXP Y Q, R = (P, Q) ∈ S1 ⊂ IR2m. (5.2)
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Associado a função Hamiltoniana (5.2), encontramos o sistema Hamiltoniano

ẋi =
∂h

∂yi

, ẏi = − ∂h

∂xi

, i = 1, . . . ,m. (5.3)

Escrevemos o sistema Hamiltoniano (5.3) na forma logaŕıtmica (3.15), i.e.,

d

dt
log Z = F (Z) =

∑
FRZR, R ∈ S2, (5.4)

onde o vetor coeficiente FR ∈ lCn e S2 correspondemos ao suporte do sistema (5.3).

Ao sistema (5.4) também podemos determinar os sistemas truncados F̂
(d)
j

d

dt
log Z = F̂

(d)
j (Z) =

∑
FRZR, R ∈ S

(d)
2j , (5.5)

onde S
(d)
2j é um subconjunto fronteira de S2.

Exemplo 5.1.1 : Neste exemplo verificaremos que um sistema Hamiltoniano trun-

cado pode não ser um sistema Hamiltoniano, e reciprocamente, um sistema Hamilto-

niano com a função Hamiltoniana truncada pode não ser um sistema Hamiltoniano

truncado.

Consideremos a função Hamiltoniana

h(x1, x2, y1, y2) = x1x2y1y2 + x2
1x2y

2
1y2 + x1x

2
2y1y

2
2, (5.6)

temos que o suporte de h é S1 = {R1 = (1, 1, 1, 1), R2 = (2, 1, 2, 1), R3 = (1, 2, 1, 2)}.
O poliedro de Newton Γ1 de S1 é um triângulo com três lados, três vértices, que

junto com o triângulo Γ1 formam todas as faces Γ
(d)
1j , aos quais podemos determinar

os truncamentos h
(d)
j da função Hamiltoniana h. A figura (5.1)(a) mostra a projeção

do suporte S1 e do triângulo Γ1 no plano q̃1 = p1 + q1, q̃2 = p2 + q2. Considerando

ρi = xiyi, i = 1, 2, obtemos o sistema Hamiltoniano (5.3) na forma

ẋi =
∂h

∂ρi

xi, ẏi = − ∂h

∂ρi

yi, i = 1, . . . , m.
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Assim a função F do sistema (5.4) é

F =

(
∂h

∂ρ1

,
∂h

∂ρ2

,− ∂h

∂ρ1

,− ∂h

∂ρ2

)
,

onde
∂h

∂ρ1

= ρ2 + 2ρ1ρ2 + ρ2
2,

∂h

∂ρ2

= ρ1 + 2ρ1ρ2 + ρ2
1.

Conseqüentemente, o conjunto S2 consiste dos cinco pontos

R4 = (0, 1, 0, 1), R1, R5 = (0, 2, 0, 2), R6 = (1, 0, 1, 0), R7 = (2, 0, 2, 0).

O poliedro Γ2 é um trapézio onde os vértices são R4, R5, R6, R7, visto que R1

está na reta que conecta R5 e R7, que é paralela a reta que conecta R4 e R6. A

figura (5.1)(b) mostra a projeção do suporte S2 e do trapézio Γ2 no plano q̃1, q̃2.

Figura 5.1: O poliedro de Newton Γ1 para a função h do exemplo (5.1.1) (a) e Γ2 para o
correspondente sistema Hamiltoniano (b) nas coordenadas q̃1, q̃2. O número j representa
o ponto Rj .

Para o lado Γ
(1)
21 conectando os vértices R6 e R7, obtemos o sistema truncado

F̂
(1)
12 , dado por

F̂
(1)
12 = (0, ρ1 + ρ2

1, 0,−ρ1 + ρ2
1),

donde, associamos o sistema

ẋ1 = 0, ẏ1 = 0,
ẋ2 = (ρ1 + ρ2

1)x2, ẏ2 = −(ρ1 + ρ2
1)y2,
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que não é um sistema Hamiltoniano , pois não pode ser escrito na forma (5.3) da

função h. Assim, nem todo truncamento do sistema Hamiltoniano é um sistema

Hamiltoniano de algum truncamento da função h.

Por outro lado, para a face Γ
(1)
11 conectando os vértices R1 e R2 do triângulo Γ1,

correspondemos a função truncada ĥ = ρ1ρ2 + ρ2
1ρ2 da função Hamiltoniano h. O

sistema Hamiltoniano associado a ĥ é

ẋ1 = (ρ2 + 2ρ1ρ2)x1, ẏ1 = (ρ1 + ρ2
1)y1,

ẋ2 = −(ρ2 + 2ρ1ρ2)x2, ẏ2 = −(ρ1 + ρ2
1)y1,

dáı, na forma (5.4) temos

F̂ = (ρ2 + 2ρ1ρ2, ρ1 + ρ2
1,−(ρ2 + 2ρ1ρ2),−(ρ1 + ρ2

1)),

que tem suporte formado pelos quatro ponto R4, R1, R6, R7. Sua envoltória convexa

é um paralelogramo que não é uma face do trapézio Γ2.

Conseqüentemente, nem todo truncamento ĥ da função Hamiltoniana h tem o

correspondente sistema Hamiltoniano

ẋi =
∂ĥ

∂yi

, ẏi = − ∂ĥ

∂xi

, i = 1, . . . , m (5.7)

como um truncamento do sistema (5.4).

Vejamos como obter os truncamentos ĥ da função Hamiltoniano h que satisfaz

(5.7).

Definamos a aplicação linear Π : IR2m → IRm+1, dada por Π(P, Q) = (P ′, q′)

onde P ′ = (p′1, . . . , p
′
m) e

p′i = pi − qi, i = 1, . . . , m− 1,

p′m = pm +
∑m−1

i=1 qi, q = qm +
∑m−1

i=1 qi.
(5.8)

Sejam ei o i-ésimo vetor unitário em IR2m e fi o i-ésimo vetor unitário em IRm.
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Temos que

Π(ei) =





(fi, 0), i = 1, . . . , m− 1,
(fm, 0), i = m,
(−fi−m + fm, 1), i = m + 1, . . . , 2m− 1,
(0, 1), i = 2m.

Assim

Π(ei + ei+m − em − e2m) = 0, i = 1, . . . ,m− 1,

o que implica que esta aplicação Π é uma projeção de IR2m sobre IRm+1 ao longo

dos vetores

ei + ei+m − em − e2m, i = 1, . . . , m− 1. (5.9)

Denotemos por L o subespaço linear de IR2m gerado pelos vetores (5.9), assim a

imagem da projeção (5.8) está sobre o subespaço linear L.

Consideremos em IRm+1 as projeções S ′1 e S ′2 dos conjuntos S1 e S2, que são os

suportes da função Hamiltoniano (5.2) e do sistema Hamiltoniano (5.3), respectiva-

mente, i.e.,

S ′k = ΠSk, Γ′k = ΠΓk, ∂Γ′k = ∂ΠSk, k = 1, 2,

onde Γk é a envoltória convexa de Sk.

Notemos que Γ′k é a envoltória convexa de S ′k, pois Π é uma aplicação linear. Para

cada face Γ′(d
′)

kj′ do poliedro Γ′k em IRm+1 fazemos corresponder a uma face maximal

Γ
(d)
kj do poliedro Γk em IRn, tal que ΠΓ

(d)
kj = Γ′(d

′)
kj′ , o termo maximal significa que se

existir duas faces Γ
(e)
ki e Γ

(f)
kl , tal que ΠΓ

(e)
ki = ΠΓ

(f)
kl = Γ′(d

′)
kj′ e Γ

(e)
ki ⊂ Γ

(f)
kl então a face

maximal será Γ
(f)
kl .

Se para cada Q′ ∈ IRm+1 fazemos corresponder em IR2m a variedade determinada

por

V (Q′) ≡ Π−1(Q′) = {Q ∈ IR2m; Π(Q) = Q′},
e para cada Q′ ∈ Γ′k associamos o subconjunto

Γk(Q
′) ≡ Γk ∩ V (Q′)
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do conjunto Γk. Abrangendo esta definição para um subconjunto de Γ′k, em partic-

ular Γ′(d
′)

kj′ , temos

Γk(Γ
′(d′)
kj′ ) = Γk ∩ V (Γ′(d

′)
kj′ ).

Notemos que, pela construção, a face maximal de Γ′(d
′)

kj′ é justamente Γ
(d)
kj =

Γk(Γ
′(d′)
kj′ ). Analogamente para cada subconjunto fronteira S ′(d

′)
kj′ de S ′k em IRm+1

corresponde um subconjunto maximal S
(d)
kj de Sk em IR2m.

Tomemos o subespaço L∗ em IR2m
∗ o dual de L, assim a intersecção do cone

normal S
(d)
kj com L∗ é unicamente determinado pelo cone normal U ′(d′)

kj′ ⊂ IRm+1
∗ ,

onde IRm+1
∗ é o dual de IRm+1.

Exemplo 5.1.2 : (Consideremos o exemplo (5.1.1)). Calculamos os conjuntos S ′1
e S ′2 para a função Hamiltoniana (5.6) usando a fórmula (5.8), onde m = 2. Para o

conjunto S1, temos

Π(1, 1, 1, 1) = (0, 2, 2), Π(2, 1, 2, 1) = (0, 3, 3), Π(1, 2, 1, 2) = (0, 3, 3),

logo, S ′1 = {(0, 2, 2), (0, 3, 3)} e o poliedro Γ′1 é o segmento {(0, λ + 2, λ + 2), 0 ≤
λ ≤ 1} no plano p′2, q

′, mostrado na figura (5.2)(a).

Projetando S2, temos

Π(0, 1, 0, 1) = (0, 1, 1), Π(1, 1, 1, 1) = (0, 2, 2), Π(0, 2, 0, 2) = (0, 2, 2),

Π(1, 0, 1, 0) = (0, 1, 1), Π(2, 0, 2, 0) = (0, 2, 2).

Assim, S ′2 = {(0, 1, 1), (0, 2, 2)} e o poliedro Γ′2 é o segmento {(0, λ + 1, λ + 1), 0 ≤
λ ≤ 1} no plano p′2, q

′, mostrado na figura (5.2)(b).

Denotando-se as faces Γ′(0)
11 = (0, 2, 2), Γ′(0)

12 = (0, 3, 3), e Γ′(1)
11 = Γ′1 do poliedro

Γ′1 e as faces Γ′(0)
21 = (0, 1, 1), Γ′(0)

22 = (0, 2, 2), e Γ′(1)
21 = Γ′2 do poliedro Γ′2, note-

mos que a face Γ′(0)
12 = (0, 3, 3) corresponde a face maximal Γ1(Γ

′(0)
12 ) = Γ

(1)
11 ⊃

{(1, 2, 1, 2), (2, 1, 2, 1)} de Γ1, do mesmo modo para cada face de Γ′1 obtemos uma
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Figura 5.2: Poliedro Γ′1 (a) e Γ′2(b) nas coordenadas q′, p′2 para a função Hamiltoniana
(5.6) do exemplo (5.1.1).

face de Γ1, mas a rećıproca é falsa, pois para a face Γ
(1)
12 ⊃ {(1, 1, 1, 1), (2, 1, 2, 1)}

não existe nenhuma face Γ′(d
′)

1j′ de Γ′1 tal que ΠΓ
(1)
12 = Γ′(d

′)
1j′ .

Suponhamos sempre que R = 0 não esta no conjunto S1, para facilitar os estudos

posteriores.

Lema 5.1.1 S ′1 = S ′2 + (fm, 1), i.e., o conjunto S ′1 é obtido pela translação paralelo

do conjunto S ′2 ao longo do vetor (fm, 1).

Demonstração: Seja R = (P,Q) ∈ S1, R 6= 0, i.e., a função Hamiltoniana (5.2)

não tem termos constantes em sua expansão. Temos que o sistema Hamiltoniano

(5.3) correspondente é





ẋi =
∂h

∂yi

ẏi = − ∂h

∂xi

=⇒




ẋi = yih̃xi
(X,Y )

ẏi = −xih̃yi
(X, Y )

, i = 1, . . . , m,

onde as funções h̃xi
(X, Y ) e ẏi = −xih̃yi

(X,Y ) possuem o mesmo suporte que a
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função Hamiltoniana h. Logo, o suporte S2 consiste dos pontos

(P,Q)− (fi, fi), i = 1, . . . , m, (P,Q) ∈ S1. (5.10)

Seja Π(P, Q) = (P ′, q′), (P,Q) ∈ S1, então a projeção

Π((P,Q)− (fi, fi)) = (P ′, q′)− (fm, 1), i = 1, . . . , m. (5.11)

Conseqüentemente, o conjunto suporte S ′1 da função Hamiltoniana h, formada pelos

elementos (P ′, q′), é obtida pela translação paralela do conjunto S ′2 ao longo do vetor

(fm, 1). ¤

Desta translação e pela linearidade da projeção Π dada por (5.9), tem-se que

Γ′1 = Γ′2 + (fm, 1).

Como as faces Γ′(d
′)

1j′ são obtidas pela intersecção de Γ′1 com algum hiperplano HP ,

segue-se que

Γ′(d)
1j = Γ′(d

′)
2j′ + (fm, 1).

Donde obtemos o corolário:

Corolário 5.1.1 Os conjuntos Γ′(d
′)

1j′ e S ′(d
′)

1j′ são obtidos pela translação paralela dos

conjuntos Γ′(d
′)

2j′ e S ′(d
′)

2j′ , respectivamente, ao longo do vetor (fm, 1). Além disso, seus

cones normais U ′(d′)
1j′ e U ′(d′)

2j′ coincidem.

Lema 5.1.2 Para cada face Γ′(d
′)

2j′ do poliedro Γ′2, existe uma correspondente função

Hamiltoniano truncada ĥ
(d)
j (X, Y ) que satisfaz o sistema (5.7) com sistema Hamil-

toniano

ẋi =
∂ĥ

(d)
j

∂yi

, ẏi =
∂ĥ

(d)
j

∂xi

, i = i . . . ,m, (5.12)

tal que ΠΓ
(d)
2j = Γ′(d

′)
2j′ .
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Demonstração: Para cada face Γ′(d
′)

2j′ do poliedro Γ′2, vimos que existe uma corre-

spondente face Γ
(d)
2j do poliedro Γ2, bastando tomar a face maximal Γ

(d)
2j = Γ2(Γ

′(d′)
2j′ ).

Nesta face Γ
(d)
2j obtemos o sistema truncado na forma (5.3). Mostraremos que este

é o sistema Hamiltoniano (5.12) desejado.

Observemos que para algum i, (1 ≤ i ≤ m) , tem-se que (P,Q) − (fi, fi) ∈
S

(d)
2j , onde (P, Q) ∈ S

(d1)
1j1

, isto é claro pela demonstração do Lema 5.1.1. Então se

Π(P, Q) = (P ′, q′) ∈ S ′(d
′
1)

1j′1
, então (P, Q)−(fm, 1) ∈ S ′(d

′)
2j′ . Pelo Corolário 5.1.1 à face

Γ′(d
′)

2j′ do poliedro Γ′2 corresponde uma face Γ′(d
′)

1j′ do poliedro Γ′1, obtida da translação

paralela ao longo do vetor (fm, 1). Afirmamos que Π(Γ
(d1)
1j1

) = Γ′(d
′)

1j′ . De fato, seja

(P, Q) ∈ S
(d1)
1j1

, então

Π(P,Q) = (P ′, q′) = (P ′, q′)− (fm, 1) + (fm, 1).

Como (P ′, q′)−(fm, 1) ∈ S ′(d
′)

2j′ e Π(P, Q) é uma translação paralela ao longo do vetor

(fm, 1), segue-se que Π(P, Q) ∈ S ′(d
′)

1j′ . Logo Π(Γ
(d1)
1j1

) ⊂ Γ′(d
′)

1j′ , a outra implicação se

prova de forma análoga e segue a afirmação. Portanto, a função truncada ĥ
(d1)
j1

da

função Hamiltoniana h, é a solução do Lema. ¤

Notemos que ao subespaço linear L, gerado pelos vetores (5.9), podemos associar

o subespaço linear L∗ em IR2m
∗ , dual de L, que pela nossa definição é o conjunto

formado pelos vetores ortogonais aos vetores (5.9).

Lema 5.1.3 Para cada sistema Hamiltoniano truncado (5.7) existe uma correspon-

dente face Γ′(d
′)

1j′ do poliedro Γ′2.

Demonstração: Suponha que ĥ
(d)
j uma função Hamiltoniano truncada tal que o

sistema (5.12) tem um correspondente truncamento (5.5). Se R = (P,Q) ∈ S
(d)
1j ,

então os pontos (P, Q)− (fi, fi), i = 1 . . . ,m, estão no suporte S̃2 do sistema (5.12).

Notemos que

(P,Q)− (fi, fi) = (P, Q)− (fm, fm)− ei − ei+m + em + e2m, i = 1, . . . ,m− 1,
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e como L é o espaço gerado pelos vetores (5.9), temos que S̃2 é paralelo a L.

Por outro lado, S̃2 determina uma face Γ̃2 do poliedro Γ2, pela definição de

ĥ
(d)
j . Como a projeção (5.8) da face Γ̃2 é uma face Γ′(d

′)
2j′ do poliedro Γ′2. Logo

Π(Γ̃2) = Γ′(d
′)

2j′ , o que conclui a prova. ¤

Lema 5.1.4 Seja Γ
(d)
2j a face maximal do poliedro Γ2 que é projetada na face Γ′(d

′)
2j′

do poliedro Γ′2. Sejam os vetores

(U1, v1), . . . , (Uk, vk) (5.13)

que formam o esqueleto do cone normal U ′(d′)
2j′ da face Γ′(d

′)
2j′ . Então os vetores

(U1, V1), . . . , (Uk, Vk) (5.14)

onde
Vl = (v1l, . . . , vml), l = 1, . . . , k,
vil = vl + uml − uil, i = 1, . . . , m− 1, vml = vl,

(5.15)

formam o esqueleto do cone normal U
(d)
2j da face Γ

(d)
2j .

Demonstração: Seja o subconjunto fronteira S ′(d
′)

2j′ correspondente a face Γ′(d
′)

2j′ .

Pelo Corolário 5.1.1 sabemos que

S ′(d
′)

2j′ = S ′(d
′)

1j′ − (fm, 1).

Logo um ponto de S ′(d
′)

2j′ é da forma

(P ′, q′)− (fm, 1), com (P ′, q′) ∈ S ′(d
′)

1j′ .

Seja (P, Q) ∈ S
(d)
1j tal que Π(P,Q) = (P ′, q′), então de acordo com a igualdade

(5.11) os pontos (P, Q)− (fi, fi), i = 1, . . . ,m− 1 estão em S
(d)
2j . Por outro lado,

(P, Q)− (fi, fi) = (P, Q)− (fm, fm)− (ei + ei+m − em − e2m), i = 1, . . . ,m− 1,
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assim a face Γ
(d)
2j é paralela ao subespaço linear L, e como o cone normal U

(d)
2j é

ortogonal a Γ
(d)
2j , segue-se que U

(d)
2j está no subespaço L∗, ortogonal a L.

Observemos que de acordo com aplicação Π, dada por (5.8), podemos tomar

o esqueleto do cone U
(d)
2j é formado por vetores da forma (5.14), preservando as

primeiras m coordenadas. As outras m últimas coordenadas são obtidas da condição

de ortogonalidade de Γ
(d)
2j com L∗ o que conclui que U

(d)
2j ⊂ L∗. Logo

〈(Ul, Vl), ei + ei+m − em − e2m〉 = 0, l = 1, . . . , k; i = 1, . . . , m− 1,

tomando-se Ul = (u1l, . . . , uml) e Vl = (v1l, . . . , vml) segue a relação

uil + vil − uml − vml = 0, l = 1, . . . , k; i = 1, . . . , m− 1,

o que determina o Lema. ¤

Lema 5.1.5 Seja Γ
(d)
1j uma face maximal do poliedro Γ1, que é projetada na face

Γ′(d
′)

1j′ do poliedro Γ′1. Se os vetores (5.13) formam o esqueleto do cone normal U ′(d′)
1j′

da face Γ′(d
′)

1j′ . Então os vetores (5.14), satisfazendo (5.15) formam o esqueleto da

intersecção U
(d)
1j ∩ L∗.

Demonstração: A prova é análoga de Lema 5.1.4. ¤

Teorema 5.1.1 Para cada face Γ′(d
′)

1j′ do poliedro Γ′1 existe uma correspondente

função Hamiltoniana truncada ĥ
(d)
j (X, Y ) tal que o sistema Hamiltoniano truncado

(5.12) satisfaz (5.7) e ΠΓ̃1 = Γ′(d
′)

1j′ , onde Γ̃1 é a face associada ao truncamento

ĥ
(d)
j (X,Y ) da função Hamiltoniana h.

Reciprocamente, para cada sistema Hamiltoniano truncado (5.7) existe uma cor-

respondente face Γ′(d
′)

1j′ do poliedro Γ′1.

Demonstração: A demonstração seguirá dos Lemas desta seção .
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De acordo com o Lema 5.1.1 as faces Γ′(d
′)

1j′ e Γ′(d
′)

2j′ são obtidas uma da outra ao

longo do vetor (fm, 1) e seus cones normais U ′(d′)
1j′ e U ′(d′)

2j′ coincidem. Sejam Γ
(d)
1j e Γ

(e)
2k

as faces maximais dos poliedros Γ1 e Γ2, respectivamente, que são projetadas sobre

Γ′(d
′)

1j′ e Γ′(d
′)

2j′ . Pelo Lema 5.1.2 a função truncada associada à face Γ
(d)
1j tem sistema

Hamiltoniano na forma (5.12). A rećıproca, utiliza o Lema 5.1.3, supondo-se que o

sistema Hamiltoniano truncado (5.7) está determinado na face Γ
(e)
2k . De acordo com

o Lema 5.1.4, o cone normal U
(e)
2k da face Γ

(e)
2k é unicamente determinado pelo cone

U ′(d′)
1j′ , e de acordo com o Lema 5.1.5, a intersecção U

(d)
1j ∩ L∗ = U

(e)
2k . ¤

Assim, temos obtido três poliedros:

Γ1, que determina truncamentos ĥ da função Hamiltoniano h;

Γ2, que determina truncamentos do sistema Hamiltoniano (5.3);

Γ′1, que determina os truncamentos Hamiltonianos (5.7) do sistema (5.5), i.e., a

”intersecção”do poliedro Γ1 e Γ2.

O quarto poliedro Γ′2, pelo Lema 5.1, praticamente coincide com o poliedro Γ′1,

a menos de uma translação .

Exemplo 5.1.3 :(Continuação do Exemplo (5.1.2)). Observemos que, de fato, o

Lema 5.1.1 é satisfeita, pois vale a igualdade S ′1 = S ′2 + (0, 1, 1). Da mesma forma

verifica-se o Corolário 5.1.1.

Utilizando-se o Teorema 5.1.1 as faces Γ′(0)
11 , Γ′(0)

12 e Γ′1 correspondem a três trun-

camentos ĥi da função Hamiltoniano h que satisfazem o sistema Hamiltoniano trun-

cado (5.7). Observemos que a face Γ
(0)
11 = (1, 1, 1, 1) é a face maximal de Γ′(0)

11 , logo

ĥ1 = ρ1ρ2 é a função Hamiltoniana truncada que satisfaz (5.7). De modo análogo,

obtemos os outros dois truncamentos ĥ2 = ρ2
1ρ2 + ρ1ρ

2
2 e ĥ3 = h.

Comentário 5.1.1 Se o sistema Hamiltoniano depende de pequenos parâmetros
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M = (µ1, . . . , µl), podemos fazer um estudo análogo, sendo que a expansão da função

Hamiltoniana é dada neste caso por

h ≡
∑

hPQT XP Y QMT

onde P,Q ∈ IRm, T ∈ IRl com o suporte S1 = {(P, Q, T ) ∈ IR2m+l; hPQT 6= 0}.
Os pontos P = Q = 0 são exclúıdos do suporte S1. A aplicação Π deverá ser

considerada como uma aplicação IR2m+l −→ IRm+1+l a qual associa (P, Q, T ) à

(P ′, q′, T ), onde P ′ e q′ são obtidos da fórmula (5.8). Assim todas as construções

geométricas deverão ser consideradas nos espaços IR2m+l e IRm+1+l nas coordenadas

(P, Q, T ) e (P ′, q′, T ), respectivamente.

Consideremos, agora, a aplicação π : IR2m −→ IR2 dada por π(P, Q) = (p, q), tal

que

p =
m∑

i=1

pi e q =
m∑

i=1

qi. (5.16)

No plano IR2 determinamos a envoltória convexa πΓ1 da projeção πS1 do suporte

S1. Para cada face γ em πΓ1, fazemos corresponder o subconjunto fronteira πS1γ.

A este subconjunto fronteira correspondemos o subconjunto maximal S1γ em S1, o

qual é projetado sobre πS1γ.

Corolário 5.1.2 O truncamento ĥγ associado ao subconjunto S1γ satisfaz o sistema

Hamiltoniano (5.7).

Demonstração: Com efeito, de acordo com a fórmula (5.8)

p =
m∑

i=1

pi =
m∑

i=1

p′i, q =
m∑

i=1

qi = q′,

i.e., a projeção π é o resultado de duas projeções consecutivas

Π(P, Q) = (P ′, q′), Π1(P
′, q′) = (p′, q′) = (p, q).
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Conseqüentemente, para cada face γ a intersecção Γ′1∩Π−1
1 (γ) é uma face do poliedro

Γ1, que pelo Teorema 5.1.1 corresponde a um Hamiltoniano truncado (5.7). ¤

5.2 Algoritmo

Seguindo o racioćınio utilizado no exemplo 5.1.3 podemos descrever o algoritmo

para achar todos os truncamentos Hamiltonianos (5.12) do sistema (5.3), consistindo

de quatro passos:

Passo 1. Usando o suporte S1 da função Hamiltoniana (5.2) achamos os conjunto

S ′1 = ΠS1 onde Π : IR2m −→ IRm+1 é a aplicação dada pela fórmula (5.8).

Passo 2. Achamos as faces, Γ′(d
′)

1j′ , seus subconjuntos fronteira, S ′(d
′)

1j′ e os cones

normais, U ′(d′)
1j′ correspondentes.

Passo 3. Determinamos os correspondentes subconjuntos fronteiras maximais S
(d)
1j =

S1(S
′(d′)
1j′ ) e fazemos corresponder os truncamentos ĥ

(d)
j da função Hamiltoniano

h. Estes truncamentos formam todos os posśıveis truncamentos Hamiltonianos

(5.12) do sistema (5.3).

Passo 4. Usando os Lemas 5.1.4 e 5.1.5 achamos a intersecção do cone normal U
(d)
1j

com L∗ a qual coincide com o cone normal U
(e)
2k .

Este algoritmo será usado nas funções Hamiltonianos das aplicações no próximo

caṕıtulo, simplificando o estudo das mesmas.
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Caṕıtulo 6

Aplicações à Mecânica

6.1 O sistema de Henon-Heiles generalizado

Nesta seção estaremos somente preocupados em determinar os sistemas Hamilto-

nianos truncados da forma do sistema de Henon-Heiles que satisfaz (5.7). Faremos

uso do algoritmo nesta determinação.

Seja o sistema de Henon-Heiles generalizado

ẋ1 = ay1 + 2dy1y2, ẏ1 = −x1,
ẋ2 = by2 + dy2

1 − cy2
2, ẏ2 = −x2,

(6.1)

onde a, b, c, d 6= 0. O problema de Henon-Heiles [5] é dado quando a = b = −c =

−d = 1.

Observa-se que é um sistema Hamiltoniano com a função Hamiltoniano

h =
1

2
(x2

1 + x2
2 + ay2

1 + by2
2) + dy2

1y2 − 1

3
cy3

2. (6.2)

Comentário 6.1.1 Quando a, b > 0, temos que a parte quadrática é definida posi-

tiva. Portanto, neste caso, a origem (0, 0, 0, 0) é estável, no sentido de Liapunov.
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A função Hamiltoniano (6.2) tem suporte

S1 = {R1 = (2, 0, 0, 0); R2 = (0, 2, 0, 0); R3 = (0, 0, 2, 0);

R4 = (0, 0, 0, 2); R5 = (0, 0, 2, 1); R6 = (0, 0, 0, 3)}.

Utilizemos, agora, o algoritmo descrito no caṕıtulo anterior:

Passo 1. Neste caso m = 2, segue-se que o suporte S1 é projetada no espaço

IR3. De acordo com a fórmula (5.8), tem-se que S ′1 = ΠS1 é dado por

S ′1 = {R′
1 = (2, 0, 0); R′

2 = (0, 2, 0); R′
3 = (−2, 2, 2);

R′
4 = (0, 0, 2); R′

5 = (−2, 2, 3); R′
6 = (0, 0, 3)},

sendo que

ΠRj = R′
j, j = 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Passo 2. Observe que o conjunto S ′1 é idêntico ao conjunto S do exemplo (1.1.11)

no Caṕıtulo 1. Assim sua envoltória convexa Γ′1 é um poliedro de cinco faces, nove

lados e seis vértices, mostrado na figura (1.10). São ao todo vinte faces Γ′(d
′)

1j′ e,

conseqüentemente, vinte subconjuntos S ′(d
′)

1j′ . Estes indicados na tabela (1.1.2), onde

o número j indicará os números 1j′ e o número i corresponderá aos pontos R′
j.

Vimos também no exemplo (1.1.11) os esqueletos que determinam os cones nor-

mais U ′(2)
1j′ ou seja, para a face Γ′(2)

11 ⊃ {R′
3, R

′
4, R

′
5, R

′
6} tem-se que o esqueleto de

U ′(2)
11 consiste do vetor N1 = (−1,−1, 0). Para a face Γ′(2)

12 ⊃ {R′
1, R

′
2, R

′
5, R

′
6} tem-se

que o vetor N2 = (3, 3, 2) é o esqueleto do cone normal U ′(2)
12 . O cone normal U ′(2)

13

tem esqueleto N3 = (0,−1, 0), o do cone normal U ′(2)
14 é o vetor N4 = (0, 1, 0) e o do

cone normal ⊂ U ′(2)
15 é o vetor N5 = (−1,−1,−1).

Passo 3. Enumeramos as faces bidimensionais Γ′(2)
1j′ do poliedro Γ′1 e pelo Teo-

rema 5.1.1 correspondemos aos truncamentos ĥj da função Hamiltoniano h que
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satisfaz (5.7). Para a face Γ′(2)
11 ⊃ {R′

3, R
′
4, R

′
5, R

′
6}, temos o correspondente função

Hamiltoniano truncada

ĥ1 =
1

2
(ay2

1 + by2
2) + dy2

1y2 − 1

3
cy3

2.

Para a face Γ′(2)
12 ⊃ {R′

1, R
′
2, R

′
5, R

′
6}, temos

ĥ2 =
1

2
(x2

1 + x2
2) + dy2

1y2 − 1

3
cy3

2.

Para a face Γ′(2)
13 ⊃ {R′

1, R
′
4, R

′
6} temos

ĥ3 =
1

2
(x2

1 + by2
2)−

1

3
cy3

2.

Para a face Γ′(2)
14 ⊃ {R′

2, R
′
3, R

′
5} temos

ĥ4 =
1

2
(x2

2 + ay2
1) + dy2

1y2.

Para a face Γ′(2)
15 ⊃ {R′

1, R
′
2, R

′
3, R

′
4} temos

ĥ5 =
1

2
(x2

1 + x2
2 + ay2

1 + by2
2).

Passo 4. No Passo 2 foram indicados os vetores Nj que formam os esqueletos

dos cones normais U ′(2)
1j . Estaremos somente preocupados em determinar os cones

normais às faces maximais que são projetadas sobre as faces de dimensão dois.

Utilizando a fórmula (5.15) do Lema 5.1.4, temos que o vetor N1 = (−1,−1, 0)

determina o vetor P1 = (−1,−1, 0, 0) que, segundo o Lema 5.1.4 é o esqueleto do

cone normal correspondente a face maximal em Γ1 da face Γ′(2)
11 . De modo análogo

podemos obter todos os outros cones normais.
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6.2 Sistemas Hamiltonianos autônomos com dois

graus de liberdade e frequências nulas

Nesta seção, apresentamos um estudo feito por Bruno em [3] no problema de

frequência nulas em sistemas Hamiltonianos autônomos com dois graus de liberdade.

Tal problema foi também estudado por Sokol’skii em [9] (Ver apêndice B), por tal

motivo algumas vezes chamaremos a este problema simplesmente como problema

de Sokol’skii. Calcularemos, em dois casos dependendo do posto da parte linear, os

truncamentos Hamiltonianos da função Hamiltoniano que satisfaz (5.7). Em alguns

destes truncamentos acharemos curvas potências assintóticas e usaremos os resul-

tados do Caṕıtulo 5, para obter resultados de estabilidade da solução de equiĺıbrio

(0, 0, 0, 0) e tais resultados melhoram os obtidos por Sokol´skii em [9].

Vejamos os dois primeiros casos, citados no Apêndice B, para a função Hamilto-

niano h:

Caso (I) O posto da parte linear é três. Neste caso a função Hamiltoniano h

dada por

h = H2 + H3 + H4 + . . . , (6.3)

onde H2 será considerada normalizada, assim

H2 = −x1x2 +
1

2
δy2

1, δ = ±1, (6.4)

e a forma H3 será considerada genérica.

Temos que o conjunto suporte S1 da função Hamiltoniano h, trata-se de um con-

junto infinito, assim usaremos os resultados da Seção 3, do Caṕıtulo 1, em particular

o algoritmo descrito naquela Seção, utilizado na determinação do subconjunto dom-

inante S1/IR
4
+.

Obviamente S1 ⊂ ZZ4
+, assim de acordo com exemplo (1.1.12), o subconjunto

dominante S1/IR
4
+ está contido no conjunto dos pontos R ∈ S1 com 〈K,R〉 ≤ 3,
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onde é suposto K = (1, 1, 1, 1). Desta forma, no algoritmo c0 = 2 e, de acordo com

a equação (6.4)

S2 = {R ∈ S1; 〈K, R〉 = 2} = {R1 = (0, 0, 1, 1), R2 = (0, 0, 2, 0)}. (6.5)

Seguindo o algoritmo, os pontos R ∈ ZZ4
+ com 〈K,R〉 = 3 tal que

R−R1 ≥ 0 ou R−R2 ≥ 0, (6.6)

não estão em S1/IR
4
+. Sabemos que existem vinte pontos R ∈ ZZ4

+ que satisfazem a

equação 〈K,R〉 = 3, mas com a restrição (6.6), este número reduz-se a doze pontos

R3 a R14, colocados na segunda linha da Tabela (6.2). Nesta mesma tabela também

constam, na terceira linha, as projeções obtidas da aplicação dada pela fórmula

(5.8), finalizando o algoritmo, temos que

S ′1/IR
4
+ = {R′

1, . . . , R
′
14}.

j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
1 0 0 1 0 2 0 0 1 0 2 0 3 0

Rj 1 0 0 0 1 0 2 0 0 1 0 2 0 0
0 2 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 2 1 1 0 0 3 2 2 1 1 0 3
1 -2 -1 0 -1 1 -1 0 1 0 2 0 3 0

R′
j 1 2 1 1 2 1 3 0 0 1 0 2 0 0

0 2 3 2 2 1 1 3 2 2 1 1 0 3

Tabela 6.1: Pontos Rj do subconjunto S1/IR
n
+ e suas projeções R′

j.

Determinamos a envoltória convexa Γ′1 de S ′1/IR
n
+, que é o poliedro da Figura

6.3. Consistindo de oito faces, doze lados e sete vértices.

Lembremos que as faces Γ′(2)
1j′ que nos interessam são as que contém a reta normal

inserida no cone IR3
−, assim são somente três: a face Γ′(2)

11 ⊃ {R′
1, R

′
2, R

′
8}, cuja normal

é N1 = −(5, 7, 4); a face Γ′(2)
12 ⊃ {R′

1, R
′
2, R

′
14}, cuja normal é N2 = −(4, 2, 5) e a face

Γ′(2)
13 ⊃ {R′

1, R
′
8, R

′
9, R

′
11, R

′
13} cuja normal é N3 = −(1, 2, 1).
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Figura 6.1: A envoltória convexa dos pontos R′
j .

Para a face Γ′(2)
11 correspondemos a face maximal Γ

(2)
11 ⊃ {R1, R2, R8} que por sua

vez determina a função Hamiltoniano truncada

ĥ1 = −x1x2 +
1

2
δy2

1 + ay3
2, a 6= 0, (6.7)

e o correspondente sistema Hamiltoniano truncado

ẋ1 = δy1, ẋ2 = 3ay2
2, ẏ1 = x2, ẏ2 = x1. (6.8)

Pelo Lema 5.1.4, o esqueleto do cone normal U
(2)
1j é determinado pelos ve-

tores (5.14) que satisfazem as condições (5.15). No nosso caso é um vetor Nj =

(u1j, u2j, v1j, v2j), onde

v1j = v + u2j − u1j, v2j = v, (6.9)

sendo que o vetor N ′
j = (u1j, u2j, v) é o vetor esqueleto de U ′(2)

1j . Assim a face Γ
(2)
11

tem o cone normal U
(2)
11 determinado pelo esqueleto que consiste do ponto N1 =

−(5, 7, 6, 4).

Consideremos a curva potência assintótica na forma (4.6) de ordem N1, ou seja,

x1 = α1t
−5, x2 = α2t

−7, y1 = β1t
−6, y2 = β2t

−4, (6.10)
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com α1, α2, β1, β2 coeficientes reais não nulos. Esta curva é considerada com o intuito

de obtermos resultados com a Teoria desenvolvida nos caṕıtulos anteriores.

Notemos que a curva (6.10) é uma curva integral não trivial do sistema (6.8),

desde que

−5α1 = δβ1, −7α2 = 3aβ2
2 , −6β1 = α1,

ou melhor,

α2 = −6β1 = 30δα1 = −120δβ2
2 6= 0, β2 = 280δa−1 6= 0. (6.11)

Observe que reparametrizando a curva (6.10), por τ =
1

y2(t)
, obtemos

x1(τ) =
α1

|β|4 τ−5/4, x2(τ) =
α2

|β|4 τ−7/4, y1(τ) =
β1

|β|4 τ−6/4, y2(τ) =
β2

|β|τ
−1.

(6.12)

Verifica-se que esta curva (6.12) é uma curva potência assintótica do sistema

hamiltoniano truncado (6.8), logo também será para o sistema logaritmo associado,

cuja ordem está no cone normal U
(2)
11 . Pelo Teorema 4.3.1 do Caṕıtulo 4, temos

que a primeira aproximação da curva (6.12) é uma curva potência assintótica do

sistema logaritmo completo e consequentemente será para o sistema completo (5.3).

Mas, quando τ decresce a curva (6.12) foge da origem, assim para toda vizinhança do

equiĺıbrio (0, 0, 0, 0) existe um τ ∗ em que a solução (6.12) não pertence a vizinhança.

Assim o ponto de equiĺıbrio (0, 0, 0, 0) é instável.

Comentário 6.2.1 Para que a curva potência (6.10) e (6.11) seja solução do sis-

tema (6.8) é necessário supor que a 6= 0. Quando a = 0 o monômio correspondente

ao vértice da face Γ′(2)
11 torna-se zero, assim o poliedro Γ′1 é mudado e não contém a

face Γ′(2)
11 .

Em Sokol’skii [9] (Ver Apêndice B) os casos (B.4) e (B.5) correspondem a função

Hamiltoniano truncada (6.7). Analogamente à solução (6.10) encontrada na nossa
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teoria corresponde a fórmula (B.6) obtida por Sokol’skii da também uma solução

particular do sistema Hamiltoniano, onde as constantes P2(0) e AδP2(0) devem ser

positivas, por (B.6) são tomados ráızes de ordem quatro delas. Isto significa que a

solução (B.7) em [9] existe somente quando Aδ > 0, mas Bruno através de (6.10) e

(6.11) mostra que é necessário, somente que a 6= 0, como também afirma o Teorema

B.0.1, devido a Sokol’skii.

Caso (II) O posto da parte linear é dois. Neste caso a forma quadrática nor-

malizada é dada por

H2 =
1

2
δ1y

2
1 +

1

2
δ2y

2
2 (6.13)

onde δ1 = ±1, δ2 = ±1, e vamos considerar H3 na forma genérica.

Novamente, S1 = S2 ∪ S3 ∪ S4 ∪ . . ., onde Sc = {R ∈ ZZ4; 〈K,R〉 = c, K =

(1, 1, 1, 1)}. Logo, S1 é infinito. Usando o algoritmo, citado Caso I, temos que

〈K, R〉 = 2 somente quando {R1 = (0, 0, 2, 0), R2 = (0, 0, 0, 2)} ⊂ S1/IR
4
+.

Dos elementos R ∈ ZZ4
+ tal que 〈K,R〉 = r1 + r2 + r3 + r4 = 3, exclúımos os pontos

que satisfazem pelo menos uma das inequações abaixo

R−R1 ≥ 0, R−R2 ≥ 0. (6.14)

Assim, obtemos o subconjunto dominante S1/IR
4
+ = {R1, R2, R3, . . . , R13}, onde R3

a R13 são os pontos que não satisfazem as duas inequações (6.14). Todos estes pontos

de S1/IR
4
+, junto com suas projeções R′

j = ΠRj, j = 1, . . . , 13 usando a aplicação

(5.9), são dados na tabela 6.2

O conjunto poliedral Γ′1, que é a envoltória convexa externa do conjunto S ′1, é

determinado por sete faces bidimensionais, onze lados e oito vértices, mostrada na

figura (6.2).

Para a face Γ′(2)
11 , temos que P ∈ U ′(2)

11 se

〈P,R′
1〉 = 〈P, R′

2〉 = 〈P, R′
10〉 = 〈P, R′

13〉 = 〈P, R′
11〉 = 〈P, R′

12〉;
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j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
0 0 1 0 2 1 0 2 0 3 2 1 0

Rj 0 0 0 1 0 1 2 0 2 0 1 2 3
2 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 2 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0
-2 0 0 -1 1 0 -1 2 0 3 2 1 0

R′
j 2 0 1 2 1 2 3 0 2 0 1 2 3

2 2 2 2 1 1 1 1 1 0 0 0 0

Tabela 6.2: Pontos Rj do subconjunto S1/IRn
+ e suas projeções R′

j no Caso II.

Figura 6.2: A envoltória convexa dos pontos R′
j ⊂ S′1 no Caso II.

〈P, R′
1〉 > 〈P,R′

3〉; 〈P,R′
1〉 > 〈P, R′

4〉; 〈P, R′
1〉 > 〈P, R′

8〉,

o que implica

−2p1 + 2p2 + 2p3 = 2p3 = 3p1 = 3p2 = 2p1 + p2 = p1 + 2p2;

−2p1 + 2p2 + 2p3 > p2 + 2p3;−2p1 + 2p2 + 2p3 > −p1 + 2p2 + 2p3;

−2p1 + 2p2 + 2p3 > 2p1 + p3,

assim

3p1 = 3p2 = 2p3 < 0.
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Logo, N ′
1 = (−2,−2,−3) forma o esqueleto do cone U ′(2)

11 . Analogamente, podemos

obter para as outras faces,

Γ′(2)
12 ∼ N ′

2 = (−1, 0,−1);

Γ′(2)
13 ∼ N ′

3 = (0,−1, 0);

Γ′(2)
14 ∼ N ′

4 = (0, 1, 1);

Γ′(2)
15 ∼ N ′

5 = (0, 0, 1);

Γ′(2)
16 ∼ N ′

6 = (1, 0, 2);

Γ′(2)
17 ∼ N ′

7 = (1, 1, 1).

Notemos que o poliedro Γ′1/IR
3
+ é determinado pelo quadrilátero Γ′(2)

11 de vértices

R′
1, R

′
2, R

′
10, R

′
13, pois é o único que o raio normal está totalmente inserida no interior

do cone IR3
−, dual de IR3

+. Pelo Lema 5.1.4, e utilizando a fórmula (6.9) o vetor

normal N ′
11 = −(2, 2, 3) corresponde o vetor N11 = −(2, 2, 3, 3) do esqueleto do cone

normal U
(2)
11 .

À face Γ′(2)
11 , podemos corresponder a seguinte função Hamiltoniana truncada

ĥ1 = 1
2
δ1y

2
1 + 1

2
δ2y

2
2 + h̃(x1, x2),

h̃(x1, x2) = ax3
1 + bx2

1x2 + cx1x
2
2 + dx3

2.
(6.15)

De acordo com o Teorema 5.1.1, determina um sistema Hamiltoniano truncado

ẋi = δiyi, ẏi = −gi(x1, x2), i = 1, 2. (6.16)

onde gi =
∂h̃

∂xi

.

Como no caso anterior consideraremos uma curva potência assintótica na forma

(4.6) cuja ordem é N11 que pertence ao cone normal U ′(2)
11 , ou seja, uma curva da

forma

x1 = α1t
−2, x2 = α2t

−2, y1 = β1t
−3, y2 = β2t

−3, (6.17)

com α1, α2, β1, β2 coeficientes reais não todos nulos, a serem determinados.
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Verifica-se facilmente que esta curva (6.17) é uma curva integral não trivial do

sistema (6.16), desde que

2αi = δiβi,
3βi = −gi(α1, α2), i = 1, 2.

(6.18)

Portanto, determinaremos condições sobe αi, βi para que o sistema (6.18) seja satis-

feito e para que a curva (6.17) seja uma curva integral não trivial do sistema (6.16).

Defina f(α1, α2) = α1g2 − δ1δ2α2g1. Afirmamos que as soluções da equação

f(α1, α2) = 0 são equivalentes as soluções do sistema (6.18). De fato, substituindo

β1 e β2 das primeiras euqações em (6.18) nas últimas equações (6.18), obtemos o

sistema de duas equações

−6δiαi = gi(α1, α2), i = 1, 2. (6.19)

Multiplicando-se a primeira equação de (6.19) por δ1α2 e a segunda por δ1α1, e

subtraindo a primeira pela segunda, obtemos a relação

−6α1α2 + 6α1α2 = α2g1(α1, α2)− δ1δ2α1g2(α1, α2),

o que origina a afirmação.

Suponhamos que α2 6= 0. Então a função f , definida acima, tem pelo menos

uma raiz real κ = α1/α2, no seguinte sentido

f(α1, α2) = bα3
1 + (2c− 3aδ1δ2)α

2
1α2 + (3d− 2bδ1δ2)α1α

2
2 − cδ1δ2α

3
2 (6.20)

= α3
2{bκ3 + (2c− 3aδ1δ2)κ

2 + (3d− 2bδ1δ2)κ− cδ1δ2}
= α3

2P (κ),

onde P (κ) = g2(κ, 1)− δ1δ2g1(κ, 1) é uma equação cúbica que tem pelo menos uma

raiz real.

Se α2 = 0, substituindo no sistema (6.18) obtém-se que α1 = 0, consequente-

mente, βi = 0, i = 1, 2, assim a curva (6.17) é trivial, pela qual não estamos

interessados. Analogamente deveremos supor que α1 6= 0, logo κ 6= 0.

119



Lema 6.2.1 Se gi(κ, 1) 6= 0, i = 1, 2, então o sistema (6.18) tem solução real não

nula, dada por

α1 = −6δ2/g2(κ, 1), α2 = −6δ1/g1(κ, 1), βi = −2δiαi, i = 1, 2. (6.21)

Demonstração: Basta verificar que os valores de α1 e α2 dado em (6.21) é raiz

de f . ¤

Notemos que se algum gi(κ) = 0 então o outro necessariamente também é igual

a zero, pois estamos considerando α1 6= 0, α2 6= 0.

Lema 6.2.2 Seja o conjunto de soluções comuns as equações

g1(κ, 1) = 0, g2(κ, 1) = 0. (6.22)

Então este conjunto consiste de um único ponto, que é uma raiz dupla de cada

equação.

Demonstração: Observemos que

g1(κ, 1) = 3aκ2 + 2bκ + c,

g2(κ, 1) = bκ2 + 2cκ + 3d.

As soluções das equações (6.22) coincidem quando os coeficientes de ambas equações

são proporcionais, i.e.,

g1(κ, 1) = vg2(κ, 1),

o que implica

3a = vb; 2b = v2c; c = v3d,

logo ,

a = v3d; b = 3v2d; c = 3vd.
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Assim g1(κ, 1) = 3dv(vκ + 1)2 e g2(κ, 1) = 3d(vκ + 1)2, e κ = −v−1 é a única raiz

comum. ¤ .

Consideremos os polinômios dos coeficientes a, b, c, d, δ = δ1δ2:

D1 = 9d2 + 8c2δ − 12ac, D2 = 9a2 + 8b2δ − 12bd,

R = 27a2d2 − 4ac3 + 4b3d− b2c2 − 18abcd,

D3 = 18ABCD + B2C2 − 4AC3 − 4DB3 − 27A2D2,

onde A = b, B = 2c− 3aδ, C = 3d− 2bδ, D = −cδ.

Teorema 6.2.1 O sistema de equações (6.19) não tem solução real α1 6= 0, α2 6= 0

somente em dez casos:

1) b 6= 0, c 6= 0, R = 0, D3 < 0;

2) δ1δ2 = −1,±3a = b = ±c = 3d 6= 0;

3) b = 0, 3a− 2cδ1δ2 6= 0, D1 < 0;

4) c = 0, 2b− 3dδ1δ2 6= 0, D2 < 0;

5) δ1δ2 = −1, b = 0, 3a = −2c, 2c2 = 9d2 6= 0;

6) δ1δ2 = −1, c = 0, 3d = −2b, 2b2 = 9a2 6= 0;

7) b = d = 0, 3a = 2cδ1δ2 6= 0;

8) a = b = c = 0, d 6= 0;

9) b = c = d = 0, a 6= 0;

10) a = c = 0, 2b = 3dδ1δ2 6= 0.

A demonstração deste Teorema foi omitida, por constar de muitos termos técnicos.

Qualquer interesse ver [3].

Para este Caso II temos o estudo feito por Sokol’skii em [9] (Ver apêndice B)

determinando o Hamiltoniano (B.7) com truncamento K(0) equivalente a função

Hamiltoniana truncada (6.15). Em contradição com o Teorema 6.2.1, em Sokol’skii

121



o sistema Hamiltoniano truncado (6.16) tem sempre solução real do tipo (6.17)

(equivalente a (B.9)), se

a2 + b2 + c2 + d2 6= 0 (≡ h2
3000 + h2

2100 + h2
1200 + h2

0300 6= 0). (6.23)

Mas isto não é verdade. Por exemplo, quando a = b = d = 0 e c 6= 0 a equação

toma a forma f(α1, α2) = (2α2
1− δ1δ2α

2
2)α2 = 0. Se δ1δ2 = −1, então a equação tem

somente raiz real α2 = 0, assim α1 = 0, como já vimos. Pelo sistema (6.18) obtemos

também que β1 = β2 = 0, portanto mesmo satisfazendo a condição (6.23) a única

solução real é a trivial. Notemos que este caso a = b = d = 0, c 6= 0, δ1δ2 = −1 é

considerado no caso 3 do Teorema 6.2.1.

6.3 O problema restrito circular de três corpos

6.3.1 Formulação do problema

Sejam três corpos pontuais P1, P2 e P3 se movimentando num plano sob in-

fluência da lei gravitacional de Newton. Os corpos P1 e P2 tem massas m1 e m2,

respectivamente, e a massa do corpo P3 é tão pequena que sua influência sobre os

movimentos dos corpos P1 e P2 podem ser desprezados; diremos que a massa do

corpo P3 é igual a zero. Então o corpo P2 executa um movimento Kepleriano rela-

tivo ao corpo P1. Se assumirmos que o corpo P2 move-se num circulo, o problema

do movimento do corpo P3 é chamado problema circular restrito dos três corpos no

plano, ou simplesmente problema restrito.

Assumiremos que as unidades da massa, o tempo, e a distância são obtidas de tal

forma que a soma m1+m2, a constante gravitacional, a distância P1P2 e a velocidade

angular de P2 relativo ao corpo P1 são iguais a um. Para isto parametrizamos

m2 = µ. O problema é formulado por dois sistemas de coordenadas, um fixo e outro

giratório, e consideraremos a origem em ambos os sistemas no corpo P1.
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Seja X1, X2 as coordenadas do ponto P3 no sistema imóvel; as equações do

movimento formam um sistema Hamiltoniano com dois graus de liberdade com

função Hamiltoniana

h1 = 1
2
(Y 2

1 + Y 2
2 )− m1

r1

+ m2R,

R = X1 cos t + X2sen t− 1

r2

,
(6.24)

onde r1 e r2 são as distâncias P1P3 e P2P3, respectivamente, Yi = Ẋi e no tempo t = 0

o corpo P2 tem coordenadas (1, 0). Se introduzirmos um sistema de coordenadas

x1, x2 ”rotatório”com o corpo P2, em que a posição do corpo P2 será sempre x1 = 1

e x2 = 0, isto é, fazendo

(x1 + ix2)e
it = X1 + iX2

e nestas coordenadas o sistema de equações (6.24) do movimentos do corpo P3 torna-

se

ẋi =
∂h

∂yi

, ẏi = − ∂h

∂xi

, i = 1, 2, (6.25)

onde
h = h0 + µR,

h0 =
1

2
(y2

1 + y2
2) + x2y1 − x1y2 − 1

r1

,

R =
1

r1

+ x1 − 1

r2

,

(6.26)

e

r1 =
√

x2
1 + x2

2, r2 =
√

(x1 − 1)2 + x2
2.

6.3.2 Estudo do problema

Consideraremos o problema descrito nas coordenadas x1, x2, dado pelo sistema

Hamiltoniano com dois graus de liberdade e com um parâmetro µ, onde a função

Hamiltoniana é (6.26), que pode ser da forma

h =
1

2
(y2

1 + y2
2) + x2y1 − x1y2 − 1− µ√

x2
1 + x2

2

− µ√
(x1 − 1)2 + x2

2

+ µx1. (6.27)
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Quando µ = 0 o problema torna um problema de dois corpos, P1 e P3. Quando

µ > 0, porém pequeno, o problema é análogo a uma pertubação singular do caso

µ = 0 próximo do corpo P2. Assim para acharmos as primeiras aproximações para o

problema restrito de três corpos é necessário introduzir coordenadas locais próximas

do corpo P2

ξ1 = x1 − 1, ξ2 = x2, η1 = y1, η2 = y2 − 1.

Expressando-se a função Hamiltoniana (6.27) nestas novas coordenadas temos,

h =
1

2
[η2

1 + (η2 + 1)2] + ξ2η1 − (ξ1 + 1)(η2 + 1)− 1− µ√
(ξ1 + 1)2 + ξ2

2

− µ√
ξ2
1 + ξ2

2

+ µ(ξ1 + 1)

=
1

2
(η2

1 + η2
2) + ξ2η1 − ξ1η2 +

1

2
−

[
1 + ξ1 +

1√
(ξ1 + 1)2 + ξ2

2

]

+µ

[
1 + ξ1 +

1√
(ξ1 + 1)2 + ξ2

2

− 1√
ξ2
1 + ξ2

2

]
.

Expandindo a raiz
1√

(ξ1 + 1)2 + ξ2
2

em série de Maclaurin, obtemos

h +
3

2
− 2µ =

1

2
(η2

1 + η2
2) + ξ2η1 − ξ1η2 − ξ2

1 +
1

2
ξ2
2 + f(ξ1, ξ

2
2)

+ µ

[
ξ2
1 −

1

2
ξ2
2 − f(ξ1, ξ

2
2)−

1√
ξ2
1 + ξ2

2

]
,

(6.28)

onde f é uma série de potências convergentes, com termos de ordem maior que três.

O suporte S1 da série (6.28) consiste dos pontos

S1 = {R1 = (0, 0, 2, 0, 0); R2 = (0, 0, 0, 2, 0); R3 = (0, 1, 1, 0, 0);

R4 = (1, 0, 0, 1, 0); R5 = (2, 0, 0, 0, 0); R6 = (0, 2, 0, 0, 0);

R7kl
= (k, 2l, 0, 0, 0); R8 = (2, 0, 0, 0, 1); R9 = (0, 2, 0, 0, 1);

R10 = (−1, 0, 0, 1, 0); R11 = (0,−1, 0, 0, 1); R12kl
= (k, 2l, 0, 0, 1)} ∪ J,
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onde k, l ≥ 0, k + 2l ≥ 3 e J é o segmento conectando os pontos R10 e R11. Este

segmento é o suporte da raiz
1√

ξ2
1 + ξ2

2

.

Fazendo a projeção (5.16), πR = R′′ = (p, q, s) ∈ IR3, usando o Comentário 5.1.1

e considerando l = 1, obtemos que o suporte S ′′1 determinado por πS1 = S ′′1 , consiste

dos pontos

R′′
1 = (0, 2, 0); R′′

2 = (1, 1, 0); R′′
3 = (2, 0, 0); R′′

4k
= (k + 2, 0, 0);

R′′
5 = (2, 0, 1); R′′

6 = (−1, 0, 1) eR′′
7k

= (k + 2, 0, 1),

onde o número inteiro k ≥ 1.

A envoltória convexa externa Γ′′1 ⊂ IR3 do suporte S ′′1 é um prisma triedral semi-

infinito com base obĺıqua, formada por quatro faces bidimensionais, seis lados e três

vértices que determinam a base, R′′
1, R

′′
3 e R′′

6.

Figura 6.3: A envoltória convexa externa de Γ′′1.

À face Γ′′(2)
11 , que é a base obĺıqua do prisma Γ′′1, contém os vértices

(0, 2, 0), (1, 1, 0), (2, 0, 0) e o ponto (1, 1, 0), e possui o cone normal determinado

pelo esqueleto N ′′
1 = −(−1, 1, 1/3). Para esta face Γ′′(2)

11 , pelo Corolário 5.1.2 pode-

mos corresponder a função Hamiltoniana truncada associada a face maximal em Γ
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da face Γ′′(2)
11 em Γ′′. Sua função Hamiltoniana truncada é

ĥ
(2)
1 =

1

2
(η2

1 + η2
2) + ξ2η1 − ξ1η2 − ξ2

1 +
1

2
ξ2
2 −

µ√
ξ2
1 + ξ2

2

. (6.29)

O problema de Hill (ver em [8]) é descrito pela mesma função ĥ
(2)
1 , com µ = 1.

Mas, através de uma mundança de coordenadas podemos obter isto. Consideremos

o correspondente sistema Hamiltoniano truncado da função Hamiltoniana truncada

(6.29)

ξ̇1 = η1 + ξ2

ξ̇2 = η2 − ξ1

η̇1 = η2 + 2ξ1 − ξ1µ

(ξ2
1 + ξ2

2)
3/2

η̇2 = −η1 − ξ2 − ξ2µ

(ξ2
1 + ξ2

2)
3/2

,

(6.30)

o qual podemos determinar o sistema logaritmo associado

d

dt
log ξ1 = ξ−1

1 η1 + ξ2

d

dt
log ξ2 = ξ−1

2 η2 − ξ−1
2 ξ1

d

dt
log η1 = η−1

1 η2 + 2ξ1η
−1
1 − ξ1η

−1
1 µ

(ξ2
1 + ξ2

2)
3/2

d

dt
log η2 = −η1η

−1
2 − ξ2η

−1
2 − ξ2η

−1
2 µ

(ξ2
1 + ξ2

2)
3/2

.

(6.31)

A transformação potência

ξ̃i = ξiµ
1/3, η̃i = ηiµ

1/3, i = 1, 2, (6.32)

transforma o sistema logaritmo (6.31), onde as variáveis ξi, ηi, µ são substitúıdas por

ξ̃i, η̃i, 1, respectivamente. Assim retornando para a função Hamiltoniana truncada

(6.30), agora com as variáveis ξ̃i, η̃i, 1, tem-se o função que descreve o problema de

Hill.

À face Γ′′(2)
12 contém os pontos R′′

1, R
′′
2, R

′′
3 e R′′

4k
e tem cone normal determinado

pelo vetor N ′′
2 = (0, 0,−1). Para esta face, da mesma forma que a face anterior,
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podemos corresponder a função Hamiltoniana truncada associada a sua face maximal

que contém os pontos R1 = (0, 0, 2, 0, 0), R2 = (0, 0, 0, 2, 0), R3 = (0, 1, 1, 0, 0), R4 =

(1, 0, 0, 1, 0), R5 = (2, 0, 0, 0, 0), R6 = (0, 2, 0, 0, 0) e R7kl
= (k, 2l, 0, 0, 0), assim a

função truncada é

ĥ
(2)
2 =

1

2
(η2

1 + η2
2) + ξ2η1 − ξ1η2 − ξ2

1 +
1

2
ξ2
2 + f(ξ1, ξ

2
2)

=
1

2
(η2

1 + η2
2) + ξ2η1 − ξ1η2 +

1√
(ξ1 + 1)2 + ξ2

2

.
(6.33)

Note que ĥ
(2)
2 é obtida da função Hamiltoniana completa h (6.29) fazendo-se

µ = 0, segue que esta função descreve o problema de dois corpos P1 e P3, que é

integrável. O lado Γ′′(1)
11 inclui os pontos R′′

1 e R′′
6 do conjunto S ′′1 . A correspondente

função Hamiltoniana truncada é

ĥ
(1)
1 =

1

2
(η2

1 + η2
2)−

µ√
ξ2
1 + ξ2

2

. (6.34)

Fazendo a mesma transformação potência (6.32) transformamos o sistema Hamil-

toniano com a função Hamiltoniana da forma (6.34), onde as variáveis ξi, ηi, µ são

substitúıdas pela variáveis ξ̃i, η̃i, 1, respectivamente. Esta função (6.34) nas variáveis

ξ̃i, η̃i, 1 descreve o problema dos dois-corpos P2 e P3.

Ao lado Γ′′(1)
12 inclui os pontos R′′

1, R
′′
2 e R′′

3 do conjunto S ′′1 . A correspondente

função Hamiltoniana truncada é

ĥ
(1)
2 =

1

2
(η2

1 + η2
2) + ξ2η1 − ξ1η2,

que é a função (6.33) com µ = 0. Este função descreve, o chamado, problema

intermediário (entre o problema de Hill e o problema de dois corpos P1 e P3) que é

integrável.
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Apêndice A

Comportamento assintótico da
ordem ξ = O(η) e ξ = o(η)

Sejam duas funções ξ e η definidas de IR −→ IR.

(1) Dizemos que ξ tem ordem não excedente a η, ou seja,

ξ(t) = O(η(t)), quando t →∞,

se existe um número real positivo M e um tempo t0 < ∞ tal que

|ξ(t)| ≤ M |η(t)|, ∀ t ≥ t0.

Temos que se ξ(t) = O(η(t)) quando t →∞, então

∣∣∣∣
ξ(t)

η(t)

∣∣∣∣ é limitado para t ≥ t0.

(2) Se lim
t→∞

ξ(t)

η(t)
= 0, então dizemos que

ξ(t) = o(η(t)), quando t −→∞.

Vejamos algumas propriedades:

A. o(η(t)) = η(t)o(1) quanto t →∞;
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B. Se µ ∈ IR/{0}, então µo(ξ(t)) = o(ξ(t)), quando t →∞;

C. Se 0 < µ ∈ IR, então o(ξ(t))µ = o(ξ(t)), quando t →∞;

D. lim
t→∞

ξ(t)

η(t)
= 1 se, e só se, ξ(t) = η(t)[1 + o(1)].

Demonstração: Seja ξ(t) = o(η(t)) então

lim
t→∞

ξ(t)

η(t)
= 0

o que implica que
ξ(t)

η(t)
= o(1), conseqüentemente ξ(t) = η(t)o(1) quanto t →∞.

B. Seja φ(t) = µo(ξ(t)), então

lim
t→∞

1
µ
φ(t)

ξ(t)
= lim

t→∞
1

µ

φ(t)

ξ(t)
=

1

µ
lim
t→∞

φ(t)

ξ(t)
= 0,

logo φ(t) = o(ξ(t)).

C. Prova-se de modo análogo ao item B.

D. Temos que

lim
t→∞

ξ(t)

η(t)
= 1 =⇒ lim

t→∞
ξ(t)− η(t)

η(t)
= 0

o que equivale a fazer

ξ(t)− η(t) = o(η(t)) = η(t)o(1), quando t →∞.

Portanto,

ξ(t) = η(t)[1 + o(1)], quando t →∞.

¤
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Apêndice B

Sistemas Hamiltonianos com dois
graus de liberdade no caso de
frequência zero

Neste apêndice expressaremos alguns resultados obtidos por Sokol’skii em [9] no

estudo da estabilidade de sistemas Hamiltonianos autônomos da forma (5.3) com

dois graus de liberdade (m = 2) com frequências nulas na vizinhança do ponto de

equiĺıbrio (0, 0, 0, 0). Estes resultados são colocados em dois teoremas que citaremos

no decorrer do apêndice, mas não iremos demonstrar.

Consideremos a função Hamiltoniano anaĺıtica h na vizinhança do equiĺıbrio

como uma série de potências nas variáveis X = (x1, x2), Y = (y1, y2) da forma

h = H2 + H3 + H4 + . . . (B.1)

onde Hi = Hi(X, Y ) são polinômios homogêneos de grau i, i ≥ 2, i.e.,

Hi =
∑

|(P,Q)|=i

hPQXP Y Q, i ≥ 2, (B.2)

onde P = (p1, p2), Q = (q1, q2) e |(P, Q)| = p1 + p2 + q1 + q2.

A estabilidade de Liapunov do sistema Hamiltoniano associado (5.3) tem uma
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formulação não linear de todos os posśıveis casos, exceto quando a equação funda-

mental tem as quatro ráızes igual a zero (i.e., o caso de duas frequências nulas).

Tomamos o sistema Hamiltoniano associado, linearizado na forma

dZ

dt
= JSZ, Z = (X,Y )T

J = −JT =

(
0 I
−I 0

)
,

(B.3)

onde I é a matriz identidade de ordem 2 e S =
∂2H2

∂Z2
= Hess H2(0).

Quando todos autovalores de JS são zero, aplicando-se a forma normal apresen-

tada por Sokol´skii em [9], obtém-se uma simplificação para a parte quadrática H2.

Esta simplificação depende do posto de JS, e tem-se os seguintes resultados:

(I) Se postoJS = 3, então

H2 = −x1x2 +
1

2
δy2

1, δ = ±1;

(II) Se postoJS = 2, então

H2 =
1

2
δ1y

2
1 +

1

2
δ2y

2
2, δ1 = ±1, δ2 = ±1;

(III) Se postoJS = 1, então

H2 =
1

2
δy2

1, δ = ±1;

(IV) Se postoJS = 0, então

H2 = 0.

Consideremos o sistema completo com posto JS = 3. Uma nova forma normal

(Xk, Yk) → (Qk, Pk) é apresentada para a função Hamiltoniana (a partir dos termos

de terceira ordem) obtendo uma nova função Hamiltoniana K = K2 + K3 + . . . +

Km + . . ., assumindo-se a forma simples
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K = K(0) + K(1) (B.4)

K(0) =
1

2
δP 2

1 −Q1Q2 + k0003P
2
2 (B.5)

K(1) = k0102Q2P
2
2 + k0012P1P

2
2 + K4 + . . . .

O resultado obtido por Sokol’skii neste caso é dado por

Teorema B.0.1 Se k0003 6= 0, o ponto de equiĺıbrio é instável.

Para provar o teorema, utiliza primeiramente o sistema truncado com função

Hamiltoniana (B.5) e a solução particular instável

Q1 = aP
5/4
2 , P1 = bP

6/4
2 , Q2 = cP

7/4
2 , P2 = P2(0)[1− At]−4

a = 4A[P2(0)]−1/4, b = 20δA2[P2(0)]−2/4, c = 120δA3[P2(0)]−3/4,
A = [δk0003P2(0)/280]1/4,

(B.6)

do sistema Hamiltoniano truncado K(0). Em segundo faz uso do Teorema de Chetaev.

No caso posto JS = 2, a forma normal para a função Hamiltoniana (a partir dos

termos de terceira ordem) é:

K = K(0) + K(1), K(0) = K2 + K
(0)
3 , K(1) = K

(1)
3 + K4 + . . . (B.7)

K
(0)
3 = h3000Q

3
1 + h2100Q

2
1Q2 + h1200Q1Q

2
2 + h0300Q

3
2 (B.8)

K
(1)
3 = h1110Q1Q2P1 + h1101Q1Q2P2. (B.9)

Neste caso obtém-se

Teorema B.0.2 Se h2
3000 +h2

2100 +h2
1200 +h2

0300 6= 0, o ponto de equiĺıbrio é instável.

Na prova deste teorema, utiliza-se do mesmo artif́ıcio do Teorema (B.0.1), em

que o sistema é truncado com função Hamiltonina K(0), e considera-se uma solução
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particular, para o sistema truncado K(0) da forma

Q1 =
Q1(0)

(1− At)2
, Q2 =

Q2(0)

(1− At)2
, P1 =

2δ1AQ1(0)

(1− At)3
, P2 =

2δ2AQ2(0)

(1− At)3
,

A =

{−δ1[3h3000Q
2
1(0) + 2h2100Q1(0)Q2(0) + h1200Q2(0)2]

6Q1(0)

}1/2

=

{−δ2[h2100Q
2
1(0) + 2h2100Q1(0)Q2(0) + 3h0300Q2(0)2]

6Q2(0)

}1/2

,

(B.10)

e sempre é solução desde que h2
3000 + h2

2100 + h2
1200 + h2

0300 6= 0.
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