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Resumo

Este trabalho visa entender a teoria de transformacoes poténcias, cuja referéncia
principal foi o livro ”Power Geometry in Algebraic and Differential Equation”do
autor Alexander D. Bruno, e os resultados obtidos em sistemas de equacoes diferen-
ciais ordinarias, tendo como objetivo achar solucoes assintéticas tendendo para um

ponto de equilibrio de um sistema de equagoes diferenciais ordinarias.

Para alcancar este objetivo, o conteido desta Tese consta de seis capitulos.
Nos trés primeiros capitulos consideramos os conceitos de determinados objetos
geométricos importantes na teoria de transformacoes poténcias, de curvas assintoticas,
de truncamento de funcoes e da transformacao poténcia introduzindo diversos ex-
emplos. No quarto capitulo é desenvolvido o relacionamento entre os capitulos
anteriores, obtendo resultados que essencialmente determinam processos computa-
cionais para achar solugoes assintéticas do sistema completo a partir de solugoes
assintoticas de seus sistemas truncados. No quinto capitulo faz-se uso da teoria
desenvolvida em sistemas hamiltonianos de equacoes diferenciais ordinérias, deter-
minando quando o sistema hamiltoniano truncado ¢ um sistema hamiltoniano, e
reciprocamente, quando um sistema hamiltoniano com a funcao hamiltoniana trun-
cada determina um sistema hamiltoniano truncado. Por fim no capitulo desenvolve-
mos as aplicacoes deste método, em alguns sistemas hamiltonianos importantes. A
saber, o problema de Henon-Heiles, estudamos a instabilidade de sistemas hamilto-
nianos com dois graus de liberdade no caso de freqiiéncia zero e também os diferentes

truncamentos do problema restrito de trés corpos.
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Abstract

This work aims to understand the theory of powers transformations, whose main
reference was the book ”Power Geometry in Algebraic and Differential Equation” by
Alexander D. Bruno. Where we study the results about Ordinary Differential Equa-
tions, having as objective to find asymptotic solutions tending for a equilibrium

point of a system of Ordinary Differential Equations.

To reach our objective, the content of this Thesis consists of six chapters. In
the first three chapters we considered the concepts of certain important geometric
objects in the theory of powers transformations, of asymptotic curves, truncation of
functions and the power transformation introducing several examples. In chapter
four, the relationship between the previous chapters is developed, getting resulted
that essentially they determine computational processes to find asymptotic solutions
of the complete system from asymptotic solutions of its truncated systems. In the
fifth chapter use of the theory developed in Hamiltonian systems of systems ordinary
asymptotic equations, determining when truncated Hamiltonian system is a Hamil-
tonian system, and reciprocally, when a Hamiltonian system with the truncated
Hamiltonian function is a truncated Hamiltonian system. Finally, in chapter six we
developed the applications of this method, in some important Hamiltonian systems.
Namely, the Henon-Heiles problem; we studied the stability of Hamiltonian systems
with two degrees of freedom in the case of zero frequencies, and also we analysis the

different truncations of the restricted three body problem.
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Introducao

O conteudo deste trabalho tem como base principal o livro ”"Power Geome-
try in Algebraic and Differential Equations”de Alexander D. Bruno, onde visamos
compreender o que o préprio Bruno descreve como um novo calculo: ”Power Geom-
etry”, que é uma ferramenta a mais para o desenvolvimento do calculo diferencial,

especialmente para problemas nao-lineares.

O conceito principal de Power Geometry (Geometria de poténcias) é estudar
as propriedades das solugoes de uma equacao, através dos expoentes poténcias dos
seus monomios. O termo "Power Geometry”apareceu pela primeira vez em 1997,
colocado como titulo de um artigo publicado por Bruno na revista ”J. Dynamical and
Control Systems” [2]. Apesar de ser uma teoria nova, suas bases estao formuladas nos
trabalhos de Newton, aproximadamente nos anos de 1670, onde sugeriu o uso de um
lado do "poligono de Newton”do polinémio f(x,y) para achar solugdes aproximadas

para a equacao f(z,y) = 0 na vizinhanca da origem =z =y = 0.

Em geral, desenvolveremos as ferramentas basicas da teoria de "Power Geome-
try”: poliedro de Newton, transformagoes poténcias, transformacoes logaritmicas,
truncamentos de funcoes e poténcias assintoticas; que permitirao achar solugoes
assintoticas tendendo para um ponto de equilibrio de um sistema de equacoes difer-

enciais ordindrias.

Este trabalho consta de cinco capitulos. A teoria geométrica relacionada com

inequacoes lineares é desenvolvida no primeiro capitulo, onde sao expostos varios ex-



emplos e figuras a fim de facilitar o entendimento. Temos também no capitulo 1, os
conceitos de curvas assintoticas e truncamento de fungoes. Ao capitulo 2 ficou reser-
vado o estudo da forma normal e de solugoes assintéticas de sistemas de equacoes
diferenciais. No capitulo 3 apresentamos a definicao de transformacao poténcia e
suas propriedades em sistemas de equacoes, onde com a ajuda da transformacao
poténcia generalizada mostra-se que alguns sistemas podem ser simplificados. No
quarto capitulo tem-se o resultado mais importante desta Tese dado pelo Teorema
4.3.1, o qual expressa uma forma de determinar solugoes poténcias assintéticas do
sistema completo a partir de solucoes poténcias assintoticas de sistemas truncados
associados e vice-versa. No capitulo cinco trabalhamos com sistemas Hamiltonianos
de equagoes diferenciais ordinarias com m graus de liberdade. Verificaremos que um
sistema truncado pode nao ser um sistema Hamiltoniano, e reciprocamente, um sis-
tema Hamiltoniano com a funcao Hamiltoniana truncada pode nao ser um sistema
Hamiltoniano truncado. Para achar todos os sistemas truncados que sao sistemas
Hamiltonianos apresentamos um algoritmo. O algoritmo é utilizado no capitulo 6, no
qual estudamos trés problemas da Mecanica, a saber, o problema de Henon-Heiles,
sistemas Hamiltonianos de dois graus de liberdade e todas as frequéncias nulas e por
ultimo no problema restrito de trés corpos. Essencialmente nestas trés aplicacoes
usamos a teoria desenvolvida e o algoritmo do capitulo cinco, principalmente, nos

permitindo descrever todos os sistemas Hamiltonianos truncados admissiveis.

No caso das aplicacOes aos sistemas Hamiltonianos com frequéncias nulas, a
existéncia de solugoes poténcias assintdticas, sob certas condicoes, nos permitem
provar a instabilidade da solugdo de solugoes de equilibrio em dois casos (onde a
parte linear do sistema associado ao sistema Hamiltoniano tem posto trés e dois).
Tal problema ja tinha sido abordado por Sokol’skii em seu artigo [9], no qual usou o
Teorema de Chetaev para concluir instabilidade. Bruno faz uma critica ao trabalho
de Sokol’skii, mostrando que seus resultados sao mais gerais e no paper de Sokol’skii

existem incoeréncias.

Ressaltamos que esta técnica estudada neste trabalho é de bastante importancia



no estudo de Hamiltonianos a partir de Hamiltonianos truncados e na andlise da

instabilidade de solugoes de equilibrio em sistemas Hamiltonianos.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Inequacoes lineares

1.1.1 Definicoes basicas

Trataremos nesta secao de dois objetos geométricos bem conhecidos: do conjunto

convexo e do cone.

Um conjunto C' C IR" é dito convezo se dado quaisquer dois pontos, () e ()2, de

C, o segmento de reta que une )7 a ()9 estd inteiramente contido em C.

Um conjunto K C IR"™ é um cone, se satisfaz: para todo P € K entao K
contém o raio que passa por P, isto é, o conjunto formado pelos elementos cP onde
c€IRT (¢ >0). Assim, os cones em IR? sdo a origem P = 0, um raio (uma semi-
reta partindo da origem que pode ndo conter a origem), um setor, unides destes

conjuntos e o préprio plano.

Um cone K que é convexo é dito cone convero. Segundo Goldman e Tucker [7],

um conjunto K é um cone convexo se satisfaz:

l.cQeKsec>0eQ e K



2. Q1 + Q- pertencem a K se 1 e (J; pertencem a K.

Definicao 1.1.1 Seja S C IR". A envoltoria linear de S, denotada por LinS, é o

conjunto

LinS={QeR"/ Q=MQ1+...+\Qs, Q;€S e )\ € R} (1.1)

a) Quando em (1.1) os escalares \; satisfazem \; > 0, dizemos que o conjunto é
J J ]

uma envoltoria conica, representado por ConS);

S
(b) Quando em (1.1) os escalares \; satisfazem A; > 0 e Z)\j =1, dizemos que
j=1
o conjunto é uma envoltéria convezxa, denotado por CnuvS.

Observa-se que
CnvS C ConS C LinS.

Pela definicao, a envoltéria conica ConS e a envoltéria convexa CnvS, sao re-
spectivamente, um cone convexo e um conjunto convexo, além disso, temos que a
envoltoria convexa e a envoltéria conica sao os menores conjuntos, respectivamente,
convexo e cone convexo que contém S. No plano, a envoltdria conica é o menor setor
determinado pelos raios que passam por (01 e (2 enquanto a envoltéria convexa é o

segmento que liga estes dois pontos.

Exemplo 1.1.1 : Se S = {Q1,Q2,Q3}, sua envoltdéria conica vai depender das
coordenados dos pontos, por exemplo, quando @1 = (1,0), @2 = (0,1) e Q3 =
(0,0), neste caso sdao nao colineares, o ConS é o primeiro quadrante. Mas, se
S ={Q1,Q2,Q3}, com @Q1,Q2 e Q3 pontos colineares, temos dois casos, quando os
pontos estao em uma reta que passa pela origem, neste caso sua envoltéria conica
pode ser uma reta ou um raio, por exemplo, quando @ = (1,1), Q2 = (1/2,1/2) e

@3 = (0,0) entao o ConS é a bissetriz do primeiro quadrante. E quando os pontos



Q1,2 e (Y3 sao colineares, mas estao numa reta que nao passa pela origem, entao
a envoltdria conica de S é o menor setor no plano que contem os raios que passam
pelos pontos Q1, Q2 e Q3. J& a envoltéria convexa de S = {Q, Q2, @3} é o triangulo
determinado pelos trés pontos quando este pontos sao nao colineares, e quando este

pontos sao colineares, a envoltéria reduz-se a um segmento de reta.

Sempre que S é um conjunto finito, sua envoltéria convexa serd um conjunto
fechado, em geral, um poliedro cujos vértices sao pontos de S. Mas se S for infinito

CnvS pode nao ser um conjunto fechado. Vejamos os seguintes exemplos.

Exemplo 1.1.2 : Seja
S={QeR\ qg=1/m, =0, m=1,2,...}. (1.2)
Para () € CnvS, temos que

Q:)\IQ1+-~-+)\QO7

onde @; = (1/i,0) e \; >0 e Z)‘i = 1. Dai

i=1

Jj=1

Como 0 < Z ~L <1 temos que CnvS = (0, 1] x {0} o qual nio é fechado.
— J
J=1

Exemplo 1.1.3 : Seja S é o interior do disco unitario, ou seja,

S={Q; ¢+4¢ <1} (1.3)

neste caso CnvS = S, que é aberto.

Definicao 1.1.2 Seja P = (p1,...,pn) € IR}, onde IR} € o espa¢o dual de IR".

Definimos uma aplicagao bilinear de IR} x IR" em IR dada por

(P,Q) =P(Q) =p1q1 + - .. + Pnln, (1.4)

6



onde Q = (q1,...,q,) € IR".

Pelo isomorfismo entre R™ e IR?, podemos associar a cada aplicacao (1.4) com
o produto escalar canonico em IR", devido a isto dizemos que a aplicacdo (1.4) é o

produto escalar de P com ().

Quando fixamos um vetor P € IR} e uma constante ¢ € IR, a equagao

(P.Q)=c (1.5)
define em IR"™ um hiperplano ortogonal a P. Em particular quando n = 2 a equagao
(1.5) é

Di1q1 + P2g2 = €
cuja solucdo esta ao longo de uma reta em IR? perpendicular ao vetor P = (p1,p2)-
Se ¢ = 0 entao a reta passa pela origem; se ¢ > 0 a reta é transladada no mesmo

sentido do vetor P de incremento c¢; por iltimo, quando ¢ < 0, a reta é transladada

no sentido oposto ao vetor P (figura (1.1)).

Figura 1.1: Solugao da equacao (P, Q) = c.

Definicao 1.1.3 Sejam S C IR", P € IR} um vetor nao-nulo fizo, e ¢* = sup(P, Q).
QeS

O hiperplano determinado pela equagdo (1.5) para ¢ = ¢* é chamado suporte de S

com respeito a P, que denotaremos por Hp, isto é
Hp={Q € R"/ (P,Q) ="}

7



E a inequacao
(P,Q)<c (1.6)
determina um subespaco correspondente, que chamaremos de semiespaco suporte de

S, e sera denotado por Hp.

Quando S consiste de um numero finito de pontos entao ¢* = sup(P, Q) =
Qes

rggg((P, @), dai algum @ € S estd em Hp. Se S for um conjunto infinito, nao
necessariamente algum ) € S pertence a Hp, por exemplo, se S é o conjunto (1.2)
do exemplo 1.1.1 e P = (—1,0), entdo ¢* = 0 e para qualquer @ € S, (P,Q) =
—1/m < 0.

Notemos que por defini¢ao sempre S C H,. Denotemos por I' a interseccao de

todos os semiespacgos suportes de S, i.e.,

I'=()Hp, PER. (1.7)
P#0

Afirmamos que I' é um conjunto convexo que contém CnvS. De fato, como
S C Hp ecada H, éfechado, segue que S C I' e I' é fechado, assim falta mostrarmos
que I' é um conjunto convexo, ja que CnvS é o menor conjunto convexo que contém
S. Sejam (1, Q2 € I' entao @1, Q2 € Hp, para todo P # 0. Tome 12 um ponto do

segmento de reta que une ) a ()2, logo

Q12 = MQ1 + A2,

com A1, A2 > 0 e A + Ay = 1. Para qualquer P € IR}, temos

(P, Q12) = M (P, Q1) + X2 P, Q2).

Utilizando (1.6) e as propriedades dos ;s acima, segue
(P,Q12) < Aic™ + Aac” < 7

logo Q12 € Hy, para todo P, conseqlientemente ()12 € I', e portanto I' é um conjunto

convexo.



Teorema 1.1.1 Seja S C IR", entio I" dado por (1.7) coincide com o fecho da

envoltoria convexa de S, i.e.,
I'=CnvS.

Demonstragao: Seja (R,) uma sequéncia de pontos em CnvS convergente.

Cada termo da sequéncia R, = A\ Ry + ... + AR5, onde R; € S, é escrito como
S

combinagao linear de termos de S, desde que A,,; > 0 e Z Anj = 1.
j=1

Suponha que lim R, = (). Devemos mostrar que ) é um ponto de I'. Tomando
P € IR}, nao-nulo, tem-se que
lim (P, R,) = (P, Q),

n—oo

donde

n—00 4

lim Y " A(P.Rj) = (P.Q).
7=1

Mas (P, R;) < sup(P, R), assim
ReS

(P,Q) = lim Y "N\ ;(P,R;) < lim » \,;sup(P,R)
Jj=1 j=1

n—o00 4 n—0o0 « ReS
= sup(P, R),
ReS
logo, ) € Hy, como P foi tomado arbitrariamente, temos que ) € I'. O

Comentario 1.1.1 Pela relacdo obtida no Teorema 1.1.1, do conjunto I' ser o fecho
da envoltoria convezra de S, chamaremos o conjunto I' de envoltoria convexa externa
de S. Quando S = {Q1,...,Qs} (S finito) temos que CnvS € fechado, logo I' =
CnvS.

O conceito de dimensdo da envoltéria convexa de S coincide com a dimensao do
subespaco linear LinS, que é igual ao niimero de vetores linearmente independentes

sobre IR em LinS no seguinte sentido. Toma-se um ponto fixo ¢); em S a dimensao

9



d da envoltoria convexa é a quantidade de vetores linearmente independentes no

conjunto {Q; — @Q;, Q; € S}.

Definicao 1.1.4 Seja I' a envoltoria conveza externa de S. Uma face é a inter-

seccao do conjunto I' com um suporte Hp, para algum P # 0.

Pela igualdade (1.7), as faces de um conjunto I' estdo na JI', inversamente a o'

¢é composta das faces de I

d , . . )

Denotamos as faces de I' por I’ g ), onde d é a dimensao da face (o conceito

de dimensao é utilizado no sentido acima, uma vez que a face é uma envoltéria
convexa dos pontos que estdo em S) e j é uma forma de enumera-las. Temos que
I

5 =I'NHp, para algum P € IR;. No caso 2-dimensional em que I' é um poligono

as faces sao para d = 0 os vértices, para d = 1 os lados e para d = 2 o proprio

poligono.

Definicao 1.1.5 A intersecao
SP - S N Hp,

que consiste de todos pontos de S tal que o produto escalar (P, Q) tem valor mdzimo

é chamado de subconjunto fronteira de S.

Para cada face, determinamos o seguinte subconjunto
(d) _ pn(d)
S0 =I;"NS.

Como cada face F§d) = Hp NS, entao Sp = Sj(d), assim todos os subconjuntos
fronteiras Sp coincidem com S](»d), 0s quais estao sobre uma face de I'. Vejamos

alguns exemplos.

Exemplo 1.1.4 : Sejan =2, S CR?e S = {Q1,Q,Q3}, onde Q; = (1,0), Q, =
(0,1) e Q3 = (1,1). Sejam P, = (—1,—1), P, =(—1,0) e P; = (1,1), calculemos os
respectivos hiperplanos suporte de S (figura 1.2).

10



Figura 1.2: Representagao grafica da envoltéria convexa do conjunto S do exemplo (1.1.4).

Para P, o suporte é dado pela equagao

(P1,Q) = —1, pois (P,Q1) = (P1,Q2) = —1,(P,Q3) = -2 < —1,

assim o semiplano suporte Hp ¢ determinado pela equagao —¢q; — g2 < —1. Para
P>, Hp, é dado por ¢; = 0, visto que (P5,Q2) =0e (P, Q1) = (P, Q3) = -1 <0
e, consequentemente

Hp ={Q = (q1,¢2), —q1 <0}
Analogamente, obtemos Hp, e Hp,, dados por

Hp,={q1+ @ =2} e Hp, = {q1 + ¢ < 2}.

Notemos que os suportes Hp, sao ortogonais aos P;, j = 1,2,3. Temos que
a envoltéria convexa de S, CnvS, é o triangulo hachurado na figura (1.2), cujos

vértices sao os pontos ()1, Q2 e Q3. As faces associadas aos suportes calculados, sao

Y = I'nHp,=Q,
Y = I'NHp =Qy
'Y = I'nHp = segmento conectando Q1 a Qs = Q1Qs.

11



As outras faces sao Fgo), Fgl) e Fgl), representado na figura (1.2). Corresponden-

temente as faces de I' determinamos os subconjuntos fronteiras

Sp, =S50 = {Q1,Qa}; SV = {Qs,Qs}; S = {Q1,Qs};
81" = Qu: Sp, =5 = Qa; Sp, = 8" = Qs

Exemplo 1.1.5 : Seja S o conjunto (1.3) do exemplo (1.1.3). Como CnvS =S e
pelo Teorema 1.1.1, I' = CnvS, assim

P={Q; ¢i+q¢ <1} = U ={Q; ¢i +¢ = 1},
logo cada ponto de OI' é uma face I‘go), mas OI' NS = (), dai Sj(-o) = (). Observemos
que neste exemplo, nao temos faces FSD de dimensao um, pois a fronteira OI' é

consiste de pontos que formam a circunferéncia, logo nao contém nenhum segmento.

Exemplo 1.1.6 : Sejan =3 e S o conjunto formado pelos pontos:

Ql = (1a 1’ 1)7@2 = (47070)aQ3 = (Oa470)7Q4 = (070’4) € Q5 = (270’2)

A envoltéria convexa I'" do conjunto S é um tetraedro como mostra a figura (1.3),
tendo como vértices os pontos (1, @2, @3, Q4. Visto que o ponto ()5 esta na aresta

que liga os vértices Q2 e Q4.

Determinemos os hiperplanos suportes de S para os seguintes pontos de R? :
P =(1,0,0), P, =1(2,0,2) e P3=(+1,+1,+1). Temos
Hp : q=4
Hp, : q1+q=4
Hp, © i +q@+g=4
donde segue que
Y = I'nHp =Q,
Fél) = I'N Hp, = Q2Q4,
Ff) = I'N Hp, = Cnv{Q2,Q3, Qu}-

12



Figura 1.3: Tetraedro do exemplo (1.1.6).

As outras faces de T, FZ(O), 1 =1,3; Fél), j=1,2,3,4,6; F,(f), k=1,2,3, sao
obtidas de forma andloga, para isto é necessario determinar os provaveis P € IR?.

Correspondemos os seguintes subconjuntos fronteiras

S = {Q2, Qs}: SIY = {Q2, Qu. Q511 S5 = {Qs. Qu};
SP = {Q1,Q27Q3}3 552) = {Q17Q2>Q4,Q5};
5:5,2) = {Q1,Q3,Q4}; 54(12) = {Q2»Q3>Q4,Q5}-

Observemos que Sp, = Qo = Sy, Sp, = {Q2,Q3,Qu,Qs} = S, Sp, =
{Q2,Q4,Q5} = Sél), verificando a propriedade de que os subconjuntos estao so-

bre alguma face.

As faces ng) de um conjunto poliedral ', formam uma estrutura no seguinte
sentido: se Fg-d)ﬂfl(:) simboliza a interseccao usual entre conjuntos; F§d)ur,§6) significa
a maior face que contém ng) e Fgf) simultaneamente. A unidade da estrutura é
o proprio I' e o zero corresponde ao conjunto vazio. Para tracar um diagrama

estrutural das faces (figura 1.4), consideremos as seguintes regras:
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Figura 1.4: Diagrama estrutural das faces de um conjunto poliedral T'.

(a) As faces de mesma dimensao sdo colocadas na mesma linha do diagrama.

(b) As faces F,Ed) estao conectadas as faces ngﬂ), se ng) C Fg.dﬂ).

(c) Cada face é a interseccao de algumas hiperfaces F;l_l), onde | = dimT".

Exemplo 1.1.7 : Vejamos o diagrama estrutural do conjunto poliedral do exemplo
(1.1.4), e procuramos fazer um diagrama estrutural para o conjunto S considerando

os subconjuntos S ](-d) utilizando a correspondéncia biunivoca de ng) e S ](-d)

Figura 1.5: Diagrama estrutura das faces e dos subconjuntos fronteiras para o ex-
emplo (1.1.4).
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Do mesmo modo para o exemplo (1.1.6), temos

Figura 1.6: Diagrama estrutura dos subconjuntos fronteiras do exemplo (1.1.6).

1.1.2 Cone normal e cone tangente

Nesta secao trataremos de dois cones associados as faces do poliedro I', o cone

normal e o cone tangente, bastante usados nas aplicacoes posteriores.

Definicao 1.1.6 Sejam S C IR" e um subconjunto fronteira S = Spr para algum
P' € IR} nao nulo. O conjunto de todos P € IR! tal que Sp = S’ é chamado cone

normal do subconjunto fronteira S’, o qual denotaremos por U(S,S’).

O conjunto U(S,S’), definido acima, é um cone. De fato, se tomarmos P €

U(S,S"), desde que Hp = H.p para todo ¢ real positivo, entao

S/:SP:HPQS:HCPHS:SCP = CPGU(S,S/).

Obviamente, temos que cones normais diferentes nao se interceptam, isto é, se
U(S,S") # U(S,S") entao U(S,S")NU(S,S”) = 0, pois caso contrério, se existe
PeceU(SS)NU(S,S"), entao S = Sp = 5", e portanto U(S,S") = U(S,S")
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Segue da definigao que o cone normal U(S,S’) do subconjunto fronteira é deter-

minado pela seguinte relacao

Us,s={PeR! : (P,Q)=(P,Q"), @,Q" €S
(P,Q") > (P,Q), Q€ S\S'}. (1.8)

Definicao 1.1.7 Seja ng) uma face de I'. O conjunto

Y=(pemr : T\ =HpnT} = U, T (1.9)

, . . d
¢ chamado cone normal associado a face Fg- ).

Proposicao 1.1.1 Se Fg-d) = HpNT, entao U(T, F(d) U(S,Sp).

Demonstracao: Vimos no comentério acima do exemplo (1.1.4) que existe uma

correspondéncia entre os subconjuntos fronteiras Sp de S e as faces I'p = ng)
de I, a qual para cada ng) = Hp N T faz corresponder o subconjunto fronteira
Sp = Sj(.d) = Hp NS, donde segue-se a proposicao. O

Temos pela proposicao anterior que U ](d) pode ser obtido pela relagao (1.8). Sendo

determinado, desta forma, por

Y={PeR! . (PQ)=(PQ") Q.Q" €5,
(P.Q") > (P.Q), Q € S\S{}. (1.10)

Observe que pela primeira equacéo do sistema (1.10), fixado P € U; (@) , & equacao
(P, Q) é constante para todo Q € F . Se tomarmos um vetor em F , da forma
Q' — Q" e um vetor em Uj , da forma P’" — P”, entao
<Pl _ P”’ Q/ _ Q//> — <P/, Q/> _ <P”, Q//> — O,
pois (P", Q") = (P",Q") = (P',Q") = (P',Q'), logo o cone U;d) é normal a face
i

jo-
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Um cone K* C R} é chamado o dual do cone K C IR", se (P, Q) < 0 para todo
P e K* etodo @ € K. Em particular estes cones sao normais, desta forma diremos

que dois cones sao normais se sao duais um do outro.

Definicao 1.1.8 Seja ng) uma face de I'.  Um cone Tj(d) € dito cone tangente

)

: . d p d
associado a face Fg se é normal ao cone Uj( ),

Podemos determinar o cone tangente Tj(d), pelo seguinte

T\ ={Q: (P,Q) <0, PeU™ )} (1.11)

O cone tangente é um cone convexo. Com efeito, usando a descrigao de Goldman

e Tucker, vista na secao anterior, temos para ¢ > 0e @) € Tj(d) que
(P,cQ) = c(P.Q) <0, YP € U",
ese Q,Qs € Tj(d) segue-se que

(P,Q1 + Q2) = (P.Q) + (P,Q2) <0, YP € U?.

Exemplo 1.1.8 : Sejan = 3 e S = {@Q; = (0,0,—-1),Q2 = (0,—1,0),Q5 =
(—=1,0,0), Q4+ = (0,0,0),Q5 = (1,0,0),Qs = (0,1,0)}. A envoltéria convexa I' é
mostrada na figura (1.7). Sua fronteira OI' consiste de cinco vértices, oito lados e

cinco faces.

2 L ,
O cone normal correspondente a face Fg ) com vértices Q1,0Q3,Q6 é

UP = {P: (PQ)) = (P,Qs) = (P,Qs), (P,Q1) > (P,Qs), (P,Q1) > (P,Qs)}
= {P: —p3=—p1 =p2, —p3 > —p2, —P3 > D1}
= {P: —p3=—p1 =py >0}

que é o raio U1(2) = ¢(—1,1,—-1), ¢ > 0. O cone tangente T1(2) é o semi-espaco
(P1,Q) <0, onde P, = (—1,1,-1), isto ¢

T® ={Q: q1 — ¢+ q3 > 0}.
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Figura 1.7: Envoltéria convexa de S do Exemplo (1.1.8)

O cone normal da face Fgl)

Ul = {P: (P,Q1) = (P,Qs).
(P,Q1) > (P,Q3), (P,Q1) > (P,Q2), (P,Q1) > (P,Q5)}
= {P: —p3s=po, —p3 > —p1, —P3 > —Pp2, —P3 > P1}

com vértices ()1 e Qg é

= {P: —p3=p2>0,p3 <p1,p3 < —p1}

Assim, o cone normal Ul(l) é um setor no plano p3 = —p, e limitado pelos raios
que passam pelos vetores P, = (—=1,1,—1) e P, = (1,1,—1). Desta forma, o cone

tangente T 1(1) ¢é definido pelas inequagoes
<P17Q>§07 <P27Q>§O7

isto 6, TV ={Q: =1+ ¢ —q5 <0, q1 + g2 — g3 < O},

Exemplo 1.1.9 : (Continuac¢ao do exemplo (1.1.4)). Temos que o cone normal U

)

. 1
de S estd em IR?, mostraremos que U = IR%. Para a face Fg , temos que o cone

normal é

o — {P:(ph]h) 3 <P7Q1>=<P7Q2>}

<P7Q1>><PaQ3>
= {P=(p,p2) : p1=p2 <0}

P = (pl,m) : P1 = P2
D2 > p1+ P2

18
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. 1) ., . . . . . /
Assim, o cone normal Ul( ) ¢ 0 raio da bissetriz do terceiro quadrante. Este raio é

. 1 .
perpendicular ao lado Fg ), Analogamente encontramos os outros cones normais

o = {Pz(pl,m) t(P.Qs) = (P,Q2) }:{ P = (pi,p2) p1+p2=pz}

<P7Q2> > <P7 Q1>

P2 > 1

= {P=(p1,p2) : ;1 =0, pp >0}.

p1 > P2

v = {Pz(pl,pz) t (P,Q1) = (P, Qs) }:{ P=(pi,p) : p1=p1+pz}

<P7Q1> > <P7 Q2>

= {P=(p1,p2) : p2=0, p1 >0}.

Acharemos agora os cones normais associados aos vértices, i.e., as faces de di-

~ L 0 . . N
mensao zero. Sabemos que os vértices I‘g ) contém um tinico ponto de S, assim sao

definidos somente por inequagoes. Temos que

U1(0) = {P:(p17p2> :

= {P:(ppr)
= {P=(p1,p2)

UQ(O) = {P:(Pb]h) :

= {P:(pl,pQ)

U?EO) = {P=(p1,p2) :
= {P:(Pb]h) :

<P,Q1> > <P>Q2>; <P7Q1> > <P’ Q3>}

D p1>p1+ D2, p1 > P2}
©p1 > pe, p2 <0},

<P7Q2> > <P7Q1>; <P7Q2> > <P7 Q3>}

: p2 >p1, p1 <0},

<P7Q3> > <PvQ1>; <P>Q3> > <Pv Q2>}
p1 >0, pa > 0}.

Observamos que a uniao deste cones com a origem, é o préprio plano (ver figura

(1.8)).
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Figura 1.8: Cone normal associados as faces do poliedro I'.

Exemplo 1.1.10 : (Continuagdo do Exemplo (1.1.6)). Para cada face ng) do
tetraedro I' (Figura (1.3)) seus correspondentes cones normais U](d) estao definidos
pelas inequagoes (1.8) tomando-se @, Q" e Q" os vértices do tetraedro I'. Assim, a

face Fgo) = () tem o cone normal:

U2(0) = {P: (p17p27p3) : <P7Q2> > <Pan>a J:1a374}
= {P=(p1,p2) : <P>Qj_Q2><O}
= {P = (p1,p2,p3) : —3p1+p2+p3 <0, —4dp1 +4p, <0, —4p; + 4ps < 0}
(

= {P = (p1,p2,p3s) : p2+Ds <3p1, p2 <Dp1, D3 < Pr}-

A face Fél) D {Q2, Q4} tem cone normal

UV = {P=(pi,paps) 1 (P.Qo) = (P,Qu),
<P7 Q4> > <P7Q1>7 <Pa Q4> > <P7 Q3>}

= {P=(p1,p2,p3) : 4p1 =4ps =0, —=3ps +p2+p1 <0, —4ps + 4p3 < 0}

)
= {P = (p1,p2,p3) : p1="D3, P2 < 2p3, P2 < P3}.
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A face Ff) D {Q2,,Q3,Q4} tem cone normal

UP = {P=(pi,p2ps) + (P.Qo) = (P,Q3) = (P,Qu) > (P,Q1)}
= {P = (p1,p2,p3) : 4p1 = 4ps = 4ps > p1 + p2 + p3}
— {P

= (p1,p2,p3) > 0}.

. . .~ . d
Para um melhor entendimento das disposi¢oes dos cones normais U J( ) em R,

tomamos os dois planos

H, = {P: (P,H)==+1)}

e tracamos sobre eles as intersecgoes com os cones normais. Supondo-se, por exem-
plo, H = (1,1, 1) as intersecgoes com os planos H_ e H, , mostrada nas figuras (1.9)

(a) e (b) respectivamente.

Figura 1.9: Interseccao dos cones normais U ](d) do Exemplo (1.1.10) com os planos p; +

p2+p3=—1(a) e p1 +p2+p3 =1 (b) nas coordenadas paps.

Uma maneira pratica de identificarmos um cone C, quando este é a envoltdria

conica de um numero finito de vetores (1, ..., Q, é associar ao cone C' um nimero
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minimo de vetores (J1,...,(; que determinam a envoltdria conica, neste caso dize-
mos que os vetores QQq,...,Q;, | < s, formam o esqueleto do cone C. Por ex-
emplo, sabemos que no plano as envoltérias conicas sao: a origem, um raio, um
setor e o préprio plano; temos que os esqueletos sao respectivamente: @7 = (0,0);
qualquer ponto @) pelo qual o raio passa; os pontos (); e ()2 que pertencem aos

raios distintos da fronteira do setor; e para o plano o esqueleto pode ser dado por

Q= (170)§Q2 = (0’ 1>;Q3 = (_1’0);Q4 = (07 _1) e Qs = (O’O)

d
Como o cone normal U J( ) trata-se de um cone convexo, segue-se que pode ser
definido por um esqueleto Ny, ..., N;. Conseqiientemente o cone tangente é dado
pelas inequacoes

T ={Q: (N,,Q) <0,i=1,...,1}.

Reciprocamente, se um cone Tj(d) ¢ determinado pelo esqueleto
{Biy,...,By,Ry,..., R}, onde By,..., By forma uma base de vetores de um sube-
spaco linear contido em Tj(d) , entao

U ={P: (P,B)=0,i=1,....k, (P,R;))<0,j=1,...,1}
Vejamos um método para determinar estes esqueletos no caso em que S é um

conjunto finito.

Suponhamos S = {Q1,...,Qs}, s < 00. Os vértices de T'(S) tem um papel

é a envoltoria convexa dos seus vértices. Se
dimI' = n,

~ . N . —1
entao os vetores normais N; € IR! as hiperfaces an ) tem um papel semelhante:
o esqueleto de cada cone normal consiste de vetores normais N;. Os cones normais

—1 . ~ . . . o
U ](" ) das hiperfaces sao raios ortogonais as faces saindo da envoltétria convexa de
. —2
S, 0s cones normais U;" )

an_l) = Fl(n_l) N Fgf_l), etc.

sao os setores limitados pelos raios Ul(n_l) e USY se
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Exemplo 1.1.11 : Seja o conjunto

{Ql = (27 0, O); Q2 = (O, 2, 0); Q3 = (_27 2, 2)?
Q4 = (07 OJ 2)7 Q = (_27 27 3)7 Qﬁ = (OJ 07 3)}7
A envoltéria convexa I' é um poliedro de cinco faces, nove lados e seis vértices,

mostrado na figura (1.10).

Figura 1.10: O poliedro I' para o conjunto S do exemplo (1.1.11).

. . . . d . .
A Tabela 1.1.2 indica todos os subconjuntos fronteiras SJ(» ), onde a primeira
coluna indica a dimensao d da face, a segunda coluna é o seu nimero j e a terceira

coluna indica os nimeros ¢ dos pontos (); que pertencem ao subconjunto fronteira
S0

J

Para a hiperface F D {Qs,Q4,Q5,Qs} obtém-se um vetor normal N; =
(—1,—1,0), que, como sabemos, determina o esqueleto do cone normal U1(2). Temos,

também as correspondéncias, devidamente calculadas

' {Q17Q27Q5;Q6} — N2=(3,3,2) C U2 ;
'5{Q1,Q4,Qs} «—— N3=(0,-1,0) c US”,

5 {@2.Q5.Q5} — Ni=(0,1, ) c U,

D 5 {Q1,Q2,Q3,Qs} «— Ns=(-1,-1,-1) c U
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Tabela 1.1: Subconjuntos fronteiras de S.

1.1.3 O problema do cone

Problema: Para um conjunto S C IR" achar todos os subconjuntos Sp e seus cones

normais.

Vejamos como solucionar este problema, primeiramente para uma caso mais

simples, que é S finito, apds veremos a solugao quando S for infinito.

Quando S finito os subconjuntos fronteiras Sp coincidem com os subconjuntos
S](.d) e seus cones normais U(S, Sp) = U ;d) que podem ser calculados pela férmula
(1.10). Logo temos solucionado o Problema. Além disso, os cones normais podem
ser identificados pelos os esqueletos, sendo determinado usando o método apresen-

tado no final da secao anterior, facilitando nos calculos.
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Quando S ¢ infinito o Problema reduz-se a um problema anédlogo de um con-

junto finito. Para isto, vejamos as seguintes defini¢oes.

Definicao 1.1.9 Seja um cone convexo C' C IR". Se existe um esqueleto Ny, ..., N,
do cone convexo C, tal que N; € Z", i =1,...,1, entao C € dito cone inteiro. E se

além disso, C nao contém nenhuma reta, dizemos que C' € um cone para frente.

Suponhamos que o cone convexo C' é um cone inteiro para frente. O subconjunto
S’ do conjunto S é dito dominante com respeito ao cone C, se S C S"+ C. Um
subconjunto dominante S’ é dito minimal se nenhum dos seus subconjuntos préprios

é dominante para o conjunto S, e o denotaremos por S/C.

Duas conseqiiéncias da defini¢do é que o conjunto minimal S/C' é tnico e se
S C 51 US,, entao S/C C S;/C USy/C. A primeira conseqiiéncia é facilmente
verificada por absurdo, ou seja, se existissem dois minimais S’ e S”, como S’ C S
entdo S’ C S + C, assim S” é um subconjunto dominante para S’, o que uma

contradi¢ao. Para a segunda conseqiiéncia, notemos que
Sy CSl/C—f-O e S CSQ/C+O7

implica que

SCSlUSQCSl/CUSQ/C+C,

como o minimal S/C' é dnico e pela equagao acima S;/C' U Sy/C é dominante de S,

logo S/C C S1/C'US,/C.
Lembremos as seguintes notacoes:
e R ={QeR"; Q>0};
o X' =R} N,
e Se R € R", entdao o conjunto R + Z" é dado por
R+7Z"={QeR", Q=R+ N, NeZ"}.
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Lema 1.1.1 Seja R € Z" ¢ S C R+ Z, entdo o subconjunto minimal S/IR’,

consiste de um numero finito de pontos.

Demonstracao: A prova sera por inducao sobre a dimensao n. Paran = 1, temos
que R=m € Z,logo S C m+{1,2,3,...} ={m+1,m+2m+3,...}. Entao
S/RY = min{S} que ¢é finito. Assumimos que o Lema é verdadeiro para dimensoes
menores que n. Seja Q@ = (q1,...,¢,) € S. Dividiremos o conjunto R + Z" em um

nimero finito de partes da seguinte maneira

R+Z”:MOU{OGMj},

i=1j=r;

onde My = Q+Z" ¢ M} = (R+Z")N{P; p; = j} com r; a i-ésima coordenada de
R.

Escrevemos Qo = S N My e Q% = SN M. Entao

s-aUfUUe}.

i=1 j=r;

Observemos que Qo/R"} = {Q}. Como M; difere de R por uma translagio
paralela ao longo do vetor R+ (j — r)e;, logo Q%/IR} tem um nimero finito de
pontos, de acordo com hipétese indutiva. Portanto o total de pontos de todos os

conjuntos
QO/IRia Q;/Ria j:'ria"'a%_la 7;:1,...,71

é finito. Pela segunda conseqiiéncia comentada acima, o conjunto S/IR} esta contido

na uniao, logo S/IR'} ¢é finito, como querfamos demonstrar. O

Coroléario 1.1.1 Seja o conjunto R = {Ry,...,Rs} em Z" ¢ S C R+ Z", entao
S/IR" € finito.
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Demonstracao: Observemos que

R+7Z" = | J(R; +Z").
j=1
Seja S; = SN (R; +7Z"). Logo
S=Js;
j=1
Pelo Lema 1.1.1 cada S;/IR} é finito, conseqiientemente S/IR C |Ji_, S;/R} ¢
finito. U

Exemplo 1.1.12 : Seja S = {Q € Z}; ¢ + ... + ¢, > m}, m € Z,. Entao o

subconjunto dominante
S/RY ={Q € Z’; ¢ + ...+ ¢, =m},

que se trata de um conjunto finito de pontos.

Teorema 1.1.2 Seja R C Z" finito, C um cone convexo inteiro para frente e
S C (R+C)NZ. Entao o subconjunto minimal S/C consiste de um nimero finito

de pontos.

Demonstracao: Denotemos d = dimC e C* C IR] o dual do cone C. Se os
vetores inteiros By, ..., B,_4 e C1,...,C, formam uma base do subespaco linear e
o esqueleto do cone C* entao o cone C' é determinado pelas equagdes (B;,Q)) =0 e

inequagoes (C;,Q) <0, i=1,....n—d, j=1,...,0.

Formemos a matriz

C: (Bl---Bn—d Cl---CU)
determinada sendo B; e C; vetores-colunas, e tomemos a mudanga de coordenadas
Q=CQ,
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onde C* é a matriz transposta de C, assim @ € IR’”, sendo p =n —d+ 0. Com esta
mudanca o espago IR" torna-se um subespaco L C IR”; o conjunto R torna-se um
conjunto R € Z” N L, o cone C torna-se IR%. N L, o conjunto S C (R + C) N Z"
torna-se S C (f{ + R NL)NZ* e, por fim, o conjunto minimal S/C torna-se o
conjunto S/IR% N L.

Observemos que a matriz C € injetiva para os pontos @ € L. Logo ScLe
assim §/1Ri NL = g/]Ri. Mas pelo Lema 1.1.1, segue-se que este subconjunto
dominante consiste de um nimero finito de pontos. Portanto tem-se o mesmo para

o subconjunto S/C, pois a mudanga ¢ injetiva. O

Consideremos S nas hipéteses do Teorema 1.1.2. Tomamos um vetor fixo K €
IRY tal que (P, @) > 0 para todo @ € C/{0}. O subconjunto S, de S dado por

Se=5N{Q:(K,Q)=c}, ceR,

tem as seguintes propriedades:

1. Os subconjuntos S, sao diferentes de vazio, somente para um conjunto discreto

{co<c<co<...};

2. Cada subconjunto S, ¢ finito;

3. O primeiro conjunto S., C S/C.

A verificacao destas propriedades é simples para a primeira e a segunda pro-
priedade, bastando notarmos que S C Z" e o conjunto {@Q : (K, Q) = ¢} tem estas

propriedades quando restringimos a () € Z". Para provar a terceira propriedade,

vejamos que pela propriedade 1, S = U Se,., assim, se Q € S, e Q € S/C terfamos

Ck
que

Q:Qk—l—a, onde Q € S, k#0, eéEC,
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aplicando o vetor K, temos
(K,Q) = co = (K, Qi) + (K,C) = cx+p, p>0,
o que é uma contradicao, pois ¢y < ¢g.

Com base no conjunto S. expressemos um algoritmo para o calculo do subcon-

junto dominante S/C"

A) Determinamos o conjunto S.,. Suponhamos que S, /C = S, consiste dos
pontos @1, ..., Q.

B) Para cada @ € S.,, consideramos as diferencas

Q-Q; j=1,...,1 (1.12)

Se pelo menos uma delas esta no cone C, entdao () nao estd no conjunto S/C.

Se nenhuma esta no cone C, entao @ € S/C.

C) S, ¢ S/C, entao S/C é o conjunto S,, complementado dos elementos de S,
tal que as diferengas (1.12) nao estd no cone C. Se S., C S/C, entao repetimos

os passos A e B para S,,.

D) Seja S, o subconjunto de S tal que S, € S/C e S,,,
conjunto (S, U...US,

Ck+1

¢ S/C. Logo S/C éo

)/C, complementado dos elementos de S, , tal que

k+1

as diferengas (1.12), com Q; € (S¢, U...US,,,,)/C, nao esta no cone C'.

Exemplo 1.1.13 : Consideremos o conjunto S de pontos inteiros @ = (¢1,q2) > 0
satisfazendo a inequagio 2¢; + 3¢2 > 0 e C = IR%, mostrado na figura (1.11).

Tomando K = (2,3), temos que ¢y = 12, dai

512 = {Ql = (074)7Q2 = (670)7Q3 = (372)}
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Figura 1.11: O subconjunto dominante S/IR% e I'/IR2 para o exemplo (1.1.13) e (1.1.14).

Ja S13 ={Q4 = (2,3),Q5 = (5,1)}. Observemos que nenhum dos vetores

Qk_Qja k:1a2a j:172737

logo Si3 C S/IRZ. Como Siq = {Qs = (4,2),Q7 = (1,4)} e pelo menos um dos
vetores

Ql_QjJ l:6777 j:172737475

pertence a ]Ri para cada [, concluimos que

S/C = S12U S13 = {Q1,Q2,Q3,Q4, Q5 }.

Este algoritmo é particularmente simples para C' = IR],. Neste caso, podemos

supor k = (1,1,...,1), eum ponto Q € S, , estd em S/C somente se cada diferenga

k+1

(1.12) contém pelo menos uma componente negativa.

A determinacao do subconjunto dominante da envoltéria convexa I' de S é
também conveniente. O subconjunto dominante I'/C' é a parte da fronteira OI'
cujas faces tem reta normal inserida no interior do cone C*, dual do cone C'. O cone
C* consiste dos pontos P € RY tal que (P, Q) < 0, para todo Q € C.
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Exemplo 1.1.14 : Para o conjunto S do exemplo (1.1.13) sua envoltdria convexa
' =4{Q € R"; ¢1,42 > 0, 2¢1 + 3¢2 > 12}. Notemos que C* = IR" e que O
consiste do segmento que une os pontos @1 a @, e dos raios {(0,4\), A > 1}
e {(6A,0), A > 1}. Logo o subconjunto dominante I'/IR'} é somente o segmento
{QeR"; q1,¢2 >0, 2¢y + 3g2 = 12}.

1.2 Transformacoes Lineares

Buscaremos nesta secao solucionar problemas relacionados com transformacoes lin-

eares sobre IR} e IR", dadas respectivamente, por

P'=aP, PeR, (1.13)
Q' =a"'Q, Qe (1.14)

onde o é uma matriz nao singular com «a;; € IR, e o™ é a transposta de a.

O produto escalar (P,Q) com P € IR} e @ € IR" é preservado pelas trans-
formagoes (1.13) e (1.14) em IR} e IR" respectivamente. De fato,

(P.Q) = {aP.a™'Q) = (P,a’a"'Q) = (P, Q).

Observemos que as transformagoes (1.13) e (1.14) s@o aplicagoes injetivas dos
espagos IR, e IR" neles préprio, respectivamente, isto porque a matriz a é nao-
singular. Desta forma, subespagos e variedades lineares sao levados a subespacos
e variedades lineares de mesma dimensao, em particular, as envoltérias conica e

convexa. Donde segue a seguinte proposicao

Proposicao 1.2.1 Sejam S C IR", e os conjuntos I', U, Fg-d), Sj(d) e U;d). Seja S’
o conjunto obtido do conjunto S pela transformagdo (1.14), i.e. S’ = a*71S, e os
correspondentes conjuntos I'', U’, F’g-d), S’g-d) e U’gd) determinados a partir de S’.
Entio I" = o* T, T = o110 gt — =189 — oy, 0/ = U

v i Py i Y i
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Portanto todas as construgoes geométricas, vistas na secao 1 deste capitulo, sao

invariantes pelas transformagoes (1.13) e (1.14).

Sejam L¥ um subespaco linear de dimensdo d em IR" e S = {Q1,...,Q4} uma
base de L(?. Todo vetor Q € L® é expresso, de modo tinico, como combinacio
linear QQ = \Q1 + ... + A\gQq de elementos @1, ...,Q4 da base S. Os nimeros reais

A1, ..., Ag sao chamados as coordenadas do vetor () na base S.

(d

Lema 1.2.1 Seja um subespaco linear L'Y em IR™ de dimensdo d < n, entio existe

uma transformacdo linear (1.14) tal que o subespaco linear o* LY tem as mesmas
coordenadas, i.e., para todo Q € L9 o vetor a*~'Q tem as mesmas coordenadas

que o vetor Q).

Demonstracao: Suponha que L@ é a envoltéria linear dos vetores Q1, ..., Qq,
i.e., estes vetores formam uma base do subespaco L. Completemos com os vetores
Rgiq, ..., R, para formar uma base de IR". Basta, agora, tomarmos a matriz da

transformagao (1.14) da forma
" =(Q1 ... Qg Rgr1 ... Ry)
onde os vetores (); e Ry, sao vetores colunas. Com efeito, temos que
afe;=Q; = e;=a"'Q;, j=1,...,d,

onde os vetores e;’s sao os j-ésimos vetores unitarios de IR". U

Consideremos, agora, em IR" uma translacao paralela de S C IR™ ao longo de um
vetor fixo T € IR", ou seja, o conjunto 8" = {Q' € R"; Q' = Q+T, Q € S} = S+T.

Seja um conjunto finito em IR"

S={Q,...,Q.}, (1.15)

e seja d = dim C'nvS, entao existe um vetor 1" e uma matriz « tal que o conjunto

NS+ T) (1.16)

32



esta no subespaco linear de dimensao d com as mesmas coordenadas. Esta afirmacao
¢ consequentemente obtida do Lema 1.2.1 tomando o vetor 7' = —(@); para algum j,

pela definicao de dimensao vista na secao 1.

Definamos que um vetor X = (z1,...,x,) > 0, quando cada z; > 0. Vejamos

um resultado mais forte do que o visto acima no seguinte lema.

Lema 1.2.2 Dado o conjunto (1.15), existe um vetor T' e uma matriz o tal que o

conjunto (1.16) estd no ortogonal ndo-negativo de um subespaco de dimensdo d, i.e.
Confer,...,eqa} D* HQ;+T) >0, j=1,....s. (1.17)

Demonstracgao: Pelo comentario acima podemos obter 77 e uma matriz « tal
que os pontos @ = aHQ;+Ty), j =1,...,s estao no subespaco gerado pelos
vetores ey, . .., €4, onde e; é 0 j-ésimo vetor unitdrio de IR". Sejam r;, = min qfcj com
j=1...,s k=1...,deR=(r,...,74,0,...,0);entao Q’—R >0, j=1,...,s.

Tomando T' =T} — a* R, temos
Oé*il(Qj + T) = Oé*ile + Oé*il(Tl — a*R) = Oé*il(Qj + Tl) — R,

como R esta subespaco gerado por ey,...,eqe Q;—R >0 C Con{ey,...,eq}, assim

completamos a demonstracao. O

Lema 1.2.3 Sejam um subconjunto finito S = S U {Qs11,-..,Q¢} onde S € o sub-

conjunto fronteira (1.15), existem um vetor T e uma matriz & tal que
&N Q+T)>0, j=1,....t, (1.18)
e o conjunto &*~1(S +T) C Con{ey, ..., eq}.

Demonstracao: Pelo Lema 1.2.2 existem um vetor 7' e uma matriz « satisfazendo
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as inequagoes (1.17). Seja U (§ ,S) o cone normal do subconjunto fronteira S do con-
junto S. A aplicagao da transformacio Q' = a*~*(Q +T) no conjunto S denotamos

por S e no conjunto S por S, assim
U =U(S,8) =aU(S,9).

Se R' = (r},...,r}) € U, pela relacao (1.8), obtemos

r'n

ri=...=r,=0, (R.Q) <0, k=s+1,....¢t (1.19)

No hiperplano (R, Q') = 0 escolhemos uma base V;,...,V,_1 com V; =¢;, j =

1,...,d. Entao para cada ponto () existem tnicos w;, 7 = 1,...,n — 1, tal que
n—1

Q = Zwﬂ/j. No hiperplano H' = {Q’ : (R,Q’) = —1} tomamos o ponto Q)
j=1
como a origem. Dali, cada ponto )’ € H tem a forma

n—1
Q=0Qu+) wVi (1.20)
7=1

Agora através de cada ponto Q) € §’\S’ tragamos o raio AQ}, A > 0. De acordo

com (1.19), o raio A}, intercepta o hiperplano H' nos pontos que

A=\ =—(R,Q,)"'>0, k=s+1,...,t

Notemos que o conjunto S’ estd na envoltéria conica dos vetores
€1, s ed, Ast1@hiqs - M@y Mas A Q) € H', por (1.20) temos

n—1
MQk = Q0+ Y wiVy, k=s+1,... .t
j=1

Tomando

7; < min wy;, J=1,...,n—1,

s<k<t
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n—1
Vo=0Qp— Y 7V,
j=1

segue-se que o conjunto S’ estd na envoltéria conica de Vi,...,V,. Sejam a matriz

e a transformacao linear

=M. V,), Q" =p57'Q,

e considerando
a=pPaeT =BT,

obtemos a solucao do Lema. O

1.3 Curvas assintoticas

Sejam & e 1 duas curvas em IR" parametrizadas por um parametro 7, i.e.,

§(7) = (&(7), - &nlT)) e n(7) = (m(7), - 1a(T))-

Definicao 1.3.1 Dizemos que as curvas & e n sao assintoticas uma da outra numa
vizinhanga do ponto X° € IR", se &(1) — 2 e & (1) =ni(1)(1+0(1)), i =1,...,n,

i\T .
=1,:=1,...,n.

quando T — oo, i.e., lim
T—00 nZ(T)

O termo o(1) estd definido no Apéndice A. Temos da definicdo que as curvas

tendem uma para outra quando uma delas tende para X° (ver a figura (1.12)).

Definigao 1.3.2 A ordem de uma func¢ao escalar £(7), T € (10,00) € 0 numero

se o limite existe e € finito.
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Figura 1.12: Comportamento de curvas assintoticas.

Quando a ordem p é positivo (p > 0), temos que [£(7)| — oo e quando p < 0 a

fungao [£(7)| tende para zero.

De mesmo modo, definimos a ordem de uma curva vetorial Z(7) = (&,(7), -+ , &, (7))

sendo o vetor P = (py,...,p,) onde p; é a ordem de &;(7).

Exemplo 1.3.1 : A funcao dada por £(7) = br* (e também &(7) = br#(1 + o(1)))
tem ordem p = u, visto que

10g|b7’“|: lim 1og|b|+'ulog|7| _
r—oo \ log T log 7

1.4 Truncamentos de funcoes

Chamaremos o vetor @ = (q1,...,qn), onde ¢; € IR, o (vetor) expoente ou
poténcia do monomio

XQ = ghg® | gl
Consideraremos sempre que X € IR".
Seja S C IR"™ um subconjunto discreto. Consideremos a fun¢ao dada por
FX) =) foX9 Q€S (1.21)
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onde os coeficientes fo da soma sao nimeros reais ou complexos. Assumimos que
cada vetor poténcia @) corresponde a um tnico termo foX? com fg # 0. Desta

forma, dizemos que o conjunto S é o suporte da funcao (1.21).

Definicao 1.4.1 A enwvoltoria convexa externa do conjunto S € dita poliedro de

Newton da fungao f, e denotaremos por T'(f).

De acordo com a definigdo (1.1.4) vimos que a fronteira OI' consiste de faces

)

ng); e que para cada face I’;d corresponde um subconjunto fronteira S ](-d), um cone

tangente Tj(d) e um cone normal U;d). Se P € U](d), entao Sp = S](d). Para cada

subconjunto fronteira Sj(d) do conjunto S existe uma correspondente subsoma

n A(d d

fr=Ff"=Y"foXx% Qes? (1.22)
da funcao (1.21), que chamaremos de truncamento da fun¢do (1.21) com respeito a

ordem P.

Exemplo 1.4.1 : Seja
[, 22, 23) = 27 + 23 + 75 + 117273,

Temos que o suporte da fungao f é dado por S = {@Q; = (2,0,0),Q2 = (0,2,0),Q3 =
(0,0,2),Q4 = (1,1,1)} e que o poliedro de Newton da funcao f é o tetraedro, cujos

vértices sao os pontos de S. Para P, = (1,1, 1), obtemos que
Sp = Qs =Sy,

assim

fpl = X1T2X3.

Para P, = (—1,—1,—1), obtemos que

Sp, = {Q1, Q2, Q3} = S,
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assim

n 2 2 2
fry = 2% + a3 4 2.
De modo analogo, temos também que

J?Ps = ] + 73 + 212273, se Py = (1,0,0).

Tomando z; = 77, i = 1,...,n, na poténcia X9, tem-se
XQ — Fpaittpagn T(RQ))
logo a funcao (1.21) toma a forma
) =Y ot Qe s. (1.23)

Comentario 1.4.1 Os truncamentos no Exemplo (1.4.1) sao diferentes para duas
ordens P, = (=1,—1,—1) e P, = (1,1,1) que diferem apenas pelo sinal. FEsta

diferenca se dd, pois se tomarmos a curva assintotica da forma
zy =br(14+0(1)), @y =0byr(1+0(1), x35=>bsr(1+0(1))

cuja ordem € o vetor P, temos que quando T — oo, implica x1,xo, x3 — 00. Porém

o vetor Py corresponde a curva
I = blT_l(l + 0(1)), Ty = bQT_l(]. + 0(1))5 T3 = bgT_l(]_ + 0(1))

e xy1, Ty, 3 — 0, quando T — 00.

Propriedades 1.4.1 (i) fp ¢ homogénea com respeito a ordem P, i.e.,
Fo(bir?, . by) = Fp(by,. .. by)7er,

onde cp = sup(P, Q).
QesS
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(i1) Se pr(bl, ..., by) # 0 entao
Fobrr (14 0(1)), .., by (1+ 0(1))) = Fo(by . -, ba) 7" + o(1)7°"

(i5i) fp (b1 TP (1 4+ o(1)), ..., by, 7P (1 + 0(1))) = ]?p(bl, ooy b)) TP + o(1) TP
Demonstragao: (i) Basta observar que para @ € Sp tem-se (P, Q) = cp.

(#) Usando as propriedades B e C do Apéndice A, segue que o(1)* = o(1), para
todo > 0 e po(l) = o(1), para todo u € IR\{0}, e como

Fobi™ (14 0(1)), ..., a7 (1 +0(1))) = fp(byir?, ... by +
+ fo(bm™o(1),. .., by 0(1)),

tem-se o resultado por (7).

(#i) Pela equagao (1.23), temos que
FBrr (L +0(1)),.. ., by (1 +0(1)) = Y foBUrF9 (1 4 0(1)), (1.24)
Qes
dividindo o somatério do lado direito da equagao (1.24), de tal forma que um so-

matorio tenha @ € Sp e o outro @ € S/Sp, assim

FOr (14 o(1)),. b (L o(1) = Y foBOT PO (L +o(1)) +
QeSp
> foBerPR(1 4 0(1)).
QeS/Sp
Afirmamos que Z foBr P (1 + 0(1)) = o(1)7°7. Com efeito,
QeS/Sp
Z fQBQ (P,Q) _0< Z fQBQ PQ)
QeS/Sp QeS/Sp

0 que equivale a dizer

Z fQBQ7'<P’Q> Z fQBQT(RQ)—CP
0(1) _ QEeS/Sp _ QeS/Sp
rep Z foBOrP@ 1 — Z foBOrPQ—er
Qes/Sp Qes/Sp

39



lembrando que cp = sup(P, R) > (P, Q) paratodo ) € S/Sp, verifica-se a afirmagao.
ReS

Desta forma, segue-se da equagao (1.24),

FOrr (L +0(1)),.. ., byt (1 +0(1)) = > foBrP(1+0(1)) + o(1)7
QeSp
= fpbim™ (14 0(1)),..., by (1 + o(1)))
+o(1)

T
(b1, ..., bp)TP + o(1)T? + o(1)7P
(b1, .., bp)TF + o(1)7°".

Observemos que a propriedade (74i) expressa a esséncia do truncamento: a partir
de f determinamos o comportamento assintético da funcao f sobre uma curva de

ordem P.
Teorema 1.4.1 Se a curva
.CL’l:bZTpl(l—l-O(l)), Z:L,n, (125)
com P = (p1,...,pn) # 0 € uma solugdo da equacao f(X) =0, entdo
x; =b i=1,....,n, (1.26)

¢ uma solugao da equacao truncada correspondente fp(X) =0.

Demonstracao: A prova segue das propriedades do truncamento. U

Do Teorema 1.4.1 obtemos que o vetor coeficiente B = (by,...,b,) de uma
solucao da equagao f(X) = 0 deve ser uma raiz da equagao ]?p(B) = 0. Isto sug-
ere uma condigao na procura de solugoes assintéticas expandidas (1.25) (ou locais

(1.26)) para a equacao f(X) = 0.
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Capitulo 2

Solucoes assintdoticas para sistemas
de EDOs

2.1 Definicoes e forma normal

Consideremos o sistema autonomo de n-equacgoes diferenciais ordindrias

o= ( )

— E x pr— :L' ... l‘n

dt 1 P1{L1, )

d

% = .Z"Q = (,02(5[}1,"' ,.I'n) (21)

dx, :

% = Tp = (pn(l'la"' >$n>7
onde p; sao fungoes reais analiticas numa vizinhanca da origem. Tomando-se X =
(x1,...,2,) e (X) = (¢1,...,9n), temos o sistema (2.1) na forma vetorial

X = ®(X), (2.2)

Definigao 2.1.1 Uma solugao do sistema é uma fungdo vetorial X (t) que satisfaz
(2.2) com curva integral X = =Z(7) onde T € a parametriza¢io da curva. A curva

integral satisfaz o sistema (2.2) com a substituicdo de varidvel T = T(t).
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Uma curva integral X = Z(7) é dita trivial se ®(Z(7)) = 0, curvas integrais que

nao satisfazem esta propriedade sao ditas nao triviais.

Se ®(X°) £ 0 entao X° é dito um ponto simples ou regular do sistema (2.2), se

P(X%) =0 entao X é dito um ponto singular ou de equilibrio.

Nosso estudo serd realizado numa vizinhanca de um equilibrio X°, visto que
numa vizinhanca de um ponto regular (ou ponto simples) pelo Teorema do Fluxo

Tubular existe uma mudanca de varidveis

z; = &(Y), g?(()):XO, Y =y, yn)
tal que o sistema (2.1) é transformado em
p=1L y=0 j=2--,n,
e desta forma o fluxo é bastante simples.
Quando X° ¢ um ponto de equilibrio do sistema (2.2) entao pela translagao

X=X"+X préximo do ponto X e desenvolvendo em série de Taylor a funcao
®(X) nos da
O(X) = (X% 4 DP(X)(X — X°) + &(X)
D®(X%X + ¢(X), '

Assim o sistema (2.2) numa vizinhanga do equilibrio X ¢ equivalente ao sistema

X = DO(X")X + &(X) (2.3)

(X ~ = =
onde lim |(7‘) = 0, isto é, para todo € > 0 existe J. > 0, tal que |P(X)| < €| X]|
| X|—0

sempre que |X| < d..

Seja chapeu®(X) = ©(X)|X|, entdo ® = o(| X|?), visto que

(X)
X

d(X)

~ < € sempre que |X| < 6.
| X2
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Fazendo A = D®(XY) e escrevendo simplesmente X ao invés de X para nio
sobrecarregar a notagao, temos que o sistema (2.2), para X préximo de X, assume

a forma (2.3) ou simplesmente

X = AX + ®(X). (2.4)

Uma pergunta natural surge: se é possivel simplificar o sistema (2.4) através de
uma mudancga invertivel de coordenadas que aplica o equilibrio nele préprio? Ou
seja, € possivel obter um sistema de equacgoes diferenciais ordindrias mais simples do

que (2.4) na forma

Y =CY +9¥(Y), com ¥(0)=0 (2.5)
por uma mudanca de coordenadas da forma
X=BY+Z(Y), com Z(0)=0 (2.6)

onde B ¢é uma matriz inversivel n X n e = consiste de uma série de poténcia somente

com termos nao lineares.

Vejamos como responder a questao no caso, consideravelmente mais simples,

quando o sistema (2.1) é linear.

Sabemos que qualquer matriz é semelhante a uma matriz de Jordan J, isto é,
existe uma matriz nao-singular P tal que J = P~AP. Toda matriz de Jordan .J é

escrita da forma J = diag(Jy,- -, Js) onde

Ao 0 0
g; >\z 0
Ji = _ (2.7)
onde A, -+, \; €C s@o os autovalores de A e o; =1 ou 0.

Assim, tomando a mudanga em (2.6) por
X =PY
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temos

X=PY —=Y =P '!'X=P'AX = P'APY = JY — Y = JY.

Logo

o= MU
Ui = NV +0iyi1 1=2,---,n,

o qual é relativamente simples em relacao ao sistema inicial X = AX.

Supondo que a matriz A da equacao (2.4) estd na forma de Jordan, adotemos as

seguintes notacoes :

(a) A= (N, -+, \,) com \; elementos da diagonal de A, i.e., os autovalores de A;

QEN;
yi', -+ ,y2. Sendo

N;={QeZ"; ¢ >—1, q. >0 (k#j), ||Q|| >0}

com ||Q|| = ¢1 + - + ¢, Entdo y;g; sdo séries de poténcia sem termos con-

stantes e lineares;
(c) pi(X) =wif; = ﬂfiZfiQXQ;

(d) &(Y) =yihi = inhiQYQ.

Definicao 2.1.2 O sistema formal (2.5) € dito que estd na forma normal se g =
0 para todo (Q,\) # 0, i.e.,

¢j:yj Z ngYQ7 jzla"'an
(@.A)=0
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Dizemos que os termos y;g;oY ¢ com (Q,A) = 0 sdo termos resonantes. Assim,
a forma normal ¢ um sistema (2.5), onde a parte nao -linear consiste somente dos

termos resonantes.

Teorema 2.1.1 FEuxiste uma transformagao formal de coordenadas
=y +&(Y), i=1---,n (2.8)
tal que o sistema de equacgoes diferenciais formal
T = Nz + ooy + (X)), i1=1,---.n (2.9)
torna-se num sistema na forma normal
Ui = Ny + o3y + (YY), i=1,---,n (2.10)

onde gio = 0 se (Q,A) # 0. E se os coeficientes hig para os quais (QQ,A) = 0 sdo

dados arbitrariamente, entao hig e g estao unicamente determinados.

Demonstracao: Derivando (2.8) e igualando a (2.9) obtemos

n

oy + &) .
Z Myj = At + 03t + pi(X).

= 9y

Levando em conta (2.10) segue que

j=1

Dai

J

Aiyi t oo+ Gi(Y) + Z a_j[)‘jyj +oyj-1 + (V)] =
j=1

Aiyi + A&(Y) +oyioa +oigia (V) + (Y +Z(Y))
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entao

0 yihi
ANiYi + oY1+ Yigi + Z <8 ) (Aiys + 05951 + ;5] =

Yj

AiYi + ANyihi + 0yim1 + oiyicihicy + @iy + viha, Y+ Ynha)-

Agrupando e reorganizando os termos, obtemos

Yigi t Yi Z 8_yj/\jyj = —hioiyi1 — hivigi — Ys Z dy; y]gj Yi 8_%03‘%‘—1
j=1 j=1

+ oi—1hio1 + pi(yr + ylhla Y F Unhn). (2.11)

Considerando os coeficientes de ;Y% na i-ésima equacao (2.11), temos

gig + hio(Q,A) = hi(-e; 1) — Z hipgir — Z hip ijij -
P+R=Q P+R=Q J=1
D hien) (@5 + 105 + Tih—1y@err) + {0i}a,  (212)
j=1

QGNM 7::17"'7”7

onde e; 1 é o (i — 1)-ésimo vetor unitdrio e {;}q sdo os coeficientes de y; Y9 na

série p;(Y + 2).

Podemos colocar uma ordem sobre os vetores reais n-dimensionais da seguinte
forma: um vetor P precede um vetor @, "P < Q" se a primeira diferenca nao nula

do seguinte conjunto {||Q|| — ||P||, &« — 1, " ,@u-1 — Pn_1} € positiva.

Lembrando que ||Q|| = ¢1+,- -+ , +¢, e que N = N U...UN,, com N; = {Q | ¢; >
—1, ¢ > 0 (k # j), ||Q]| > 0}, observa-se que para cada () € N, existe somente um
nimero finito de elementos em N que precede (). Assim, no lado direito da equacao
(2.12), h;p € g;r sao tomados apropriados tal que os vetores P e R precedem o vetor
Q. Isto é sempre correto para a primeira, quarta e quinta parcela da soma do lado

direto de (2.12), pois @ —e(;—1) precede @, ja a segunda e terceira parcelas basta que
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1P+ (R[] = [[Q] e [|P]], [|R]| > 0, assim || P|], ||R|| <[|Q]|, logo P e R precedem
(). Finalmente, a sexta parcela, {¢;}¢ contem somente h;p tais que, ||P|| < ||Q|],

pois a série nao contém termos lineares.
Seja ¢;g o lado direito da equagao (2.12). Pela ordem implantada temos que

9iq + hig(Q,A) =cig,  QEN; (2.13)

sao unicamente determinados.

Podemos resolver a equagao (2.13) assim:

Se (@, A) # 0, entdo gig = 0 ¢ hig = cig/(Q, \);

Se (@, A) =0, entdo g, = cig e hig é arbitrario.
Isto é, os coeficientes g;o sao diferentes de zero somente para os vetores resonantes

a (), justamente como o teorema sugere. U

Exemplo 2.1.1 (Caso unidimensional n = 1) : Consideremos a equagao

&= Az + apx® + azx® + . .. (2.14)
com A # 0, z € IR. Introduzimos uma transformacao formal

T=y+ ay? +azyd ... (2.15)

2
onde g = LI g = % + 95 Diferenciando (2.15) e substituindo em (2.14), segue

A A2\
91+ 200y + 3asy® +...) = My + (Aag + a2)y? + (Maz + 200ay + as3)y® + . ..
Donde

g = Ay+ (a2 — Aa)y® + (az + 2Ma3 — 2 a3)y’ + . ..
= \y+...

logo é obtido uma normalizacao de 3° grau para a equagao (2.14).
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2.2 Solucoes assintéticas para sistemas de EDOs

Consideremos os sistemas autonomo de equagoes diferenciais ordindrias (2.1) na

forma vetorial (2.4) definido na vizinhanga de um ponto de equilibrio Xj.

Seja o numero inteiro d, 0 < d < n. Suponhamos, agora, que o sistema (2.1) é

da seguinte forma:

;= pi(X), i=1,-.d
j:j = xjfj(X>7 J: d—+ 17 5 T (216>

onde ¢; e f; sao fungoes num aberto U C IR"™.

Comentario 2.2.1 Este sistema tem (n — d)-hiperplanos invariantes
r;=0, j=d+1,...,n. (2.17)

Sua intersec¢ao
Tgp1=...= T, =0 (2.18)
¢ também um subespaco invariante.
Deste comentario escrevemos a segunda equagao de (2.16), na forma logaritmica,
isto é p
%(logx]):fJ(X), ]:d+1,,n

Tomando X = (X', X”), com X' = (x1,...,24) ¢ X" = (x441,...,2,) € denotando

log X = (logxy,...,logx,) o sistema vetorial (2.16) assume a forma
X' =d'(X)
d
E(logX”) = F"(X) (2.19)

onde F" = (fgi1, -, fa) € ®(X) = (®'(X),d"(X)) € R? x R"™ com &' (X) =
(p1(X), ..., pa(X)) e d"(X) = 0.
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Notemos que quando X” = 0 os pontos da forma X = (X’,0) estao no subespaco
invariante (2.18), denotemos X = (X’,0) = X’ e também
X' = (I),(X,, 0) = (/I;/(X/)

%(mg X"y = F"(X',0) = F"(X'). (2.20)

Pela substituicao X = X+ X , escrevemos a primeira equacao do sistema (2.19)

na seguinte forma

i =Dpi (X)X +§(X)  i=1,---.d (2.21)
i 51(X)
onde @;(X) é o resto da férmula de Taylor. Sendo ®(X) = : o sistema
Pa(X)
(2.21) é equivalente a
0 9 9 9 .
¥1 0 ¥1 0 ¥1 0 ¥1 0
. — (X" ... —X") —X"Y ... —(X
1 0x, (X%) 8xd( ) 8xd+1( ) axn< ) .
_ . . d
. - . . . . . . xd+1
i 0 0 0 0
T4 Pd 0 Pd <0 Yd 0 Pd 0 .
— (X" ... —X") —/—X") ... =X :
8931( ) axd( ) ade( ) axn( ) :
T
+ (X)),
Do i 0p; 0p; 4
f; dD’iXOZ ) D”iXOZ ) ) =
azendo Dxripi(X7) <8x1 8xd) e Dxrpi(X7) (&UdH o0z, ’
1,---,d, o sistema acima é equivalente a
DX/gﬁl(XO) DX//gol(Xo) X’ B
X' = : : + O(X).
DXIQDd<XO) Dxugod(Xo) X”

Das outras n — d equagbes do sistema (2.19), desenvolvendo a fungao F"(X),

definida na equacao (2.20), em série de Taylor em torno do ponto X°, tem-se

% log X" = F"(X°) + DF"(X")(X — X°) + ...
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fazendo-se F(X) = DF"(X°)(X — X°) + ... e A” = F"(X°) e introduzindo as
notagoes

Dxp1(X?) Dxnip1(X?)
Ay = : e Ap= :
Dxpa(X?) Dxnipa(X?)

?

segue-se que o sistema (2.19) numa vizinhanca do ponto X é equivalente ao sistema

X' = ApX'+ ApX"+ 9(X),
%mxwzw+ﬂwy (2.22)

Comparando os sistema (2.1) com (2.19) e suas equagoes vetoriais, respectiva-

mente (2.4) com (2.22), temos

A Al
Opay1 dpar1 dpai1 Jpai1
— 0 — _rev- XO —rari XO ~rarl XO ~“rarl XO
A D(I)(X ) 8371 ( ) (%cd ( ) &cdﬂ 8$Cn ( )
5%. | 6%' &Pn. . &Pn.
X0 (X0 (X% L. ZEE(XO
0y (X%) Oy (X%) 8xd+1( ) oz, (X%)
Mas,
.
80 o : of .
XY = (X0 . 0 —
T f(XO), i#£j e d+1<j<n
\ ox;
quando X° = (X% 0), isto é, £gp1 = ... = 2, = 0 temos
, 0, i F ]
%ﬁ— d+1<j<n
fj(Xo)v =]
A A . 0 0
portanto A = 0 Ay onde Ay = diag (far1(XY), -, fu(X?)).
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Notemos que os valores \; = f;(X%), j =d+1,---,n sdo autovalores da matriz

A.

Definicao 2.2.1 Uma curva integral X = E(7) do sistema (2.22) que tende para
o ponto de equilibrio X° = 0 quando T — 400 e tal que as (n — d)-iltimas com-
ponentes de Z(1) sao diferentes de zero para todo T > 19, a chamaremos de curva

h-assintdtica.

Pelo Comentéario 2.2.1, se alguma componente z;(7) = 0, para algum i =
d+1,...,n e algum 7, entdo a curva estard no hiperplano invariante (2.17), isto é,
x;(T) = 0, para todo 7 > 75. Conseqiientemente uma curva integral h-assintética
X = E(7) nao intercepta o subespago invariante (2.18), mas se aproxima infinite-

sialmente dele.

Teorema 2.2.1 Seja A" = F"(X°) # 0 no sistema (2.22) e X = Z(1) uma curva
integral h-assintdtica nao-trivial, que tem a parte Z" (1) com ordem vetorial P" # 0.
Entao eziste k € IR\{0}, tal que

A// — K'/PN
Demonstragao:  Sendo A” # 0 entao um dos numeros Ag,1,- -+ , A\, é diferente
de zero, sem perda de generalidade suponha que A, # 0. Seja = = (§441,...,&,) €

pj aordem de §;, j =d+1,---,n. Temos, por defini¢ao

. lim (log [¢;(7)[/logT) .
lim 815 o B =B iodt1, 0 (223)
oo log |§a(7)]  lim (log |€a(7)[/log7) — pn

Por outro lado, como = é uma curva integral ndo-trivial do sistema (2.23), entao

d .
7 Lo81&1 = A + fi(2)
onde f; é uma componente da fungao vetorial ad , Mas

F"(Z) — 0, quando Z — 0.
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Assim E(E) — 0 quando cada £ — 0. Como lim §; = 0, pois a curva integral é
h-assintotica, tem-se

d =

Elog &l =X+ fj(E) — A; quando T — oo.

Usando L’Hopital em (2.23), temos

i 108181 dlog|gl)/dt A

S el bV A e
T—o0 log |£n| T d(log |£n|)/dt An’

j:d+17 ) T,

4 s
istoé,p—]:—], j=d+1,---,n o que implica
Pn An
An .
DPn
An
tomando kK = — tem-se o resultado. O
Pn

Corolario 2.2.1 Seja o sistema (2.22) com A" # 0 e uma curva integral h-assintdtica

=

nao-trivial que tem a parte Z"(7) com ordem wvetorial P # 0, entao A" < 0 ou

A" > 0.

Demonstracao: De fato, como a curva integral h-assintotica tende para zero

quando 7 — o0, isto é, lim &;(7) = 0. Assim a razao
T—00

IOg—‘fJISO’ VJ:d+17.’n
log T

para 7 suficientemente grande, logo

1 .
T 1 L] N S S R
r—oo log T

Por definicdo , P” < 0 e pelo Teorema 2.2 A” = kP” entdao ou A” < 0 ou A” > 0,

ou seja, tem sempre o mesmo sinal. Il

Consideremos os seguintes quatro casos do vetor A” = (Agi1,--+, A\n).
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Hy) M1, -+, Ap s@0 nao nulos e possuem o mesmo sinal, i.e., A” > 0 ou A” < 0;
H,) Existem \; # 0 e \; # 0 (i # j) de sinais diferentes, i.e., \; = —sinal(\;);

Hj) Existe pelo menos um A\; = 0 e um \; # 0, porém todos \; # 0 tem o mesmo
sinal, i.e., A" #20ecada A" >0e A" #0ou N <0e AN £0;

Hy) A" = 0.

Teorema 2.2.2 No caso Hy o sistema (2.22) tem pelo menos uma familia de (n —

d — 1)-parametros de curvas h-assintéticas nao-trivial X = =Z(1) com
§(r) =bm(1+o(1), b;#0, pj==X/A, J=d+1,--- 0 (2.24)

onde b, = £1 e bgi1, -+ ,b,_1 podem ser tomados como os parametros da familia.

Demonstragao: Consideremos A” > 0, o que pode ser sempre obtido pela mu-

e z; f(X), fazendo t = —s

danga de sinal no tempo ¢, pois na equagao (2.19), o

e utilizando a regra da cadeia temos

dr;  dxv; dr;
— = = wE)fX) = = = ay(s) (= f(X)).
Tome Ay, - -, A\q 0s autovalores da matriz A;;, reorganizados de tal forma que
Re); <0, i=1,--- .1
ReX; > 0, jg=10+1---d.

Aplicando a transformacao de Jordan X’ — Y’, reduzimos A;; para sua forma

de Jordan. Temos que a matriz A do sistema (2.22) com coordenadas (Y', X") é

diagonal superior, cujos autovalores satisfazem Re\; < 0,7 =1,---,l e Re\; > 0,
j=1014+1,--- ,n. Utilizando o Teorema de Dulak [6] o sistema (2.22) tem solugoes
da forma

Yi = Vi(Yir1, Y, Tar1, o0 Tn), =11 (2.25)
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onde a série de Taylor para ?); nao contém constantes nem termos lineares.

Utilizando o Teorema 2.1.1, existe uma mudanca de coordenadas normal

yi =z + G2, 2), J=10+1,--.d
= 2zk[l + he(zi1, -, 20)], k=d+1,---,n, (2.26)

que reduz o sistema (2.22) para a forma normal

Zj= Nzt o5z +wi(zgn, o, 2), j=1+1,.d
2 = ka\k: —|—pk(zl+1, s 7Zn)]u k=d+1,--- ,n, (227)

onde w; e pi sao polinomios nas variaveis 2;41, - , 2p, sendo que p; € o somatoério

de termos da forma Ciz/* ... 29 tal que
I+1 n

Qr1Aig1 oo gaAn =0 (2.28)
com @41, ,qn inteiros tal que ¢ > —1 e ¢41 + ... + g, > 1. Como todo
ReMjyq,..., Rel, > 0, entdo a equacao (2.27) nao tem solugao , i.e., pp = 0.

Portanto o sistema (2.27) tem solugao da forma
Z]:ZJ<t>7 j:l+177d7 Zk(t)zcke)\ktv k:d+177n

onde ¢ sao constantes arbitrarias. Observe que esta solucao tende para zero quando
t — —o0, com efeito, ReA, >0, k=d+1,---,n. Definimos a curva integral dada

pela parametrizacao

1
= t=1t(r)= —/\—log(cnr)

o que implica

An
A
2 = ckexkt(r) _ Cke—ﬁlog(&ﬂ') = btP*,  pp = _/\k/)\n7 k=d+1,--- n, (2_29)

zj = zj(t(1)) = 2 <—ilog(cn7')) =n(r), j=I1+1,---.,d,

o4



onde b, = £1 e bgy1, -+ ,b,_1 sao constantes arbitrarias.

Note que a curva integral (2.29) tende para zero quando 7 — +00. Retornando
para as coordenadas Y’, X" por meio das féormulas (2.26) e (2.25), e entdo para as
coordenadas X por meio da inversa da transformacao de Jordan Y/ — X', a curva

integral (2.29) é transformada para a curva (2.24) com os mesmos valores p; e b;. O
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Capitulo 3

Transformacoes Poténcias

3.1 Definicao e Propriedades

Definicao 3.1.1 Seja o = («;j) uma matriz quadrada de dimensao n com elemen-
tos reais coy; e deta # 0. A transformagao
y=axyt i i=1,...,n, (3.1)

¢ chamada transformacgao poténcia com matrix c.

A transformacao inversa

xi:yf“...ygm, 1=1,...,n, (3.2)
é também uma transformacgao poténcia com matrix 8 = (3;;) = a~'. Se intro-

duzirmos os vetores log X = (logz1,...,logz,) e logY = (logy,...,logy,), onde
X =(z1,...,2,) e Y = (y1,...,yn), entdo as transformacgoes poténcias (3.1) e (3.2)

sao transformacoes lineares destes vetores, i.e.,

logY = alog X e log X = GlogY. (3.3)

Propriedades 3.1.1 Sejam as transformagoes (3.1) e (3.2),
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(i) Se X@ = Y@, entdo

Q=0Q (3.4)
onde 3* € a matriz transposta de [3.

(ii) A curva

(1) =bP (1 4+0(1)), b; #0, i=1,...,n, T — o0, (3.5)
com ordem vetorial P = (p1,...,pn) € transformada na curva
(1) = b (14 0(1)), bi #0, i=1,...,n, (3.6)
tal que

ﬁ:(@,...,ﬁn):aPe logézalogB (3.7)

onde P ¢ a ordem vetorial de (3.6).

(i) A transformacio  (3.1) € wma  aplicagio injetiva do  conjunto
{X 0 < |zg] < o0, i = 1,...,n} sobre o conjunto {Y : 0 < |y;| < o0,
i=1,...,n}.

(iv) Seja a transformagdo poténcia
zi =y "ty oyt i =1,...,n, (3.8)

com matriz v = (7;5). Entao as coordenadas Z sdo obtidas das coordenadas X pela
transformacao poténcia com matriz ya, i.e., as transformacoes poténcias formam

um grupo.
Demonstracao: (i) Com efeito,
X9 = exp(log X, Q) = exp(Blog Y, Q) = exp(log ¥, 5°Q) = Y.
(#) Aplicando logaritmo em (3.5), temos
log X =log B+ (P+o(1))logt
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e em (3.6), temos
logY =log B+ (P + o(1))log T,

por outro lado
logY = alog X = alog B+ (P +o(1))log T

donde segue as transformacoes lineares (3.7).
(111) Segue da linearidade das equagoes (3.3).
(iv) Substituindo a transformacao (3.1) em (3.8), temos que
zi = (af ool (gL gl (e ST

n n n ?

_ (x{lxnm o .xglnvzl)(x{fm’m . .xi27f7i2) o (xflﬁém%n . .xgnn'yin)’

_ xgau%'l+Oé21%2+---+06n1%n) (@it aznYio+..+annvin)

n I

n
= xizk:”““““) D I T

n
Considerando ¢ = o, assim ¢;; = g Viklj, logo
k=1

zi=ait .oy i =1,...,n,

o que prova a propriedade. O

3.2 Transformacao poténcia e truncamento
de funcoes

Veremos algumas relagoes entre transformacoes poténcias e truncamento de
funcoes para fungoes desenvolvidas em séries de poténcias. Notemos que pela pro-
priedade (i) acima, sob a transformagao poténcia (3.1), os vetores expoentes sao

submetidos a transformagoes lineares. Assim, segue o seguinte lema
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Lema 3.2.1 A série

F(X) =) foX? Q€S (3.9)
pela transformacao (3.2), torna-se a série

g(¥) =) g5¥?% Q€S (3.10)

onde Q = 3*Q, S =S, e 96 = Ja-

Demonstragao: Segue da propriedade (i) da segao anterior. U

Definicao 3.2.1 Seja f definida por (3.9) e I' = I'(f) a envoltéria convera do
suporte S = {Q; fo # 0}. Dizemos que o nimero d(f) = dim(I'(f)) € a dimensao
da série (3.9).

Lembrando que se S = {Q1,...,Qs}, s < 0o, entdo d é igual ao nimero de

vetores linearmente independentes entre Q; — Qs, 7 =1,...,5 — 1.

Teorema 3.2.1 Seja a funcao f dada pela série (3.9). Se a dimensdo da soma (3.9)
¢ d < n. Entdao existe uma matriz o e um vetor T’ € IR" tal que pela transformagado
poténcia (3.1)

XTHX) =gy, ya)s (3.11)

onde g : IR® — IR ¢ uma funcdo analitica.

Demonstragao: Como

XTHX) =) foX @,

aplicando o Lema 3.2.1 nesta equacao, obtemos

g(¥V) =Y g5Y? Qe (S+T), (3.12)
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de acordo com o Lema 1.2.2 do capitulo 1, existe uma matriz o e um vetor T tal

que o conjunto
NS +1T)

estd no subespago gerado por eq,...,eq, onde e; sao vetores de IR" cuja j-ésima
coordenada ¢ igual a um e todas as outras sao zero, logo todos os vetores () tem as
componentes qgy1, - - -, Gy iguais a zero. Portanto, a soma (3.12) possui coordenadas

Ydil, - - -, Yp SOmente com poténcias zero, i.e., elas sao absorvidas. Il

Teorema 3.2.2 Seja fj(d) (X) o truncamento da soma finita (3.9). Erxiste uma ma-

triz a e um vetor T tal que pela transformagdo poténcia (3.1)

XTAX) = ¢y, .- ya), (3.13)
XTFX)=g(¥) =) g5Y? Qe€S5. (3.14)

Aqui g(Y) € um polinomio, i.e. em S todos @ > 0.

Demonstragao: Segue do Lema 1.2.3, considerando S = S§d) U{Qui1,---,Qs},

onde S ](-d) ¢ o subconjunto fronteira do suporte S. (|

3.3 Transformacoes poténcia em EDO

Consideremos o sistema de equagoes diferenciais (2.1) onde as fungoes ;(X) =
> pigX ¥ com ;g constantes reais, onde a soma de monémios pode ser finita ou
finita. Facamos ¢;(X) = z;f;(X), onde f;(X) = z; '¢;(X),i =1,--- ,n. Do sistema
(2.1), obtemos

d .
alogxi:fi(X) EZfiQXQ, i=1...,n

e na forma vetorial

d
ZlogX) = F(X) =) FoX? Qe (3.15)
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onde F' = (f1,..., fu), Fo = (fig,---, fag) € 0 conjunto S = {Q; Fg # 0}, que é
chamado de suporte do sistema (3.15) e é denotado por S(F').

Lema 3.3.1 Pela transformagcao poténcia (3.1) o sistema (3.15) torna-se o sistema

—(logY)=G(Y) =Y GrY" ReS=5(G), (3.16)

Demonstragao: Pelo Lema (3.2.1), obtemos que R = 3*Q = a*~1Q e conseqiien-

temente S = a9 e a tltima igualdade segue da primeira igualdade das equagoes
(3.3). OJ

Lema 3.3.2 Seja a transformagao poténcia (3.1) que transforma a curva integral,
com ordem P, do sistema (5.15) X = Z(7), na curva Y = H(r) com ordem P.
Entio P = aP.

Demonstracao: Consideremos = = (&1,...,&,) e H = (m,...,m,). Sabemos que
logy; = Z o log x;, dai
k=1

lgln(r)l _ g~ Log k()

log 7 log 7

Y

k=1

fazendo 7 tender para infinito, temos o resultado

_ . log|n; log |&;
7 = lim 28150l zaz lim 0851 _ zampz,

T—00 log T log 7

o que implica
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Definicao 3.3.1 Seja T = (ty,...,t,) € IR", chamamos de mudanga poténcia no
tempo a equacao
dt, = X'dt. (3.17)

Observemos que o tempo t é transformado para o tempo ¢; da primeira coorde-
nada do vetor 7. A mudanca poténcia no tempo (3.18) transforma o sistema (3.16)

no sistema g
—(log X)=X"TFR(X)=)Y FoX9 T QesS 3.18
(105 X) (X) =3 FoX?T, Qes, (318)
i.e., todos os vetores expoentes ) do sistema (3.15) sdo transladados paralelamente

pelo vetor T

Definimos, agora, o conceito de dimensao do sistema (3.15) analogamente a
defini¢ao 3.2.1, sendo o nimero d(F') = dim(I'(F')), onde I'(F) é a envoltéria convexa
de S(F).

Teorema 3.3.1 Se o sistema (3.15) tem dimensao d < n, entao existem uma trans-
formagao poténcia (3.1) e uma mudan¢a poténcia no tempo (3.18), que reduz o

sistema (3.15) para a forma

d
d—logY:G(yl,...,yd). (3.19)
ty
Demonstragao:  Pela mudanca no tempo, o sistema torna-se

d
—log X = FoXQ T S

utilizando-se a transformagao poténcia (3.1), pelo Lema 3.3.1, tem-se

d R *—1
d—tllogY:ZGRY , Rea* 1 (S=T),

mas pelo Lema 1.2.2 podemos obter a e T" tal que

0<aHQ—T)C Conle,...,eq),
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Logo r441 = ... =1, =0, 0 que completa a prova. U

Observemos que o sistema (3.1) é simplificado ao subsistema de ordem d

dy; )
=¥igi(Y1, -, %a), i =1,....d, (3.20)
dty
pois as outras variaveis yq4.1, - - - , Y 520 obtidas por quadraturas ao longo das solugoes

para o subsistema (3.20), donde segue o seguinte corolario.

Corolario 3.3.1 Nas hipdteses do teorema acima, quando d = 1 o sistema (3.15)

¢ resoluvel por quadraturas.

Demonstracao: De fato, neste caso o sistema (3.19) tem a forma

dyi .
frg i , 1 = ]_, PR 7n7
o = vigiw)
o que implica
yi = el it — 0 I BESSE o

Utilizando a transformacgao poténcia inversa de Y para X obtemos x; como funcao
de . O

Quando S é um conjunto finito de pontos )1, ..., Q),, podemos utilizar o método
apresentado no Lema 1.2.1 para construir a matriz o do Teorema 3.3.1. Com efeito,
tomamos do conjunto, {Q; — Qs, j =1,...,s — 1}, d vetores linearmente indepen-
dentes e os nomeamos de Uy, . .., U, que formarao as d primeiras colunas da matriz «
e as outras n —d colunas Uy, 1, ..., U, sao determinadas de tal forma que Uy, ..., U,
sejam linearmente independentes. De modo andlogo, em vez de Uy, ..., U, serem

tomados como vetores colunas, podemos toma-los como vetores linhas.

Exemplo 3.3.1 : Seja a equagao de Emden-Fowler & = atz*, onde a = £1, o

e it sao constantes reais. Considerando z = x; e t = x3, escrevemos a equagao na
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seguinte forma

i = my=x1(2] 20)
Ty = axir) = zolartzy'zg)
i3 = 1=uwx3(zz").

Donde p
%logﬂfl = fu(X) =21 2
Clogs = fo(X) = aatayag

Comparando com o sistema (3.15), obtemos o suporte S = {Q; = (—1,1,0), Q2

(u,—1,0), Q3 =(0,0,—1)}. Calculemos agora a matriz a. Temos que

Ul = QI_QSZ(_LLl):
U2 - QQ_Q?):(:u?_]-aO-—i_l)a

que sdo linearmente dependentes quando 0 = —2 e u = 1, assim d(F) = 1 e pelo
corolario 3.3.1 é explicitamente integravel por quadraturas. Mas se (o, p) # (=2, 1),
entdo U; e U, sdo linearmente independentes e a dimensao do sistema (3.3) é igual a
dois. Desde que U; e U; sao as duas linhas primeiras linhas da matriz o, tomamos a
ultima linha sendo dada pelo vetor Us = (0,0, 1). Desta forma, obtemos a seguinte

transformacao poténcia com matriz «

Y1 = xflmgxg, -1 1 1
yo = aiay'ef™, a=| p -1 o+1 |,
Ys = I3 0 O 1

pela escolha de Us, temos que necessariamente p # 1, pois deta = 1 — . A matriz

inversa e transformacao poténcia inversa sao

p (b oL et zo= (yrtye tyg YO,
ol = | Lol | m = (O,
PN 0 01—y T3 = ys

Fazendo a mudanga no tempo (3.17) com T' = @3, obtemos
dt; = x3'dt.
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Portanto, usando esta mudanca no tempo e a matriz « calculada anteriormente, o

sistema (3.3) é transformado no sistema

;

d
. logyr = q1(Y) =1y +aye,
ty

d
s logys = ¢2(Y) =0+ 14 puyr — ays, (3.21)

1

d

—1 = Y)=1
W 0g Y3 93( ) )

o qual é um sistema em que a ultima equacao é resolivel por quadraturas, ficando
o sistema reduzido ao estudo no plano formado pelas duas primeiras equagoes do
sistema (3.21).

Exemplo 3.3.2 : Consideremos o sistema (2.1) com as seguintes propriedades:

o As fungoes ¢; sao polinomios homogéneos de grau [ + 1, [ fixo, ou seja,
0i(2;X) = 2 p;(X), assim, os polindmios homogéneos f;(X) = x; ¢ (X),

do sistema na forma (3.15), tem grau /;

e A dimensao do sistema (3.15) é d = n — 1 e o suporte S é o conjunto normal

ao vetor (1,...,1);

e A matriz da transformacao poténcia (3.1) é

Temos que det « = 1 # 0, segue-se que a correspondente transformagao poténcia é

dada por
yi=xix,, i=1...,n—1, y,=m,. (3.22)

65



Donde a matriz e transformagao inversa sao, respectivamente

1 0 ... 1
S Ty, = Yn.
00 ... 1

Apliquemos o logaritmo na transformacao (3.22)
logy; = (logx;x, ') =loga; —loga,, i=1,...,n—1,
o que implica

d
E(logy» = filX) = fu(X), i=1,...,n,

Sllogy) = fu(X). (3.23)

Como as funcoes f; sao homogéneas de grau [, entao

fZ(X) = fi(xly..-yxn) = fi(ylyna"'7yn—1ynayn)
= yfzfi(yla"'ayn—la]-), 1=1,...,n.

Tomando a mudanga no tempo dt; = y.,dt = z! dt em (3.23) obtemos o sistema

d .
d_tl(logyJ = fi(yla'-'vynflal)_fi<y17"'7yn*171)7 Z:L"'an_L

d
d_tl(logyn) = fn<y17"'7yn—171)-

Notemos que a ultima equagao é resolivel por quadratura, sendo que depende so-

mente das n — 1 primeiras variaveis.

3.4 Transformacao poténcia generalizada

Nesta se¢ao consideramos a simplificagdo do sistema (3.15), onde o suporte

S ={Q1,...,Qs} é finito. Para simplificar denotamos por Fj os coeficientes Fg,,
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assim o sistema (3.15) ¢ escrito na forma

log X) Z F; X9 (3.24)

Definicao 3.4.1 O subespaco linear ¥ C IR} gerado pelos vetores Fi,...,Fs €
chamado subespago dos coeficientes do sistema (3.24). O nimero r é chamado
posto do sistema (3.24), se o conjunto dos vetores {Fy,...,Fs} possui r vetores

linearmente independentes. Claramente, 1 <r <n er =dimF.

Teorema 3.4.1 Se o sistema (3.24) tem posto r < n, entdo existe uma matriz o

tal que a transformagdo poténcia (3.1) reduz o sistema (3.24) para a forma
d .
dt(logyz) = gY),i=1,...,n
d
E(logyj) = 0,j=r+1,...,n, (3.25)

Demonstracao: A prova é analoga a do Teorema 3.3.1, s6 que o Lema 1.2.2,
que descreve no Capitulo 1 o método da construcao da matriz «, é utilizado sobre

o conjunto dos elementos Fj ao invés dos elementos QQ; — T U

Conseqiientemente, temos os corolarios.

Corolario 3.4.1 O sistema (3.24) de posto r € reduzido para um sistema com r

varidveis e n — r constantes arbitrarias.

Corolario 3.4.2 Se o posto do sistema (3.24) € igual a um, entdo o sistema €

resoluvel por quadraturas.

Demonstracao: Se o posto r = 1, pelo coroldrio anterior, temos que y; = y? =
const, j =2,...,n, e o sistema (3.24) é reduzido a equacao

dy
ylay(2)7' .- 73/701),

d
lo Yy Y :>t—t—/
dt( gy1) = g1(y1, ¥ YUn) 0 o
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o que verifica o corolario. U

A transformagao poténcia (3.1) introduzida na se¢do 1 deste capitulo, preserva

o numero n de coordenadas. Introduziremos agora a transformacao
=X% =1 (3.26)
yj - ) .7 Dt ) m7 .

com m arbitrario, que é chamada transformacao poténcia generalizada, a qual trans-

forma uma sistema de n equagoes num sistema de m equagoes.

Podemos definir o sistema (3.24) por duas matrizes s X n,

Fiio... i i1 --- Qin
F=1 + - |, Q= - (3.27)

Fsl an ds1 --- (sn
onde as linhas da matriz F sao formadas pelos coeficientes F; = (Fj1, ..., Fj,), j =
1,...,s e de modo analogo, as linhas da matriz Q sao os vetores expoentes (); =

(ij s 7an).

Para que a dimensao do sistema seja igual ao posto da matriz Q suponharemos
efetuada a mudanga no tempo (3.18) com 7' = @Qg, assim, redefinindo uma matriz
Q' cujas linhas sao 7' — ();, temos (s = 0 e portanto posto(Q’) = d . Consid-
eremos no teorema seguinte ja feita esta transformacao no tempo. Neste teorema
conseguiremos uma reducao do sistema de n equagoes (3.24) para um sistema de s

equacoes através de uma poténcia generalizada (3.26) com R; = Q;, j=1,...,s.
Teorema 3.4.2 A transformacdo poténcia generalizada

Yy =X j=1,....s, (3.28)
reduz as solugoes do sistema (3.24) de dimensao d para as solugdes do sistema

%(logY) =BY, B=QF, (3.29)
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e para n — d quadraturas. Onde Y = (y1,...,ys) e ys = 1.

Demonstracao: Seja F a matriz definida em (3.27). O sistema (3.24) pela

transformagao (3.28) torna-se
logX ZFXQa > Fuy;=FY. (3.30)
Por outro lado, tomando o logaritmo de (3.28), obtemos

logY = Qlog X,

tomando a derivada nesta equagao com respeito a t e substituindo (3.30), segue-se
que

d d o
Z(l0gY) = Q= (log X) = QF°Y = BY,

assim, obtemos o sistema (3.29).

Seja Y = Y (t) uma solugdo do sistema (3.29). Como o posto da matriz Q é d,
entao existe na matriz @ pelo menos um menor de ordem d cujo determinante é
diferente de zero. Supomos, sem perda de generalidade, que este menor é a matriz

quadrada @’ formada pelas primeiras d-linhas e d-colunas. Temos que

log 1
log 11 qii --- qid --- Qin :
: e b e log x4
logya | = | qo -+ Qua - Qin : . (3.31)
: T log x4
log ys Gst <o Gsd -+ Gsn :
log .,

Pelas d primeiras equagoes do sistema (3.31), obtemos

logy; = qalogxy + ... 4 qiqlogxy +
Qi(d+1) logxgi1 + ...+ qnloge,, i=1,...,d,
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o que implica

log y1
g1 ... Qqid log z¢ —qi(d+1) --- —qin :
) ) . —| 7 . . . log ya
' ' dxd ' S log zq41
Qa1 --- Qdd log x4 —qQd(d+1) -+ —qdn .
log x,,
(3.32)
Como det @ # 0, entao logxy,...,logxy sdo expressos linearmente através de
logyy,...,logys e logzgyq,...,logz,, ie.,

logz; = g logys + ... + aialogyq + qyar1ylog war + ... + aup log ap,

o que implica

% (6% ai<d+l> Qijn N
=yt .y, cxyn o =1,...,n, (3.33)

onde «; sdo obtidos de tal forma a satisfazer a equagdo (3.32). Da equagao (3.30),

obtemos
d - .
%(long) = Zijyk, j=d+1,...,n,
k=1
entao
xj:x?exp{/ (Zijyk> dt}, j=d+1,...,n. (3.34)
k=1
Desta forma obtemos uma expressao de z;, j = d + 1,...,n por quadraturas.

Conseqiientemente, pela equacgao (3.33) e como d < s, obtemos expressoes para

xr, k=1,...,d o que conclui a demonstracao. Il

Notemos que a matriz B é uma matriz s X s cujos elementos sao b;; = (Q;, Fj).

Exemplo 3.4.1 : Seja B = 0, i.e., todos ); sao ortogonais aos Fj. Assim o sistema
(3.29) ¢ da forma

d
a(logY):O = y;=1y) =const, i=1,...,s.
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Utilizando a expressao (3.30), obtemos a solugao

/ (Z Fki?J?) dt
0 k=1 7

T, =T,€ 1=1,...,n,
onde y) = (X9 k=1,...,s.
Exemplo 3.4.2 : Consideremos a equagao
d3x N d*x 0
— + 12— =0.
dt3 dt?

Fazendo x1 = x, 19 = & e x3 = I, escrevemos esta equagao na seguinte forma:

j,’l = XT9 = .T1<I1_1.I2)
i’g T3 = IQ(I'Q_IJ,’?,) (335)
1‘,’3 —T1x3 = .I'g(—l'l).
Assim, n =3 e
-1 1 0 10 0
o= 0 -1 1|, F=[01 0
10 0 00 -1

Fazendo-se a mudanga T' = Q3 = (1,0,0), entdo temos a matriz Q' composta das

linhas Q; — T

-2 1 0
Qo = -1 -1 1
0O 0 0
Dai
-2 1 0 1 0 0 -2 1 0
B=QF" = -1 -1 1 01 O = -1 -1 -1
0O 0 0 00 —1 0O 0 0

Tomando a mudanca no tempo dt; = x1dt e a transformacao poténcia general-

izada dada por Q’, segue-se
—2 1, 1,1
Y1 =11 T, Y=y Ty Ty, Y3 =L
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Pelo Teorema 3.4.2 o estudo do sistema (3.35) é reduzido ao estudo do sistema

d
1 -9
dtl(ogyﬂ Y1 + Yo

d
T —(logyz) = =y —y2 — 1.

Lembramos que a dimensao d do sistema (3.24) é o posto da matriz Q e o posto
r do sistema é o posto da matriz F. Se denotarmos o posto da matriz B por b, entao
0<b<d<sel<b<r<s.

Teorema 3.4.3 Seja o sistema (3.24), com d =posto(Q) e b =posto(B). Entdo
existe uma transformagdo poténcia generalizada (3.28), na forma do Teorema 3.4.2,

e uma transformacdao poténcia
logz; = (L, logY), i=1,...,s, (3.36)

sobre os sistema (3.29), onde L; = (L, ..., Lis) e Y = (y1,...,Ys), que reduz as

solugoes do sistema (3.24) as solugées do sistema
log Z) Z F; 2%, (3.37)

com b varidveis, d—0b constantes arbitrarias e n —d equacoes resoluveis por quadrat-

uras.

Demonstracao: Utilizando os resultados do Teorema 3.4.2 é suficiente mostrar-
mos que o sistema (3.29), obtido pela substitui¢ao (3.28) no sistema (3.24), pode

ser reduzido a um sistema de b varidveis e d — b constantes arbitrarias.

Notemos que as varidveis X do sistema (3.24) nao corresponde ao espaco das
variaveis Y, mas somente para uma variedade de dimensao d. Com efeito, consid-
eremos o subespago linear L = {L : Q*L = 0} em IR’. Como posto(Q) = d, entao
dim L = s — d. Sabemos que

logY = Qlog X,
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logo para L € L temos

(logY, L) = (Qlog X, L) = (log X, Q*L) =0 = YF=1 (3.38)

Consideremos, agora o subespago linear Ly = {L : B*L = 0}. Como o posto
da matriz B é b < d, entao dimL; = s — b > s — d. Além disso, L; D L, pois se
Q*L =0 entao B*L = FOQ'L = 0.

Podemos, desta forma, selecionar uma base Lg.1,..., Ls em L e completarmos a
uma base de L pelos vetores Ly, ..., Ly, e completarmos esta base em L para uma
base em IR® pelos vetores Ly, ..., Ly. A transformacao poténcia (3.36) transforma o

sistema (3.29) no sistema

d d *T O\ — -
E(logzi) = (%(logY),Li) = (BY,L;) =(Y,B*L;) =¢,(Z), i=1,...,s. (3.39)

Pela escolha dos vetores L;’s temos B*L; = 0 para j > b, isto ¢,

d

%(log z;) =(Y,B*L;) =0 = z; = const,
pela equagao (3.38) temos que

logzy =0 = 2z, =1, para k > d.

Conseqiientemente, o sistema (3.39) obtido da transformagao do sistema (3.29) é

d
—(logzi)) = gi(z1,...,24), 1=1,...,b,

dt
d .
E(logzj) = 0,7=0b+1,...,d,
2z = Lk=d+1,...,s.
Donde, obtemos
zj = z?:const,j:b—l—l,...,d,
d .
%(logzi) = Gi(21,- -, 2 Zhy1s 5 20), 1 =1,...,D. (3.40)
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Assim, a soluca@o do sistema (3.29) é reduzido para a solucao do sistema (3.40),

obtendo o que queriamos demonstrar.

g

Lema 3.4.1 Seja F o subespago coeficiente do sistema (3.24). Se uma curva inte-

gral nao-trivial X = Z(1) do sistema (3.24) tem ordem vetorial P quando T — oo,

entao P € F.

Demonstragao: Seja r o posto do sistema (3.24). Se r = n, entdao F = IR”, logo

PePF.

Se r < n, entao existem n — r vetores linearmente independentes Ry, . ..

IR", que formam uma base de F*, assim

(F;,Rj) =0, parat=1,...,s, j=1,...,n—r.

Lembrando que F(X) = Z F, X% temos que

=1

(F(X),Rj) =0, j=1,...,n—r,

logo, para toda solugao X (t) do sistema (3.24), tem-se

d d .

%(IogX),Rj = E(logX,Rﬁ =0,j=1,....,n—r.
Se integrarmos sobre t a equacao acima, obtemos

(log X,R;) =const=c¢;, j=1,...,n—r,
portanto,
fog=(r). 1) =; = {

Fazendo 7 tender para infinito, obtemos da expressao acima que

log =Z(7) R~> ¢j
s 11

log T B log 7’

(P,R;)=0,j=1,...,n—r.

Mas isto significa que P € F.
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Exemplo 3.4.3 : A condicao de que a curva integral seja nao trivial, no Lema

3.4.1, é essencial. Consideremos o sistema

d d
a(logﬁcl) =1 — x%a %(IngQ) =0,

com x;(t) > 0 para todo t.

Temos que F = \(1,0), A € R. Notemos que

A :7—27 To =T,

é uma curva integral trivial do sistema, mas sua ordem é P = (2,1) e P nao pertence

ao subespaco F.
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Capitulo 4

Poliedro de Newton e Sistemas
Truncados

4.1 Introducao

Consideremos o sistema logaritmico

d
T log X = F(X) = Y FeX® QeS=S(F)={QeR": Fu#0}. (41)
Definicao 4.1.1 A envoltétia convexa externa do suporte S € chamada poliedro de

Newton do sistema (4.1), e a denotaremos por I'(F).

Para cada face ng), do poliedro de Newton I'(F'), faz-se corresponder o seguinte
sistema logaritmico truncado

d .
Zlog X = FPx)=Y Fx? Qes?=snri?. (4.2)

Definigao 4.1.2 O nidmero d é chamado dimensao do truncamento (4.2). A en-

(d)

voltdria linear dos vetores Fg, Q € S;7, i.e., dos vetores coeficientes de (4.2), é

chamada subespago dos coeficientes do sistema truncado (4.2), e serd denotado por

(d)
F;™.
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Fazendo a transformagao poténcia (3.1) no sistema (4.1) temos

d A ~
T logY =G(Y) = > GrY", ReS=3(G), (4.3)

cujo truncamento (4.2) é dado pelo sistema

d ~ -
T logY = G)=> GrY", ReSY. (4.4)

Consideremos I' = T'(G) o poliedro de Newton do sistema (4.3) e a cada poliedro

)

T e T associamos as faces Fg.d) e I:E-d , 0s subconjuntos fronteiras Sj(d) e S ](-d), 0s cones

normais U](d) e (N]j(d) e 0s cones tangentes Tj(d) e YN’](d), respectivamente.
Propriedades 4.1.1 1) fgd) = a**lfgd);
2) §J(d) _ a*_15](d);
3) ﬁ;d) = ozUJ(d);
4) fj(d) _ a*_lTj(d);
5) G _ aF .
Demonstracgao: Para verificar as propriedades 1,2,3 e 4 basta utilizar a

Proposicao 1.2.1 do Capitulo 1. A propriedade 5, obtém-se do Lema 3.3.1 do
Capitulo 3. O

Comentario 4.1.1 Pelo Lema 3.5.2, visto na secao 3 do Capitulo anterior, uma
curva X = (1) de ordem P ¢ transformada numa curva Y = H(7) de ordem P,

tal que P=aP. Em particular, as curvas

(1) = bt (1+0(1)), b;#0, i=1,...,n, (4.5)
(1) = bith, b #£0, i=1,...,n, (4.6)
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pela transformacao poténcia (3.1) tornam-se as curvas

yi(r) = birPi(1+0(1), b;#0,i=1,...,n, (4.7)
yi(T) = b?, b 40, i=1,...,n, (4.8)
onde
P=aP e logé = alog B.

Logo, se a curva X = Z(1) é uma integral do sistema (4.1) (resp. (4.2)), entdo sua
imagem pela transformagdo poténcia (3.1) € uma curva integral do sistema (4.3)

(resp- (4:4)).

Teorema 4.1.1 Sejam o sistema (4.1) e seu truncamento (4.2). Entdao existe uma
matriz o e um vetor T tal que a transformagao poténcia (3.1) e a mudanga no tempo
(3.17) reduz os sistemas (4.1) e (4.2) para os sistemas, respectivamente, (4.3) e

(4.4), com as sequintes propriedades:

1) @;d)(Y) =G (Y1,---,Ya), i-e., ndo depende das varidveis Ygi1, .- -, Yn;

J

2) o suporte S = S(G) >0, i.e., R; >0 em (4.3).

Demonstracao: A prova segue do Lema 3.3.1 e do Lema 1.2.3 do Capitulo 1.0J

Comentario 4.1.2 Da propriedade 1 do Teorema acima, temos que ég.d)(Y) nao
depende das variaveis ygii, ..., Yn, entao o suporte gj(.d) do truncamento (4.4) estd
no subespago de IR" tal que rqy = ... = r, = 0. Utilizando a formula (1.9) que

determina o cone normal, vista no Capitulo 1, obtemos que Pe (7]@ se satisfaz:

(Z) <ﬁ, Rz — Rj> = 0, RZ‘,RJ‘ € g](-d);
(i)  (P.Ri—Ry) <0, R, e S/S\".

De (i), temos que o cone normal ﬁ;d) estd no subespaco de IR tal que p; = ... =

pa = 0. Pelo item 2 do Teorema acima e utilizando (ii), obtemos que o cone normal
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U](d) contem o subespaco em que pp, < 0, k =d+ 1,...,n. Utilizando a formula

(1.11), obtemos que o cone tangente estd no subespago r; >0, j=d+1,... n.

Consideremos um vetor Y € IR" da forma Y = (Y, Y"), onde Y’ = (y1,...,54) €
Y”" = (Yas1, -, Yn). Se denotarmos o cone normal por U”" = (7]@ e o cone tangente
por T" = Tj(d), temos de acordo com o comentario acima, que {P” < 0} C U” C

{P'=0}e{R =0} CT"C{R">0}.

Tomando-se o sistema (4.3), obtido do Teorema 4.1.1, e fazendo

9(Y) =3 girY"®Y"E" podemos reescrever o sistema (4.3), da seguinte forma

dyl . R’ .
i, Yi(Y) = Z%’RN(Y')Y" ci=1,...,d,
d /" .
—_— log Yy; = g](Y) = Zij//(Y/>Y//R , ] = d+ 17 .oo,n, (49)

dt,
onde os expoentes R estdao no cone 7", ¥i(Y) = v;,9;(Y), ire(Y') = v;igirY'® e
ij” (Y/) — ijle/.

Substituindo Y = 0 no sistema (4.9) temos que o sistema se restringe ao estudo
para R € gj(-d), para algum j, pois as (n — d — 1)-ultimas coordenadas de R podem
ser quaisquer restando somente o estudo para as d primeiras coordenadas. Assim,
obtemos para o sistema (4.9) o truncamento equivalente ao sistema truncado (4.4)

sob a forma

dy; .
L= (Y =1,...,d
dtl 1/10( )7 ? 9 ) Wy
d :
d—tllogyj = gjoY"), j=d+1,...,n, (4.10)

onde ¥ = y:g; € gjo(Y') = g;.

4.2 Solucoes assintoéticas

T;

O sistema (4.9) é definido em U(T",e) = {Y; |V

ao esqueleto de 7", pois as séries contidas no sistema (4.9) sdo convergentes. Para

< €}, onde T; pertence
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estudar solugdes para o sistema (4.9) para Y pequeno faz-se necessario o estudo

das solugoes do sistema (4.10).

Seja YO = (y9,...,49) um ponto de equilibrio do primeiro subsistema de (4.10)
com g0 # 0, i.e., ¥y(Y'?) = 0. Para cada ponto de equilibrio Y'° fazemos correspon-
der uma familia de (n — d — 1)-parametros de curvas integrais poténcias nao-triviais

do sistema truncado (4.10):
=y, 1,...,d, yi=b;mh, j=d+1,...,n, (4.11)

onde p; = =X/ Ay, Aj = Gio(Y'), bas1,...,bp_1 sdo constantes arbitrarias e b, =
+1.

Desenvolveremos, a seguir, argumentos para determinar as curvas integrais do
sistema (4.9) que sao assintéticas a curva (4.11). Primeiramente, notemos que os
sistemas (4.9) e (2.19) provéns, respectivamente, dos sistemas (4.1) e (2.16) que sao
andlogos e como os sistemas (4.10) e (2.22) obtém-se fazendo Y” =0 ¢ X” = 0 nos
sistemas (4.9) e (2.19), temos também uma relagao entre estes sistemas, assim o par
de sistemas (4.9) e (4.10) sao andlogos ao par de sistemas (2.19) e (2.22) definidos
no Capitulo 2. A diferenca é que o truncamento (2.22) do sistema (2.19) tem cone
normal fixo

(P: P'=0, P' <0}, (4.12)

pois, de acordo com a demonstragao do Corolario 2.2.1, tem-se sempre que a ordem
P" < 0 de uma curva h-assintética X = Z(7) do sistema (2.22) e, conseqiientemente,
o cone tangente ¢ fixo e igual a {@ : Q" > 0}. Porém o cone normal U” e o cone
tangente 7" do truncamento (4.10), pelo Comentério 4.1.2 sao cones duais arbitrarios
com a propriedade U” D {P” <0} e T" C {Q" > 0}.

Definicdo 4.2.1 Seja Y'° um ponto de equilibrio do primeiro subsistema no sis-
tema (4.10). A curva integral Y = H(T) do sistema (4.9) € dita g-assintdtica, se

satisfaz
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a) H'(1) — Y'° quando 7 — +oo;
b) H'(7) e U(T", ) para todo € > 0 quando T € (19(¢), +0);
c) todas as componentes 1,(T) do vetor H"(T) sao diferentes de zero;

d) o vetor H"(t) tem ordem vetorial P" € U .

As curvas h-assintdticas definidas no Capitulo 2 s@o casos especiais de curvas
g-assintdticas, quando o cone tangente 7" = ]RS:L_d) = {Q"” > 0} e o cone normal
é dado por (4.12). De fato, as propriedades a) e ¢) coincidem com a defini¢ao de
h-assintética. Numa curva h-assintética X = Z(7) = (&1(7), ..., &,(7)) sabemos que
=Z(r) — 0 quando 7 — 400, em particular Z’(7) — 0 quando 7 — +00, 0 que
verifica b). A propriedade d) é satisfeita para curvas integrais do sistema (2.19) com

=E"(1) — 0.
Denotemos \; = g;(Y'?), j=d+1,...,n e o vetor A" = (A\gs1, -, \n)-
Teorema 4.2.1 Seja A" # 0 no sistema (4.9) e Y = H(T) uma curva g-assintdtica

nao-trivial cuja parte H"(7) tem ordem vetorial P" # 0. Entdo existe um nimero
k € IR\{0} tal que

A" = kP".
Demonstracgao: De acordo com a propriedade d) da curva g-assintética Y =
H(7), tem-se que P € U .
Seja By, ,,..., B, o esqueleto do cone normal U Logo, existem p; > 0, j =

d+1,...,n tal que
P" = pgn1 By + ...+ pa By

Definimos a matriz 3 = —(By,, ... B,) onde os vetores B} sao vetores colunas
e facamos v = B~!. Tomando-se a transformacao poténcia log Z"” = ~logY”, o

sistema (4.9) torna-se um sistema nas variaveis Y’ e Z” da mesma forma que (4.9).
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Pelo Lema 3.3.2, a curva integral ¥ = H(7) com ordem vetorial P = (P, P")

transforma-se em uma curva integral
Y = (H(r),H"(7)), (4.13)
cuja ordem vetorial é P = (P, 13”) tal que P = ~P". Assim

P" = B Npa1 By + ...+ i BY)
= a1 B B+ 7B,
= _<,ud+1€d+1 +.oo+ Mnen)>

onde ej, j = d+1,...,n sao os j-ésimos vetores unitdrios e a tltima igualdade
tem-se da relagdo 57! B; = —e;, obtida da defini¢do da matriz 3. Temos que P <0
pois p; > 0. Portanto, a curva (4.13) é uma curva integral para o sistema na forma
(2.22), que é equivalente a (4.9) e P” <0.

Como Y = H(r) é g-assintética, entdo pela propriedade a) e c¢) temos que
H'(1) — Y'° e todas as componentes do vetor H”(7) sao diferentes de zero. Além

disso, H' (1) — 0 pela propriedade b) de curvas g-assintéticas.

Portanto, a curva integral (4.13) ¢é h-assintdtica e pelo Teorema 2.2.1 existe um

nimero x € IR\{0} tal que
K// _ /{ﬁ” — ,YA// _ H’YP” — A= /iP”,

onde a ultima implicacao é obtida pelo fato de  ser injetiva. U

Vejamos as disposi¢oes dos vetores +=A” com respeito ao cone U”:

G1) Um dos vetores £A” estd no cone normal U”, o qual denotaremos por cA;
G3) Nenhum dos vetores £A” esta no fecho U" do cone normal U”;
G3) Um dos vetores £A” estd na fronteira U” do cone normal U”;
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Gy A =0

Observa-se que para U” = {P"” < 0} os casos G1, G, G3 e G4 sao equivalentes
aos casos Hy, Hy, H3 e H, respectivamente, definidos na Segao 2 do Capitulo 2. Com
efeito, para U” = { P” < 0} o sistema (4.9) é andlogo ao sistema (2.22) e o resultado

segue do Teorema 4.2.1.

O Teorema abaixo indica as condigoes para determinar as curvas integrais do

sistema (4.9) que sdo assintéticas as curvas (4.11).

Teorema 4.2.2 No caso Gy o sistema (4.9) tem uma familia de (n —d — 1)-

parametros de curvas integrais g-assintdticas com poténcias assintdtica (4.11).

Demonstracao: Esta prova utiliza o mesmo raciocinio da prova do Teorema 4.2.1,
i.e., procura-se reduzir o estudo da curva g-assintética para uma curva h-assintética
para aplicar um Teorema do Capitulo 2, que nesta demonstragao faz-se uso do Teo-
rema 2.2.2. Se oA” € U”, do mesmo modo que o Teorema 4.2.1 obtemos uma
transformacao poténcia log Z” = ~vlog Y do sistema com o vetor o = ~yo N <0,
onde a desigualdade ¢é restrita, pois p; > 0 j& que nao estamos no fecho U" do cone
normal U”. Desta forma, obtemos um sistema com coordenadas Y’, Z” da forma
(2.22) que satisfaz Hy. Logo pelo Teorema 2.2.2 o sistema (4.9) tem uma familia de
(n-d-1)-parametros de curvas h-assintéticas. Usando a transformacgao poténcia in-
versa sobre as curvas h-assint6ticas nas coordenas Y’ Z” tornam-se curvas integrais
g-assintéticas do sistema (4.9) com coordenadas Y'Y, como queriamos demon-

strar. O

4.3 Poténcias assintoticas

Lema 4.3.1 Seja o sistema truncado (4.2). Se a curva (4.6) € uma curva inte-
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gral do sistema (4.2) e também o vetor P é normal a face Fg»d correspondente ao

truncamento (4.2). Entdo

~

F(B) = kP, k€ R. (4.14)

Demonstragao:  Seja X = Z(7) uma parametrizagao da curva integral (4.6) do
sistema (4.2), segue por definigao

d ~

L log=(r) = F(E(r)) = Y- =), Q€ 51,

com Z(1) = (by7",...,b,7"), como P é normal a face ng), expandindo a pro-

priedade (1.4.1) (i) da Secé@o de truncamentos de fung¢oes no Capitulo 1 para fungoes

vetoriais, tem-se que

F(E(r)) = F(B)r°", (4.15)

onde cp = sup (P,Q).
QesiP=sp

Por outro lado, quando F\(E(T)) #£0

d d
pr log(by7Pt, ..., b,mP") = E(pl log T+ logby,...,p,logT + logh,)
= P%log T. (4.16)
Portanto

d ~
PE logT = F(B)T°".

~ d
Como P # 0 e F(=(7)) # 0, entao pr log 7 # 0, tomando-se

k=1 P—logT = const #0

obtemos a férmula (4.14).

Quando ﬁ(X) =0, logo F\(B) = 0, pela equacao (4.15), assim a férmula é vélida
para k = 0. ]
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Corolario 4.3.1 Na situacao do Lema 4.3.1
(F(B),R))=0, i=1,...,d, (4.17)

onde os vetores Ry, ..., Ry formam uma base d-dimensional de um subespaco linear
(d)

que € paralelo a face I';

Demonstracao: Segue da condi¢ao ” P é normal a face Féd)” que
(P,R;y=0, i=1,...,d. (4.18)

Utilizando o Lema 4.3.1 tem-se o resultado (4.17). O

Lema 4.3.2 Seja o sistema truncado (4.2). Se os vetores P e B satisfazem (4.14)

e (4.18), entdo a curva (4.6) € uma curva integral do sistema (4.2).

Demonstracao: Temos que sobre a curva (4.6)

d d ~ ~
“log X = P—1 F(E(r)) = F(B)rer

(d)

j& que da equagdo (4.17), P é normal a face I';".

Se k = 0 na equagao (4.14) tem-se que ﬁ(B) = 0, conseqiientemente, ﬁ(X) e
assim, a curva (4.6) é uma curva integral trivial do sistema (4.2). Se x # 0 na

equagao (4.14), utilizando (4.16) e (4.18), temos sobre a curva (4.6) que o sistema
(4.2) fica sob a forma

d d
P% logT = KPT? — 7 log T = KT,

A solugao 7 = 7(t) do sistema acima nos da uma relagdo de 7 com ¢, conseqiiente-

mente a curva (4.6) com esta relagdo é uma curva integral do sistema (4.2). O
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Lema 4.3.3 Seja o sistema truncado (4.2). Se os vetores P e B satisfazem (4.14)

com k #0 e (4.17), entao a curva (4.6) é uma curva integral do sistema (4.2).

Demonstragao: De acordo com (4.16) segue-se que o vetor F/(B) é normal & face
(4)
J

equagoes (4.15) e (4.16). O conclusdo da prova é andloga ao do lema anterior. [

Fg-d), conseqiientemente, para x # 0 temos que P é normal a face I';”, logo valem as

Comentario 4.3.1 Se uma curva (4.6) satisfaz a equagao (4.14) com K # 0, entao
podemos obter |k| = 1, para isto, basta fazermos o parametro T = 7|, Com efeito,

como ¢ = sup(|k|P, Q) = |k|c e pela equagdo (4.17) temos que

K =7 el 4 log 7
dt ’

1
utilizando a substituicio T = T I , temos
k= 7'7\7*1’”'0'”'&10 T = L7"6110 r=
- at BT TR @ BT T A

Teorema 4.3.1 Se o sistema (4.1) tem uma curva integral (4.5) com P € U;d),

entdo a curva (4.6) é uma curva integral para o sistema truncado (4.2).

Reciprocamente, se o sistema truncado (4.2) com cone normal U;d) tem uma
curva integral nao-trivial (4.6) com P € U](d), entdo o sistema completo (4.1) tem

uma curva integral da forma (4.5).

Demonstragao: Temos que P é normal a face ng)’ pois P € Uj(d). Se ﬁ(B) =0,

pela equacao (4.15) F(X) = 0, logo a curva (4.6) é uma curva integral trivial do

sistema truncado (4.2).

Suponhamos F(B) # 0. Vimos que os sistemas (4.1) e (4.2) através da trans-
formacao poténcia do Teorema 4.1.1, tornam-se nos sistemas (4.9) e (4.10), as curvas
(4.5) e (4.6) tornam-se nas curvas (4.7) e (4.8), o vetor ﬁ(B) no vetor @(E) e 0 cone
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normal U}d) no cone U J(d) = U”. Como por uma transformacao poténcia as relacoes
entre os vetores em R" e IR! sdo preservadas, entao a curva (4.7) é uma curva
integral de (4.9).

Como P € U](d), entdo P € U C {P" = 0}, logo P’ = 0. Fazendo-se T — 00,
temos

yi = bi(1+0(1) — by, i=1,...,d.

Logo as d-primeiras coordenadas da curva integral (4.7) tende para a constante

= ! ~ . . .
B'=Y"°, onde todas as coordenadas sao diferentes de zero ou infinito.

Sabemos que o sistema (4.10) é obtido substituindo Y” = 0 em (4.9), dai podemos
supor que Y0 é um ponto de equilibrio do primeiro subsistema no sistema (4.10).

Por defini¢ao, @”(E’) = N = kP", K # 0, isto significa que satisfaz a equagao
(d)
7
segue-se pelo Lema 4.3.2 que a curva (4.6) é uma integral do sistema truncado (4.2).

(4.14), tomando a transformagao poténcia inversa. Como P é normal a face I'

Reciprocamente, se uma curva (4.6) é uma curva integral nao-trivial do sistema
(4.2), entao da relacao (4.15) obtemos que ﬁ(B) # 0 e de acordo com o Lema 4.3.1,
a equagao (4.14) para k # 0 é satisfeita. Conseqlientemente, iﬁ(B) € U;d), pois
P e U;d) e pelo Comentario 4.3.1.

A transformacdo poténcia do Teorema 4.1.1, torna o sistema (4.1) no sistema
(4.3), que tem ponto de equilibrio Y"° = B’, como ja vimos. Mas, também, o
sistema truncado (4.4) o tem como ponto de equilibrio, j& que P’ =0 e é limite da

curva integral (4.8), i.e.,

O sistema (4.4) na vizinhanca do ponto Y'° satisfaz o caso Gy, sendo que os
valores +A" = i@”(é’) € U”. Logo pelo Teorema 4.2.2, na vizinhanca do ponto
Y0 o sistema (4.3) tem uma familia de solucdes da forma (4.7), com gdﬂ, by

constantes arbitrarias. Em particular, a curva (4.7) com as mesmas constantes da
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curva (4.8) é solugao para o sistema (4.2).

Retornando, para as variaveis X, pela transformacao poténcia inversa, a solucao
(4.7) do sistema (4.2) torna (4.5) sendo uma curva integral do sistema (4.1), o que

completa a demonstracao. U

Seja um vetor B € IR" com todos as componentes nao nulas (b; # 0) que

satisfaz o sistema (4.16) correspondente ao sistema truncado (4.2). Como, para
(d)

cada face I';”, o sistema (4.16) consiste de d equagoes em n variaveis by, . . ., by, logo
resolivel, assim é possivel obter sempre um vetor B, satisfazendo (4.16). Denotamos

A=F(B) = Fj(d)(B). Distinguiremos quatro casos para F:

F1) A # 0 e um dos vetores A estd no cone normal U;d) do truncamento (4.2);
77(d) =) 77(d) .
Fy) A#0e+AgU;", onde U;"  é o fecho do cone normal U; "
F3) A # 0 e um dos vetores +A estd na fronteira OUJ@ do cone normal U j(d);
Fy) A=0.
Enunciaremos a seguir um processo computacional para determinar solucoes

poténcias assintéticas da forma (4.6) do sistema (4.1) no seguinte sentido:

Primeiramente, calculamos o poliedro de Newton do sistema (4.1), i.e., todas as

d . d
faces I’g- ) € seus cones normais UJ( ).

Para cada face fazemos corresponder um sistema truncado da forma (4.2). Cal-
culamos as solugoes do sistema (4.17) e para cada solugao deste sistema B = B°

calculamos o vetor A = F(BY).

Agora, de acordo com o Teorema 4.3.1, tem-se as seguintes conclusoes:

1. Se A estd no caso Iy, entdao o valor B = B e P = +A gera uma curva poténcia

assintotica (4.6), com correspondente solugao (4.5) para o sistema (4.1);
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2. Se A estd no caso I, entdo este valor B® nao pode dar uma poténcia assintética;

3. Se A estd no caso Fj, entao para os valores B = B? e P = +A nada poderemos

afirmar, de acordo com o Teorema 4.3.1;

4. Se A =0, entao nada poderemos concluir com o valor B = BY.

Outro forma de se obter as solugoes poténcias assintética da forma (4.6) é uti-
lizando os critérios que veremos a seguir. A vantagem deste método é na simpli-

ficacao dos calculos.

Recordemos que o sistema truncado (4.2) tem um subespago de coeficientes Fj(d).
Pelo Lema 3.4.1 a solugao para o sistema truncado (4.2) tem ordem vetorial P € Fj(d).
Desde que estamos interessados somente em solugoes tal que P € U J(d) ou P € 0U§d),

vejamos os critérios:

Critério 1: Se U](d) N Fj(d) = (), entao qualquer curva nao trivial tal que a ordem

. )~ .
esta no cone normal U j( ) ndo é uma curva integral do truncamento (4.2);

Critério 2: Se ﬁﬁgd) N Fj(d) = (), entdo o truncamento (4.2) nao tem solugdo nao

trivial cuja ordem P estd em aﬁﬁd);

Critério 3: Se o sistema ﬁ(B) = 0 nao tem solugao para todo b, # 0, entao o

sistema truncado (4.2) nao tem solugao trivial.

Notemos que para existir uma curva integral nao trivial do truncamento (4.2),

cuja ordem estd em U ;d), somente quando U ;d) N Fj(d) # (.
Vejamos o uso do Critério 1 no caso em que S € finito.

Supondo
{Q1,...,Qs}, s < oo. Determinamos o vetor B, como solugao do sistema

S =
(4.16). Suponhamos que o subconjunto fronteira é Sj(»d) ={Q1,...,Qi}, | < s.
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Temos que o subespaco Fj(d) ¢é a envoltoéria linear do vetores Fi, ..., F;, onde Fj =
Fg,. Se P ¢ Fj(d) entao P = v Fy + ...+ v F}, com v; € IR, logo

l

(P,Qi) =Y vi(F;,Q), i=1,...s.

Jj=1

Lembrando (1.10), o vetor P € Uj(d), quando

l

D uiF Qi) = ... =) v(F;, Q).

J=1 Jj=1

ZUj<F}7Qi> <Z1}j<Fj,Q1>, 1=104+1,...,s. (419)

Jj=1 Jj=1

Como o produto escalar (F}, ;) = b;; é unicamente determinado pelos sistema
(4.1) e o truncado (4.2), entao as relagoes (4.19) sdo sistemas de equagdes e in-
equacoes lineares em vq,...,v;. Quando este sistema nao tem solugao, tem-se que

(d) (d) _
U nEY =9.

De maneira andlogo obtemos uma relagao no caso do Critério 2, onde em (4.19)

a desigualdade nao é estrita.

Conseguido P, para calcular B que satisfaga (4.16) é mais conveniente resolver
o sistema F (B) = kP. Portanto, temos duas maneiras computacionais para o
calculo de curvas integrais poténcias assintéticas. O primeiro usando o processo
computacional em que obtém-se as conclusoes 1,2,3,4 a partir do Teorema 4.3.1. O

segundo fazendo o uso dos critérios 1,2 e 3.

Exemplo 4.3.1 : Neste exemplo usaremos o método computacional (dado pelos
critérios) para acharmos condigbes para determinar poténcias assintéticas (4.6) do

sistema (3.3) com a = 1. De (3.3) temos
F = (ay wy, afwy g, 25,
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assim S = {Q; = (—1,1,0); Q2 = (i, —1,0); Q3 = (0,0,1)} e o poliedro de Newton
['(F) é um tridangulo, cujos vértices sio Q1,Q2, Q3. Sejam B = (by, by, b3) € IR? ¢
F = (f1, fs, f3), note que f;(B) = 0 quando pelo menos um b; = 0 ou infinito. Segue

do Critério 3, que nenhum truncamento possui solugao trivial.

Considerando as faces ng) do poliedro I', obtemos os subconjuntos fronteiras

S(O) = Qj7 .7: 172737
S(l) _ S(l) _ S(l) _
1 {Q17Q2}7 2 {Q2, Qs} € O3 {Ql; Q3}-

Notemos que Fj(d) = Lin{F, = (1,0,0), F5 = (0,1,0), F3 = (0,0,1)}. Para o sistema

truncado (4.2) correspondente a face Fgo), temos

FO ={(P;, P=vF} e UY ={P; (P,Q) < (P,Q), i =1,2},
logo

F1(O) ﬂUfO) = {P=vF; v (F, Q) <vi(F1,Qq), i =1,2}
= {P=(v1,0,0); vypu < —vy, 0< —vy}

que tem solugao quando v; < 0 e u+ 1 > 0, e pelo critério 1, o sistema (3.3) tem

< g 0
solugao assintética com ordem no cone Ul( ).

Para o critério 2, obtemos dois sistemas

v =0, vi(p+1)<0;
v <0, Ul(ﬂ+1> =0,

o primeiro deles nao tem solucao e o segundo tem solucao quando v; < 0 e pu = —1.

De modo analogo, para Séo), obtemos

FZ(O) N UQ(O) = {P = /UZFQ; U2<F27Qi> < UZ<F27Q2>7 L= 152}
= {P =(0,v2,0); vy <0}
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E para 53(,0), Féo) N Uéo) tem solu¢ao P = (0,0, v3) quando

v3<0eoc>—1.

Agora, vejamos o processo nas faces de dimensao 1. Com base na equacao (4.19),
para a face I’gl) cujo subconjunto fronteira é S%l), obtemos que P € Fl(l) N Ul(l), se

P =vF| 4+ vy Fy = (v1,v9,0) €

—U1+ v =puv; —v2 e —v;+vy >0, ie.,

p+1

V2 V1 € U1 < V2.

Para o truncamento (4.2) associado a face Fgl) D Sél). Pela equagao (4.19) temos

P = vy 5 + v3F3 que deve satisfazer
—Uy + V30 = —v3 > Vg, = vy =v3(0 + 1) e v3(c +2) <O0.

E o sistema tem solucao em Uél) quando

vy = v3(0 + 1) somente quando o + 2 =0, i.e., vy = —vs.

Para Sél), temos que Fgfl) N Uél) é dado pela relagdo P = (v1,0, v3) tal que

—v; = —v3 > vt +v30 ou vy = vz, 0> v3(p+o+1).
E o sistema tem solugao em Uél) quando
Para U3(1), pelo critério 2,
—V] = —V3 = V14 + V30

e tem solucao

vy =v3 #0, quando u+o+1=0.
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O sistema completo (3.3), i.e., a face é o préprio I, o sistema (4.19) consiste somente

da equacao
—U1 + U2 = Vit — V2 + V30 = —Us,
assim,
(h+o+1) (1—p)
Vg =V ———, Vg =U1—=, se g + 2 #0.
e P B e o) 7

Como temos os possiveis P para cada sistema truncado (4.2), determinaremos o

B, usando a equagao (4.14) com |k| = 1.

Antes restringiremos a nossa procura para solucoes poténcias assintéticas nas
quais seja possivel ter 3 — 0 ou 3 — +o0, i.e., P = (py, pa, p3) com p3 # 0. Assim

descartamos o estudo do sistema truncado (4.2) correspondente as faces Fgo), Fgo) e

1
INg

Observamos primeiro que em todos os casos a equagao (4.14) implica que ﬁ,(B ) =

kps € neste exemplo

b3 = RUVU3, P3 = U3 = +1 assim b3 = +1.

Consideremos o subconjunto fronteira Séo). Temos que F = (0,0,23%), P =
(0,0,—1) quando o +1 > 0, logo X = (b1, by, =771) com by, by constantes arbitrarias,
é poténcia assintdtica do sistema truncado (4.2). Quando ¢ +1 = 0 o mesmo vetor

B satisfaz (4.14), ja o vetor P é ortogonal ao lado Fgl), pois P € U2(1).

Para S{", P = (vs,0,vs), onde vs(pu+ o + 1) < 0, tomando-se v = —(pu+ 0 + 1),
da equagdo (4.14) segue-se as equagoes
fi(B) = kp1 = b'by = kv,

logo X = (by7%8,+by, £78), portanto as poténcias assintéticas sao

X = (byr WHoHD by, drm oty
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Quando p+ o + 1 = 0 o mesmo vetor B satisfaz o sistema (4.14) e o vetor P é

ortogonal ao triangulo I'.

Para S5, P = (0,v3(c+1),v3), onde v3(c+2) < 0, supondo-se vs = —(pu+0o+1),
tem-se da equacgao (4.14)

~

fo(B) = kpy = b‘sz_lbg = kuz(o + 1),
o—1,0-11p

k™ U3 9 N s .
. As poténcias assintoéticas sao

IOgO b2 = W

X = (by, (£1)V (0 4 1) Lrveet) f7vs),

Quando o + 2 = 0 o mesmo vetor B satisfaz o sistema (4.14) e o vetor P também é

ortogonal ao poliedro I'.

Agora determinaremos B quando F = F. Das relagoes que tinhamos de P,

obtemos

P=((0+2)(1—p s (u+o+1)(1—pu" s, vg).

O sistema (4.14), neste caso, ¢

_ o+ 2 B pw+o+1
bythy = Vb, ! e —
1 02 1_#7’37 103 (Kv3) -5 U3,
que tem solucao
1
2 1) &5 2
by = 7+ XM;FU:— )| ; 52=U+ bivs,
(1= 1205 T

quando
c+2#0, p+0c+1#0, 1—p#0.

As poténcias assintéticas sao
X = (7772, bort ot i),

Como o sistema truncado coincide com o completo, esta poténcia assintotica coincide

com a solucao para o sistema original.
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Capitulo 5

Truncamentos Hamiltonianos de
sistemas Hamiltonianos

5.1 Resultados Gerais

Seja a funcao Hamiltoniano dada pelo polindmio ou a série de poténcia
WZ)=> hpZ", ReS, (5.1)

onde Z = (z1,...,2,) €C", R= (r,...,m,) € R com |R| =ri +...+1r, >0,
hr € C e assumiremos que na soma os termos similares sao agrupados e que S; =
{R: hg # 0}, que chamaremos de suporte da func¢ao h(Z). Sabemos, do Capitulo
1 e Secao 4, que a esta série pode-se associar uma funcao Hamiltoniana truncada
ﬁgd) dada por

W2y =>"hrZ" Re S,
onde Sg) ¢ um subconjunto fronteira de S;. Tomando-se n = 2m (n é par), Z =
(X, Y)e R=(P,Q)onde é X,Y €C™ e P,Q € R™. A fungao Hamiltoniana (5.1)

se re-escreve na forma

WX, Y)=> hpeX"Y? R=(P,Q) €S CcR™ (5.2)
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Associado a fun¢ao Hamiltoniana (5.2), encontramos o sistema Hamiltoniano

oh oh
= /i = —  =1,...,m. .
ayi7 yl axi7 ? 9 7m (5 3)

;

Escrevemos o sistema Hamiltoniano (5.3) na forma logaritmica (3.15), i.e.,

d
gz =F(Z) = > Frz", Re S, (5.4)

onde o vetor coeficiente Fr € €" e Sy correspondemos ao suporte do sistema (5.3).
Ao sistema (5.4) também podemos determinar os sistemas truncados ﬁ’j(d)

d ~(d d
TlogZ=F"(2)=3 FpZ", Resy). (5.5)

onde Sé;o é um subconjunto fronteira de Ss.

Exemplo 5.1.1 : Neste exemplo verificaremos que um sistema Hamiltoniano trun-
cado pode nao ser um sistema Hamiltoniano, e reciprocamente, um sistema Hamilto-
niano com a funcao Hamiltoniana truncada pode nao ser um sistema Hamiltoniano

truncado.

Consideremos a funcao Hamiltoniana

h(x1, 2, Y1, Y2) = T1Tay1Ya + T3 T2Y Yo + T1T3Y1Ys, (5.6)

temos que o suporte de h é S = {R; = (1,1,1,1), Ry = (2,1,2,1), R3 = (1,2,1,2)}.
O poliedro de Newton I'; de S; é um triangulo com trés lados, trés vértices, que

junto com o triangulo I'; formam todas as faces 'Y aos quais podemos determinar

15>
os truncamentos h§-d> da fun¢ao Hamiltoniana h. A figura (5.1)(a) mostra a projecao
do suporte S; e do triangulo I'y no plano q; = p1 + ¢1, @2 = p2 + ¢2. Considerando

pi = x;y;, i = 1,2, obtemos o sistema Hamiltoniano (5.3) na forma

. oh . Ooh —
Ty = 7T i = —53 Y, t=1,...,M.
Ipi Y 3Piy
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Assim a funcao F' do sistema (5.4) é

po (o o o)
5’,01’ 8;02’ 5’,01’ Op2
onde
Oh 5 Oh 9
S =pP2+t2pp2+p, 5 =p1+ 2002+ pi
p dpa

Conseqlientemente, o conjunto S consiste dos cinco pontos

Ry =(0,1,0,1), Ry, R5 =1(0,2,0,2), Rs = (1,0,1,0), R; = (2,0,2,0).

O poliedro I'; é um trapézio onde os vértices sao Ry, Rs5, Rg, R7, visto que R;
estd na reta que conecta R; e R;, que é paralela a reta que conecta Ry e Rg. A

figura (5.1)(b) mostra a projegao do suporte Sy e do trapézio I's no plano ¢, gs.

Figura 5.1: O poliedro de Newton I'; para a fungao h do exemplo (5.1.1) (a) e I's para o
correspondente sistema Hamiltoniano (b) nas coordenadas qi, g2. O nimero j representa
o ponto R;.

Para o lado Fgll) conectando os vértices g e Ry, obtemos o sistema truncado
ﬁl(;), dado por

~

1
F1(2) = (07 P1 + pi 07 —P1 + p%)?
donde, associamos o sistema
1 =0, =0,
iy = (p1 + p1)w2, Yo = —(p1 + p1)ye,
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que nao é um sistema Hamiltoniano , pois ndao pode ser escrito na forma (5.3) da
funcao h. Assim, nem todo truncamento do sistema Hamiltoniano é um sistema

Hamiltoniano de algum truncamento da funcao h.

(1)

Por outro lado, para a face Flll conectando os vértices Ry e Ry do triangulo I'y,

correspondemos a func¢ao truncada h = p1pe + pips da funcio Hamiltoniano h. O

sistema Hamiltoniano associado a h é

i1 = (p2 + 2p1p2)71, 1= (p1+ p2)un,
iy = —(pa + 2p1p2) T2, 12 = —(p1 + P2y,

dai, na forma (5.4) temos

F = (p2 + 2p1p2, p1 + pi, —(p2 + 2p1p2), —(p1 + pi)),

que tem suporte formado pelos quatro ponto R4, Ry, Rg, R7. Sua envoltoria convexa

é um paralelogramo que nao é uma face do trapézio I's.

Conseqlientemente, nem todo truncamento h da funcao Hamiltoniana h tem o

correspondente sistema Hamiltoniano
_Oh . Oh
B dy;’ s dx;’

i=1,...,m (5.7)

;

como um truncamento do sistema (5.4).

Vejamos como obter os truncamentos h da funcao Hamiltoniano A que satisfaz
(5.7).

Definamos a aplicacdo linear II : R*"™ — IR™"! dada por II(P,Q) = (P, ¢)
onde P' = (p),...,p,) e

i =pi — ¢, i=1,....,m—1,

m— m 5.8
Do =0m 0 4 4=+ 0 (58)

Sejam e; 0 i-ésimo vetor unitario em IR*™ e f; o i-ésimo vetor unitario em IR™.
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Temos que

(fi,O), Z—l, ,m—l,
_ (fm70)7 i—m,
H(ez)— (—f‘_m—l—fm,l), i=m+1,...,2m —1,
(071)7 1= 2m.
Assim
H(ei+€i+m_em_€2m)20, 1=1,....m—1,

o que implica que esta aplicacdo II é uma projecao de IR*™ sobre IR™"! ao longo
dos vetores

€+ €itm —€m—€am, 1=1,....,m—1. (5.9)

Denotemos por L o subespaco linear de IR*™ gerado pelos vetores (5.9), assim a

imagem da projecao (5.8) esta sobre o subespago linear L.

Consideremos em IR™"* as projecdes S} e S5 dos conjuntos S; e S, que sdo os
suportes da fungao Hamiltoniano (5.2) e do sistema Hamiltoniano (5.3), respectiva-
mente, i.e.,

S =118y, [, = [Ty, OTY, = OILS),, k=1,2,

onde I';, é a envoltéria convexa de Sj.

Notemos que I', é a envoltéria convexa de S}, pois II é uma aplicagao linear. Para
cada face I ,Ef]l./,) do poliedro I’} em IR™*! fazemos corresponder a uma face maximal
F,(fjl.) do poliedro I'y, em IR", tal que HF,(;;) =TI ,(CU;I,), o termo maximal significa que se
existir duas faces Fg) e Fg), tal que HF,(:Z.) = HF;{) =TI ,(;Jl»l,) e I‘,(:i) C F,(j; ) entdo a face

maximal sera F,(C{ ),

Se para cada Q' € IR™" fazemos corresponder em IR*™ a variedade determinada
por
V(@)=I"1(Q) ={Q e R II(Q) =Q'},
e para cada @)’ € I'} associamos o subconjunto

Fk(Q,) = Fk N V(Q,)
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do conjunto I'y. Abrangendo esta definigdo para um subconjunto de I, em partic-
ular I ,(f]l-/,), temos
& &
LI =T n v ().

(d’)

!
. : d
Notemos que, pela construcao, a face maximal de I iy @

¢ justamente I'; 7 =
L (T ,(C‘j/,)) Analogamente para cada subconjunto fronteira .S’ ,Ef]l./,) de Sj em IR™

corresponde um subconjunto maximal S,g?) de S; em IR*™.

Tomemos o subespaco L, em IR?™ o dual de L, assim a interseccio do cone
d 7 . . d/
normal S,gj) com L, é unicamente determinado pelo cone normal U’ ,(cj/) c R™,

onde IR™™! é o dual de IR,

Exemplo 5.1.2 : (Consideremos o exemplo (5.1.1)). Calculamos os conjuntos S
e S} para a fungao Hamiltoniana (5.6) usando a férmula (5.8), onde m = 2. Para o

conjunto Sy, temos
I(1,1,1,1) = (0,2,2), II1(2,1,2,1) = (0,3,3), II(1,2,1,2) = (0,3,3),

logo, S7 = {(0,2,2),(0,3,3)} e o poliedro I} é o segmento {(0, A + 2, A +2), 0 <
A < 1} no plano ph, ¢/, mostrado na figura (5.2)(a).

Projetando Ss, temos

1(0,1,0,1) = (0,1,1), II(1,1,1,1) = (0,2,2), 11(0,2,0,2) = (0,2,2),
11(1,0,1,0) = (0,1,1), II(2,0,2,0) = (0,2,2).

Assim, S} = {(0,1,1),(0,2,2)} e o poliedro I', é o segmento {(0,\+1,A+1), 0 <
A < 1} no plano p}, ¢’, mostrado na figura (5.2)(b).

Denotando-se as faces F’ﬁ) =(0,2,2), F’gg) =(0,3,3), e F'ﬁ’ = I" do poliedro
[} e as faces F’g) = (0,1,1), F’gg) = (0,2,2), e F’gll) = I'} do poliedro I', note-
mos que a face I" 5‘;’ = (0,3,3) corresponde a face maximal I'y(I"” @) = Fﬁ) D

{(1,2,1,2),(2,1,2,1)} de I'y, do mesmo modo para cada face de I} obtemos uma
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Figura 5.2: Poliedro I'} (a) e T'4(b) nas coordenadas ¢',p), para a fungdo Hamiltoniana
(5.6) do exemplo (5.1.1).

face de I'1, mas a reciproca é falsa, pois para a face F%) D {(1,1,1,1),(2,1,2,1)}

nao existe nenhuma face I 5?’,) de I'] tal que HF%) =T g?l,).

Suponhamos sempre que R = 0 nao esta no conjunto S7, para facilitar os estudos

posteriores.

Lema 5.1.1 S} = S, 4 (fm, 1), i.e., o conjunto Sy € obtido pela translagao paralelo

do congunto Sh ao longo do vetor (fm,1).

Demonstragao: Seja R = (P,Q) € S, R # 0, i.e., a fungdo Hamiltoniana (5.2)
nao tem termos constantes em sua expansao. Temos que o sistema Hamiltoniano

(5.3) correspondente é

. oh
XT; = . 7
y; T; = Yihe, (X,Y)
= i=1,...,m,
yi - — Oh yl = _xihyi<X7 Y)
8IZ’
onde as funcoes Er (X,)Y) ey = —xiﬁyi (X,Y) possuem o mesmo suporte que a
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funcao Hamiltoniana h. Logo, o suporte Sy consiste dos pontos

(PaQ)_(fiafi)a i=1,...,m, (P7Q>€SI' (510)

Seja II(P, Q) = (P',q¢), (P,Q) € S1, entdo a projegao

H(<P> Q) - (fzafz)) = (P/7q/> - (fm> 1)> t=1,...,m. (5'11)

Conseqiientemente, o conjunto suporte S] da fungao Hamiltoniana h, formada pelos

elementos (P’,¢’), é obtida pela translagao paralela do conjunto S} ao longo do vetor

(fms 1)- O

Desta translacao e pela linearidade da projecao II dada por (5.9), tem-se que

[ =15+ (fm, 1)-

Como as faces I" gcjl./,) sao obtidas pela intersec¢ao de I} com algum hiperplano Hp,
segue-se que

(d d’)
DD =150 + (fnr 1)

Donde obtemos o corolario:

Corolario 5.1.1 Os conjuntos F’g?/,) e S’g) sao obtidos pela translagao paralela dos

conjuntos F’g]l-l,) € S’g]l-l,), respectivamente, ao longo do vetor (fm,,1). Além disso, seus

. d d . .
cones normais U’gj,) e U’éj,) coincidem.

Lema 5.1.2 Para cada face T gjzj/) do poliedro 1y, existe uma correspondente fungdao
Hamiltoniano truncada h§-d)(X, Y) que satisfaz o sistema (5.7) com sistema Hamil-

toniano R R

oo an

T = ) Yi = )
0y, Ox;

i=i...,m, (5.12)
tal que HFS;) =1 g;l,).
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Demonstracao: Para cada face I gjl,) do poliedro Iy, vimos que existe uma corre-
spondente face F;‘;) do poliedro I'y, bastando tomar a face maximal Fg) = To(T” gjl/))
Nesta face Fg;) obtemos o sistema truncado na forma (5.3). Mostraremos que este

¢ o sistema Hamiltoniano (5.12) desejado.

Observemos que para algum i, (1 < i < m) , tem-se que (P,Q) — (f;, fi) €
ng), onde (P, Q) € Sﬁ-lll), isto é claro pela demonstracao do Lema 5.1.1. Entao se
H(]/D,Q) =(P,¢) € S’gﬁ), entao (P, Q)_(fm,l) € S’g;l,). Pelo Corolério 5.1.1 a face
I’ gj) do poliedro Iy corresponde uma face I'’ g‘;,) do poliedro I'}, obtida da translagao
paralela ao longo do vetor (f,,,1). Afirmamos que H(F(Cl.l)) =1 53’7,). De fato, seja

151
(P,Q) € Sﬁ-lll), entao
H<P7 Q) = (Pl>q/> - (Plaq,) - (fma 1) + (fm7 1)

Como (P, ¢')—(fm,1) € ngj.’,) e II(P, Q) é uma translagao paralela ao longo do vetor
(fm, 1), segue-se que II(P, Q) € S’g?l,). Logo H(I‘gi)) C F'g?:), a outra implicacao se
prova de forma andloga e segue a afirmacao. Portanto, a funcao truncada /fz;ih) da

funcao Hamiltoniana h, é a solucao do Lema. U

Notemos que ao subespago linear L, gerado pelos vetores (5.9), podemos associar
o subespaco linear L, em IR?™, dual de L, que pela nossa definicio é o conjunto

formado pelos vetores ortogonais aos vetores (5.9).

Lema 5.1.3 Para cada sistema Hamiltoniano truncado (5.7) existe uma correspon-

dente face I' g?l,) do poliedro T,

Demonstragao: Suponha que /f;§-d) uma funcao Hamiltoniano truncada tal que o

(d)

sistema (5.12) tem um correspondente truncamento (5.5). Se R = (P,Q) € S},

entao os pontos (P, Q) — (fi, fi), ¢ = 1...,m, estdo no suporte Sy do sistema (5.12).

Notemos que

(P7Q)_<fiafi):(PaQ)_(fmafm)_ei_ei+m+em+62m7 i:1a~~->m_17
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e como L é o espaco gerado pelos vetores (5.9), temos que §2 ¢é paralelo a L.

Por outro lado, §2 determina uma face fg do poliedro I's, pela definicao de
E§d). Como a projecao (5.8) da face [, é uma face I"gj/,) do poliedro T',. Logo

H(fz) = F’gjl-l/), o que conclui a prova. 0

Lema 5.1.4 Seja ng) a face maximal do poliedro T'y que € projetada na face F’g;l-l,)

do poliedro T',. Sejam os vetores

(Ur,01), -+, (Uk, vg) (5.13)

que formam o esqueleto do cone normal U’gjl,) da face F’éd./,)

e Entao os vetores

U1, V), -, (Uk, Vi) (5.14)

onde
w:(vllw"avml); l:17-"7k7
Vg =V F Uy — Uy, ¢=1,....m—1, v, =1,

formam o esqueleto do cone normal Uz(j) da face I’gj).

(5.15)

Demonstracao: Seja o subconjunto fronteira S’gj’,) correspondente a face F’é?l,).

Pelo Corolario 5.1.1 sabemos que
& &
S/éj’) = S,gj’) — (fm, 1).
Logo um ponto de S’gjl,) ¢é da forma
(P',q) = (fm, 1), com (P',¢) € 5"\%.
Seja (P, Q) € Sg) tal que II(P, Q) = (P',¢'), entdo de acordo com a igualdade
(5.11) os pontos (P, Q) — (fi, fi), i =1,...,m — 1 estao em Sé?). Por outro lado,
(P7Q) - (f’LJfZ) = <P7Q) - (anafm> - (€i+ei+m_em —€2m>, L= 1,...,777,— 17
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. d 7 . d /7
assim a face ng) ¢é paralela ao subespaco linear L, e como o cone normal UZ(j) é

ortogonal a ng), segue-se que UQ(?) estd no subespago L, ortogonal a L.

Observemos que de acordo com aplicagao II, dada por (5.8), podemos tomar
o esqueleto do cone Ué?) é formado por vetores da forma (5.14), preservando as
primeiras m coordenadas. As outras m ultimas coordenadas sao obtidas da condigao

de ortogonalidade de I' g?) com L, o que conclui que Uéj) C L.. Logo

(U, Vi), i+ €ipm —€m —€2m) =0, 1=1,...0k i=1,...,m—1,

tomando-se U; = (uyy, ..., upmy) € Vi = (v1g, . . ., vm1) segue a relagao
uil—l—vil—uml—vmlzo, lzl,...,]i'; izl,...,m—l,
o que determina o Lema. U

Lema 5.1.5 Seja Fg?) uma face mazximal do poliedro 'y, que € projetada na face
F’g;l.l,) do poliedro I'}. Se os vetores (5.13) formam o esqueleto do cone normal U'g?/,)
da face F’g?,). Entao os vetores (5.14), satisfazendo (5.15) formam o esqueleto da

nterseccao Ul(?) NL,.

Demonstragao: A prova é andloga de Lema 5.1.4. ]

Teorema 5.1.1 Para cada face F’gj',) do poliedro T} existe uma correspondente
funcao Hamiltoniana truncada /l%d)(X YY) tal que o sistema Hamiltoniano truncado
(5.12) satisfaz (5.7) e I, = F'g), onde Ty € a face associada ao truncamento
hg-d) (X,Y) da fun¢ao Hamiltoniana h.

Reciprocamente, para cada sistema Hamiltoniano truncado (5.7) existe uma cor-

respondente face T ﬁ’,) do poliedro T'}.

Demonstracao: A demonstracao seguird dos Lemas desta secao .
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De acordo com o Lema 5.1.1 as faces I' g?l,) el gjl,) sao obtidas uma da outra ao
longo do vetor (f,,, 1) e seus cones normais U’ §‘j',) eU’ gjl/) coincidem. Sejam Fg‘;) e FSC)
as faces maximais dos poliedros I'y e I'y, respectivamente, que sao projetadas sobre
I gc]g'/) eV g;l/). Pelo Lema 5.1.2 a funcao truncada associada a face Fg?) tem sistema
Hamiltoniano na forma (5.12). A reciproca, utiliza o Lema 5.1.3, supondo-se que o

sistema Hamiltoniano truncado (5.7) estd determinado na face ngj. De acordo com

o Lema 5.1.4, o cone normal Uz(z) da face Féi) ¢ unicamente determinado pelo cone

U'g‘jl,), e de acordo com o Lema 5.1.5, a intersec¢ao Ul(;l) NL, = UQ(Z). U

Assim, temos obtido trés poliedros:
I'y, que determina truncamentos h da funcao Hamiltoniano h;
Iy, que determina truncamentos do sistema Hamiltoniano (5.3);

I}, que determina os truncamentos Hamiltonianos (5.7) do sistema (5.5), i.e., a

"interseccao”do poliedro I'; e I's.

O quarto poliedro I}, pelo Lema 5.1, praticamente coincide com o poliedro I'},

a menos de uma translagao .

Exemplo 5.1.3 :(Continuagdo do Exemplo (5.1.2)). Observemos que, de fato, o
Lema 5.1.1 é satisfeita, pois vale a igualdade S = S5 + (0,1,1). Da mesma forma

verifica-se o Corolério 5.1.1.

Utilizando-se o Teorema 5.1.1 as faces I ﬁ), I Q e I} correspondem a trés trun-
camentos /ﬁz da funcao Hamiltoniano h que satisfazem o sistema Hamiltoniano trun-
cado (5.7). Observemos que a face I‘g) = (1,1,1,1) é a face maximal de I”ﬁ), logo
hy = p1p2 é a funcao Hamiltoniana truncada que satisfaz (5.7). De modo anélogo,

obtemos os outros dois truncamentos ﬁ2 = pips+ p1p3 e /]’;3 = h.

Comentario 5.1.1 Se o sistema Hamiltoniano depende de pequenos parametros
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M = (p1, ..., ), podemos fazer um estudo andlogo, sendo que a expansao da fun¢ao

Hamiltoniana € dada neste caso por
h=Y hperX"YOM"

onde P,Q € IR™, T € IR" com o suporte S = {(P,Q,T) € IR*™*; hpor # 0}.
Os pontos P = QQ = 0 sao excluidos do suporte Sy. A aplicacdo 11 deverd ser
considerada como uma aplica¢io IR*™' — IR™ o qual associa (P,Q,T) a
(P',q,T), onde P' e ¢ sao obtidos da formula (5.8). Assim todas as construgoes

e Rm—‘rl—‘rl

geométricas deverdo ser consideradas nos espacos IR*™H nas coordenadas

(P,Q,T) e (P,q¢,T), respectivamente.

Consideremos, agora, a aplicacdo 7 : IR*™ — IR? dada por 7(P, Q) = (p, q), tal

que
m m

P=>_pi e q=>Y a (5.16)

=1 =1

No plano IR? determinamos a envoltéria convexa 7Ty da projecao 7S; do suporte
Si. Para cada face v em 7I'y, fazemos corresponder o subconjunto fronteira 7.5, .
A este subconjunto fronteira correspondemos o subconjunto maximal S, em Si, o

qual é projetado sobre 7S,.

Corolario 5.1.2 O truncamento EA, assoctado ao subconjunto Si satisfaz o sistema
Hamiltoniano (5.7).

Demonstracao: Com efeito, de acordo com a férmula (5.8)

P=Y_pi=> 0 0= a=4¢
=1 =1

i=1

i.e., a projecao 7 ¢ o resultado de duas projegoes consecutivas

I(P,Q) = (FP,q), Ih(P,¢)= 1, q)=(p,q).
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Conseqiientemente, para cada face 7 a interseccdo Iy NI, () é uma face do poliedro

'y, que pelo Teorema 5.1.1 corresponde a um Hamiltoniano truncado (5.7). U

5.2 Algoritmo

Seguindo o raciocinio utilizado no exemplo 5.1.3 podemos descrever o algoritmo
para achar todos os truncamentos Hamiltonianos (5.12) do sistema (5.3), consistindo

de quatro passos:

Passo 1. Usando o suporte S; da fun¢do Hamiltoniana (5.2) achamos os conjunto

S; =11S; onde IT : R*™ — IR™"! ¢ a aplicagdo dada pela férmula (5.8).

dl . . dl
Passo 2. Achamos as faces, I §j,), seus subconjuntos fronteira, ngj,) e 0S cones

. &
normais, U’ § j,) correspondentes.

. . . . . d
Passo 3. Determinamos os correspondentes subconjuntos fronteiras maximais Sf j) =
d’ >(d ~ . .
S1(S /§ j,)) e fazemos corresponder os truncamentos hg ) da fungéo Hamiltoniano
h. Estes truncamentos formam todos os possiveis truncamentos Hamiltonianos

(5.12) do sistema (5.3).

Passo 4. Usando os Lemas 5.1.4 e 5.1.5 achamos a intersec¢ao do cone normal Ul(;l)

com L, a qual coincide com o cone normal UQ(Z).

Este algoritmo sera usado nas funcoes Hamiltonianos das aplica¢oes no préximo

capitulo, simplificando o estudo das mesmas.
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Capitulo 6

Aplicacoes a Mecanica

6.1 O sistema de Henon-Heiles generalizado

Nesta secao estaremos somente preocupados em determinar os sistemas Hamilto-
nianos truncados da forma do sistema de Henon-Heiles que satisfaz (5.7). Faremos

uso do algoritmo nesta determinacao.

Seja o sistema de Henon-Heiles generalizado

&1 = ayr + 2dy1yz, Y1 = —1, (6.1)
@y = by + dyi — cy3, Y2 = —a2, '

onde a,b,c,d # 0. O problema de Henon-Heiles [5] é dado quando a = b = —c =
—d=1.

Observa-se que é um sistema Hamiltoniano com a fun¢ao Hamiltoniano

1 1
h = 5(:5% + 25+ ay? + by) + dyiys — gcyg. (6.2)

Comentario 6.1.1 Quando a,b > 0, temos que a parte quadrdtica é definida posi-

tiva. Portanto, neste caso, a origem (0,0,0,0) € estdvel, no sentido de Liapunov.
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A fungao Hamiltoniano (6.2) tem suporte

Sl = {Rl = (2707070);R2 = (0727070);R3 = (0707270);
Ra = (0,0,0,2); Rs = (0,0,2,1); Rg = (0,0,0,3)}.

Utilizemos, agora, o algoritmo descrito no capitulo anterior:

Passo 1. Neste caso m = 2, segue-se que o suporte S; é projetada no espaco

IR®. De acordo com a férmula (5.8), tem-se que S} = ILS; é dado por

Si = {R}=1(2,0,0); Ry = (0,2,0); Ry = (—2,2,2);
Ry =(0,0,2); R, = (—2,2,3); R = (0,0,3)},

sendo que
IIR; = R}, 7=1,2,3,4,5,6.

Passo 2. Observe que o conjunto S é idéntico ao conjunto S do exemplo (1.1.11)
no Capitulo 1. Assim sua envoltéria convexa I} é um poliedro de cinco faces, nove
lados e seis vértices, mostrado na figura (1.10). Sao ao todo vinte faces I” ﬁ’? e,
conseqlientemente, vinte subconjuntos S ’5‘51). Estes indicados na tabela (1.1.2), onde

o ntimero j indicard os ntimeros 15" e o nimero 4 corresponderd aos pontos R;.

Vimos também no exemplo (1.1.11) os esqueletos que determinam os cones nor-
mais U’g) ou seja, para a face F’ﬁ) D {R}, R, R, Ri} tem-se que o esqueleto de
U’ﬁ) consiste do vetor Ny = (—1,—1,0). Para a face F’g) D {R}, R}, Ri, Ry} tem-se
que o vetor Ny = (3,3,2) é o esqueleto do cone normal U’ 522) O cone normal U’ %)
tem esqueleto N3 = (0, —1,0), o do cone normal U’gi) é o vetor Ny = (0,1,0) e o do

cone normal C U’g? é o vetor N5 = (—1,—1,—1).

Passo 3. Enumeramos as faces bidimensionais I" g? do poliedro I" e pelo Teo-

rema 5.1.1 correspondemos aos truncamentos /ﬁj da funcao Hamiltoniano h que
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satisfaz (5.7). Para a face I @ 5 {R}, R}, R, Ri}, temos o correspondente fungao

Hamiltoniano truncada

-~

1 1
hy = 5(%? +by3) + dyiys — gcyi

Para a face I"'2 o {R}, R}, L, R}, temos

~ 1 1
hy = 5(55% + z3) + dyiys — gcyg’.

Para a face I''2 5 {R}, R}, R} temos

-1 1
hs = 5(333 + by3) — gcyg’-

Para a face I"? {R}, Ry, R.} temos

-1
hy = §(w§ + ayi) + dyiye.

Para a face I''2 5 {R}, R}, R, R} temos
~ 1
hs = 5(:1:% + 22+ ayi +by3).
Passo 4. No Passo 2 foram indicados os vetores N; que formam os esqueletos

. 2 .
dos cones normais U’ §j). Estaremos somente preocupados em determinar os cones

normais as faces maximais que sao projetadas sobre as faces de dimensao dois.

Utilizando a férmula (5.15) do Lema 5.1.4, temos que o vetor Ny = (—1,—1,0)
determina o vetor P; = (—1,—1,0,0) que, segundo o Lema 5.1.4 é o esqueleto do
cone normal correspondente a face maximal em I'y da face I 521) De modo analogo

podemos obter todos os outros cones normais.
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6.2 Sistemas Hamiltonianos autonomos com dois
graus de liberdade e frequéncias nulas

Nesta segao, apresentamos um estudo feito por Bruno em [3] no problema de
frequéncia nulas em sistemas Hamiltonianos autonomos com dois graus de liberdade.
Tal problema foi também estudado por Sokol’skii em [9] (Ver apéndice B), por tal
motivo algumas vezes chamaremos a este problema simplesmente como problema
de Sokol’skii. Calcularemos, em dois casos dependendo do posto da parte linear, os
truncamentos Hamiltonianos da fun¢do Hamiltoniano que satisfaz (5.7). Em alguns
destes truncamentos acharemos curvas poténcias assintéticas e usaremos os resul-
tados do Capitulo 5, para obter resultados de estabilidade da solucao de equilibrio

(0,0,0,0) e tais resultados melhoram os obtidos por Sokol “skii em [9].

Vejamos os dois primeiros casos, citados no Apéndice B, para a funcao Hamilto-

niano h:

Caso (I) O posto da parte linear é trés. Neste caso a fungao Hamiltoniano h
dada por
h=Hy+ Hs+ H;+ ..., (6.3)

onde H, sera considerada normalizada, assim
Loy
HQ = —T1T2 + §5y1, 6= :l:]., (64)
e a forma Hj serd considerada genérica.

Temos que o conjunto suporte S; da funcao Hamiltoniano h, trata-se de um con-
junto infinito, assim usaremos os resultados da Secao 3, do Capitulo 1, em particular
o algoritmo descrito naquela Secao, utilizado na determinacao do subconjunto dom-
inante S /IR

Obviamente S; C Zi, assim de acordo com exemplo (1.1.12), o subconjunto

dominante S;/IR} estd contido no conjunto dos pontos R € S; com (K, R) < 3,
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onde é suposto K = (1,1,1,1). Desta forma, no algoritmo ¢y = 2 e, de acordo com

a equagao (6.4)

Sy ={ReS; (K,R) =2} ={R, = (0,0,1,1), Ry = (0,0,2,0)}. (6.5)

Seguindo o algoritmo, os pontos R € Z% com (K, R) = 3 tal que
R—R1200UR—R220, (66)

nao estao em S/ IRi. Sabemos que existem vinte pontos R € Zi que satisfazem a
equagao (K, R) = 3, mas com a restri¢ao (6.6), este numero reduz-se a doze pontos
R3 a Ry4, colocados na segunda linha da Tabela (6.2). Nesta mesma tabela também
constam, na terceira linha, as projecoes obtidas da aplicacao dada pela férmula

(5.8), finalizando o algoritmo, temos que

j 112 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
1 0 01 0 2 0 O1 0 2 0 3 0
Rjj1.0 0 0 1 0 2 0O0 1 0 2 0 O
62 111 11 00 O O O O O
o o0 2 1 1 0 0 3 2 2 1 1 0 3
1 -2 -1 0-11 -1 01 0 2 0 3 0
R} 12 11 2 1 3 00 1 O 2 0 O
o 2 3 2 2 1 1 3 2 2 1 1 0 3

Tabela 6.1: Pontos R; do subconjunto S; /IR e suas projecoes R

Determinamos a envoltéria convexa I} de S7/IR’, que é o poliedro da Figura

6.3. Consistindo de oito faces, doze lados e sete vértices.

Lembremos que as faces I/ 82 que nos interessam sao as que contém a reta normal
inserida no cone IR? | assim sdo somente trés: a face I 521) O {R}, R, Ry}, cujanormal
é Ny = —(5,7,4); a face 5 {R}, R, R}, cujanormal é Ny = —(4,2,5) e a face
I"%) D {R}, R}, Ry, R}, R|5} cuja normal é Ny = —(1,2,1).
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Figura 6.1: A envoltéria convexa dos pontos 1.

Para a face I' ﬁ) correspondemos a face maximal Fﬁ) D {R1, Rs, Rs} que por sua

vez determina a funcao Hamiltoniano truncada

~

1
hl = —I1To + §5y% + ayg’, a # 0, (67)
e o correspondente sistema Hamiltoniano truncado

i1 =0y, 4o =3ays, Y1 =2, Yo=11. (6.8)

Pelo Lema 5.1.4, o esqueleto do cone normal Ul(?) ¢ determinado pelos ve-
tores (5.14) que satisfazem as condices (5.15). No nosso caso é um vetor N; =

(u1j,uzj7?}1j,v2j), onde
V1 =0 + Ugj — Ur5, V25 =V, (69)

sendo que o vetor Nj = (uy;,usj,v) é o vetor esqueleto de U’g). Assim a face Fﬁ)

tem o cone normal Ul(f) determinado pelo esqueleto que consiste do ponto Ny =
—(5,7,6,4).

Consideremos a curva poténcia assintotica na forma (4.6) de ordem Ny, ou seja,
Ti=ait™, my=ast, =t g =Gt (6.10)
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com v, (g, 31, B2 coeficientes reais nao nulos. Esta curva é considerada com o intuito

de obtermos resultados com a Teoria desenvolvida nos capitulos anteriores.

Notemos que a curva (6.10) é uma curva integral nao trivial do sistema (6.8),
desde que
—5051 = (551, —70é2 = 301/63, —651 = O,

ou melhor,

ay = —603; = 306a; = —120603 # 0, By = 2806a"" # 0. (6.11)

Observe que reparametrizando a curva (6.10), por 7 = , obtemos

1
Y2(t)

] ; b 3
=g m) = g ) = e ) = g

(6.12)

l’l(T) -1

Verifica-se que esta curva (6.12) é uma curva poténcia assintética do sistema
hamiltoniano truncado (6.8), logo também serd para o sistema logaritmo associado,
cuja ordem estd no cone normal Ul(f). Pelo Teorema 4.3.1 do Capitulo 4, temos
que a primeira aproximagao da curva (6.12) é uma curva poténcia assintética do
sistema logaritmo completo e consequentemente serd para o sistema completo (5.3).
Mas, quando 7 decresce a curva (6.12) foge da origem, assim para toda vizinhanca do
equilibrio (0, 0,0,0) existe um 7* em que a solugao (6.12) nao pertence a vizinhanga.

Assim o ponto de equilibrio (0,0,0,0) é instavel.

Comentdrio 6.2.1 Para que a curva poténcia (6.10) e (6.11) seja solugdo do sis-

tema (6.8) € necessdrio supor que a # 0. Quando a =0 o mondmio correspondente
7/ . 2
ao vértice da face 1"’51)

face T’ 8) .

torna-se zero, assim o poliedro I} é mudado e ndo contém a

Em Sokol’skii [9] (Ver Apéndice B) os casos (B.4) e (B.5) correspondem a fungao

Hamiltoniano truncada (6.7). Analogamente a solugao (6.10) encontrada na nossa
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teoria corresponde a férmula (B.6) obtida por Sokol’skii da também uma solucao
particular do sistema Hamiltoniano, onde as constantes P»(0) e AdP,(0) devem ser
positivas, por (B.6) sdo tomados raizes de ordem quatro delas. Isto significa que a
solugao (B.7) em [9] existe somente quando Ad > 0, mas Bruno através de (6.10) e

(6.11) mostra que é necessério, somente que a # 0, como também afirma o Teorema
B.0.1, devido a Sokol’skii.

Caso (ITI) O posto da parte linear é dois. Neste caso a forma quadratica nor-
malizada é dada por
1 1
Hy, = 5513/% + 55295 (6.13)

onde d0; = +1,9, = £1, e vamos considerar H3 na forma genérica.

Novamente, S; = S U S3U S, U..., onde S, = {R € Z*; (K,R) =¢, K =
(1,1,1,1)}. Logo, S; é infinito. Usando o algoritmo, citado Caso I, temos que

(K, R) = 2 somente quando {R; = (0,0,2,0), Ry = (0,0,0,2)} C S;/IR.

Dos elementos R € Zi tal que (K, R) =1 + 19+ 135 + r4 = 3, excluimos os pontos

que satisfazem pelo menos uma das inequagoes abaixo
R—R >0, R—Ry>0. (6.14)

Assim, obtemos o subconjunto dominante Sl/IRi ={Ry, Ry, R3,..., Ri3}, onde R
a Ri3 s@o os pontos que nao satisfazem as duas inequagoes (6.14). Todos estes pontos
de Sl/IRi, junto com suas projegoes R = IIR;, j = 1,...,13 usando a aplicacao
(5.9), s@o dados na tabela 6.2

O conjunto poliedral I}, que é a envoltdria convexa externa do conjunto S7, é
determinado por sete faces bidimensionais, onze lados e oito vértices, mostrada na
figura (6.2).

Para a face I ﬁ), temos que P € U’ ﬁ) se
(P, RY) = (P, Ry) = (P, Ry,) = (P, Ri3) = (P, Ryy) = (P, Riy);
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j /1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
o o1 0 21 0 2 0 3 2 1 0
rR,/0 00 1 01 2 02 0 1 2 3
201 1 11 1 00 O O O O
60 21 1 00 0O 11 0 0 0 O
-2 00 -1 10 -1 20 3 2 1 0
R;- 201 2 12 3 02 0 1 2 3
222 2 11 1 11 0 O O O

Tabela 6.2: Pontos R; do subconjunto S1/IR] e suas projegoes I; no Caso II.

Figura 6.2: A envoltéria convexa dos pontos R C S no Caso II
(P, Ry) > (P, Ry); (P, Ry) > (P, Ry); (P, Ry) > (P, Ry),
o que implica
—2p1 + 2ps + 2p3 = 2p3 = 3p1 = 3p2 = 2p1 + p2 = p1 + 2p2;

—2p1 + 2pa + 2p3 > pa + 2p3; —2p1 + 2ps + 2p3 > —p1 + 2pa + 2p3;
—2p1 + 2py + 2ps > 2p; + ps,

assim

3p1 = 3p2 = 2p3 < 0.
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Logo, N| = (=2, —2,—3) forma o esqueleto do cone U’ﬁ . Analogamente, podemos

obter para as outras faces,

'y~ Nj=(-1,0,-1);
'y~ Nj=(0,-1,0);
'y ~ Ni=(0,1,1);
'Y ~ N, =(0,0,1);
'Y~ N{=(1,0,2);
'Y ~ N=(1,1,1).

Notemos que o poliedro I'} /IR, é determinado pelo quadrilatero I” 521) de vértices

1, Ry, R, R3, pois é o tinico que o raio normal estd totalmente inserida no interior
do cone IR?, dual de lRi. Pelo Lema 5.1.4, e utilizando a férmula (6.9) o vetor
normal N{; = —(2,2,3) corresponde o vetor Nj; = —(2,2,3,3) do esqueleto do cone

normal Ul(f).
A face I" 521), podemos corresponder a seguinte funcao Hamiltoniana truncada

hy = 16193 + 10203 + h(z1, 72),
h(xy,12) = az? + ba2xy + criw3 + dxs.

(6.15)

De acordo com o Teorema 5.1.1, determina um sistema Hamiltoniano truncado

T = 0iYi, Ui = —gi(z1,22), 1=1,2. (6.16)
oh
8xi'

Como no caso anterior consideraremos uma curva poténcia assintotica na forma

onde g; =

(4.6) cuja ordem é Nj; que pertence ao cone normal U"?)| ou seja, uma curva da
forma
g2 -2 _ 43 _ 343
T =t ", =l oy =0T, Y=t (6.17)

com «q, ag, 41, Po coeficientes reais nao todos nulos, a serem determinados.
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Verifica-se facilmente que esta curva (6.17) é uma curva integral nao trivial do

sistema (6.16), desde que

20; = 0;3;,

351 = —gi(Oél,Oég), 1= 1,2 (618)

Portanto, determinaremos condigoes sobe «a;, 3; para que o sistema (6.18) seja satis-

feito e para que a curva (6.17) seja uma curva integral nao trivial do sistema (6.16).

Defina f(aq,a) = a1gs — 01020291 Afirmamos que as solugoes da equacio
f(a1,az) = 0 s@o equivalentes as solugoes do sistema (6.18). De fato, substituindo
f1 e fB2 das primeiras euqagoes em (6.18) nas iltimas equagoes (6.18), obtemos o

sistema de duas equacoes
—6(SZOZZ = gi(ozl, 062), 1= 1, 2. (619)

Multiplicando-se a primeira equagao de (6.19) por 0 e a segunda por 01, e

subtraindo a primeira pela segunda, obtemos a relacao
—60610[2 + 6&10&2 = Oéggl(Oél, 042) — 61520[192(061, Oég),
0 que origina a afirmacao.

Suponhamos que ay # 0. Entao a funcao f, definida acima, tem pelo menos

uma raiz real kK = ay/as, no seguinte sentido
flar,az) = bai + (2¢ — 3ad182)a3ay + (3d — 2b6165) a3 — cd10z05 (6.20)
= a3 {br® + (2¢ — 3a0,02)K* + (3d — 2b0102) K — c6102}
= a3 P(k),

onde P(k) = ga(k, 1) — d10291(k, 1) é uma equacdo cibica que tem pelo menos uma

raiz real.

Se ay = 0, substituindo no sistema (6.18) obtém-se que a; = 0, consequente-
mente, f; = 0, ¢ = 1,2, assim a curva (6.17) é trivial, pela qual nao estamos

interessados. Analogamente deveremos supor que «; # 0, logo x # 0.
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Lema 6.2.1 Se g;(k,1) #0, i = 1,2, entdo o sistema (6.18) tem solugao real nao

nula, dada por

a1 = —652/g2(/€, 1), Qg = —6(51/g1(/€, 1), ﬁz = —2(51-042-, 1= 1, 2. (621)

Demonstracao: Basta verificar que os valores de a; e ay dado em (6.21) é raiz

de f. O

Notemos que se algum g;(x) = 0 ent@o o outro necessariamente também é igual

a zero, pois estamos considerando ay # 0, ay # 0.

Lema 6.2.2 Seja o conjunto de solugoes comuns as equagoes
g1(k,1) =0, go(k,1)=0. (6.22)

Entao este conjunto consiste de um unico ponto, que ¢ uma raiz dupla de cada

equacao.
Demonstracao: Observemos que

gi(k, 1) = 3ar® +2bk + c,
ga(k, 1) = br* + 2ck + 3d.
As solugoes das equagoes (6.22) coincidem quando os coeficientes de ambas equagoes
sao proporcionais, i.e.,
gl(/{a 1) = UQQ(K, 1)7

o que implica
3a =wvb; 2b=1v2c; c¢=wv3d,

logo
a=v3d; b=3v’d; c=3vd
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Assim g (k,1) = 3dv(vk + 1) e ga(k, 1) = 3d(vk + 1), e k = —v~! ¢ a Unica raiz

comum. 0.
Consideremos os polinomios dos coeficientes a, b, ¢, d, § = 6165:

Dy = 9d*> + 8¢%5 — 12ac, D, = 9a* + 8b*5 — 12bd,

R = 27a*d® — 4ac® + 4b3d — b*c* — 18abced,
D3 = 18ABCD + B*C? — 4AC? — 4DB? — 27A?D?,

onde A=b, B=2c—3a0, C=3d—2b5, D= —co.

Teorema 6.2.1 O sistema de equagdes (6.19) nao tem solugdo real oy # 0,09 # 0

somente em dez casos:

1) b#0,c#0,R=0,D35 < 0;

9) 610 = —1,43a=b=+c=3d#0;

3) b=0,3a—2ch05 #0,D; <0;

4)  ¢=0,2b—3dd105 # 0, Dy < 0;

5) 010y = —1,b=0,3a = —2¢,2¢ = 9d # 0;
6) 010y = —1,c=0,3d = —2b,26* = 9a2 # 0;
7)) b=d=0,3a=2cHdy #0;

8 a=b=c=0,d#0;

9) b=c=d=0,a#0;

10) a=c=0,2b=23d55, # 0.

A demonstragao deste Teorema foi omitida, por constar de muitos termos técnicos.

Qualquer interesse ver [3].

Para este Caso II temos o estudo feito por Sokol’skii em [9] (Ver apéndice B)
determinando o Hamiltoniano (B.7) com truncamento K equivalente a fungio

Hamiltoniana truncada (6.15). Em contradi¢ao com o Teorema 6.2.1, em Sokol’skii
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o sistema Hamiltoniano truncado (6.16) tem sempre solucao real do tipo (6.17)

(equivalente a (B.9)), se
A+ 0+ d A0 (= higee + ha100 + isoo + Posoo # 0). (6.23)

Mas isto nao é verdade. Por exemplo, quando a = b =d = 0 e ¢ # 0 a equagao
toma a forma f(ay,as) = (202 — 510203 ) = 0. Se 6,0, = —1, entao a equacao tem
somente raiz real as = 0, assim «; = 0, como ja vimos. Pelo sistema (6.18) obtemos
também que ; = [, = 0, portanto mesmo satisfazendo a condigao (6.23) a unica
solucao real é a trivial. Notemos que este caso a = b =d = 0,¢c # 0,0100 = —1 ¢é

considerado no caso 3 do Teorema 6.2.1.

6.3 O problema restrito circular de trés corpos

6.3.1 Formulacao do problema

Sejam trés corpos pontuais P, P, e P3 se movimentando num plano sob in-
fluéncia da lei gravitacional de Newton. Os corpos P; e P, tem massas my € mg,
respectivamente, e a massa do corpo P3 é tao pequena que sua influéncia sobre os
movimentos dos corpos P; e P, podem ser desprezados; diremos que a massa do
corpo Pj é igual a zero. Entao o corpo P, executa um movimento Kepleriano rela-
tivo ao corpo P;. Se assumirmos que o corpo P, move-se num circulo, o problema
do movimento do corpo P3 é chamado problema circular restrito dos trés corpos no

plano, ou simplesmente problema restrito.

Assumiremos que as unidades da massa, o tempo, e a distancia sao obtidas de tal
forma que a soma mq+ms, a constante gravitacional, a distancia P; P e a velocidade
angular de P, relativo ao corpo P; sao iguais a um. Para isto parametrizamos
mo = p. O problema é formulado por dois sistemas de coordenadas, um fixo e outro

giratério, e consideraremos a origem em ambos os sistemas no corpo P;.
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Seja X1, Xy as coordenadas do ponto P3 no sistema imovel; as equagoes do
movimento formam um sistema Hamiltoniano com dois graus de liberdade com

funcao Hamiltoniana

m
= 3(Y2+Y$) — — +mshR,
Ty (6.24)
R = Xjcost+ Xosent — —,

T

onde 71 e ry sao as distancias P, P5 e P, P3, respectivamente, Y; = Xi eno tempot =0
o corpo P, tem coordenadas (1,0). Se introduzirmos um sistema de coordenadas
x1, To "rotatério” com o corpo Ps, em que a posicao do corpo P, serd sempre x; = 1
e x9 = 0, isto é, fazendo

(.ﬁlfl + Z..Tg)eit = X1 + ZX2

e nestas coordenadas o sistema de equagdes (6.24) do movimentos do corpo P torna-

se
oh oh
’L: 9 z:_ 3 .:1727 625
v 0y; Y Ox; ' ( )
onde
h — hO + NRa
1, 2 1
ho = %(% + y2)1+ TaY1 — T1lY2 — r (6.26)
R=—+ Xy — —,
™ ()
e

7'1:\/33%4—%'%, 7"2:\/(1’1—1)24—%%.
6.3.2 Estudo do problema

Consideraremos o problema descrito nas coordenadas x1, z2, dado pelo sistema
Hamiltoniano com dois graus de liberdade e com um parametro u, onde a funcgao

Hamiltoniana é (6.26), que pode ser da forma

1 1—
h=S(yi +y3) + T2y1 — 21y — E__ a oz, (6.27)

2 Vai+a3  /(x — 1) + a3
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Quando p = 0 o problema torna um problema de dois corpos, P; e P3. Quando
i > 0, porém pequeno, o problema é analogo a uma pertubagao singular do caso
i1 = 0 préximo do corpo P,. Assim para acharmos as primeiras aproximagoes para o
problema restrito de trés corpos é necessario introduzir coordenadas locais préximas

do corpo P»

&=z — 1, §2 = To, T = Y1, M =1y — L.

Expressando-se a fun¢ao Hamiltoniana (6.27) nestas novas coordenadas temos,
1 —p
G +1)?+&

h:=%W+@ﬁJﬂ+&m—@+U%+U—

—— L u&+)

VE+E&

1 1 1
= (i +m)+&m—&m+ = —

2 I N T
a1+ ! N
TS T Er e g JEral|
1

Expandindo a raiz = em série de Maclaurin, obtemos
(G +1)2+6&3

3 1 1
h+§—2,u = §(n%+n§)+§2771—51772—f%+§f§+f(517§§)
1

2_l 2 _ 2y -
51 252 f(£17§2) \/m

onde f é uma série de poténcias convergentes, com termos de ordem maior que trés.

(6.28)
+

Y

O suporte S; da série (6.28) consiste dos pontos

S; = {R,=1(0,0,2,0,0); R, = (0,0,0,2,0); R3s = (0,1,1,0,0);
R, =1(1,0,0,1,0); Rs = (2,0,0,0,0); Rs = (0,2,0,0,0);
R;,, = (k,21,0,0,0); Rs = (2,0,0,0,1); Ry = (0,2,0,0,1);
Ryp=(—1,0,0,1,0); Ry; = (0,—1,0,0,1); Ry, = (k,2{,0,0,1)} U J,
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onde k, 1 >0,k + 2]l > 3 e J é o segmento conectando os pontos Rig e Ry;. Este
1

VE&+8

Fazendo a projecdo (5.16), TR = R" = (p,q,s) € IR?, usando o Comentdrio 5.1.1

segmento ¢ o suporte da raiz

e considerando [ = 1, obtemos que o suporte S} determinado por 7S] = S, consiste

dos pontos
R =1(0,2,0); Ry = (1,1,0); R5 = (2,0,0); R}, = (k+2,0,0);
RS = (2,0,1): Ry = (=1,0,1) eRf, = (k+2,0,1),
onde o numero inteiro k > 1.

A envoltéria convexa externa I} C IR? do suporte S/ é um prisma triedral semi-
infinito com base obliqua, formada por quatro faces bidimensionais, seis lados e trés

vértices que determinam a base, R, R} e Ry.

Figura 6.3: A envoltéria convexa externa de I'}.

A face F”ﬁ), que é a base obliqua do prisma I, contém os vértices
(0,2,0),(1,1,0),(2,0,0) e o ponto (1,1,0), e possui o cone normal determinado
pelo esqueleto N{ = —(—1,1,1/3). Para esta face F”ﬁ), pelo Corolario 5.1.2 pode-

mos corresponder a funcao Hamiltoniana truncada associada a face maximal em I"
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da face I em I". Sua funcao Hamiltoniana truncada é

~ 1 1 7
h?) =i +m) +&am —&im — &+ 26 — ——. (6.29)
2 2 VE+E

O problema de Hill (ver em [8]) é descrito pela mesma fungao ﬁ?), com p = 1.

Mas, através de uma mundanca de coordenadas podemos obter isto. Consideremos

o correspondente sistema Hamiltoniano truncado da fungao Hamiltoniana truncada
(6.29)

él =m+&

Sa=m—&

m =+ 2 — @t aypn fé)fm (6.30)
ot

7722—771—52—W7

o qual podemos determinar o sistema logaritmo associado

d
7 log& =& 'm + &

—log =& — &G

dt
d o o am'p (6.:31)
T logm =mny m2+ 26 — (f% + f% 3/2

d _ _ Samy 4
—logne =—mny ' — &yt — 2.
dt ’ N GEIEE

A transformacao poténcia
G=&u'3, Ti=npt i=12, (6.32)

transforma o sistema logaritmo (6.31), onde as varidveis &;, ;, i sdo substituidas por
5, i, 1, respectivamente. Assim retornando para a fungdo Hamiltoniana truncada

(6.30), agora com as variaveis &;, 7;, 1, tem-se o fungao que descreve o problema de

Hill.

N 2 , .
A face T2 contém os pontos R, Ry, Ry e R} e tem cone normal determinado

pelo vetor NJ = (0,0,—1). Para esta face, da mesma forma que a face anterior,
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podemos corresponder a funcao Hamiltoniana truncada associada a sua face maximal
que contém os pontos R; = (0,0,2,0,0), R, = (0,0,0,2,0), R3 = (0,1,1,0,0), Ry =
(1,0,0,1,0), Rs = (2,0,0,0,0), R = (0,2,0,0,0) e Ry, = (k,2(,0,0,0), assim a
funcao truncada é

~

hg) = 1(”% +13) + Som — & — & + %fg + f(61,83)

= 5(77%—1-77%)—#52771—517724‘ 6 +12 18

(6.33)

Note que E?’ ¢ obtida da fungao Hamiltoniana completa h (6.29) fazendo-se

1 = 0, segue que esta funcao descreve o problema de dois corpos P, e P3, que é

(1)

integravel. O lado I”\} inclui os pontos R? ¢ Rl do conjunto S/. A correspondente

funcao Hamiltoniana truncada é

N 1 U
WY = (4 m2) - ———. (6.34)
P2 g g

Fazendo a mesma transformagao poténcia (6.32) transformamos o sistema Hamil-
toniano com a fun¢ao Hamiltoniana da forma (6.34), onde as varidveis &;,n;, p sao
substituidas pela variaveis é, 7:, 1, respectivamente. Esta fungao (6.34) nas varidveis

é, 7i, 1 descreve o problema dos dois-corpos P, e Psj.

Ao lado I 512) inclui os pontos R}, Rj e R} do conjunto S7. A correspondente

funcao Hamiltoniana truncada é

~ 1
hgl) = 5(77% +1m3) + Eamn — &1,

que é a fungao (6.33) com p = 0. Este fungao descreve, o chamado, problema
intermedidrio (entre o problema de Hill e o problema de dois corpos P; e P;) que é

integravel.
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Apeéndice A

Comportamento assintotico da
ordem { = O(n) e £ = o(n)

Sejam duas funcoes £ e i) definidas de R — IR.

(1) Dizemos que ¢ tem ordem nao excedente a 7, ou seja,
£(t) = 0O(n(t)), quando t — oo,
se existe um numero real positivo M e um tempo ¢, < oo tal que

()] < Mn(t)|, ¥Vt > t,.

t

n(t)

Temos que se £(t) = O(n(t)) quando t — oo, entdo

t
(2) Se lim 30) = 0, entao dizemos que
t=o0 1)(t)

&(t) = o(n(t)), quando t — oc.

Vejamos algumas propriedades:
A. o(n(t)) = n(t)o(1l) quanto t — oo;
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B. Se p € IR/{0}, entao po(&(t)) = o(£(t)), quando t — oc;
C. Se 0 < € IR, entao o(&(t))" = o(&(t)), quando t — oc;

D. lim % =1 se, e s6 se, £(t) =n(t)[1 + o(1)].
Demonstracao: Seja £(t) = o(n(t)) entdo

limwzo

t=oc0 1)(t)
£(t)

o que implica que vt o(1), conseqiientemente £(t) = n(t)o(1) quanto t — oc.
n

B. Seja ¢(t) = po(£(t)), entao

W0 L Let) 1 6(t)

) S Ry
logo ¢(t) = o(&(1))-
C. Prova-se de modo analogo ao item B.
D. Temos que
im &0 _ 1 g EO 00
t=o0 1)(1) t=o 1t

o que equivale a fazer
&(t) —n(t) = o(n(t)) = n(t)o(1), quando t — oo.

Portanto,
§(t) = n(t)[1 + o(1)], quando ¢ — oo.
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Apeéendice B

Sistemas Hamiltonianos com dois
graus de liberdade no caso de
frequéncia zero

Neste apéndice expressaremos alguns resultados obtidos por Sokol’skii em [9] no
estudo da estabilidade de sistemas Hamiltonianos autéonomos da forma (5.3) com
dois graus de liberdade (m = 2) com frequéncias nulas na vizinhanga do ponto de
equilibrio (0,0,0,0). Estes resultados sao colocados em dois teoremas que citaremos

no decorrer do apéndice, mas nao iremos demonstrar.

Consideremos a fung¢ao Hamiltoniano analitica A na vizinhanca do equilibrio

como uma série de poténcias nas variaveis X = (z1,x2),Y = (y1,¥2) da forma
h=Hy,+Hs+Hy+ ... (B.1)
onde H; = H;(X,Y) sao polinomios homogéneos de grau i, i > 2, i.e.,

Hi= Y hpeX"Y9 ix2, (B.2)
(PQ)I=i

onde P = (p1,p2),Q = (¢1,¢2) € (P, Q)| = p1 +p2 + ¢1 + o

A estabilidade de Liapunov do sistema Hamiltoniano associado (5.3) tem uma
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formulagao nao linear de todos os possiveis casos, exceto quando a equacao funda-

mental tem as quatro raizes igual a zero (i.e., o caso de duas frequéncias nulas).

Tomamos o sistema Hamiltoniano associado, linearizado na forma

A
4“2 _ JSz, 7Z=(X,Y)T
dt 0 J (B.3)
J=—J =
(o),
. N 0°H,
onde [ é a matriz identidade de ordem 2 e S = 57z Hess H(0).

Quando todos autovalores de JS sao zero, aplicando-se a forma normal apresen-
tada por Sokol “skii em [9], obtém-se uma simplificagao para a parte quadratica Hs.

Esta simplificacao depende do posto de JS, e tem-se os seguintes resultados:

(I) Se postoJS = 3, entao

1
Hy = —x120 + 553/%7 0 ==+l

(IT) Se postoJS = 2, entao

1 1
Hy = 551% + §§2y§, 0y = £1, 9y = £1;

(ITI) Se postoJS = 1, entao
1
Hy = 559%7 6 ==+l

(IV) Se postoJS = 0, entao
H, =0.

Consideremos o sistema completo com posto JS = 3. Uma nova forma normal
(Xk, Yi) — (Qg, Px) é apresentada para a fungao Hamiltoniana (a partir dos termos
de terceira ordem) obtendo uma nova fungdo Hamiltoniana K = Ky + K3 + ... +

K,, + ..., assumindo-se a forma simples
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K = K94 gW (B.4)
1
K(O) == §5P12 - Q1Q2 + k0003P22 <B5>
KY = kp02QoP2 + koo1oPL P2+ Ky + . . ..

O resultado obtido por Sokol’skii neste caso é dado por

Teorema B.0.1 Se kg3 # 0, 0 ponto de equilibrio € instdvel.

Para provar o teorema, utiliza primeiramente o sistema truncado com funcao

Hamiltoniana (B.5) e a solucao particular instavel

Qi=aP)*, P =bPY* Qy=cP)*, Py=Py0)[1— At]™*
a =4A[P,(0)]7Y4, b =200A2[Py(0)] 24, ¢=120043[P,(0)]3/4,  (B.6)
A = [0kooos P2(0)/280]/4,

do sistema Hamiltoniano truncado K©. Em segundo faz uso do Teorema de Chetaev.

No caso posto JS = 2, a forma normal para a fungdo Hamiltoniana (a partir dos

termos de terceira ordem) é:

K = KO+ kO KO =g, +K"” KO=KM4+K,+... (BT
K;E,O) = h3000Q:13 + hmooQ%Qz + h1200Q1Q§ + h0300Q§ (B.8)
Kél) = h1110Q1Q2P1 + h1101Q1 Q2 Ps. (B.9)

Neste caso obtém-se

Teorema B.0.2 Se h3y,,+ h3100+ hisgo + hiseo # 0, 0 ponto de equilibrio é instdvel.

Na prova deste teorema, utiliza-se do mesmo artificio do Teorema (B.0.1), em

que o sistema é truncado com funcdo Hamiltonina K e considera-se uma solucéo
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particular, para o sistema truncado K da forma

_ @Q1(0) _@Q(0) _201A0Q1(0) _205A0Q4(0)
D= a CTaoap Py P any
A= { —51(3h3000@2 (0) + 2h2100Q1(0)Q2(0) + h1200@2(0)2] |

6Q1(0)
_ { —03[h2100Q7(0) + 2h2100Q1(0)Q2(0) + 3ho300Q2(0)?] }1/2
6Q2(0) ’
(B.10)

e sempre ¢é solugao desde que h3qg + h3100 + Plag0 + Nése0 7 O
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