Configuragoes Centrais de Dziobek em Problemas
Restritos e Bifurcacoes

Alan Almeida Santos

Fevereiro de 2003



Conteudo

1 Propriedades de configuragoes centrais 8
1.1 Configuragoes centrais . . . . . . . . . . ... 8
1.2 Configuragoes de Dziobek . . . . . . . ... ... oL 10

2 Configuracoes de Dziobek no problema de n+1 corpos com massas iguais 14

2.1 Breve histérico . . . . . .. 14
2.2 Simetria das configuracoes de Dziobek . . . . . . . ... 15
2.3 Calculo das Configuragoes . . . . . . . . . . . . ... 18
2.3.1 Problema restrito dos quatro corpos (Resultado de Lindow) . . .. 18
2.3.2 Problema restrito dos cinco corpos em dimensao 3 . . . . . . . . .. 21

3 Bifurcagao de configuracoes centrais num problema de 5 corpos no

espaco 26
3.1 Imtroducao . . . . . . . . 26
3.2 Definigoes basicas e resultados sobre grupos de simetria . . . . . . . .. .. 27
3.3 Reducao de Liapunov-Schmidt sem simetria . . . . . .. .. ... ... .. 32



3.4 Reducao de Liapunov-Schmidt com simetria . . . . . . . .. ... ... .. 34

3.5 Bifurcagoes da configuracao tetraedral . . . . . ... ... ... 0L 35
3.6 Calculos de bifurcacao . . . . . . . . ..o 41
3.6.1 Simetria tipoeixo . . . . . . ..o 41
3.6.2 Simetria tipoplano . . . . .. ..o 42

Simetrias de configuragoes centrais no problema de 5 corpos no espaco 44
4.1 Introdugdo . . . . . . . .. 44

4.2  Simetria de configuracoes centrais nao-convexas num problema de cinco

COTPOS. + « « v v v e e it e e e e e e 45



Introducao

No problema dos n corpos, as configuracoes centrais compoem condigoes iniciais no
espaco de configuracao para solugoes homograficas. Em sua esséncia, o problema de de-
terminar tais configuragoes é algébrico, visto que, elas sao as solugoes de um sistema de
equacoes algébricas nao linear no qual as massas dos corpos sao os parametros. Hipdteses
simplificadoras tais como, massas iguais, massas nulas e simetrias podem ser consider-
adas a fim de obter sucesso no calculo das configuracoes centrais. Uma etapa chave na

abordagem do problema é a escolha de um sistema de coordenadas “economico”.

Variacoes do problema dos n corpos em que algumas massas sao tomadas nulas, os
chamados problemas restritos, tém efeito pratico notavel, uma vez que, elas modelam
o movimento de particulas (cometas, satélites artificiais,...) sob a acao gravitacional de
outros corpos com massa consideravelmente maior. Além disso, as informacoes obtidas
com massas nulas podem ser tteis em casos onde massas relativamente pequenas sao

admitidas.

Configuragoes centrais em problemas restritos tém sido pouco exploradas. Tudo indica
que a primeira abordagem do tema foi executada por M. Lindow em 1924 quando o mesmo
determinou os 10 pontos de equilibrio do problema de 341 corpos com massas iguais
numa configuracao lagrangeana. Mais tarde, P. Pedersen em 1944, resolve uma espécie
de problema inverso no qual as massas sao as incégnitas e as posicoes de equilibrio do
corpo de massa nula sao parametros. No entanto, a andlise é feita em casos especiais

em que a simetria é admitida de antemao. Por fim, recursos numéricos foram utilizados



para descrever a dependéncia do pontos de libragao com o centro de massa do sistema.
Seguiram-se os trabalhos de Carles Simé (1977) e R. F. Arenstorf (1982) que estudaram

de forma analitica e numérica o caso de 3 + 1 corpos com massas distintas.

Em nosso estudo, focamos a atencao nas configuragoes centrais de n corpos em di-
mensao n — 2. Também conhecidas como configuragoes de Dziobek, elas possuem uma
peculiaridade, devida a combinagao da dimensao com o nimero de corpos, que permite
eliminar certas indeterminacoes que surgem nas equagoes, provenientes do anulamento de
uma das massas. Outrossim, a hipdtese n corpos em dimensao n — 2 possibilita reduzir o
nimero de variaveis e de equagoes do problema através de certas relagoes de dependéncia

linear. As coordenadas baricéntricas (dreas ou volumes orientados) surgem naturalmente.

No primeiro capitulo, nés investigamos o caso restrito de n + 1 corpos com massas
iguais paran = 3 e n = 4. Na formulacao do problema, considera-se que a configuracao de
n + 1 corpos depende continuamente da massa infinitesimal e que a mesma tende a uma
configuracao bem definida quando a massa tende a zero. O anulamento puro e simples
da massa provoca anulamento das coordenadas baricéntricas. Procedemos entao uma
normalizacao, de modo que, as novas coordenadas tenham limite bem definido. Com isso,
foi possivel enunciar um resultado geral de simetria e em seguida reproduzir os resultados
de Lindow no plano e também, obter todas as configuracoes do caso tridimensional, este

ultimo em aberto.

Numa segunda fase, nds consideramos o potencial da familia homogénea onde o ex-
poente das distancias mutuas é negativo e arbitrario. Generalizamos o resultado de D.
Schmidt [12] sobre bifurcagdes de uma configuracdo tetraedral ndo-convexa de 5 corpos.
Além disso, usando técnicas de bifurcagao com simetria detectamos a presenca de 3 novas
familias de solugoes com simetria tipo planar provando assim a existéncia de pelo menos
7 familias de configuragoes centrais como pertubagoes do tetraedro regular. A utilizagao
dos grupos de simetria da equacao que define configuragoes centrais permitiu simplificar

os calculos formais de bifurcagao.

E finalmente, conseguimos uma extensao de um resultado de simetria, devido a Alain

Albouy e Jaume Llibre [5], para configuragoes espaciais do problema de 1+4 corpos. Nés



provamos a persisténcia das simetrias das configuracoes quando a massa central é superior

a um determinado limite finito.

As demonstracoes dos teoremas estao sustentadas, basicamente, nas técnicas desen-
volvidas por Alain Albouy e Alain Chenciner [4]. Nosso propdsito inicial é extrair o
maximo de informacao que essas técnicas podem fornecer. Pretendemos ainda num
préximo trabalho estudar o caso planar para cinco corpos a fim de testar a serventia
de tais técnicas em situacoes outras que nao a de Dziobek. Encontra-se também em
aberto o problema da simetria das configuracoes centrais nao-convexas de cinco corpos
com massas iguais no espaco. Sobre este ultimo, fizemos varias tentativas utilizando as
mesmas técnicas, porém sem éxito. Explicar a razao do insucesso dessas técnicas em casos

particulares constitui um interessante problema de pesquisa em configuracoes centrais.

Janeiro de 2003
Alan Almeida Santos
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Capitulo 1

Propriedades de configuracoes
centrais

1.1 Configuracoes centrais

O problema dos n corpos consiste em descrever a evolucao no tempo de n massas pontuais
my, ..., m, que interagem segundo a lei de Newton da gravitagao universal. Se q, ..., ¢, sao

as posig¢oes das massas num tempo ¢, entao o movimento é dado pelo sistema de equagoes

d2qi a

S - gl - ) (11)
J#i

O expoente a exerce uma fungao importante sobre a dinamica do problema mas nao sobre

questoes de estatica. Vamos apenas impor a condicao a < 0.

As configuragoes centrais do problema de n corpos sdo condi¢bes iniciais no espaco
de configuracao que dao origem a movimentos homograficos, isto é, movimentos onde a
configuracao em cada instante é semelhante a configuragao num instante inicial. Mais

precisamente, seja qg o centro de massa do sistema

Definicao 1.1.1 Uma configuracao (qu, .., q,) € central se existe um X € R tal que

S milla = a5l (a — 5) = Mai — a6) (1.2)
J#i



para todo 1.

Se (q1,-.,qn) é uma configuracao com coeficiente A entéao (rqi,..,7q,), para 7 > 0,
também é uma configuracao central com coeficiente 72?\. Portanto, as solucoes do sistema

(1.2), com A fixado, determinam uma classe de configuragoes centrais médulo homotetias.

Vamos chamar s;; = |l¢i — ¢;||* e substituir ¢ = M ™'Y m;q; onde M = > m;.

Fazendo as contas, as equagoes (1.2) tomam a forma

>omy (S%—%) (¢ —q;) =0 (1.3)

J#

Definimos as varidveis S5;; por
A
— e _
Sy =ty
Vamos focar nossa atencao na determinacao de configuragoes centrais de m massas
pontuais em dimensao n — 2, as chamadas configuragoes de Dziobek, em que massas nulas
sdo introduzidas. Como Albouy notou em [6] hd duas maneiras de se referir ao caso
de massas nulas. A primeira, que foi chamada de maneira “ingénua”, consiste em fazer
na equacao (1.1) my = ... = m, = 0. O sistema resultante definird o movimento das
particulas infinitesimais mas sem o cardter hamiltoniano. A definicao (1.1.1) ainda é

compativel com o estudo da equagao (1.1).

A segunda forma ¢ introduzir nimeros positivos 1, ..., ft,, um parametro € e fazer
my = €fly,...,m, = €lp. A diferenca entre as duas formas é significativa no estudo de
configuragoes centrais como mostra o exemplo de uma particula unitaria e duas infinites-
imais sobre um plano. Com a maneira ingénua, qualquer configuracao onde as particulas
infinitesimais situam-se sobre o mesmo circulo centrado na particula unitaria é uma con-
figuragao central. Mas pela outra, tomando limite de configuracoes centrais com massas
positivas, essa restricao é necessaria, mas nao suficiente. Ocorrem trés situacoes distintas:
ou as particulas coincidem no limite, ou situam-se em pontos opostos sobre o circulo ou

formam um triangulo equildtero com a massa unitaria.

A essa altura vale ressaltar uma importante estimativa (1.4) devida a Moeckel e de-



monstrada em [6]: definindo as quantidades
1
17]

temos que se qi, ..., ¢, ¢ uma configuracao central com massas my, ..., m,, entao >;; < 0.

Tomando a média aritmética das quantidades Eij obtemos

- n—l ZE”

1<j 1<j

1.2 Configuracgoes de Dziobek

Definicao 1.2.1 Uma configuragio de Dziobek é uma configuracio (qu,...,q,) tal que

existe A € R™ nao nulo satisfazendo

> A =0 e > Ajg;=0 (1.5)
j=1 Jj=1

e tal que para algum n € R e para algum A € R

—si; + % =nd;dj, com d; =A;/m, (1.6)

Tal configuragao é central com multiplicador A e, devido a (1.5), para qualquer i, o ni-

mero de vetores linearmente independentes em {g; — ¢;};2 é no maximo n — 2.

Lema 1.2.2 Se a configuracao tiver dimensao n — 2 entao, a menos de miltiplos, existe
um unico A € R™ satisfazendo (1.5).

Demonstracao: Com efeito, seja £ € R tal que Y& =0e > &;q; = 0. A dimensao da
configuracao é n — 2 se, e somente se, para cada 1 < ¢ < n existe um k tal que os n — 2
vetores {q; — ¢;};zik sdo linearmente independentes. Nesse caso, § # 0. Reescrevemos

(1.5) na forma

A Qk_qz - ZA i € fk Qk_% — Zé] z

J#k J#k
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Multiplicando a primeira por & e a segunda por Ay e levando em conta a independéncia

linear do vetores a direita, temos que
;= ARé; para todo j # ki

Chamando % = 1, resulta que A; = pé; paratodo 1 <j<n.m

Proposicao 1.2.3 Toda configuracao central de dimensao exatamente n—2 € de Dziobek.

Demonstracao: Pelo lema, a menos de multiplos, existe um tnico A € R™ que satisfaz

(1.5). Colocando a i-ésima equagao de (1.3) na forma

n
ijSijqj = (0 onde mZSu = — ijsij
j=1 ji

vemos que existe p; tal que m;S;; = w;A; para todo j # i. Tomando a j-ésima equagao,
por simetria, decorre que m;S;; = p;A;. Assim, p;d; = pi;d; de forma que existe um p € R

tal que p; = pd;. m
Proposicao 1.2.4 Se (q1,...,q,) € uma configuracao de Dziobek com massas m; > 0
entao n > 0.

Demonstracao: Observe que
0= O A dj=> (Aid;+ Ajdy) +zn:Aidi = EZ(mi +m;)S;; +Zn:A—?
’ i<j ’ ’ i=1 e Y = Tl

e por (1.4) temos

donde segue o resultado. =

A constante 1 pode entao, ser normalizada.

Proposicao 1.2.5 A estimativa de Moeckel para uma configuracao de Dziobek equivale
a (Ai = Aj)(d; —d;) = 0

11



Demonstracao: A mera substituicao S;; = nd;d; na expressao de ¥;; fornece

—1)
Bij = — (B = Ay)(di —dj) m

Definigcao 1.2.6 Uma configuracao de Dziobek é dita convexa se pelo menos dois A; sao
positivos e pelo menos dois A; sao negativos. A configuracao € dita nao-convexra se n — 1

dos A; sao de mesmo sinal.

Geometricamente, uma configuragao de Dziobek convexa de dimensao n — 2 é tal
que nenhum dos pontos ¢; situa-se no fecho convexo dos demais. Ao contrario, numa
configuragao nao-convexa um dos pontos estd no interior do fecho convexo dos outros.

Uma propriedade dessa defini¢ao é dada na seguinte

Proposigao 1.2.7 Se n > 3 entao nao existe configurag¢ao de Dziobek tal que n — 2 dos

A; sejam de um sinal dado e um dos outros seja nulo.

Demonstracao: Suponha que A; = 0, Ay > 0 e todos os outros A; sao negativos.

Chamando s, = (%)l/a temos que s1; = S, para todo ¢ > 1. Ou seja, todos os pontos

exceto ¢, estao sobre uma hiperesfera centrada em ¢;. A configuragao formada pelos outros

n — 1 pontos é portanto convexa o que contradiz a distribui¢ao dos sinais dos Als. m

Proposicao 1.2.8 Se (¢, ...,q,) € uma configurag¢io de Dziobek entao a quantidade
Aillgr = all* + . + Anllgn — al?
independe da escolha do ponto q.

Demonstracao: A derivada da expressao em relagao ao ponto ¢ é
~2) Ai(gi—q) =0
i=1
devido as relagoes (1.5). m

Fazendo t; = Y, Agllgr — ¢il|* obtemos as equagdes
L=t %) (L7)

12



que juntamente com a condigao > A, = 0 sao equivalentes a (1.5). Com efeito, substi-
tuindo |lg, — ¢;||* = {gr — gj, a» — ¢;) em (1.7) obtemos

n

Z<Ak(Qk —q;),q —q;) =0

k=1
para todo i,j € {1,..,n}. Fixando j, a equacdo acima diz que o vetor > Ag(qr — ¢;) €
ortogonal a todos os geradores do espago linear ao qual pertence. Logo, > Ag(gr—g;) =0
donde (1.5) é satisfeita.

Essas equagoes fornecem condic¢oes necessarias para configuragoes de Dziobek em forma

de determinantes

1 1 1
A A A

invariantes por transformacoes do tipo s;; — £s;; +ncom { > 0en e R.

Observacao 1.2.9 Feiton =1 e A fizado, as configuracoes de Dziobek de n corpos ficam,

n(n—1)
2

sistema composto das equagoes (1.6), (1.7) e >, A; = 0.

portanto, caracterizadas por n + varidqveis (Aq,...,A,), (..., Sj,...) solugoes do

Vamos definir a funcao ¢ pela regra

e A
Sij = (si;) = —si5 + i (1.9)

As propriedades ¢ > 0 e ¢” < 0 serao de suma importancia para os resultados que

seguem.
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Capitulo 2

Configuracoes de Dziobek no
problema de n + 1 corpos com massas
iguais

2.1 Breve historico

O problema restrito dos quatro corpos, ao que parece, foi considerado pela primeira vez
em 1924 por M. Lindow. Em seu trabalho, Lindow determinou os pontos de libracao num
caso especial onde 3 massas iguais movem-se numa configuracao lagrangeana e a quarta
massa nula orbita no mesmo plano do triangulo. Obtém-se um total de 10 equilibrios
para a massa nula. Mais tarde em 1944, P. Pedersen [8] tenta determinar os pontos de
libragao para um comportamento arbitrario das massas. Em sua estratégia, uma espécie
de problema inverso, os valores ou a regiao no triangulo maéssico das 3 massas finitas sao
calculados em funcao das coordenadas dos supostos pontos de libracao. O céalculo das

configuragoes centrais desse problema foi feito com a utilizagao de métodos numéricos.

Vamos mostrar como as técnicas expostas em [2] e [5] podem ser utilizadas para reproduzir
o resultado de Lindow e, de uma forma mais abrangente, estenderemos os resultados de
simetria das configuragoes centrais para o problema restrito de n + 1 corpos com massas

iguais em dimensao n—1, as chamadas configuragoes de Dziobek. Daremos um argumento

14



segundo o qual é possivel evitar as singularidades do problema devidas ao anulamento de
uma das massas do sistema. Também provamos que todas as configuracoes centrais do

referido problema apresentam simetria tipo eixo ou plano.

A busca de simetrias é importante uma vez que elas reduzem o numero de varidveis

das equagoes que definem as configuracoes centrais.

2.2 Simetria das configuracoes de Dziobek

Considere o sistema de equagoes que define uma configuracao central de n + 1 corpos

ijSij(qj—qi) :O, i:(),...,n (21)
J#1
O potencial newtoniano é caracterizado pelo expoente a = —3/2. O problema das con-

figuracoes de Dziobek no caso restrito serd posto da seguinte forma

Formulacao do problema: No problema restrito de n + 1 corpos, uma configuragao
central g(mo,my,...,my,) em dimensdo n — 1 depende continuamente do parametro my

e admite-se que a configuracao tende a um limite bem definido, sem colisoes, quando

mo — 0.
Supondo ainda, que a configuracao limite formada pelos n corpos my, ..., m, sejan—1
dimensional, para cada i = 1,...,n os vetores ¢; — ¢; (0 # j # i) devem ser linearmente

independentes. Nessas condicoes, as n tltimas relagoes lineares em (2.1) obrigam

lim S;; =0 para todo i # j nao-nulos

mo—0

donde por (1.6) tem-se que

A 1/a
Sij = ngrilo Sij = 8o = (M) para todo 7 # j nao-nulos.

Ou seja, os n corpos de massas finitas formam um simplexo regular de n corpos em
dimensao n — 1. Para n = 3 isso corresponde a configuracao de Lagrange. Para n =4, a

configuracao de R. Lehmann-Filhés, um tetraedro regular.

15



Se dividirmos as n tltimas equagoes de (2.1) por mg obtemos

mabia(q2 — q1) + msbis(qzs — q1) + ... + mpbin(gn — 1) = —So1(q0 — ¢1)

m1012(q1 — q2) + m3ba3(qs — q2) + . .. + Mpbon(Gn — q2) = —S02(q0 — ¢2) (2.2)

m191n<q1 - Qn) + m292n(q2 - Qn) + ...+ mn—len—Ln((Jn—l - Qn) = _SOn(qO - Qn)

onde fizemos 0;; = S;;/my.

Proposicao 2.2.1 Sob as condi¢des acima, hmoei]‘ eziste e € finito.
mo—

Demonstracao: Com efeito, fixe i # 0 e tome j variavel com 0 # 7 # 1. Na definicao
do problema, a configuracao limite é n — 1 dimensional. Pela continuidade em relacao a
mg, os n — 1 vetores ¢; — ¢; permanecem linearmente independentes para valores de my
suficientemente préximos de zero. Dessa forma, as coordenadas do vetor —Sy; (g — ¢;) em
relacao a base {g; — ¢;} estdo bem determinadas para todo mg suficientemente préximo
de zero pelo sistema (2.2) e uma vez que, por defini¢do, gy — ¢; tem limite bem definido
suas coordenadas também o tem e portanto, para todo ¢ # 0 # j

lim eij = Hij
mo—0

existe e é finito. Além disso, os limites 6;; verificam o sistema (2.2). m
De acordo com a observacao (1.2.9), seja A € R"™! satisfazendo as equagoes (1.5) e

No que segue, vamos admitir que as varidveis A; e s;; dependem continuamente do

parametro my.

Fazendo my — 0 teremos A; — 0 para todo j. Com efeito, para i # 0 # 7, S;; — 0
e portanto A;A; — 0. Por outro lado, a hipétese de que Sy; tem limite bem definido e a
equagao (2.3) com ¢ = 0 implicam em
mo—0

Multiplicando a equagao Y A, = 0 por cada A;, vé-se, que A; tende a zero.

16



Afim de contornar esse problema, utilizamos novas coordenadas para o vetor A de

forma que, passamos a escrever

A = (\/T900, /901, - - -, \/TT00) (2.4)

Proposicao 2.2.2 Com a normalizagao (2.4), limo 0; existe e € finito.
mo—

Demonstracao: Reescrevendo (2.3) com as novas coordenadas de A, obtemos

mlm]S—Z = (SZ(SJ (§] miSol- = (5051 com 1 7A 0 7A ]
myo

De acordo com a proposigao (2.2.1) e a formulagao do problema, respectivamente, tem-se

a existéncia dos dois limites finitos

mimjeij = TE}IEO (51(53 (§ miggi = 771(1)1110 (50(51‘, 1 # 0 # j

Multiplicamos a equagao Y d; = 0 por ¢; obtemos

07 == 8:0

ki
donde A; = lim §; existe e ¢é finito para todo i = 0, ..., n. E uma vez que, a dimensio da
configuracio (qi,...,qn) é n — 1, de acordo com as relacoes (1.5), Ag # 0. m

Observando que o vetor A e as varidveis §;; realizam as equagoes (1.7), eles devem
satisfazer também as equagoes determinantais (1.8). Recordando que a configuracao limite

tem
Sij = So (i #0#j)
os determinantes @);;x, para ¢, j, k nao nulos, tomam a forma

1 1 1
Qijk =| S0 5o Sok
m;iSo; ijOj MSok

onde fizemos AgA; = m;Sy;.
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Mas, por (1.9), S;; = ¢(s;;) onde ¢ é crescente e concava. Assim, se numa configuragao

A do problema de n + 1 corpos com massas iguais m; = ... = m,, tivermos
Ai < AJ’ < Ak
entdao Sp; < Soj < Sor € portanto, devido & concavidade da funcio o, Qijr 7 0 ou seja, a

configuracao nao é central. Temos entao o

Teorema 2.2.3 Toda configuracao central do problema de n+1 corpos com massas 1guais

em dimensao n — 1 possui um plano de simetria.

Demonstracao: Com efeito, pelo exposto acima devemos ter
A,L' = Aj ou Az = Ak ou Aj = Ak

para cada tripla de indices 1 < i < j < k < n. Sendo ¢ uma bije¢ao continua a con-

figuragao limite apresenta so; = 50; ou Sp; = Sor OU S0; = S

Observagao 2.2.4 Sen = 3 a configuracdao possui um eizo de simetria apenas. Sen = 4
a configuracdo possui um eixo de simetria (Al = A, = Ag) ou dois planos de simetria
(Al = Ay e Ay = A4). De forma geral, a configuracao admite, no mdximo, dois valores

distintos para as coordenadas A; com i # 0.

2.3 Calculo das Configuracoes

A seguir, faremos o calculo de todas as configuragoes centrais nos problemas restritos com
massas iguais de 341 corpos no plano e 441 corpos no espaco para o potencial newtoniano
(a =—3/2).

2.3.1 Problema restrito dos quatro corpos (Resultado de Lin-
dow)

Vamos supor A; = Ay e fazer Ay =rA;. De Y A; =0 vem que Ay = —(2+r)A;. Além

disso, sg1 = Sg2.
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As equagoes tg = t; = ty = t3 implicam em
(sor —s03)2+7)=7r—1 e (4+71)so1+7Se3=7r+1 (2.5)

Resolvendo o sistema para sg; e sg3 tem-se

41 3
S = ———- € Sp3= ———
2 B2+
Por outro lado, as relagoes AgA; = Sp; = —s§; + 1 dizem que

sgt? =1+ (24 r)A2

st =1+ (24 7)rAd

Chamando p = (2 + r)A? ficamos com

Sigl =(1+p? e sigg = (1+pr)? (2.6)

Com (2.5) e (2.6) temos um sistema de quatro equagoes e quatro varidveis sujeito

as restricoes p+1 > 0 e rp+ 1 > 0. Para eliminar p de (2.6) multiplicamos a primeira
equacao por 72 e subtraimos a segunda obtendo, apds a substituicao de sg; € 53, a seguinte

equacao
r?(2 +1)° (2+7)°
(R R U U

Note que r = 1 ¢ raiz da funcao no lado esquerdo da equagao.

Observacao 2.3.1 O caso r = 1 corresponde a situacdo onde a massa nula estd no

baricentro do triangulo (A; = Ay = Ag).

Restringindo r # 1 temos

K—-r—-1 2 6 2 1
p:—r ondeK:( +7) r - —
2r r—1 [(r2+r+1)3 27

Inserindo p na primeira das equagoes (2.6) temos que 7 ¢é solugao da equagao
4224 7)° — (K +7r = 1D*(r* +7r+1)*=0
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cujas raizes reais sao as mesmas da equagao polinomial

r22 + 32r%" + 492720 + 48501 + 3441478 + 186966717 + 80712376 + 283207210

+8178633r'* + 19515898712 + 3834644912 + 613336207 + 78105155110
+759602267° + 515101231 + 17702646r" — 5829747r°% — 110991967° — 6097493r*

—145462612 — 4330212 + 291567 + 1369 = 0

Utilizando o algoritmo de Sturm (MAPLE) encontramos 8 raizes reais das quais 5 sao
descartadas por nao satisfazerem as retricoes p > —1 e rp > —1. Os possiveis valores para
7 S0

re = 0.121808901 . . . r3 = —0.8548698758 . .. ry = —4.874066483 . ..

Com isso determinamos as seguintes solucoes do problema

1 Ay =—/V3-
T

S01 = S02 = S03 = 5

Wl

Ao =+34/V3 -}
so1 = 0.2524717627 A1 = —1.801065875
0 s = 06663596952 R = 02193858
03 = 0. Ay = +3.821517607
so1 = 0.6679762561 A= —0.8522371548
Y SR Ay = +0.7285518709
03 = 2 Ay = +0.9759224387
o so1 = 2.4070019650 ﬁl ~ fgiggggggg
4 so3 = 0.3631847754 T

Ay = +1.450667505

Para cada eixo de simetria do triangulo Lagrageano temos 4 pontos de equilibrio para

a massa nula. Observando que o baricentro é comum aos trés eixos contamos um total

de 941 =10 configuragoes centrais para o problema de 341 corpos com massas iguais no
plano, sendo 7 nao-convexas e 3 convexas.
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2.3.2 Problema restrito dos cinco corpos em dimensao 3

Os determinantes ();j; serao nulos se, e somente se, a menos da enumeracao dos corpos,

tivermos

A1:A28A3:A4 (I)

ou

A=A, =A; (I

Simetria I: Temos sg; = Sp2 € So3 = Sos. Seguindo a estratégia em [5]|, vamos fazer
Ay =96(1+7r)e Ay =0(—14r) de modo que

Ao = —4or

As equagoes to = t; = t3 fornecem o sistema

11 (s01 — S03)7 = —%
' —(1+3r)so1 + (1 —7)se3 = 5=

As equagoes S;; = —s{; + 1 neste problema ficam

o 531/2:1+p(1+7n)
01

53% =1+p(—=1+7)
03

onde fizemos p = 46%r. As configuracoes centrais sao as solucoes do sistema acima de 4

equagoes e 4 incognitas (7, p, So1, So3) sujeitas as restrigoes
r#0 1+p(—=147r)>0 I1+p(l+7)>0

A primeira é devida ao posto da configuracao ser 3 e as outras duas se devem ao fato de

que sj; > 0.

Resolvendo 1.1 para sp; e sp3 obtemos

32 —2r+1 3r2 4+ 2r +1
S - e S = -
01 372 03 82
Devemos evitar o expoente fracionario elevando as equacoes 1.2 ao quadrado
1 2
So1
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1
— = (1+p(=1+7))° 1.2/
503
Para extrair uma expressao de p em fun¢io de 7 multiplicamos a primeira por (1 —r)?
e a segunda por (1 + r)?. Em seguida subtraimos a primeira da segunda e substituimos
S01(r) e sp3(r) para obter
(P —1)p=K—r
onde
102477 (7rt — 272 — 1)

K —
(3r2 —2r +1)3(3r2 4+ 2r +1)3

Se 7 = +1 terfamos, por exemplo, em [.2" s5; = 1 e em 1.1 sg; = 3/4. Contradicao!
Assumimos entao r # +1 e assim p tem uma expressao bem definida em funcao de r.
Agora inserimos p na primeira das equacoes 1.2" e, fazendo as devidas simplificacoes, a

equagao final é equivalente a equagao polinomial
10077696125 — 531441r* — 53208556122 + 2971809472 + 1158826078 — 295521516

—524376r* + 18944472 + 34408710 + 4577r% — 1887 — 114r* — 1212 — 1 =0

Fazendo uso do algoritmo de Sturm (MAPLE) encontramos 6 raizes reais £, £r9, £73
sendo que 7y fere as restrigoes 1 + p(14+1r) > 0e 1+ p(—1+r) > 0. Os valores possiveis
para r sao

r1 = £0.3872384014 rs = £1.370862272

Além disso, as equacoes de sg; e sg3 apresentam simetria frente a transformacao r +—
—r. Temos entao, a menos de uma troca de indices apenas duas configuragoes centrais

com simetria do tipo I

so1 = 0.562994176 Ay = +1.235570806

: Ay = —1.106573666
" sop = LESAISRAZ3 N iss7a8963
- A = +3.9011371610
pys S0 = 0209LBASS6 T 66798570

503 = 0.6238823954 As — —0.2638457233
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Simetria I1: Temos so; = S = So3. Vamos fazer Ay, = rA; de modo que Ag = —(3 +

r)A1. As equagoes ty = t; = t4 implicam no sistema

01 (—so1 + S04)(B3+7r)=1—7r
’ (6+T>501+T804:2+7’

Ao passo que as relagoes AgA; = —3&3/ 41 equivalem a
IL2 {si?=00+p)? e sp =(1+pr)?

onde fizemos p = (3 + r)A?. As restrigoes sobre as incégnitas r e p sao r # —3 (posto da
configuragao) e 1+ p>0e 1+ 7rp > 0.
Resolvemos o sistema I1.1 para sg; e sgs € obtemos

r2+2r+3 6
— S g
(3+7)? T B )

So1 =

2

Agora, multiplicamos a primeira das equacoes I1.2 por r* e subtraimos a segunda

obtendo

2 1
So1 So4

A solucao r = 1 corresponde a situacao em que o corpo de massa nula estd no bari-
centro do tetraedro. Considerando portanto r # 1 e substituindo sg; e sg4 temos p em

funcao de r dado pela expressao

o — _ 4 3 2 6
p:K r—1 ondeK:—LOﬂ 1)(r* + 8r® + 36r° + 108r + 27)(3 + 1)
2r 216 (r2 +2r 4 3)3

a qual inserida na primeira equacao em II.2 fornece uma nova equagao em r que é equiv-

alente ao polinomio
191850201 25647342667+ 757073133912 +29402465401> —23860106577r* — 566176902307

—645084073717% — 4255040030477 — 1310866075878 + 43934934601 + 82012018867°
+5687558856r + 2676120174r2 + 957915396113 + 272281338 + 62542800r1°
+116473417' + 174443477 4+ 20611978 + 1857211 + 1203r2° + 501! + 122 =0
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Novamente, com o auxilio do algoritmo de Sturm (Maple) determinamos 8 raizes reais
dentre elas 5 sao descartadas por nao satisfazerem as restrigoes p > —1 e rp > —1. Os

possiveis valores para r sao

ro = —7.494424564.. r3 = —1.332058078.. 1y = 0.4692200276..

Tais valores fornecem as seguintes configuragoes centrais com simetria II

3 AL = —1/16V6 -9
T S01 = S02 = S03 = So4 = 3

6
8 Ao = +21/16v6 — 9

so1 = 2.187023453 Ay = +0.392051847

: A, = —2.938202992

" soa = 0.297031877 Az — +1.762047451
| w0y — 0.758533202 A, - —0.5549600183

Iy : A, = +0.7392389753
Soa = 2156698328 Ag = +0.9256410797
B A, = —1.0634589110
ry: S0 = 03405287919 Ay = —0.4989962196

S0 = 04985257098 Ay = +3.6893729530

As configuracoes com simetria do tipo I sdo aquelas em que a massa nula esta sobre
as 3 retas que unem pontos médios de arestas opostas no tetraedro. Em cada uma dessas
retas de simetria temos quatro configuracoes perfazendo um total 12 configuragoes centrais
com simetria tipo plano. Nas configuragoes centrais do tipo II a massa nula esta situada
nos eixos de simetria do tetraedro que passam por um vértice e cruzam a face oposta
perpendicularmente. Sao 4 eixos e 4 posicoes de equilibrio sobre cada um, sendo que, o
baricentro do tetraedro é comum aos 4 eixos. Temos, portanto, 4-34+1 = 13 configuragoes

centrais com simetria tipo eixo. Podemos entao enunciar o

Teorema 2.3.2 O problema restrito espacial de 4+1 corpos com massas iguais possui 25

configuracoes centrais dentres as quais 15 sao nao-convezas.
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A importancia maior deste trabalho reside na nova abordagem de problemas restritos
utilizando as técnicas algébricas expostas em [1]. Se compararmos com os resultados
de Lindow e Pedersen, ganhamos aqui em generalidade, pois o resultado de simetria é
valido para dimensoes maiores, e no uso economico de instrumentos numéricos, os quais
sao aplicados como tltimo recurso para calcular as raizes reais de um polinémio de grau

elevado, depois da existéncia das raizes ser provada por algoritmos rigorosos.
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Capitulo 3

Bifurcacao de configuracoes centrais
num problema de 5 corpos no espaco

3.1 Introducao

Nossa pesquisa se concentra na determinacao de configuragoes centrais de n corpos em
dimensao n — 2, mais especificamente para n = 4 e 5. Em [1] e [2] h4d uma série de
resultados acerca dessa questao tais como existéncia de simetrias para massas iguais e o
calculo algébrico das respectivas configuragoes. Dentre as situagoes estudadas por Albouy,

uma permaneceu parcialmente em aberto:
“Toda configuracao central de cinco massas iguais no espaco € simétrica”.

Provou-se o teorema para as configuragoes centrais convexas mas, utilizando a mesma
metodologia do simplexo, (ver [1]) ndo foi possivel demonstrar o teorema para as nao-
convexas. O fato de que um método tao eficaz na determinagao de simetrias nao funcione
numa situacao tao suigeneris nos leva a pensar que ou o método do simplexo pode ser
melhorado e aplicado numa forma alternativa ou que, de fato, haja configuragoes centrais

nao-convexas sem simetrias.

A questao investigada nesta secao versa sobre bifurcacoes sofridas por uma con-

figuracao central quando da variagdo de um parametro (massa) do sistema. Estudaremos
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o caso de 4 corpos de massa unitaria nos vértices de um tetraedro regular e um corpo de
massa varidavel situado no baricentro do poliedro. Tal configuracao é central independente
do valor da quinta massa (m). Mas é possivel que para um determinado valor de m ocorra
bifurcacao dessa configuracao originando outras configuragoes centrais do problema de 5
corpos. Tarefa semelhante foi executada em [12] onde trabalhando com o potencial de
Newton e executando uma andlise de bifurcagao, determinou-se apenas 4 bifurcacoes que

apresentavam simetria tipo eixo.

Nossa primeira intencao era verificar se configuragoes centrais sem simetrias ocorriam
como bifurcagoes da solucao tetraedral utilizando potenciais mais gerais que o newtoniano.
Uma resposta positiva acusaria que o método do simplexo nao é capaz de demonstrar o
teorema citado acima uma vez que, a prova da simetria das configuracoes centrais com
massas iguais usa somente as propriedades ¢’ > 0 e ¢” < 0 da familia homogénea, a
qual, o potencial de Newton pertence. No entanto, em vez de solucoes sem simetria,
encontramos que, além das solugoes de [12], novas solugdes com simetria planar ocorrem
como bifurcagoes definidas numa vizinhaca a esquerda de um determinado valor m.. Na
demonstracao desse resultado, vamos trabalhar com as equagoes (1.6) e (1.7) que definem
as configuracoes de Dziobek e aplicar a redugao de Liapunov-Schmidt usando a simetria

das equacoes.

3.2 Definicoes basicas e resultados sobre grupos de
simetria

Seja [ um grupo de Lie e V um espago vetorial real de dimensao finita.

Definicao 3.2.1 Uma acao linear de I' sobre V é uma aplicacdo continua
'<xv — 'V
(o) e

tal que

i) se y1,72 € I entao vy - (y2-v) = (71 72) - v

i) para cada v € I' a aplicagao p, : V — V definida por p,(v) =y -v € linear.
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A aplicacao p : I' = GL(V) é chamada uma representacio de I' sobre V.

Exemplo 3.2.2 A acdo de S, (grupo das permutagées de n elementos) sobre R" dada
por

g - (33'1,.172, ce axn) = (x0(1)7x0(2)7 cee axa(n))

€ linear e p, € dado por uma matriz elementar resultante da permutagao sequndo o das

linhas da matriz identidade I,. Isto €, por exemplo

(123 - B
7=\3 1 2 Po =

No que segue, a acao de I' sobre V € linear.

O = O
_ o O
O O =

Definicao 3.2.3 se ¥ € um subgrupo de I' definimos

Fix(¥) ={v € V / ov = v para todo 0 € ¥}

Definicao 3.2.4 O subgrupo de isotropia (ou grupo de simetrias) de v € V é o conjunto

Yy={yel: yw=uv} (3.1)

Definicao 3.2.5 Um subespaco W C V ¢é I'-invariante se yw € W para todo w € W e
vyel.

A demonstracao do seguinte resultado leva em conta integracao invariante de Haar

sobre grupos de Lie compactos e sera omitida.

Proposicao 3.2.6 Seja ' compacto agindo linearmente sobre V. Entao existe um produto

interno (, )r sobre V tal que para todo v € I' a matriz p, é ortogonal.

Exemplo 3.2.7 Sel' =S, entao (, )r = (, ) produto interno candnico de R™.
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Proposicao 3.2.8 Suponha que I' € compacto e seja W subespago I'-invariante. Entao

existe um subespaco I'-invariante U tal que
V=WaU

Demonstragao: Seja U = W+ onde a ortogonalidade ¢ tomado com relagao a (, )r.
Temos que V=W & Ue,sey el euecUentao

(yu, w)r = (yu, vy 'w)r = (u,y 'w)r =0

para todo w € W. Ou seja, U é I'-invariante. m

Definigao 3.2.9 A acao de T sobre V € irredutivel se os unicos subespacos I'-invariantes
sao {0} e V. Um subespaco W C V ¢é I'-irredutivel se W ¢é T'-invariante e a a¢ao de T’

sobre W € irredutivel.
Exemplo 3.2.10 (trivial) a agao de O(2) sobre R? é irredutivel.

Definigao 3.2.11 Uma aplicagio g : V — V ¢é I'-equivariante se g(yv) = vg(v) para
todoyel' eveV.

Exemplo 3.2.12 Se A : R" — R" é um operador linear S, -equivariante entao em rela¢ao

a base canonica ele é dado por uma matriz do tipo

Ty ...y

Yy x Y

A= " , (3.2)

y y X nxn

Com efeito, se (0 A);; = bi; e (Ao);; = cij entao
bij = q(i); e Cij = Qig()

Assim, a equacao A = oAo~! implica em a;; = ay(i)o(j).- Variando os indices sobre
{1,...,n} e as permutacoes sobre S, vé-se que A tem a estrutura (3.2). Por indugdo

sobre n prova-se que o determinante de uma tal matriz é (x + (n — 1)y)(x —y)" L.
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Definicao 3.2.13 Uma representagao de um grupo I' sobre V é absolutamente irredutivel

se o0s unicos operadores lineares de V que comutam com I' sao os multiplos da identidade.

Exemplo 3.2.14 Acdo de S, sobre R? : o subespaco de R* definido pela equacao linear
Y x; =0 € Sy-invariante. Considere a sequinte base ortogonal B = {uy,us,us, (1,1,1,1)}
onde

u = (—1,1,-1,1) up = (—1,—-1,1,1) ug = (1,—-1,-1,1)

Em relagao a essa base, a a¢ao de Sy sobre {z : > x; =0} é dada pela multiplicagdo das

coordenadas [x]g com matrizes 3 X 3 do tipo

010 0 0 -1 -1 0 0
1 00|, 0 -1 0 |, 0 -1 0], ete...
001 1 0 0 0 0 1

isto €, matrizes cujas linhas sao permutacoes das linhas da identidade 3 X 3 e que possuem,
duas entradas negativas ou trés positivas. Tal agcao € absolutamente irredutivel. Com

efeito, as matrizes que comutam com o € S3 C Sy sdo do tipo

> o R
St o
ISER~ I~

Erigindo que esta matriz comute com, por exemplo

0 €9,

encontramos b = —b.

Lema 3.2.15 Se a acao de I' sobre V € absolutamente irredutivel entao ela € irredutivel.

Demonstracao: Supondo que a acao de I' nao é irredutivel, existe um subespaco proprio
[-invariante W # {0}. Seja W+ seu complemento invariante de acordo com a proposicao
(3.2.8). Facilmente verifica-se que a projecao 7 : V. — W C V comuta com I' e nao ¢é

miltiplo da identidade. Ou seja, a acao nao é absolutamente irredutivel. m
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Lema 3.2.16 Seja g : V — V uma aplicagcdo de classe C' e equivariante. Entdo para
todo subgrupo > C I' tem-se
g (Fix(X)) C Fix(X%)

Proposicao 3.2.17 Se x € Fiz(I") e g é I'-equivariante entdo
a) Dg(x) é uma transformagao linear T'-equivariante
b) ker{Dg(z)} ¢ subespago I'-invariante
¢) Im{Dg(z)} € subespago T-invariante

Demonstragao: Derivando a identidade g(yv) = ~g(v) em relagdo a v no ponto = e
usando que z € Fix(I") obtemos a). Se u € ker{Dg(z)} entao Dg(z) - yu = yDg(z)u =
70 = 0 (ac@o linear) donde yu € ker{Dg(x)}. Finalmente, se w = Dg(x)v € Im{Dg(x)}
entdo yw = Dg(z)yv € Im{Dg(x)} provando c). m

Suponha que a acao de I' sobre V é absolutamente irredutivel e seja g : VX R — V
uma aplicagao I'-equivariante com ¢(0,¢) = 0 e D,g(0,0) = 0. Pela proposi¢ao (3.2.17a)
a matriz D,g(0,€) = c(e) - Id. Seja ¥ um subgrupo de isotropia com dim ((Fix(X))) = 1.
Segue do lema (3.2.16) que a restri¢ao do dominio de g(v, €) a Fix(X) define um problema

unidimensional
g: Fix(3X) xR — Fix(%)
(tvg,€)  — h(t, e)vg

onde h(0,0) = 0. Pela equivariancia de g o vetor g(0,¢) € Fix(I') e portanto h(0,¢) = 0

para todo €. A formula de Taylor fornece

g(tvg, €) = k(t, €)tvg (3.3)
Derivando (3.3) em relacao a t tem-se

dg(0, €)vg = k(0, €)vg

donde ¢(€) = k(0,¢). Se ¢/(0) # 0 entao pelo teorema das fungoes implicitas existe uma
unica solucao (t,€(t)) do problema g(tvy,€) = 0. Além disso, o subgrupo de isotropia de

tvg € exatamente .
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Observagao 3.2.18 FEsse resultado de teoria de bifurcagao é citado em [17] como “lema
do ramo equivariante”. Mais adiante, faremos uma aplicacao ao problema tetraedral de

cinco corpos para garantir a existéncia de novas configuragoes centrais.

3.3 Reducao de Liapunov-Schmidt sem simetria

Seja @ : R™ x R — R™ uma aplicacao C! e considere o problema dado pelo sistema de
equagcoes
O(v,e) =0 (3.4)

Assumindo que ®(0,0) = 0 nosso interesse é descrever o conjunto solugao de (3.4), na
forma (v(e€), €) numa vizinhanga de (0,0). Seja n — k = posto(D,®(0,0)) onde a notagao
D,® significa a (matriz da) derivada de ® em relagdo a variavel v € R™. Se k = 0 entao

pelo teorema das fungoes implicitas existe uma unica solu¢ao v = v(e) de (3.4).

Suponha k£ > 0 e denotemos L = D,®(0,0). Podemos efetuar a decomposicao do R”

de saida e de chegada através das respectivas somas diretas

R" =ker{L} ® M (3.5)
R" = N & Im{L} (3.6)

Sejam P : R" — Im{L} e Q : R — ker{L} as respectivas projecoes. O sistema (3.4)

é, agora, equivalente ao par de equacoes definidas sobre ker{L} x M x R

PO(u+w,e) =0 (3.7)
(Id — P)®(u + w, ) =0 (3.8)

onde fizemos v = u+w com v = Qv e w = (Id — Q)v. A derivada da expressao (3.7) com

respeito a w é aplicacao linear
PD,®(u+w,e): M — ImL

que no ponto (0,0,0) se reduz a L : M — ImL. Esta, por sua vez, é inversivel. Pelo

teorema das fungoes implicitas, existe uma vizinhanga 2 C ker{L} x R de (0,0) e uma
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tinica fungao w = W (u, €) de classe C'! definida sobre Q2 satisfazendo a condigao W (0,0) =

0 e a equagao (3.7).

Observagao 3.3.1 Derivando a identidade P®(u + W (u,€),€) =0 com respeito a u no
ponto (0,0) € Q temos, para todo U € ker{L}

0=P-L-(I+D,W(0,0)d=L-(I+D,W(0,0)d=L-D,W(0,0)@
Uma vez que L € nao-singular sobre M, resta que D,W(0,0) =0 sobre ker{L}.

Devido a unicidade da funcao W temos agora que, numa certa vizinhanga suficiente-
mente pequena de (0,0) € R" x R, (v,¢€) é solugao de (3.4) se, e somente se, (u,€) € 2 é

solucao da equacao de bifurca¢ao

d(u,e) = (Id — P)®(u+ W(u,€),e) =0 (3.9)

Se {uy,...,ux}e{ui, ..., u;} sadobases deker{L} e N, respectivamente, entao definindo
g:RF xR — R* por

gi(x1, .. xp,€) = (ul, d(z1ur + . . . Tpug, €)) (3.10)

e lembrando que ¢(u, €) € N, temos que
g(x,€) = 0 se, e somente se, ¢(z1uy + ... Tpug, €) = 0.

Dessa maneira, o problema fica reduzido ao estudo de um sistema com k equagoes a

k varidveis e um parametro.

Observagao 3.3.2 A derivada D,g(0,0) = 0. Com efeito, derivando (3.10) em relagdo

a x obtemos
Dy, gi(x,€) = (uj, (Id = P)D,®(u + W(u,¢€),¢€) - (uj + DuW (u,€) - uy))

Segundo a observagdo (3.3.1), no ponto (0,0) a expressao acima se anula, para qualquer
i,7€{1,...,k}.
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3.4 Reducao de Liapunov-Schmidt com simetria

Vamos agora admitir que I' é um grupo de Lie compacto e ® é I'-equivariante, isto é
D(yv,€) = 40 (v, ) (3.11)

E facil ver que D.®(0,0) € Fix(T'). Além disso, pelas proposicdes (3.2.8) e (3.2.17) as
decomposigoes (3.5) e (3.6) podem ser feitas tomando: M = ker{L}* e N = Im{L}"*.
Nessas condi¢oes podemos demonstrar a

Proposicao 3.4.1 A funcao W (u,€) obtida no processo de reducao € I'-equivariante.

Demonstracao: Inicialmente afirmamos que P : N @ Im{L} — Im{L} comuta com T
Com efeito, v+ P(v) = v+ P(u+ w) = yw = P(y(w)) = P(yu + yw) = P(yv) onde as

passagens sao justificadas no fato de que N e Im{L} sdo subespagos invariantes.

Agora, definindo a funcao
WW(ua 6) = V_IW(WM E)

e inserindo-a na expressao (3.7) obtemos

PO(u+ Wy (,0),6) = PB(y (yu+ Wyu,€)), €) =7 - Pd(yu+ W (yu ), ¢) = 0
Ou seja, W, (u, €) resolve a equacao (3.7) Pela unicidade da solucao W temos que W (yu, €) =
YW (u,€). m
Coroléario 3.4.2 A aplicagio (3.9) ¢ : ker{L} x R — N que define o problema de
bifurcacao € I'-equivariante.

Demonstracgao: Pela proposicao acima, pela linearidade de v e pela equivariancia de P

segue que
¢(7ua 6) = (I - P)(I)('yu + W(V“? 6)7 6) = (] - P><b(7u + ’}/W(U, 6)7 E)

— (I = P)®(u+ W(u,),€) = 7o(u, ). m
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Por um processo indicado em [16] é possivel fazer uma escolha consistente de bases B
e B* para ker{L} e Im{L}*, respectivamente, de modo que para todo 7 € I' agindo sobre

esses dois subespacos tenhamos
Yo=Y ag()u
youp =Y ay(y)u;
Em relagao a essas bases, a equacao de bifurcacao satisfaz
9(A(Y)z,€) = A(v)g(x, €) (3.12)

Para verificar a propriedade (3.12), note que g(z,€) = [S] - [#(u, €)]5- onde [S];; = (uj, uj)
e [¢]p~ significa coordenadas de ¢ na base B*. Usamos entao a equivariancia de ¢ e o fato

de que 7 é ortogonal para obter

g(AM)z,€) = [S] - [p(yu, )] = [S] - A(y) - [6(u, €)] = A(7) - [S] - [(u, €)] = A(7)g(x; €)

3.5 Bifurcacoes da configuracao tetraedral

Considere a configuracao de cinco corpos dada por um tetraedro regular contendo 4 massas
unitarias nos vértices e uma massa variavel m localizada no baricentro. Tal configuragao
de Dziobek é classificada como ndo-convexa por conter um corpo no fecho convexo dos
demais. Nés a indicaremos pelo vetor A = (Ag, Ay, Ay, Az, Ay) € R” satisfazendo (1.5).

Em coordenadas distancias mutuas, s;; = ||¢; — ¢;||?, a configuragao ¢ dada por
s5ij=5, set#0#]
{SOj =5, seje€{l,2,3,4} (3.13)

De acordo com a definigao (1.2.1) devemos ter
AiA; = mim;p(si;)
onde ¢ é a funcdo em (1.9).
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1

Figura 3.1: familia tetraedro regular

E bom ter em mente que ¢ é uma bije¢ao crescente e que portanto as coordenadas A;

da configuracao tetraedral devem satisfazer

Al = Ag = Ag = A4 =9 e AO = —46 (314)

Substituindo (3.13) e (3.14) nas expressoes das varidveis ¢; encontramos

to = —S,AO
ti = s'Ag+ 3sAy, seie€{l,2,3,4}

De acordo com as equagoes (1.7), para que a configuragao seja central devemos ter

S/

3
8

s
Observagao 3.5.1 A frac¢ao 3/8 também pode ser obtida utilizando a geometria da con-
figuracao tetraedral.
A funcao inversa de ¢ é dada pela regra
1
AA AA A a
oo (82) ()
mim; m;m; 4+m

Com isso, a relagao s'/s para o vetor A = §(—4,1,1,1,1) fica

ﬂ)(‘ff) 3

V(02 8
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cuja solucao em ¢ é

_ A(B—1)m onde _(3)°
6_1\/(4+m)(ﬁm+4) d b (8)

O sinal de ¢ depende da orientacdo do espaco. Adotaremos o sinal + para 6(m)

(volume orientado negativo do tetraedro). Para efeito de célculo, tomaremos A = 1 e o

expoente a € (—oo, —1).

O resultado é que A(m) = 6(m)(—4,1,1,1,1) representa uma familia de solugdes
das equagoes (1.6) e (1.7), que sdo fungdes do valor da massa central m. Substituindo
Ap = —>_A; e chamando x; = A; (i =0,1,2,3,4) podemos reescrever aquelas equagoes

numa forma mais interessante
fr(x1, 29, 23, 24,m) =0 ke {1,2,3,4} (3.15)

onde

Tox Tox
fr(1, 2, w3, 24, M Z% { ( - J) - (%%)} + (21, — o) < ;)nk>
J?ﬁk
Definindo a aplicagao F': R* x R, — R* por F' = (f1, fa, f3, f1) temos a

Proposicao 3.5.2 A aplicagao F é Sy-equivariante.

Demonstracao: Seja o € Sy. Calculando a expressao de fi(o -z, m) encontramos

U N m Zxa { <.§U0xa(])> — (L;(k)xa(j))} + (xa(k) — x0)¢ (SCOCCa(k)>

m

J;ﬁk
= fa’(k) (Q:h T2,T3, Ty, m)

donde F(o-z,m)=0-F(z,m). n

A solugao z(m) = (6(m),...,d(m)) € Fix(S,). Pela proposicao (3.2.17a) a matriz
jacobiana D, F(Z(m),m) tem a estrutura indicada em (3.2). Se n; = D, fi(z,m) e
no = D,, f2(Z,m) entao seu determinante é o produto (11 + 3n2)(n; — 12)®. Apds um breve
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calculo obtém-se

6(8 — 1)(4 +mp)

3n) = §(m)? 3.16
() = = (3(m)) (3.16)
mB(a—2+28)+6(8 —1) + 4ap 9
— 1y = ) 1
m — 72 WG4+ m) ¢( (m)) (3.17)
O primeiro é nao-nulo para todo a < —1 e m > 0. O segundo fator é nulo apenas
quando
6 — 683 — 4ap

—m, = Do 3.18
e = a =2+ 28)3 (3.18)
As derivadas das expressoes t(a) = 6 — 65 — 4af e k(a) = a — 2 + 23 com respeito a

a sao Y

L’(a):6(6ln§—4+4aln§) e m’(a):1—2<§) ln§

que sado claramente negativas para a < —1. Sendo «(—1) =2/3 >0e k(—1) =7/3 >0

temos que m, > 0 para todo a < —1.

Observacao 3.5.3 Para o caso newtoniano (a = —3/2) o valor de m, €

10368 + 17016
54952

encontrado em [12].

Para m = m, temos

<o [1(3=38—2a8)(a —2+20)
&—Mmd—-¢§ (48 —=3)(B—1)(1 — 2a)

Vamos fazer m = m.+e¢e L = D, F(%(0),0). As equagdes (3.15) tém um ponto critico

em (z(0),0) onde o posto(L) = 1. Devido a estrutura da matriz (3.2) é facil ver que
ker{L} ={z €R*: Y 2;=0} e Im{L}={x(1,1,1,1): K €R}

Uma vez que o produto interno da proposi¢ao (3.2.6) é o candnico de R*, temos
ker{L} = Im{L}* e portanto qualquer base de ker{L} é uma escolha consistente. Vamos
trabalhar com a base B do exemplo (3.2.14).
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Observagao 3.5.4 Qualquer base de ker{L} serviria aos nossos propdsitos. A escolha

da base B se justifica pela simplicidade da representagdo de Sy sobre ker{L}.

Sex =u+w € R*=ker{L} ®& Im{L} entao

3 4
1 1

= 7 Wyq 1717171 - = ) i = - ) 319
x ZZl:yu + y4( ) com  yy 4;:1: e v 4<u ) (3.19)
Substituindo as coordenadas x; por y; no sistema dado pelas equagoes (3.15) obtemos
uma nova equacgao denotada por G(y,e) = 0. A solu¢do correspondente ao tetraedro é
y(e) = (0,0,0,6(¢)) e os subespagos invariantes sao ker{L} = R3*x {0} e Im{L} = {0} xR

onde agora L = D,G(3(0),0). A decomposicao da equagao G(y,€) = 0 fornece

PG(y,e) = ((1,1,1,1),G(y,€)) - (1,1,1,1) =0

3
(Id = P)G(y.€) = > (u;, G(y,€))u; = 0
i=1
De acordo com o processo de redugao, existe uma tnica solugdo de PG(y,€) = 0 na
forma yy = W(y1, Yo, y3, €) definida numa vizinhanca de (0,0). Inserimos essa solugdo na
segunda equacao para obter o problema de bifurcacao Sy-equivariante g : R3 x R — R3

posto na forma

91'(3/17 Y2,Ys3, 6) = <ui7 G<y17 Y2,Ys3, W(yla Y2,Y3, 6)7 €)> =0 (320)
com ¢(0,¢€) =0, Dg(0,0) = 0.

Observagao 3.5.5 Decorre da proposi¢ao (3.4.1) que a fungao W € invariante por Sy,
isto é, W(oy,e) = W(y,e€). Assim

D,W(0,¢) € Fix(Sy) = {0}.

A agao de Sy sobre R? ¢ absolutamente irredutivel. A matriz jacobiana D,g(0, €) no
ponto (0,¢€) é portanto, um multiplo da identidade. Derivando (g1, g2, g3) com relacao a

y obtemos o produto de matrizes

1 1 -1 1 72 72 12 -1 -1 1

1
1 00
1 -1 1 1. Mmoo 1 -1 -1 1 01
1 -1 -1 1 N2 N2 M N2 -1 1 =11 0oy
M2 M2 M2 T 1 1 1 1
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que resulta em 4(n; —19) - Idgx3. A funcao c¢(m) = 4(n; —n9) é dada pela expressao (3.17).

Sua derivada com respeito a m no ponto m = mc vale

28(a—2+28)% (1 (a—2+28) \=
( )) (3.21)

a(B—1)(48 - 3) \2

2(—1)(1 —2a
que nao se anula para a < —1.

As hipoteses do “lema do ramo equivariante” estao plenamente verificadas. Assim,
para cada subgrupo de isotropia ¥ C S; com dim Fix(X) = 1, existe uma tnica solugao

do problema ¢(y, €) cujo grupo de simetria é exatamente . Podemos agora enunciar o

Teorema 3.5.6 Se A(m) € a configuracio central de 5 corpos com j massas unitdrias
nos vértices e uma massa variavel m no baricentro de um tetraedro regular entao existe
me > 0, funcdo do expoente a, tal que a configuracao central é nao-degenerada para todo
m # me.. Ainda, definidas para valores de m suficientemente proximos de m. existem, pelo
menos, 7 outras familias de configuracoes centrais dentre as quais 4 apresentam simetria

tipo eizo e 3 apresentam simetria tipo plano.

Demonstracao: Na acao de Sy sobre R? contamos sete subgrupos de isotropia cujos

subespacos fixos sao unidimensionais, a saber

Yaiy By Seneny o Y1) (3.22)
responsaveis pela solugoes com simetria tipo eixo e

2(1,0,0) 2(0,1,0) 2(0,0,1) (3.23)
responsaveis pelas solugoes com simetria tipo plano. m
A relagao entre as solugoes de g(y,€) =0 e de F(z,¢€) = 0 é explicitada abaixo
- Simetria tipo eixo:
(v,y,9) € Fix(Xa1,1y) = (v,2,2,2)
(=y,—y,y) € Fix(X1-11)) = (2,2,7,7)
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(—v,y,—y) € Fix(X_11-1)) = (z,2,2,2)
(y,—y,—y) € Fix(Xq-1-1) =  (x,2,2,72)

- Simetria tipo plano:
(y,0,0) € Fix(X1,00) = (r,s,71,5)

(0,9,0) € Fix(E0,1,0)) = (r.7,5,5)

(0,0,9) € Fix(E001) = (s,1,7,5)

3.6 Calculos de bifurcacao

3.6.1 Simetria tipo eixo

Os calculos da solucao formal até a primeira ordem sao feitos impondo que
y; = aze + O(¢?) i€ {1,2,3} (3.24)

seja solugao do sistema (3.20). Expandindo as fungoes g; em série de poténcias e substi-
tuindo (3.24) obtém-se

g1(y(e),€) = (p- a1 + q - azaz)e® + O(€) (3.25)
g2(y(€),€) = (p- az + ¢ - araz)e® + O(€) (3.26)
g3(y(e),€) = (p- as + q - aza)e® + O(€’) (3.27)

As solugbes nao triviais para aj, ag e ag sao (r,r,r), (—r,—r,r), (=r,r,—r) e (r,—r,—r)

onde r = —§ tem a seguinte expressao

(3.28)

_— 1 ap \/(6 — 63 —4apB)(a — 2+ 26)5(43 — 3)
24 ¢(a) (8 =1)*(1 - 2a)

com

£(a) = a® — 8a*B3* + 10a*B — 5a* — 8aB* + 9aB —a + 853 — 4% — 4
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3.6.2 Simetria tipo plano

Escrevendo as solugoes como poténcias de € é possivel calcular apenas as solugoes com
simetria tipo eixo. Se lembrarmos que na demonstracao do “lema do ramo equivariante”
o parametro € era funcao da variavel ¢, nao se pode esperar que as solugoes tipo planar
aparegam como expansao em € com ordem superior a 1. A proposta é tomar solugdes em

1/2

séries de (—€)'/? com € < 0, isto é, definir as solugbes com simetria planar no dominio

m < m,. Seja entao (y(¢€),0,0) com
y=b(=)"?+0(((-)'*)*) (3.29)

uma soluc¢ao do problema g(y1, s, y3, €) = 0.

Observagao 3.6.1 As outras solugoes sao (0,y(¢€),0) e (0,0,y(e))

As equagoes g = g3 = 0 sao trivialmente satisfeitas. No entanto, g; deve agora ser

expandida até a terceira ordem. Inserindo (3.29) nessa expansao obtemos

g(y(e),e) =y - ((p = bige +...) (3.30)
donde
_p 3a?((6 — 60 —4af)(a — 2+ 20)3(48 — 3)
e \/ E (1= 20)(5~ 1) o

C(a) = 96 + 36a — 432a3 + 32a°3* — 30a* + 120a” — 408a*5 — 12a° 3+
48a°3? — 80a’ Bt + 8a3B* + 324a*B* + 324483 + 1080a5* + 964> 3* — 38433+
7804 3% + 27a" — 6a° — 1008a5® — 3233 — 42433 — 816a%5° + 96a* 3> —

18a*3 4 963* + 5765% — 24a* 5% — 64a° 3> — 38403

Observagao 3.6.2 FEzceto para ((a), pode-se afirmar que todas as expressoes no radical

em (3.31) sdo positivas no dominio (—oo, —1). Para o caso de Newton o sinal de ((—3/2)
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¢ negativo e portanto o coeficiente b estd definido num intervalo em torno de a = —3/2.

Neste ponto o valor numérico de b é

233984395358902989  1151037003340971009
= \/ — V6 ~ 0.189128 . ..
1615016079497386205  25840257271958179280

Cidlculos numéricos simples mostram que o intervalo sobre o qual a fungdo ((a) tem sinal

negativo € razoavelmente “grande”.

As solugoes (3.29) tém a liberdade de poder prolongar-se sobre o intervalo (0,m..).

Porém, uma andlise mais aprofundada se faz necessaria para avaliar o real dominio dessas

familias de configuracoes centrais.
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Capitulo 4

Simetrias de configuracoes centrais
no problema de 5 corpos no espaco

4.1 Introducao

Em seu artigo [5] com J. Llibre, A. Albouy conseguiu provar que no problema restrito
de 1+4 corpos no espaco toda configuracao central é simétrica. Entendemos por con-
figuracoes centrais de 144 corpos configuragoes sem colisoes que sao um limite de con-
figuragoes centrais de cinco corpos quando uma das massas tende ao infinito. No capitulo
I, com o método do simplexo devidamente adequado a situacao, obtivemos o mesmo
resultado de simetria no problema restrito de 4+1 corpos. Em e-mails trocados com o

professor Albouy, recebemos a seguinte sugestao:

“No meu artigo com Llibre (o numero 6 da habilitation), tem o resultado de simetria
para, digamos, 4 massas equais e uma massa central grande (=infinita). Sera que este
resultado pode ser estendido ao caso de uma massa central finita, mesmo se for arbitrari-

amente grande (nem precisaria dar um valor)?’

Uma resposta negativa nos daria também um forte sinal de que o método do simplexo
nao é util para evidenciar simetrias de configuracoes centrais nao-convexas de 5 corpos

com massas iguais. No entanto, conseguimos mostrar que a resposta a questao levantada
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por Albouy é positiva.

4.2 Simetria de configuragoes centrais nao-convexas
num problema de cinco corpos.

Teorema 4.2.1 Considere o problema de 5 corpos numa configuracao tridimensional com
quatro massas tguais a m e uma quinta massa unitdria localizada no fecho convero daque-

las. Se 0 < m < %6 entao toda configuracao central desse problema € simétrica.

Demonstracao: Novamente, usaremos a teoria das configuragoes de Dziobek e a es-
tratégia de mostrar incompatibilidade entre as equagoes determinantais Q;x = 0 e a
ausencia de simetria das configuragoes através do método do simplexo. Vamos adotar
my = 1 como sendo a massa central unitaria e ms = ms = my = ms = m como sendo
os corpos em torno de my. Partindo das informacoes do capitulo I, indicaremos a con-
figuracao dos cinco corpos pelo vetor A = (A, Ay, Ag, Ay, As) € R” satisfazendo (1.5).

Tendo em vista que a configuragao é nao-convexa e que

AA;
s = Y (W)
illlj

onde ¢ = ¢~ é uma bijecao, a auséncia total de simetria é caracterizada pelas desigual-

dades A A A A
Al <0< =223 24 58
m m m m

que por sua vez implicam em

815 < 514 < Oo13 < 512 <0< 523 < 524 < 525 < 834 < 535 < 545 (41)
—~— M~ = =~ —~— M = M~ =~ =
S1 Sa S3 Sa Ss Se S7 Ss Sy S10
ou
515 < 314 < 813 < 512 <0< 523 < 524 < 834 < 525 < Sg5 < 845 (42)
~— =~ =~ =~ —~ M = = = =
S1 Sa S3 Sy S5 Se S7 Ss Sy S10
JANYAY
onde Sij = @(Sij) = —mlmi .
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Os dez nimeros S; definem o espaco das 10-uplas (..., s, ...) de niimeros reais para os
quais existe uma fungdo crescente e convexa 1 tal que s; = ¢(5;). Assim, se (..., S;j,...)
¢ uma configuracao central do problema entao ela pertence a este espaco. Além disso,

sobre esse espago temos as formas lineares dadas pelos determinantes

1 1 1
Qijk=| ti tj
JAVERVAVIRVAVS

as quais s@o nulas sobre configuracoes centrais (¢; = ¢; para todo 4, j) e invariantes pela
identificagao s ~ £s+ 1, € > 0 e n € R. Fazendo a equivaléncia entre s e £s + 1 obtemos
um espaco afim H de dimensao 8 no qual a configuracao central (..., s;;,...) estd situada

no interior do simplexo dado pelos 9 vértices
Al = (O’ 07 07 07 Oa Oa 07 07 07 ]-) BZ = (885 SS) SSa SS7 SSa 887 887 887 397 510)

B3 = (577 577 577877 S77S77 S77 587 597 SlO) B4 = <S67 567867 5675’67 567577 587 597 810)

B8 - (527 527 537547 S57567 S77 587 Sg7 SlO) B9 - (Sl7 527 S37 S4)S57 Sﬁ? 577 587 597 Sl(])

Observacao 4.2.2 os numeros S; que compoem os vértices do simplexro sao os listados
nas desiqualdades (4.1) e (4.2). Perceba que tanto as formas lineares (QQ;j como o simplexo
sao construidos em funcdao dos cinco numeros A;. Cabe agora mostrar que, para uma
determinada faiza de valores de m, ao menos um hiperplano de 'H, definido por Qi = 0,
nao tem intersecao com o interior do simplexo e assim concluirmos que as configuracoes

contidas ai nao correspondem a configuracoes centrais.

Uma vez que a 1-forma ()123 nao depende de s45, podemos descartar a variavel Sig nas
coordenadas dos vértices. Desse modo, ficamos com um simplexo de dimensao 7 com 8

vértices
Al = (07 07 07 07 07 07 07 07 1) B2 = (577 S77 S77 577 S77 S77 577 587 59)
B3 = (‘967 567 567 Sﬁa S67 Sﬁa 577 SS7 59) B4 == (S5> 557 857 SS7 557 567 577 587 SQ)
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B7 - (‘927527 S37 547 S57 567577 88)897) BS - (Sh 527 S37 S47S57 567877 SS7 59)

Tomando a ordenagao (4.1), na qual S; = S5 e Sg = S34, avaliamos o sinal da 1-forma

(D123 sobre os vértices acima:

Q123(A1) = —As5(Ag — Ay)
(285 + Az + Ay + As) [As(AsAy — AsA5) + A%(A3 — Ay)]

Q123(B2) = —
m
Quos(Bs) = — (As — A)(AgAsAg 4+ AZA, — A2A; — AZA)
123 3) — o
Quos(By) = — (Az — A0)(AaAzAy + DgA3As — AIA — AZA)
123 4 -
Quas(Bs) = ~ D= B H Py gy (Bs = D)l 4 P
m m
As — Ay)[mR7; + P Az — Ag)mRg + P
Qu23(B7) = {8 277& 4 P Q123(Bs) = & 277[1 s+ P

onde
P = (A§ — AoAg)(Ag + Ag) + (A?L — AoA3) (Ao + As + Ay + As) + Ag(A4 + Aj5) >0

Rs = —205(Ay + Az + Ay + A5)* < 0
Rg = —A1 (A2 — A2 — A2 — AgAy — A3A5) >0
Ry = —A (A2 = A2 — A2 — AyAs — A2 >0
Ry =—Ay(A2— A2 A2 A2 _A2)>0

Sob as condigoes: Y A; =0, A} <0< Ay < Az < Ay < Aj e AgAs < AgAy verifica-se
que a forma linear (123 é negativa, independentemente do valor de m, sobre todos os

vértices, exceto, possivelmente, em Bj, pois P > 0 e R5; < 0.

Considere a seguinte funcao f: R* — {0} — R dada por

d*(c+d)

b,c,d) =
J(a,b,c,d) 2a(a +b+c+d)?

A7



Sobre o dominio 0 < a < b < ¢ < d temos a minoragao

d?*2c 1
> —=f(1,1,1,1) =
20/(4d)2 - 16 f(’ ) ) fO

fla,b,c,d) >

Assim, se 0 < m < fy teremos
mRs + P = —Rj (—m— —) > —R5(—f0+f(A2,...,A5)) >0

donde Q123<B5> < 0.

Os célculos mostram que se 0 < m < fy entao o hiperplano ()123 = 0 nao tem intersecao

com o simplexo de configuracoes assimétricas do tipo (4.1).

Tomamos, agora, a ordenacao (4.2), na qual, S; = S34 e Sg = Sa5. Avaliando o sinal da

1-forma Q123 sobre os vértices obtemos

Q123(A1) = —A5(A2 — Al) Q123(B2) _ _AE)(AB - AQ)(_AlAg) + A3A4)

m
Q123(B3) = — (Az — Ag)(AsALA; + AgAi — AiAl — AEAI)
123(D3 -
Q123(By) = — (Ag — Ag)(AA3A, + Ay AgAs — ATAL — AZA)

123(D4 -

Quas(Bs) = ~ B = B A Py gy (Bs = D)l 4 P

m m
Qu23(Br) = & 277[1 Ry Q123(Bs) = 8 237[1 s+ P

De igual maneira verifica-se que se 0 < m < fy tem-se Q123(A1) < 0 e Q123(B;) < 0 para

todo <.

Assim, de acordo com os resultados acima, configuragoes centrais de Dziobek com A; <
0 < Ay < A < Ay < Aj nao sao possiveis quando 0 < m < fy. Nesse caso, para
que A seja configuracdo de Dziobek é necessario, mas nao suficiente, que Ay = Ajz. A

configuragao possui um plano de simetria. m
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Seguindo [5] podemos ainda considerar configuragdes nao convexas com A; < 0 <

Ay = Az < Ay < As 0 que implica em

515 < S < 513 <0< 533 < 534 < 535 < 545

O simplexo é entao definido pelos vértices
S15 S14 S13 S12 S23  S24 834 S35 S45

A 0 0 0 0 0 0 0 0 1
By: Ssq Ssy Szs Sza S Ssu Ssa Szs Sus
B3 : Ss3 S33 Sz3 Ss3 Sz Szy Sza S35 Sus
By: Sz Si3 Sz Siz Ssz Sy Sza Szs Sus
Bs: Sy S Siz Siz Ssz Sza Ssa Szs Sus
Bg: Si5 Sis Siz Sis Sz S Ssq Szs Sis

Fazendo Ay = Az em Q134 e avaliando o sinal dessa 1-forma sobre o 6 vértices acima

obtemos

As(Ag — Ag) (A A5 — AsAy)
m

Quaa(A1) = As(A1 — Az)  Qua(B2) =

(Az — Ay)(6A3 + 3A5A2 + 2A3(A2 — A%) + AsAL(As — Az) + AD)

(Q134(B3) = :
Gl = . A4T)r£mT4 ] Q134(Bs5) = (As — A42'£mT5 + J]
Q134(Bg) = (As — A4T)n[mT6 + J]
onde

Ty = —203(205 + Ay + As)?
Ts = —A (A2 —2A2 — A2 — AsA,) >0
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Com excecao de By, o sinal de (134 é negativo em todos os vértices. Como antes,

considere a fungao g: R* — {0} — R dada por

be(e — a) + 2a®
2a(2a 4+ b+ ¢)?

g(a,b,c) =

Sobre o dominio 0 < a < b < ¢ temos duas minoragoes, a saber

(a,b,¢) > bc? >1 <c
a C — Se a —
NG00 = fatb+ o2 = 64 2
2¢ 1 &
b,c) > 8 > — > -
glabe) 2 e e 28 P P25

Assim, restringindo 0 < m < go teremos

J
miy +J = -1} (—m - 1?) > =Ty (—g0 + 9(As, Ay, As)) >0

4

donde Q134(B4) < 0.

Esses tltimos cdlculos mostram que uma configuragao nao-convexa satisfazendo 0 <

Az < A4 nao pode ser central. Acrescentando isto ao resultado anterior temos a

Proposicao 4.2.3 Sob as condigoes do teorema 4.2.1, se 0 < m < 1/128 entao as con-

figuracoes centrais possuem um eixo de simetria.

Observagao 4.2.4 Note que 1/128 nao € um valor otimizado que garanta a simetria da
configuracao. Devemos lembrar também que m € a razao entre as massas periféricas e a

massa central.
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